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1 Theoretische Physik fiir das Lehramt

1.1 Warum Theoretische Physik?

Muss ein Physiklehrer oder eine Physiklehrerin theoretische Physik lernen? Diese Frage
wird mir gelegentlich von Studenten und Studentinnen des Lehramts gestellt. Meine
Antwort ist ein eindeutiges Ja. Nur wer Physik verstanden hat, kann sie iiberzeugend
vermitteln.

Die Physik sucht nach universellen quantitativen Gesetzen. Sie erklért und beschreibt
eine Vielzahl von Phéinomenen und Experimenten durch einige wenige mathematische
Grundgleichungen. Physik ist keine Datensammlung, sondern eine universelle Theorie,
und die Sprache der Physik ist die Mathematik. Jeder Student und jede Studentin der
Physik muss lernen, wie physikalische Aussagen aus den Grundgleichungen mathematisch
hergeleitet werden konnen. Folglich miissen auch Lehramtsstudierende die Grundlagen
der theoretischen Physik beherrschen.

Die experimentelle Physik zeigt, wie aus Experimenten quantitative Aussagen gewonnen
werden. Diese Daten werden mithilfe der physikalischen Begriffe und Modelle analysiert.
Die experimentelle Physik benétigt somit ebenfalls die Sprache der Mathematik, um
die Daten aus den Experimenten zu beschreiben und zu erkldren. Aus der Fiille dieser
zahlreichen Experimente sind die physikalischen Grundgleichungen entstanden.

Die theoretische Physik dagegen geht von diesen Grundgleichungen aus. Sie versucht,
daraus mithilfe mathematischer Methoden physikalische Aussagen herzuleiten. Die Men-
ge dieser Aussagen, die aus den grundlegenden Gleichungen hergeleitet werden, bildet
eine Theorie, die eine Vielzahl von Experimenten und Beobachtungen erkliren kann.
Aus mathematischer Sicht sind diese Grundgleichungen so etwas wie Axiome, also ab-
solute Wahrheiten, die nicht infrage gestellt werden. Allerdings gibt es in der Physik
keine absoluten Wahrheiten, sondern nur Hypothesen oder Postulate, die durch Expe-
rimente widerlegt werden konnen. Jede dieser Grundgleichungen hat deshalb nur einen
beschrankten Giiltigkeitsbereich. Die klassische Mechanik von Isaac Newton wird bei ex-
trem schnellen Bewegungen durch die Relativitdtstheorie und im mikroskopisch Kleinen
durch die Quantenmechanik erweitert. Die Theorie der elektromagnetischen Wellen von
James Clerk Maxwell wird bei schwachen Intensitédten der Welle und bei der Wechselwir-
kung mit Atomen durch die Quantenelektrodynamik (Photonen) ergénzt. Die Quanten-
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mechanik der Atome, Molekiile und Festkorper wird im subatomaren Bereich durch die
Quantenfeldtheorie (Quarks, Gluonen) ersetzt. Jede dieser Theorien kann in ihrem ent-
sprechenden Giiltigkeitsbereich zahlreiche Experimente und Erscheinungen beschreiben
und erkléren.

1.2 Postulate der Theoretischen Physik

Im Rahmen der Lehramtsausbildung werden wir die fiinf folgenden Grundgleichungen
behandeln. Im vierten Semester fithren wir in die klassische Mechanik und in die Quan-
tenmechanik ein, und im siebten Semester studieren wir die Elektrodynamik, die spezielle
Relativitatstheorie und die Thermodynamik.

Grundgleichungen der theoretischen Physik
o Klassische Mechanik

Newton-Gleichungen fiir ein Teilchen im Potenzial V'

> .,
mﬁr(t) = -V V(#(t),t)

e Quantenmechanik

Schrodinger-Gleichung fiir ein Teilchen im Potenzial V'

L0 . - -
zhalll(x,t) = —%V U(Z,t)+ V(Z,t)V(Z, 1)

Abstrakte Formulierung im Hilbertraum

) .
iho [ = H|¥)

e Elektrodynamik
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Maxwell-Gleichungen

€0
V-B = 0
, OB
E = =
V % 5
a . OF
VxB = uj&t)+ poco—4-

ot

e Spezielle Relativititstheorie

Lorentz-Transformation fiir die Messung des Ortes 2’ und der Zeit ¢’ eines
Beobachters, der sich mit der Geschwindigkeit v in z-Richtung bewegt.

¥ =5 (z —vt)
, zv
v (- T0)
cc
B 1
v = —
T2

¢ Thermodynamik
— Die Entropie S(E,V, N) beschreibt thermisches Gleichgewicht.
— dE=TdS — pdV + udN

- AS>0

1.3 Diese Vorlesung

In dieser Vorlesung untersuchen wir drei dieser Grundgleichungen:

e Die Maxwell-Gleichungen, die die elektrischen und magnetischen Kréfte und die
elektromagnetischen Wellen erkléren,

e die Lorentztransformation, die Ort- und Zeit-Messungen fiir schnell bewegte Be-
obachter angeben,
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e den Entropiesatz, der Prozesse beschreibt, die mit Warme und Temperatur zu tun
haben.

Aus diesen drei Grundgleichungen werden wir wichtige physikalische Aussagen herleiten.
Solche Ergebnisse sind nicht nur fiir unser grundlegendes Versténdnis der Natur wichtig,
sondern sie haben auch weitreichende Anwendungen. Die Maxwell-Gleichungen sind die
Grundlage fiir Fernsehen, Handy, Licht und Rontgenstrahlen, die Lorentzgleichungen
fihren zur nuklearen Energie und genauem GPS, und der Entropiesatz beschreibt den
Wirkungsgrad von Warmekraftwerken und Kiihlschréinken.

Dieses Skript enthilt nur denjenigen Stoff, der in der Vorlesung behandelt
wird. Ich empfehle Thnen, mithilfe von Lehrbiichern die Vorlesung zu vertiefen und zu
ergénzen. Dazu eignen sich:

e Wolfgang Nolting, Grundkurs Theoretische Physik 3+4

e Peter Schmiiser, Theoretische Physik fiir das Lehramt 1-2, kostenlos {iber die Un-
ibibliothek

e Torsten Fliebach, Lehrbuch zur Theoretischen Physik 1-4
e Siegfried GroBmann, Mathematischer Einfithrungskurs fiir die Physik
e Dieter R, Mathematik mit Simulationen lehren und lernen

e Weitere Lehrbiicher in unserer Bibliothek unter UC,UH,...

1.4 Studium

Bitte nicht vergessen: Sie studieren! Das bedeutet, dass Sie Arbeit investieren miissen, um
von einer Lehrveranstaltung profitieren zu kénnen. Diese Vorlesung prisentiert neuen,
umfangreichen und schwierigen Stoff in relativ kurzer Zeit. Sie miissen selbst daran
arbeiten, den Vorlesungsstoff zu verstehen. Das gelingt nicht vollstéindig, denn Verstehen
ist kein Ja-Nein-Prozess sondern ein Mehr-oder-Weniger. Erst wenn Sie etwas verstanden
haben, kénnen Sie versuchen, Aufgaben zur Vorlesung zu 16sen.

Studium heif3t:

e Sich Zeit fiir die Nacharbeitung der Vorlesung nehmen

e Den Inhalt der Vorlesung mit eigenen Worten formulieren
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e Zusammenhénge erkennen

Fragen formulieren und damit zum Dozenten und den Ubungsleitern gehen

Durch Wiederholen den Uberblick behalten

Uber die Physik mit den Studienkollegen sprechen

Den Inhalt der Vorlesung mithilfe von Lehrbiichern vertiefen

Ubungsaufgaben losen und mit den Studienkollegen besprechen

An dieser Liste sehen Sie schon, dass sich Lehramtsstudierende mehr Zeit fiir das Verstéind-
nis der Physik als fiir das Losen von Problemen nehmen sollten. Sie werden nicht als
Forscher ausgebildet, sondern sie sollen spéter in der Klasse die Physik iiberzeugend und
kompetent vermitteln und spannend gestalten.

Wir wollen Thnen gern beim Studium helfen. Unser Ziel ist es nicht, Sie zu priifen, sondern
wir wollen Thnen etwas beibringen und Sie vielleicht sogar fiir die Physik begeistern.

10



2 Elektrodynamik

Elektrische und magnetische Erscheinungen waren schon in der Antike bekannt. Doch
erst im 18. und 19. Jahrhundert wurden quantitative Gesetze dazu gefunden und neue
Eigenschaften postuliert und experimentell bestétigt. Die Symmetrie zwischen den elek-
trischen und magnetischen Feldern wurde erkannt, das fithrte schlieflich zur Indukti-
on und zur Entdeckung elektromagnetischer Wellen. Die Geschwindigkeit dieser Wellen
stimmte mit derjenigen des Lichtes iiberein, sodass Licht und Radiowellen denselben
mathematischen Gleichungen folgten.

Hier sind einige wichtige historische Daten:
e 1785: Kraft zwischen Ladungen: Coulomb-Gesetz
e 1820: Magnetische Kréfte von Stromen: Ampere-Gesetz
e 1830: Elektrische Krifte durch Magnetfelder: Faraday-Induktion

e 1865: Vereinigung von Elektrizitdt und Magnetismus, Vorhersage elektromagneti-
scher Wellen, Anwendung auf Licht: Maxwell-Gleichungen

e 1887: Experimentelle Bestétigung elektromagnetischer Wellen durch Heinrich Hertz

e 1905: Konstante Lichtgeschwindigkeit, es gibt keinen Ather als Medium: Spezielle
Relativitédtstheorie von Albert Einstein

e 1949: Quantenelektrodynamik von Richard Feynman

11



2 Elektrodynamik

2.1 Maxwell-Gleichungen

\v& E‘.’ — p(x,t)
€0
.B =
Und Gott sprach v 0 BY:: und es ward Licht.
V x E = —E

4 - OF
VB = poj(@t)+ poso g

In diesem Kapitel wollen wir die Gleichungen untersuchen, die James Clerk Maxwell im
Jahre 1865 aufgestellt hat. Sie beschreiben sowohl die elektrischen und magnetischen
Krifte als auch das gesamte Spektrum der elektromagnetischen Wellen, von den Radio-
wellen, Mobilfunk, Mikrowellen, Wérmestrahlung, Licht, Rontgenstrahlen bis hin zu den
hochenergetischen Gammastrahlen.

Das flir den Menschen sichtbare Spektrum (Licht)

Ultraviolett Infrarot
— —

400 nm | 450 nm | 500 nm ‘ 550 nm |600 nm | 650 nm 700 nm

Quelle/

. o Ly . L ;
t t
Anwendung/ Hohen- Gamma- | harte- mittlere- weiche- V- Infrarot-| Terahertz- Radar MW-Herd UHF| UKW Mittelwelle | hoch- mittel-nieder-
Vorkemmen'  strahlung | strahlung s g o igsa Ml strafiling strahlung A el sl
Ultraviolett- Mikrowellen—

Rundfunk — Wechselstréme:

strahlung
1fm 1pm 1A 1nm 1um 1mm 1cm im 1km | 1Mm

Wellenlange =17 10 4o P a0 2 a0 0 X 100 10T 10T w00 S w0 a0 w0 et w® a0t 02 w? 10! 1?07 107

T
Frequenz 23 22 21 20 19 18 17 16 15 14 13 12 11 10 E 8 7 3 5 a 3 2
in qu (Hertz) 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10

1 Zettahertz 1 Exahertz 1 Petahertz 1 Terahertz 1 Gigahertz 1 Megahertz 1 Kilohertz

Abbildung 2.1: Spektrum der elektromagnetischen Wellen. Quelle: Wikipedia

2.1.1 Physikalische GroBen

Was bedeuten nun die obigen Maxwell-Gleichungen, die partiellen Differenzialgleichun-
gen fiir die elektrischen und magnetischen Felder? Zunéchst wollen wir die physikalischen
Groflen betrachten. An jedem Ort Z und zu jeder Zeit t gibt es die beiden Vektoren E
und B , die die elektrischen und magnetischen Krifte auf ein geladenes Teilchen angeben.
Die elektrische Feldstirke, oder kurz das elektrische Feld E(Z,t), hat demnach drei
Komponenten, die jeweils vom Ort und der Zeit abhéingen. In kartesischen Koordinaten
lautet dies:

12



2 Elektrodynamik

E,(Z,t)
E(Z,t) = [ B,(Z,1) (2.1)
E.(Z,1)

Die Kraft auf eine winzige Probeladung ¢ am Ort & zur Zeit ¢ ist gegeben durch

F =qE (2.2)

Welche Dimension hat das elektrische Feld? Wir verwenden die SI Einheiten Kilogramm
kg, Meter m, Sekunde s und Ampere A. Die Dimension der Ladung ¢ ist das Coulomb
C, die Amperesekunde, C=As . Daher ist die Dimension des elektrischen Feldes Newton
N geteilt durch Coulomb C, dim E = N/C = kg m/ (s? As).

Abbildung 2.2: Elektrisches Feld eines Dipols. Quelle: Wikipedia

Bewegt sich die Probeladung ¢ mit einer Geschwindigkeit ¥ im Magnetfeld, so gibt
es einen zusitzlichen Beitrag zur Kraft. Die magnetische Induktion B, oder kurz das
Magnetfeld !, ist ebenfalls ein Vektorfeld:

. B (7, 1)
B t) = | By(@.1) (2.3)
B.(%1)

'Tn Materie wird als Magnetfeld das Hilfsfeld H bezeichnet, das noch den Einfluss der magnetischen
Polarisation enthélt

13



2 Elektrodynamik

Die gesamte Kraft, die auf die bewegte Probeladung wirkt, hat die folgende Gestalt:

F = qE 4 q(7 x B) (2.4)

Diese Kraft wird Lorentzkraft genannt. Die Gleichung kann als Definition des elek-
trischen und des magnetischen Feldes aufgefasst werden. Der elektrische Teil der Kraft
beschleunigt in Richtung des elektrischen Feldes wihrend der magnetische Teil senkrecht
zum Magnetfeld wirkt.

Die obige Gleichung zeigt die Dimension des Magnetfeldes. Wir finden
dim B = Ns/Cm = N/Am = T (Tesla).

Die Maxwell-Gleichungen haben eine bemerkenswerte Symmetrie zwischen dem elektri-
schen und dem magnetischen Feld. Infolgedessen sollten beide Felder eigentlich dieselbe
physikalische Dimension haben. In manchen Lehrbiichern finden Sie deshalb die folgende
Form der Lorentzkraft:

—

F = qE + q(= x B) (2.5)

ol

Nun wird die Geschwindigkeit des Teilchens mit der Lichtgeschwindigkeit ¢ skaliert, und
beide Felder haben damit offenbar dieselbe Dimension. Diese Form der Lorentzkraft
verwendet die so genannten Gauf’schen Einheiten (c,g,s), bei denen sogar die Ladung
nicht durch Coulomb C sondern durch Zentimeter ¢, Gramm g und Sekunde s ausge-
driickt wird. Die Maxwell-Gleichungen &ndern sich entsprechend. Wir verwenden aber
die SI-Einheiten, denn wer mochte schon auf die iiblichen Einheiten Volt und Ampere
verzichten?

Welche physikalischen Grofien gibt es noch in den Maxwell-Gleichungen? Da ist zunéchst
die Ladungsdichte p(Z,t), die Ladung pro Volumen. Die Gesamtladung in einem Vo-
lumen V' erhélt man durch Integration der Ladungsdichte:

Q) = [ pia) (2.6)

Bei einer Punktladung ¢ ist die Ladungsdichte iiberall null bis auf den Ort 7(¢) der La-
dung, dort ist sie unendlich grof. Das wird mithilfe der Delta-Funktion folgendermaflen
beschrieben:

p(Z,t) = q 6(Z — 7)) (2.7)

14
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2 Elektrodynamik

Integrieren wir nun diese Ladungsdichte einer Punktladung iiber ein Volumen, das den
Ort 7 des Teilchens enthéilt, so erhalten wir die Ladung gq.

Erinnerung: Dirac-Delta-Funktion

Eine eindimensionale Rechteckfunktion fi(x) der Breite b um den Ort xq soll die Fléiche eins
haben, S = ffooo fo(x) dz = 1. Wir betrachten nun den Grenzwert b — 0, ohne die Fliche
S zu verdndern; die Hohe dieser Funktion nimmt also zu, bis sie zu einer ganz scharfen
Spitze wird. Diesen Limes bezeichnet man als Delta-Funktion §(x — xo). Sie hat iiberall
den Wert Null, bis auf die Stelle xo, dort scheint Sie unendlich grof3 zu sein. Mathematisch
gesehen ist sie eigentlich gar keine Funktion, sondern eine Distribution. Da sie jedoch als
Grenzwert von Funktionen aufgefasst werden kann, gelten fiir die Delta-Funktion fast alle
bekannten Rechenregeln. Zum Beispiel gilt die Substitutionsregel

1
6(p(z)) = Z m5(x — ;) (2.8)
wobei die x; einfache Nullstellen von ¢(x) sind.?

Nun multiplizieren wir die Delta-Funktion mit einer stetigen Funktion g(z). Im Limes b — 0
nimmt die Funktion g(x) den konstanten Wert g(zo) an, und das Integral wird zu

/g(z)é(z — x0) dz = g(x0) (2.9)

Dabei miissen wir nur um die Stelle z¢ integrieren, auflen ist das Integral Null. Die Delta-
Funktion bildet jede Funktion g(x) auf ihren Funktionswert g(zo) ab, solche Abbildungen
werden als Distributionen oder lineare Funktionale bezeichnet.

In drei Dimensionen geht das genauso:
(% — Zo) = 6(x — 20)0(y — yo)d(z — 20) (2.10)
.Lgﬁw@—ﬁﬂfx:ﬂ%)
Dabei liegt der Vektor Zp im Volumen V.

Eine weitere Grofle in den Maxwell-Gleichungen ist die Stromdichte j(:i", t),
der Strom pro Fliache. Der Strom ist definiert als diejenige Ladung, die durch
eine Flidche pro Zeit flieit. Die Stromdichte ist ein Vektor; um den Strom [
durch eine Fliche S zur erhalten, muss das folgende Flichenintegral berech-
net werden:

Hﬂzé]df (2.11)

Der Strom ist Ladung pro Zeit, seine physikalische Dimension ist das Am-
pere, A=C/s.

*Weitere Rechenregeln finden sie bei GroBmann

15



2 Elektrodynamik

Abbildung 2.3: Stromdichte f, Flachenvektor d f und Flache S.

Dariiber hinaus gibt es noch zwei physikalische Konstanten eq, g, die elek-
trische bzw. magnetische Feldkonstante. eg nennt man auch die Dielek-
trizitédtskonstante des Vakuums und pg die Permeabilitit des Vakuums oder
die Induktionskonstante. Sie haben die Werte

A2g?
Nm2’

N
o ~ 1.25 - 10—6ﬁ (2.12)

g0~ 8.8-10712
Das Produkt eguo hat offensichtlich die Dimension “inverse Geschwindigkeit
zum Quadrat®, C% Spéter werden wir zeigen, dass diese Geschwindigkeit ¢
die Lichtgeschwindigkeit ist, die Geschwindigkeit der elektromagnetischen
Wellen im Vakuum. Es gilt

= 209792458 % ~3.108 = (2.13)

S

CcC =
EQMO

Seit 1983 ist die Lichtgeschwindigkeit exakt festgelegt worden, mit ihr wird
die Einheit Meter m definiert.

2.1.2 Mathematische Satze

Was bedeuten die mathematischen Symbole in den Maxwell-Gleichungen?
V - E = div F ist die Divergenz des elektrischen Feldes, sie beschreibt
die Quellen und Senken des Feldes. Das Symbol V = (a%, a%, %) definiert
einen lineare Operator, der dem Vektorfeld E das skalare Feld div E =

16



2 Elektrodynamik

BEZ4_3Ey%_8EZ
und t.

zuordnet. Sémtliche Gréfien sind Funktionen von # = (x, y, 2)

Die Rotation beschreibt die Wirbel des Feldes.

E OFE, OE,
— = a 8 8 * 88 - 8BE%Z
EZ Bxy 8yz

Die folgende Abbildung zeigt zwei einfache Vektorfelder, ¥ und & x Z. Dabei
soll der Vektor & konstant sein.

NXXXN AR A A A A B RRRREN
\\\\ LS B //// K ¥ F 5w OO R
XXX NS A A AAA AT Y ¥ ¥ ¥ s e~ xR
\\\\\\\%f////// "N A N N N A
Y X X X X N A A A v //////f«\\\\\\\
L. N N IR g g g '/y/y"////—\\\\\f\
-——— o~~~ P Yr*y’{f / ~\*\EA\§
e e RN NN
B e i ‘ VB T I ,4
D P Y Y A 2 A T N N N N e \‘\‘\\‘\\\—/,«///44/4
P A R NN S Y NNNN NN~ g A A
Ve v vy N A T U N N N N \\\\\\—;»/-//////4
FEXF A A OO0 NN s v r g A AL
FEFXF AV v v 0 N A A~ r r A AA
FFEFYF PV v v v v OO AN A~y 7 7 A

Abbildung 2.4: Vektorfelder # (links) und & x & (rechts). Das linke Feld hat iiberall
Quellen aber keine Wirbel, wihrend das rechte Feld iiberall Wirbel aber
keine Quellen hat.

Eine offensichtliche Rechnung gibt:

divZ = 3; rot (Jd x ) =3 &; div(Jd x &) =0; rot £ =0 (2.15)

Das Feld & hat demnach nur Quellen und keine Wirbel, wihrend das Feld & x
Z nur Wirbel und keine Quellen hat. Jedes Feld kann als ein Fluss aufgefasst
werden. Wenn in ein Volumen mehr heraus als hinein flieit, dann hat das
Feld in diesem Volumen Quellen. Das linke Feld hat demnach iiberall im
Raum Quellen. Wenn dagegen das Wegintegral iiber eine Schleife von Null
verschieden ist, dann hat das Feld im Inneren der Schleife Wirbel. Das rechte
Feld hat iiberall Wirbel.

Dieses anschauliche Bild entsteht aus folgenden mathematischen Sétzen. Wir
wollen diese Sétze hier nur skizzieren und spéter als Werkzeug verwenden,
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2 Elektrodynamik

eine prizise mathematische Formulierung finden Sie in den Lehrbiichern der
Vektoranalysis. Anschauliche Beweise gibt es in den Lehrbiichern der theo-
retischen Physik.

GaulB’scher Satz

Das Volumenintegral der Divergenz eines Vektorfeldes iiber ein Volumen V'
ist identisch mit dem Flidchenintegral des Vektorfeldes iiber die Oberfliche S
des Volumens V:

/d% div E(Z) = /E.df (2.16)
\%4 S

Stokes'scher Satz

Das Fléachenintegral der Rotation eines Vektorfeldes iiber eine Fléche S gibt
das Wegintegral des Vektorfeldes iiber den Rand C der Fléiche S.

/MEQE%EJF (2.17)
S C

Zerlegungssatz von Helmholtz

Jedes Vektorfeld ldsst sich als Summe eines quellen- und eines wirbelfreien
Anteils zerlegen,

E = Ew + Eg; mit rot Eg = 0; div Ey = 0. (2.18)

Insbesondere bestimmen die Divergenz und die Rotation eines Vektorfeldes
eindeutig das gesamte Feld, denn es gilt

<>—gM{—/f”§fx} 2.19)
,rotE
Ew(Z) —rot{4ﬂ/d3 o7 }

18



2 Elektrodynamik

Man kann zeigen (analog zu normalen Vektoren):

rotgrad =V xV =0, divrot.. =V -(Vx..)=0 (2.20)

Somit sagt uns der Zerlegungssatz:

e Ein wirbelfreies Vektorfeld ist ein Gradientenfeld.
e Ein quellenfreies Vektorfeld ist ein Rotationsfeld.

Mit diesem Satz werden wir die Potenziale des elektrischen und magnetischen
Feldes aus den Maxwell-Gleichungen bestimmen kénnen.

Wie alt sind eigentlich diese mathematischen Sitze? Im Jahr 1813 entdeckte
Carl Friedrich Gaufl den nach ihm benannten Satz, der allerdings schon 1762
von Joseph Louis Lagrange gefunden wurde. Gegen 1840 hat George Gabriel
Stokes seine wichtigen Arbeiten zur Hydrodynamik verdffentlicht. Den Zusam-
menhang zwischen Flichen- und Wegintegralen oder zwischen Volumen- und
Flachenintegralen, der ganz allgemein in beliebigen Dimensionen mit sogenann-
te Differentialformen formuliert werden kann, trigt seinen Namen. Hermann
von Helmholtz formulierte um 1860 den Fundamentalsatz der Vektoranalysis,
den Zerlegungssatz. Zu Maxwells Zeiten war die Mathematik der Vektorfelder
demnach schon weit entwickelt. 3

2.1.3 Maxwell-Gleichungen in Materie

Der Vollstandigkeit halber geben wir noch die Maxwell-Gleichungen in Ma-
terie an, ohne sie herzuleiten. Durch ein elektrisches/magnetisches Feld wird
Materie elektrisch/magnetisch polarisiert. Das wird durch die Hilfsfelder D
und H berticksichtigt, und die Maxwell-Gleichungen lauten damit

V-D = p(it) (2.21)
V-B =0
. 0B
E = - 22
V X 5
. . oD
H = j(@t)+ —
V x J($7)+8t

3Quelle: Wikipedia
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2 Elektrodynamik

Um diese Gleichungen abzuschliefen, bendtigen wir die Funktionen D(E) und
H (E), welche die Antwort des Materials auf die Felder beschreiben. Wenn
diese Relationen linear und isotrop sind, und wenn die Beziehung zwischen
dem Strom und dem elektrischen Feld ebenfalls linear ist (Ohmsches Gesetz),
so gilt

-

D=c¢E; H==—; j=oE (2.22)

= |t

Dabei ist o die Leitfihigkeit, ¢ die Dielektrizititskonstante und p die
Permeabilitit, die durch die elektrische und magnetische Polarisation der
Atome und Molekiile entsteht.

2.2 Elektrostatik

Was sagen uns die Maxwell-Gleichungen, wenn die Ladungsdichte nicht von
der Zeit abhingt und wenn es keine Strome gibt? Dann ist offenbar die Di-
vergenz und die Rotation des Magnetfeldes gleich Null, und nach dem Zer-
legungssatz 2.19 gibt es kein Magnetfeld. Es gibt nur ein elektrisches Feld,
und es bleiben nur die beiden Gleichungen

div E(Z) = ”f) (2.23)

rot £ =0

Uberraschenderweise werden wir aus diesen beiden Gleichungen der Elektro-
statik viel Physik ableiten kénnen.

2.2.1 Coulomb-Gesetz

Zunichst sei die Ladungsdichte p(Z) kugelsymmetrisch und beschrinkt ver-
teilt. Nun wenden wir den Gaufi’schen Satz 2.16 auf die erste Maxwell-
Gleichung an und integrieren iiber eine Kugel mit dem Radius r, die die
gesamte Ladung enthélt.

Der Gauf3’sche Satz sagt uns nun

20



2 Elektrodynamik

Abbildung 2.5: Kugelsymmetrische Ladungsdichte (grau) und Integrationsvolumen mit

Radius 7.

ﬁ Lo 1
/d3xV~E:/E~df:/d3xp(f):Q (2.24)
1% s €o Jv €0

Das Fliachenintegral konnen wir aber leicht berechnen, denn aus Symmetrie-
griinden muss das elektrische Feld E radialsymmetrisch sein. Es gilt demnach

E(Z) = E(r)Z und damit E - df = E(r) df. Daraus folgt

|Z]

/E.df’: E(r)/df:E(r) Amr? (2.25)
S S

Mit Gleichung 2.24 erhalten wir daraus das Coulomb-Gesetz
QR 1

E = — 2.2
(r) 4meq 12 (2.26)
oder
= Q =
E = — 2.2
@) = o (2.27)

Das elektrische Feld nimmt mit dem inversen Quadrat des Abstandes ab.

Die Kraft, die diese Ladungsdichte auf eine Probeladung ¢ ausiibt, ist
— 49Q 1

T dmeg 12
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2 Elektrodynamik

Dieses Gesetz erinnert an die Gravitationskraft, die wir in der klassischen Me-
chanik kennen gelernt haben. Dort war die Kraft proportional zum Produkt
der beiden Massen geteilt durch das Quadrat deren Abstandes.

Das Coulomb-Gesetz 2.27 gilt nicht nur fiir eine ausgedehnte Ladung, son-
dern ebenfalls fiir eine Punktladung. Sind mehrere Punktladungen ¢; an ver-
schiedenen Orten Z; lokalisiert, so ist wegen der Linearitdt der Maxwell-
Gleichungen das gesamte elektrische Feld gegeben durch

.T—CL'j

- 1
E(7)=—— e —— 2.28

Abbildung 2.6: Punktladung ¢; am Ort &;, E ~ %2

Die Abbildung 2.2 zeigt das elektrische Feld einer positiven und einer nega-
tiven Punktladung.

Historisch wurde das Coulomb Gesetz schon 1785, also 80 Jahre vor den
Maxwell-Gleichungen gefunden. In dieser Vorlesung sind wir jedoch von den
Maxwell-Gleichungen als Postulat ausgegangen und haben das Coulomb- Ge-
setz hergeleitet.

2.2.2 Elektrisches Potenzial

In der klassischen Mechanik haben wir kennen gelernt, dass oft Krifte aus
einem Potenzial hergeleitet werden konnen, das eine wichtige physikalische
Bedeutung hat. Das gilt ebenso in der Elektrodynamik.

In der Elektrostatik hat das elektrische Feld keine Wirbel. Der Zerlegungssatz
2.19 sagt uns nun, dass sich das elektrische Feld als Gradient eines skalaren
Feldes ®(Z) schreiben ldsst: V x E = 0 = E = —V®. Der Zerlegungssatz
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2 Elektrodynamik

gibt uns auch gleich die Form dieses Potenzials an. Zusammen mit der ersten
Maxwell-Gleichung V - £ = % erhalten wir

1 5, pl@) _
d(7) = a7’ E=-Vd 2.29
() 4mo/ TE—T v (2.29)

1

Bilden wir nun den Gradienten von 7] SO erhalten wir das elektrische

Feld

(2.30)

in Analogie zum Ergebnis 2.28 fiir die Punktladungen.

Die erste Maxwell-Gleichung fiir das elektrische Feld liefert eine Differenzial-
gleichung fiir das Potenzial. Die Relation

V- E=V.(-V®)=-V2d=—Ad (2.31)

liefert die Poisson-Gleichung

AD(F) = _pg) (2.32)

Dabei ist A = 3‘9—; + 88722 + g—; der Laplace-Operator. Anstelle der vier
Differenzialgleichungen 1. Ordnung fiir das elektrische Feld 2.23 bleibt nur
eine Differenzialgleichung 2. Ordnung fiir das Potenazial.

® ist das elekirostatische Potenzial. Die Kraft auf eine Testladung ist
qF = —qV . Falls die Kraft auf einem Weg von A nach B wirkt, leistet das
Feld die Arbeit

B B B
W:/ ﬁ-dfzq/ E'dF:—q/ Vo - dif = —q |[®(Zg) — ®(Ta
. ; R [®(Zp) — ®(Za)]
(2.33)

Diese Energie ist somit unabhéngig vom Weg, auf dem die Ladung vom Punkt
A zum Punkt B transportiert wurde, die Kraft ist konservativ.

Die Potenzialdifferenz ®(Zp)—®(Z 4) ist die elektrische Spannung. Ihre phy-
sikalische Dimension ist das Volt, die Energie pro Ladung, Volt=J/C=Nm/As.
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2 Elektrodynamik

In der klassischen Mechanik haben wir den Begriff Potenzial fiir die potentielle
Energie verwendet. In der Elektrodynamik dagegen muss das Potenzial mit der
Ladung multipliziert werden, um die potentielle Energie zu erhalten.

Die Gleichung 2.29 gilt auch fiir Punktladungen. Wir hatten schon gesehen,
dass die Ladungsdichte fiir eine Punktladung durch die Delta-Funktion dar-
stellbar ist: p(Z) = ¢d(Z — Zp). Setzen wir dies in die Gleichung 2.29 ein, so
erhalten wir das Potenzial einer Punktladung ¢ am Ort Zg:

(2.34)

Abbildung 2.7: Potential einer positiven und einer negativen Ladung

Auch dieses Potenzial geniigt der Poisson-Gleichung. Wenn wir es in 2.32
einsetzen, so erhalten wir

1

= —47md(Z — & 2.35
A 7o(Z — o) (2.35)

Diese Gleichung ist ganz erstaunlich. Denn sie besagt dass die Funktion

2 2 2 .. .
g(z,y,2) = (% + 25+ %) s iberall den Wert Null hat, bis anf

den Ursprung « = y = z = 0, dort ist sie unendlich gro}. Wenn wir jedoch
iiber eine winzig kleine Umgebung des Ursprungs integrieren, so erhalten wir
das Ergebnis —4m. Die Delta-Funktion ist eben mathematisch gesehen gar
keine Funktion, sondern eine Distribution, die erst durch das entsprechende
Integral definiert ist.

Das Potenzial einer Punktladung fallt demnach mit dem inversen Abstand
ab, wihrend das entsprechende elektrische Feld mit dem inversen Abstands-
quadrat abfillt. In den Ubungen werden wir mithilfe des Gauf3’schen Satzes
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2 Elektrodynamik

herleiten:
1 1
Punktladung: & ~ - = E ~ —
r r
1
Homogen geladene Gerade: & ~ In(r) = E ~ —
”

Homogen geladene Ebene: & ~ r = E = konstant

2.2.3 Grenzflachen
Geladene Grenzflache

Selbst wenn wir das elektrische Feld oder das Potenzial gar nicht berechnen
konnen, so kénnen wir doch Aussagen iiber den Sprung des elektrischen Fel-
des an Grenzflichen machen. Zunéchst betrachten wir eine geladene Fléache.
Mit o (%) bezeichnen wir die Ladung pro Fldche, die Fldchenladungsdich-
te. Nun wenden wir den Gaufy’schen Satz fiir ein kleines Volumen um die-
se Grenzfliche an und betrachten den Grenzwert, in dem der Rand dieser
kleinen Dose mit dem Volumen V und der Deckelfliche S gegen Null geht.
Ubea dieses Volumen bilden wir das Integral der ersten Maxwell-Gleichung
V-E= %.

Abbildung 2.8: Integrationsvolumen an einer geladenen Grenzfléiche

Das Volumenintegral iiber die Divergenz wird zum Fléchenintegral iiber das
Feld, und im Limes A — 0 verschwinden die Randbeitrdge. Wir erhalten fiir
die linke Seite der Gleichung im Limes kleiner Deckelfléche S:

/d%V-E(f):/ Fodf=Fi i S—F 7 S=S7 (B — B
1% S(V)

Die rechte Seite wird zu:
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Damit erhalten wir

- 90, 00
n-(El—EQ)zgz—a—nl—i—a—nZ (2.36)

Die Normalkomponente des elektrischen Feldes springt somit um den Wert
%. Die Tangentialkomponente des elektrischen Feldes &dndert sich dagegen
nicht. Um das zu zeigen, wird der Stokes’sche Satz fiir eine kleine Wegschleife
mit der Fliche S = Lh um die Grenzfliche im Limes h — 0 angewendet.
Integrieren wir die Maxwell-Gleichung V x E = 0 iiber die Fliche S, so
erhalten wir fiir eine kleine Lénge L im Limes h — 0 mit dem Einheitsvektor
¢ in Tangentialrichtung:

/(Vxﬁ)-dj?:%ﬁ-dF:El-FL—Eg-FL:O (2.37)
S C

und damit

E, - {=E, -1 (2.38)

Abbildung 2.9: Integrationsweg an einer geladenen Grenzfliache.

Grenzflache zwischen zwei Materialien

Nun betrachten wir keine geladene Grenzflache, sondern eine Grenzflache
zwischen zwei Materialien mit unterschiedlichen Dielektrizitdtskonstanten,
131 = 5151 und 132 = 52]52. Aus den beiden Maxwell-Gleichungen

V-D= 0,V x E = 0 erhalten wir wie vorher mit den beiden Integrations-
tricks, dass die Normalkomponente des Vektors D und die Tangentialkom-
ponente des Vektors E stetig sind. Daraus folgt

- €1E1 =n- €2E2 (2.39)

26



2 Elektrodynamik

Die Normalkomponente des elektrischen Feldes springt also um den Faktor
% beim Ubergang von 1 nach 2, wihrend die Tangentialkomponente stetig

bleibt.

An jeder Grenzfliche gilt also:

Die Normalkomponente des elektrischen Feldes
springt, die Tangentialkomponente ist stetig.

Das Potenzial dagegen ist immer stetig, aber die Richtungsableitung senk-
recht zur Grenzfliche macht einen Sprung, das Potenzial hat einen Knick.

2.2.4 Elektrostatische Energie

Die Energie ist eine wichtige physikalische Grofie, denn sie ist eine Erhal-
tungsgrofle. Das gilt auch fiir die Elektrodynamik. Kinetische Energie wird
stindig in potentielle Energie umgewandelt und umgekehrt. Wie sieht die
potentielle Energie einer Menge von Ladungen aus?

N Ladungen g¢; sein an den Orten &; verteilt. Nach Gleichung 2.28 ist die
potentielle Energie dieser N(N — 1)/2 vielen Paare gegeben durch

11 al ;9
SRS o T (2.0
2 4meg e | — T

Das ist die Arbeit, die benétigt wird, um sdmtliche Ladungen aus dem Un-
endlichen an ihre entsprechenden Orte zu bringen. Analog kann das fiir kon-
tinuierliche Ladungsdichten formuliert werden, indem die Ladungen Ag; =
p(Z;) AV} in dem infinitesimalen Volumen AV} aufsummiert werden. Damit

erhalten wir das Integral
i [ @ PEPT) 2.41
2 47T €0 / / f .f" ( )

Nach Gleichung 2.29 ist aber das Integral iiber 7’ gerade das Potenzial ®(Z),
folglich gilt

1

W= / d3 zp(Z)D(Z) (2.42)

Dieses Integral konnen wir mithilfe der Poisson Gleichung noch umformen,
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wir erhalten

W= ?/d% B = /d%w(f) (2.43)

Die potentielle Energie ist also ein Integral {iber eine Energiedichte w, die
durch den Betrag des elektrischen Feldes bestimmt wird:

w(@) = Z1E@) (2.44)

Erstaunlicherweise sind die Ladungen ganz aus diesem Ausdruck verschwun-
den. Nur deren elektrisches Feld bestimmt die potentielle Energie.

Das elektrische Feld hat eine eigene potentielle Energie, die Feldenergzie.

Wir wollen die Gleichung 2.44 noch herleiten. Dazu bené6tigen wir die Poisson
Gleichung 2.32 und die partielle Integration der Vektoranalysis. Wir setzen die
Poisson Gleichung in das obige Integral 2.42 ein und erhalten mit A =V -V

W= f% /(f‘;l;(v - VP)D (2.45)
Mit der Formel
V- (VO D) =0V -V + (VI)? (2.46)
erhalten wir
/d%V(@V@) = /(J%Acb P+ /de(V@)Q (2.47)

Das ist die entsprechende Formel fiir die partielle Integration im gesamten
Raum. Das erste Integral iiber die Divergenz kénnen wir nach dem Gauf3’schen
Satz in ein Oberflichenintegral umwandeln, das jedoch den Wert Null hat,
da das Potenzial im Unendlichen hinreichend schnell verschwindet. Im letzten
Integral ersetzen wir V& durch —E und erhalten das behauptete Ergebnis 2.44.

Ungel6stes Ratsel

Wie grof3 ist die Feldenergie einer Punktladung, beispielsweise eines Elek-
trons? Das elektrische Feld einer Punktladung fillt mit 1/72 ab. Somit diver-
giert die Feldenergie am Ursprung wie 1/r%. Das Integral iiber eine Ladung
mit Radius R ist deshalb proportional zu

W(R) /OO?ld ! (2.48)
= re—dr=— .

R ?"4 R
Im Limes R — 0 divergiert dieses Integral; eine Punktladung hat also ei-
ne unendlich grofle Selbstenergie! Die klassische Elektrodynamik kann dieses
Riitsel nicht 16sen. Ob die Quantenelektrodynamik eine Antwort darauf fin-

det, ist dem Autor nicht klar.
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Plattenkondensator

Wir wollen die in einem Plattenkondensator gespeicherte Energie mithilfe der
Feldenergie berechnen. Zwei Metallplatten mit der Fliache F' seien im Abstand
d mit einer Spannung U aufgeladen. Wieviel Energie W wird im Kondensator
gespeichert? Fiir einen kleinen Plattenabstand d ist das elektrische Feld E
im Inneren des Kondensators naherungsweise konstant. E steht senkrecht auf
den Platten und es gilt Fd = U. Mit Gleichung 2.44 kann daraus die Energie
berechnet werden:

€0 U 2

W= Lppg= 0V pg_ 0f

2
5 5 2 =54 U (2.49)

Die Energie des Kondensators wéchst somit mit dem Quadrat der
Spannung, der Fldche und dem inversen Abstand zwischen den Plat-
ten.

Werden beispielsweise zwei Metallplatten mit der Fliche 1m? im Abstand von
1pum zusammengefiigt und mit 100 V aufgeladen, so liefert das die Energie
9-10712 1 9
Woe > 1002 J = 21072 W 2.50
2 106 2 ® (2.50)
Das ist extrem wenig, gerade einmal eine hundertstel Wattsekunde. Ingenieu-
re haben heutzutage Kondensatoren entwickelt, so genannte Superkondensa-
toren, die pro Kilogramm Kondensator etwa vier Wattstunden erreichen,
also fast eine halbe Million mal so viel. Vielleicht wird es bald moglich sein,
mit solchen Kondensatoren Autos anzutreiben und mit der Bremsenergie die
Kondensatoren wieder teilweise aufzuladen.

Wieviel Ladung @) wird eigentlich in dem Kondensator gespeichert? Dazu
wird die Kapazitit C des Kondensator definiert als

CU =Q (2.51)

Die Einheit von C ist offensichtlich Coulomb geteilt durch Volt C/V , auch

Farad F genannt. Die Ladung kénnen wir mithilfe der Ladungsdichte und des

elektrischen Feldes nach Gleichung 2.36 berechnen, denn nach dem Gaufy’schen
Satz verschwindet das elektrische Feld auflerhalb des Kondensators. Somit

gilt

o 1Q U
F=—=——-=— 2.52
€0 EoF d ( )
und damit P 0?
_ ek Ll 1y, Q@0
C = s W—QCU—2QU—2C (2.53)
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Wenn wir demnach bei konstanter Ladung ) den Plattenabstand d verrin-
gern, so nimmt die gespeicherte Energie mit d ab. Die Energie ist also nicht
auf den Platten, sondern im elektrischen Feld gespeichert. Natiirlich kann
man auch sagen: die Energie ist die potentielle Energie zwischen den positi-
ven und negativen Ladungen auf den beiden Platten, die — wie wir berechnet
haben — linear mit deren Abstand zunimmt.

2.2.5 Multipol-Entwicklung

Das Potenzial ® einer komplexen Ladungsdichteverteilung p wird durch das
Integral 2.29 beschrieben. Kénnen wir dieses Integral vereinfachen? Falls
der Abstand des Messgerites von der Ladungsdichte sehr grof3 ist, lasst
sich das Potenzial durch die Gesamtladung, durch ein Dipol- und durch ein
Quadrupol-Moment ausdriicken.

Abbildung 2.10: Integrationsgebiet V iiber eine lokalisierte Ladungsdichte

Dazu muss im Integral ®(7) = 47360 [ d3x @S@l der Nenner nach dem kurzem
Ortsvektor & entwickelt werden. Es gilt
1 1 z-7 1
=4+ —+0(= 2.54
|F—2 o (r3) (2:54)

Diese Entwicklung wird in das obige Integral eingesetzt, mit dem Ergebnis

, 1 [q, 7p
) = -4+ — 4+ ... 2.55
() 4meg [r + r3 + ] ( )

Das ist die Multipolentwicklung des Potenzials. Fiir grofien Abstand r geniigen
einige wenige Groflen, die Momente der Ladungsdichte, um das Potenzial zu
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berechnen. Dabei ist ¢ = [ d3x p(Z) die gesamte Ladung und das Dipolmo-
ment P ist definiert durch

p= /d?’:cfp(f) (2.56)

Der erste Term ist ein Skalar, die Gesamtladung ¢, und das Potenzial fillt wie
bei einer Punktladung mit dem inversen Abstand 1/r ab. Der zweite Term
ist ein Vektor, das Dipolmoment p, und damit fillt das Potenzial mit dem
inversen Abstandsquadrat 1/r2 ab. Diese Entwicklung kann natiirlich fortge-
setzt werden; der nichste Term ist eine Matrix, das Quadrupol-Moment,
und damit fillt das Potenzial wie 1/r3 ab.

® O
(-] O O @

Dipsl

/’fo;\-v.‘,xﬂi

Abbildung 2.11: Gleichgrofle entgegengesetzte Punktladungen

Die Multipol-Entwicklung gilt selbstverstédndlich auch fiir Punktladungen.
Eine einzelne Punktladung gibt einen Monopol, zwei gleiche entgegengesetzte
Ladungen geben einen Dipol und bei den gezeigten vier Ladungen hebt sich
sogar das Dipolmoment weg, und es bleibt nur ein Quadrupol.

Das elektrische Feld wird durch den Gradienten des Potenzials berechnet.
Wir erhalten fiir einen Dipol p’

E(7) (2.57)

B 47['60

Das elektrische Feld eines Dipols fillt also wie %3 ab. Die Abbildung 2.2 zeigt
das elektrische Feld eines Dipols.

Wie grof} ist die Energie eines Dipols in einem &ufleren elektrischen Feld?
Wie grof} ist die Energie zweier miteinander wechselwirkender Dipole? Dazu
betrachten wir die Energie einer Ladungsdichte p in einem #ufleren Potenzial
P,

W = /d?’x p(Z) Py () (2.58)

Die Ausdehnung der Ladungsdichte sei klein gegeniiber den Anderungen des
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dufleren Potenzials. In diesem Fall kann das Potenzial nach einer Taylor-Reihe
entwickelt werden:

Doy () = Beg(0) + T ViaoPeg + ... (2.59)

Der Gradient des Potenzials ist das elektrische Feld am Ort der Ladung,
Vi=0Pez(0) = —E(0). Somit finden wir

W = q®er(0) — 7+ E(0) + ... (2.60)

Die Gesamtladung wechselwirkt mit dem Potenzial, wahrend das Dipolmo-
ment mit dem elektrischen Feld wechselwirkt. Der folgende Term wiirde die
Wechselwirkung des Quadrupolmomentes mit dem Feldgradienten ergeben.

— — -2
7 2
1

—

x

P

Abbildung 2.12: Wechselwirkung zweier Dipole
Als Beispiel betrachten wir die Wechselwirkung zweier Dipole. Dazu setzen

wir das elektrische Feld des zweiten Dipols ps in die obige Gleichung fiir den
ersten Dipol p; ein. Mit Gleichung 2.57 finden wir

. 1 [ -7 AAGE
W= —p - Ba() = propr (7 p1)(T Do)

— 2.61
dreg rs 7o ( )

Diese Energie ist am niedrigsten, wenn die beiden Dipole und der Abstands-
vektor zueinander parallel stehen.

2.2.6 Randwert-Probleme

Was geschieht, wenn wir eine elektrische Ladung in die Nédhe eines Metalls
bringen? Wir werden herleiten, dass dann die Elektronen des Metalls so ver-
schoben werden, dass auf der Metalloberfliche eine Ladungsdichte entsteht,
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Abbildung 2.13: Influenzierte Ladung in einer Metallkugel. (Quelle:Wikipedia)

die das elektrische Feld im Inneren kompensiert. Bei der Herleitung nutzen
wir aus, dass das gesamte elektrische Feld innerhalb des Metalls verschwin-
den muss. Denn sonst wiirden die Elektronen bewegt werden und es wiirden
Strome entstehen. Daher muss im Inneren des Metalls das Potenzial konstant
sein. Wird das Metall sogar geerdet, hat das Potenzial den Wert null. Das
Potenzial setzt sich zusammen aus dem Potenzial der dufleren Ladung und
dem der influenzierten Ladungen im Metall.

e d=konstant im Metall
e ® =( im geerdeten Metall

Wir kénnen aber noch mehr sagen. Wie wir gezeigt haben, ist an der Me-
talloberfliche die Tangentialkomponente des elektrischen Feldes stetig und
die Normalkomponente springt um den Wert o/ep, wobei o die Flichenla-
dungsdichte ist. Da das Feld im Inneren verschwindet, muss also die Tan-
gentialkomponente auflen ebenfalls verschwinden; das elektrische Feld steht
demnach immer senkrecht auf der Metalloberfliche. Innen verschwindet das
Feld, auflen dagegen nicht, somit wird eine Flichenladung o erzeugt, die das
elektrische Feld im Inneren kompensiert.

Die Berechnung des Potenzials ist ein interessantes mathematisches Problem.
Das Potenzial geniigt der partiellen Differenzialgleichung A® = —%, der
Poisson-Gleichung 2.32. Kennen wir die Ladungsdichte im gesamten Raum,
so haben wir die Losung 2.29 hergeleitet. Ist dagegen die Ladungsdichte nur in
einem Volumen V bekannt, und kennen wir das Potenzial auf der Oberfliche
von V', so ist das Potenzial in V' eindeutig bestimmt. Das kann mathema-
tisch hergeleitet werden, und diese Vorgabe des Potenzials auf der Oberfliche
nennt man die Dirichlet-Randbedingungen.
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Faraday-Kifig

Diese Uberlegungen liefern eine wichtige Anwendung, den Faraday-Kifig.
Betrachten wir einen Metallkéfig, beispielsweise ein Auto mit Fensterscheiben
aus Metall. Wir wissen schon, dass das Potenzial des Metallkifigs konstant
sein muss. Im Inneren des Kéfigs gibt es keine Ladungen, sodass das kon-
stante Potenzial im Inneren ebenfalls eine Losung der Poisson-Gleichung ist.
Diese Losung ist aber eindeutig. Daraus folgt, dass das Potenzial im Inneren
des Autos konstant bleiben muss, das elektrische Feld verschwindet somit.
Schliagt ein Blitz in das Auto ein, so schirmen die influenzierten Ladungen
das elektrische Feld des Blitzes im Inneren des Autos vollig ab.

( s el §\

Abbildung 2.14: Der Blitz wird durch die influenzierten Ladungen abgeschirmt. Quel-
le:Wikipedia

Nun hat aber ein Auto keine Metallfenster. Dennoch reicht der Metallkéfig
vollig aus, um Blitze abzuschirmen. Beim Cabrio bin ich mir da jedoch nicht
sicher. Warum koénnen wir im Auto telefonieren, wenn das Feld abgeschirmt
wird? Dazu miissten wir das dynamische Problem l6sen, die zeitabhédngigen
Maxwell-Gleichungen. Es stellt sich heraus, dass elektromagnetische Wel-
len durch die Fenster dringen kénnen, wenn deren Wellenldnge kleiner als
die Ausdehnung des Fensters ist. Das ist bei der Handystrahlung mit Wel-
lenléingen von etwa 10-30 cm gerade noch gegeben.

Spiegelladung

Fin interessanter mathematischer Trick erlaubt es, fiir gewisse Geometrie des
Metalls das Potenzial leicht zu berechnen. Wir wollen das am Beispiel der
unendlich grofien geerdeten Metallplatte demonstrieren, zu der wir im Ab-
stand a eine Punktladung ¢ anbringen. Auf der Platte muss das Potenzial
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verschwinden. Wegen der Eindeutigkeit der Losung der Poisson-Gleichung
kénnen wir nun ein dquivalentes Problem konstruieren, das zwar keine Me-
tallplatte mehr, dafiir aber ®(&) = 0 auf der Plattenebene liefert. Das machen
wir mit einer Spiegelladung —q, die wir auf der gegeniiberliegenden Seite
der Plattenebene im gleichen Abstand anbringen. Aus Symmetriegriinden
verschwindet das Potenzial des dquivalenten Systems auf der Ebene.

(W
>
7\!

e
&l =<
-

Abbildung 2.15: Identisches Potenzial im oberen Halbraum.

Fiir Punktladungen kennen wir jedoch dieses Potenzial:

. q 1 1
Cdmeg ||Z—d] |7+ d|

o(7) (2.62)

Fiir z > 0 ist dieses Potenzial die Losung der Poisson-Gleichung fiir die
Ladung vor der geerdeten Metallplatte.

Welchen Wert hat die induzierte Ladungsdichte o7 Laut Gleichung 2.36
miissen wir dazu das elektrische Feld an der Platte berechnen. Das elek-
trische Feld erhalten wir durch den Gradienten des Potenzials, £ = —V®.
Fiir Punktladungen haben wir den Gradienten schon ausgefiihrt, wir erhalten
= q X—da r+a

E(X) = —
@)= tres |7=aF F1ap

(2.63)

Auf der Platte z = 0 gilt in kartesischen Koordinaten
0

a=1|0]; ¥=
a

|Z —d| = |2+ d| = Va2 + y? + a? (2.64)

o &

Damit kann der Betrag des elektrischen Feldes und somit die Ladungsdichte
berechnet werden:

€0 27e (22 + y? + a2)3/2

(2.65)
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Das elektrische Feld steht, wie schon hergeleitet, senkrecht auf den Platten.

sigma

1

Abbildung 2.16: Flichenladungsdichte der induzierten Ladung.

Die Abbildung 2.16 zeigt die Flichenladungsdichte fiir y = 0. Je groflier der
Abstand zur Punktladung, desto weniger Ladung wird induziert. Die gesamte
induzierte Ladung ergibt sich durch das Integral der Flachenladungsdichte
iiber die gesamte Platte; wir finden das erwartete Ergebnis, dass die gesamte
induzierte Ladung gleich der negativen dufleren Punktladung ist.

Die Kraft auf die &uflere Ladung kann durch die Kraft zwischen Ladung und
Bildladung berechnet werden. Wir miissen also nur das elektrische Feld E (@)
der Bildladung mit der &ufleren Punktladung ¢ multiplizieren, um die Kraft
zur erhalten:

2

¢ 1
_— 2.66
dmeg (2a)? c (266)

F=
Die Kraft ist negativ, die duflere Ladung wird demnach zur Metallplatte
hingezogen.

2.2.7 Entwicklung nach orthonormalen Funktionen

Wie schon diskutiert, ist die Losung ® der Poisson-Gleichung eindeutig, wenn
in einem Volumen V die Ladungsdichte gegeben ist, und wenn zusétzlich das
Potenzial ® auf der Oberfliche des Volumens bekannt ist. Betrachten wir nun
einen Quader, der gar keine Ladungen enthilt, bei dem aber das Potenzial
auf seinen sechs Seitenflichen bekannt ist. Fiir diesen Fall zerfallt die dreidi-
mensionale Poisson-Gleichung A® = 0 in drei eindimensionale Gleichungen,
die relativ leicht zu l6sen sind. Die allgemeine Losung der Poisson-Gleichung
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wird dann durch eine Uberlagerung simtlicher eindimensionaler Losungen
konstruiert.

Das ist eine wichtige Methode zur Losung partieller Differenzialgleichungen,
die uns ebenfalls in der Quantenmechanik und Hydrodynamik begegnet. Ma-
thematisch gesehen, haben wir es hier mit einem Problem der Funktional-
analysis zu tun. Der Raum aller Losungen ist ein unendlich dimensionaler
Vektorraum, der so genannte Hilbertraum. Und wir konstruieren eine Basis
dieses Vektorraums, nach der simtliche Losungen entwickelt werden kénnen.

In unserem Fall des Quaders machen wir fiir die Losung der Poisson Glei-
chung den folgenden Separationsansatz:

O(x,y,2) = f(x) g(y) h(z) (2.67)

Mit diesem Ansatz erhalten wir drei eindimensionale Gleichungen fiir f, g, h
Mit jeweils unendlich vielen Losungen f;(x), g;(y), hi(z). Die allgemeine Losung
der Poisson-Gleichung ist eine Uberlagerung dieses wvollstindigen Ortho-
normalsystem, dieser Basis:

O(w,y,2) =Y cij fi(2)g;(y)hi(2) (2.68)
4,5,k

Die Randbedingungen liefern die komplexwertigen Koeffizienten c; ; .

Falls wir die Randbedingungen nicht auf einem Quader, sondern auf einem
Zylinder oder einer Kugel vorgegeben haben, so machen wir den Separati-
onsansatz in Zylinder- bzw. Kugelkoordinaten.

Als Beispiel wihlen wir ein zweidimensionales Rechteck. Drei Seiten sollen
geerdet sein, ® = 0 und auf der oberen Seite soll das Potenzial bekannt sein,

®(z,90) = ().

Abbildung 2.17: Potenzial unter zweidimensionalen Randbedingungen

Wie sieht damit die Losung der Poisson-Gleichung A® = 0 aus? Mit dem
Separationsansatz ®(z,y) = f(z)g(y) missen wir also die folgende Gleichung
16sen

9?2 9?2
@f(l’)g(y) + aﬁny(w)g(y) =0 (2.69)
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Durch Division mit fg erhalten wir

o -

f g

Die linke Seite ist nur eine Funktion von z, die rechte Seite nur eine Funk-
tion von y; deshalb miissen beide Seiten eine Konstante ergeben, die wir o
nennen:

" 1!
A Y (2.71)

f g

Beide Seiten kénnen wir mit dem Exponenzialansatz leicht 16sen, wir erhalten
f(x) = ae'®® 4+ be™ % g(y) = ce® + de™ (2.72)

Aus den Randbedingungen f(0) = 0, ¢(0) = 0 folgt a = —b, ¢ = —d und
f(z) = 2iasin(ax), g(y) = 2csinh(ay). Die Randbedingung f(z¢) = 0 ist
schon interessanter; aus sin(axg) = 0 folgt axy = nm mit einer ganzen Zahl
n. Die Konstante a kann also nicht beliebig gew#hlt werden, sondern sie ist
durch die Randbedingungen in z-Richtung quantisiert:
ap = o (2.73)
o

Die Wellenldnge Z—” muss in den Kasten passen, aber es passen immer noch

abzihlbar unendlich viele Wellenldngen in den Kasten. Unser Separationsan-
satz liefert demnach unendlich viele Losungen ®,,(x, y) = sin(a,x) sinh(a,y).
Nun sagt uns die Funktionalanalysis, dass diese Losungen ein vollstéandiges
Funktionensystem sind, also eine Basis unseres Losungsraumes. Infolgedessen
kann die allgemeine Loésung nach dieser Basis entwickelt werden:

O(z,y) = icn sin <mx> sinh <n7ry> (2.74)

X xT
n—1 0 0

Wie werden die Koeffizienten ¢,, berechnet? Dazu betrachten wir die Rand-
bedingung bei y = yo:

— . z\ . Yo
z) = &(x, = Cp sin [ nm— | sinh [ nwr= 2.75
o) = aw) = 3 s (v ) s (v ) 275

Die Mathematik sagt uns, dass die Koeffizienten durch das Skalarprodukt
aus der Funktion ¢(z) und der Funktion sin (mrgf—o) berechnet werden. Unter
Beriicksichtigung der Normierung erhalten wir

2 *o x
= d i — 2.76
xo sinh(nmyo /o) /0 vp(e)sin <n7r l‘o) ( )

38

5.  Doppel-
stunde



2 Elektrodynamik

Abbildung 2.18: Die Basisfunktion mit n = 2 fiir den Kasten mit Randbedingungen.
Kugelkoordinaten

Fiir Randbedingungen auf einer Kugeloberfléiche ist die Losung der Poisson-
Gleichung A® = 0 etwas schwieriger. Dazu brauchen wir den Laplace-Operator
in Kugelkoordinaten, den wir in entsprechenden Formelsammlungen finden.
Die Poisson-Gleichung lautet damit:
”? 20 L?
— 422 _ = | ®(r.0 =0 2.77
[87’2 + r or h2r2] (r,6,) (2.77)

Der Operator L ist dabei der Drehimpulsoperator, den wir schon aus der
Quantenmechanik kennen, L = ?(f x V), mit der Eigenschaft

L¥Yn(0,0) = B2 1(L + 1) Y5 (0, ) (2.78)

[ ist eine ganze Zahl, [ =0,1,2,3, ..., und Y}, sind die Kugelfiichenfunk-
tionen, ein vollstdndiges Funktionensystem auf der Kugeloberfliche. Die-
se Funktionen sind uns vom Wasserstoff-Elektron her bekannt; die Wellen-
funktionen des Elektrons setzen sich zusammen aus einem Radialanteil und
den Kugelflaichenfunktionen. Hier ist das dhnlich. Mit dem Separationsansatz
O(r,0,p) = ¢(r)Yim (6, ¢) bleibt folgende Gleichung zu 16sen:

[ 02 20 1(+1)

or2  ror 72

Die Funktionen ¢(r) = 7! und ¢(r) = 7‘1% losen offensichtlich diese Glei-
chung. Somit erhalten wir die allgemeine Losung der Poisson-Gleichung als
Uberlagerung aller dieser speziellen Lésungen:

] ¢(r) =0 (2.79)

00 l
bim
o(r0,0) =3 3 (aZmrl i rf+1> Yim (6, ) (2.80)

=0 m=-1

Die Koeffizienten ay,,, b, werden aus den Randbedingungen berechnet.
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Geerdete Metallkugel im homogenen Feld

Als Beispiel betrachten wir eine geerdete Metallkugel mit dem Radius R
im dufleren homogenen elektrischen Feld Ey. Auf dem Rand der Kugel ver-
schwindet das Potenzial ®(R, 0, ) = 0, und ohne Kugel, also auch in weitem
Abstand von der Kugel lautet das Potenzial ®., = —FEgz = —Eyr cos 6.

Das Potenzial hangt nicht vom Winkel ¢ ab, daraus folgt m = 0 und damit

e}

by
o(r,0)=>" (w + m) Yi0(6) (2.81)
1=0
Aus der Randbedingung ®(R, ) = 0 folgt
by
al = ——rs (2.82)

7y

Fiir groe Absténde 7 bleibt nur der Ausdruck —FEyr cos = —EprYip(0)4/ %
iibrig, sodass das Potenzial die folgende Form hat

b
B(r,0) = (alr " ) Yio(6) (2.83)
Mit a1Y10(8) = —Egcosf und by = —aj R? folgt schlieBlich

2
d(r,0) = —EyR (; - i) cos 6 (2.84)

Auf der Metalloberfliche wird eine Ladung induziert. Die Fldchenladungs-
dichte ist durch das elektrische Feld, also durch die Ableitung des Potenzials
an der Oberfliche gegeben

o= —&g (gcf) = 3e9FEqcos (2.85)

Die induzierte Flachenladung kompensiert das duflere elektrische Feld gerade
so, dass das gesamte Feld im Inneren der Kugel verschwindet.

2.3 Magnetostatik

Magnetische Felder werden durch Strome erzeugt. In diesem Kapitel betrach-
ten wir den Fall, dass es nur statische Strome und Magnetfelder glbt Somit
bleiben nur die beiden Maxwell-Gleichungen V - B= 0,V x B= poyj iibrig.
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1 L 1 I L 1
-3 -2 -1 o 1 2 3

Abbildung 2.19: Potenzial einer geerdeten Metallkugel im &ufleren Feld. In der Kugel
und auf der z-Achse verschwindet das Potenzial.

2.3.1 Stromdichte

Was bedeutet der Vektor j 7 Es ist eine Stromdichte, ein Strom pro Fléche.
Integrieren wir j iiber eine Fliche, so erhalten wir einen Strom, also die
Ladung, die pro Zeit durch die Flache fliefit,

/j’-df:[ (2.86)
S

>

L X
S

S o7
/3

Abbildung 2.20: Stromelement in einem diinnen Draht.

Oft betrachten wir diinne Drihte mit einer Querschnittsfliche S. Multiplizie-
ren wir nun die rdumlich konstante Stromdichte j mit einem Volumenelement
d3x = S dr des Drahtes, so erhalten wir
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-

- I
jd3x:j5dr:§SdF:Idf’ (2.87)

Analog zum Ladungselement dq = pd®x erhalten wir damit das Strom-
element

jdz = IdF (2.88)
oAV
8
. / .
DR
—2‘? '/ ]U(y(tl/ -
<

Abbildung 2.21: Strom durch einen Draht.

Die Ladungen flieBen mit der mittleren Geschwindigkeit ¥(#,¢) durch den
Draht. Nach der Zeit dt hat die Ladung pdV die Strecke v dt zuriickgelegt
und dabei die Fliache S durchdrungen. Das liefert

pdV  pvdtS
I _ —— = 2'
dt i P (2.89)
Mit I = j5 erhalten wir demnach
J(@,t) = p(&,1) B(Z, 1) (2.90)

Die Stromdichte ist das Produkt von Dichte und Geschwindigkeit der La-
dungen. Beachte, dass die mittlere Geschwindigkeit der Elektronen gemeint
ist. Der Mittelwert der Geschwindigkeit betrigt etwa 10~*m/s wihrend die
einzelnen Elektronen durch die thermische Bewegung sehr viel schneller sind,
der Mittelwert des Betrages der Geschwindigkeit betrigt etwa (|v;]) ~ 10°
m/s.

2.3.2 Vektorpotenzial

In der Elektrostatik haben wir schon gesehen, dass das Potenzial eine wichtige
physikalische Grofie ist. Die Ableitung des Potenzials, in diesem Fall der
negative Gradient, liefert das elektrische Feld. Gibt es auch ein Potenzial fiir
das magnetische Feld?

Die Antwort liefert der Zerlegungssatz 2.19. Das Magnetfeld ist quellenfrei
V - B = 0, demnach ist es ein Rotationsfeld; und mit V x B = pgj liefert der
Zerlegungssatz die Form dieses Vektorpotenzials:
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Im Gegensatz zum elektrischen Feld, das durch ein skalares Potenzial ®
beschrieben wird, wird beim magnetischen Feld ein Vektorpotenzial A
benotigt. Dennoch ist die Analogie zwischen den mathematischen Formu-
lierungen erstaunlich:

E() = —grad ®(z) = —V®

ey |z — 2|

Im magnetischen Fall wird der Gradient durch die Rotation, das Ladungs-
element pd3x’ durch das Stromelement jd3z’ und e durch 1/puq ersetzt.

2.3.3 Magpnetfeld

Aus der Maxwell-Gleichung V x B= f10] entsteht mithilfe des Stockesschen
Satzes das Ampere-Gesetz:

/(VXB)-df— B-df—uo/f-df (2.92)
S S

= f B di = polg (2.93)
C

Das Ampere-Gesetz ist die integrale Form der Maxwell-Gleichung, analog
zum Coulomb-Gesetz der Elektrostatik. Damit kann das Magnetfeld eines
gestreckten Drahtes leicht berechnet werden. Wegen der Symmetrie kann
das Magnetfeld nur vom Abstand abhéngen, und weil es keine Quellen hat,
muss es senkrecht zum Abstandsvektor stehen. Integrieren wir das Magnet-
feld um einen Kreis mit dem Radius um den Draht, so finden wir damit das
Amperegesetz

_ kol

fﬁ- dF = B(r)2mr = | B(r) =
C 2rr

(2.94)

Das Magnetfeld nimmt demnach mit 1/r ab.

43



2 Elektrodynamik

an).

Abbildung 2.22: Magnetfeld eines Drahtes. Quelle: Wikipedia

In komplizierten Féllen kann das Magnetfeld aus dem Vektorpotenzial be-
rechnet werden. Dazu muss die Rotation der Gleichung 2.92 gebildet werden.
Nach einigen Rechnungen ergibt dies

(2.95)

Fiir eine Leiterschleife C' mit einem Strom I und mit der Beziehung jd?’x’ =
I di” wird dieses Integral zu

. I 77
Ba) = 1ol fc dix LT (2.96)

Abbildung 2.23: Leiterschleife
6. Doppel-
stunde

2.3.4 Kraft auf Leiterschleifen

Bewegt sich eine einzelne Ladung in einem Magnetfeld, so wirkt auf sie die
Lorentzkraft F' = ¢(¢' x B). Daraus kann die Kraft auf ein Stromelement mit
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der Ladung dq hergeleitet werden. Es gilt
[di = jd3z = pvd®z = T dg (2.97)

Daraus folgt die Kraft auf dieses kleine Drahtstiick dr

dF =1d7 x B (2.98)

Integrieren wir diese Gleichung iiber eine Leiterschleife C7, so erhalten wir
die Kraft auf diesen Draht im Magnetfeld B(Z):

—

F = 1174 dry x B(7) (2.99)
Ch

Wird das Magnetfeld durch eine zweite Leiterschleife Cs mit dem Strom I
erzeugt, so kann das Biot-Savart-Gesetz 2.96 in die obige Gleichung eingesetzt
werden, und es folgt die Kraft zwischen diesen beiden Leiterschleifen

- LI dr
Fry— No 112 j{ f{ A7, dry X T (2.100)
C1 JC> 7'12

Diese Gleichung kann noch umgeformt werden, nach einiger Rechnung erhilt
man

Fip = —”Ohlzjl{ 7{ dF - diy rzlf (2.101)
dm C1 JCq T12

Die Kraft zwischen den beiden Leiterschleifen ist demnach proportional zum
Produkt der beiden Strome.

Kraft zwischen zwei gestreckten Drahten

Im Fall zweier gestreckter paralleler Driahte im Abstand d kann die Kraft
einfacher berechnet werden. Auf ein kleines Stiick di* des Drahtes Nummer
zwel wirkt die Kraft dﬁg = Iodr x El , wobei das Magnetfeld él vom Draht
Nummer eins erzeugt wird. Dieses Feld steht senkrecht auf di und hat nach
Gleichung 2.94 den Betrag By = ol /2mwd. Damit erhalten wir die Kraft pro
Lénge

aFy _ o Lilz

dr 2w d
Bei gleich gerichteten Stromen werden die beiden Drihte zueinander hinge-
zogen.

(2.102)
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Abbildung 2.24: Anziehende Kraft zwischen zwei Drihten mit gleich gerichteten
Stromen.

2.3.5 Analogien zwischen der Elektro- und Magnetostatik

Wir hatten schon gesehen, dass die Elektro- und die Magnetostatik eine dhn-
liche mathematische Form haben. Es gibt noch weitere Ahnlichkeiten, bei-
spielsweise beim Dipol Moment und der Feldenergie, die wir noch nicht dis-
kutiert haben. Aus Zeitgriinden fassen wir einige Analogien zwischen diesen
beiden Gebieten in der folgenden Tabelle zusammen.
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Elektrostatik

dg=p-d

dF =dq- E

47

Ladung/Strom

Kraft

Kraftgesetz

Feldgleichungen

Potenzial

Dipolmoment

Dipolenergie

Energiedichte

Hilfsfelder

Magnetostatik

[-dF=j-d%
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2 Elektrodynamik

2.4 Zeitabhangige Felder

Bisher haben wir Ladungen und Stréme betrachtet, die sich zeitlich nicht
dndern. Wir bekamen den Eindruck, dass die elektrischen und magnetischen
Krifte auf eine Probeladung momentan wirken, und die elektrischen und
magnetischen Felder sind nur Hilfsgréfen, die diese Krifte beschreiben.

James Clerk Maxwell hat aber erkannt, dass dieses Bild falsch ist. Die elek-
trischen und magnetischen Felder konnen ein Eigenleben entwickeln; es ent-
stehen elektromagnetische Wellen, die sich im Raum und in der Ma-
terie ausbreiten.* Die Dynamik der elektromagnetischen Felder wird durch
die Maxwell-Gleichungen beschrieben, und wir kénnen die Eigenschaften der
Wellen verstehen, ohne deren Ursprung, ohne die Stréme und Ladungen zu
betrachten.

Wie kam Maxwell auf die Gleichungen, die elektrische und magnetische Krifte
vereint haben und zum elektromagnetischen Eigenleben fiithrten? Aus den
Coulomb- und Ampere-Gesetzen hatte er Differenzialgleichungen fiir die elek-
trischen und magnetischen Felder hergeleitet. Doch dann hat er erkannt, dass
sowohl aus Symmetriegriinden als auch wegen der Ladungserhaltung in die-
sen Gleichungen ein Ausdruck fehlte, der Verschiebungsstrom 60%, der
zur Stromdichte j addiert werden musste. Dieser Ausdruck liefert die elek-
tromagnetischen Wellen.

Im folgenden Abschnitt wollen wir einige allgemeine Gesetze aus den zeitabhéngi-
gen Maxwell-Gleichungen herleiten, wie die Ladungserhaltung, die Ener-
gieerhaltung und die Potenziale. Dann betrachten wir die zeitabhingigen
Maxwell-Gleichungen ohne den Verschiebungsstrom. Diese Niherung geniigt,
um die Faraday-Induktion und elektrische Schaltkreise zu beschreiben. Im
darauffolgenden Kapitel dagegen untersuchen wir die elektromagnetischen
Wellen und eine einfache Naherung fiir Antennen.

2.4.1 Ladungserhaltung

Wie konnen wir die Erhaltung der elektrischen Ladung aus den Maxwell-
Gleichungen herleiten? Die Ladungsdichte p und die Stromdichte j konnen
sich zeitlich &ndern, dennoch &ndert sich die gesamte elektrische Ladung
nicht. Ladung kann nicht vernichtet oder erzeugt werden; ein Kondensator
wird geladen, indem positive und negative Ladungen voneinander getrennt

4Als Theoretiker lege ich Wert auf die Feststellung, dass Maxwell die Wellen 22 Jahre vor deren expe-
rimenteller Bestédtigung durch Heinrich Hertz im Jahr 1886 vorhergesagt hat :-)
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werden.

Betrachten wir die Maxwell-Gleichung V x B = uof+ uoeg%?. Nun bilden
wir die Divergenz dieser Gleichung. Dabei nutzen wir aus, dass die Divergenz
einer Rotation verschwindet, V - (V x B) = 0. Somit erhalten wir

- OF
0=pwpoV-j+ V- an (2.103)

Wenn wir nun die zeitliche und rdumliche Ableitung miteinander vertauschen
und die erste Maxwell-Gleichung V - E = p/eq einsetzen, so erhalten wir

6,0 -
—_V. 2.104
ot J (2.104)

Diese Gleichung wird als Kontinuitdtsgleichung bezeichnet. Sie bedeutet
Ladungserhaltung. Denn wenn wir diese Gleichung iiber ein Volumen in-
tegrieren und den Gauf3’schen Satz anwenden, finden wir

d .
— | pdPz = —/jdf (2.105)
Das linke Integral ist die gesamte Ladung im Volumen V', das rechte ist der
Fluss durch die Oberfliche S von V. Ohne Stréme durch die Oberfldche bleibt
die Ladung im Volumen konstant.

Der zusétzliche Strom, der Verschiebungsstrom, ist demnach notwendig, um
den experimentellen Befund, die Ladungserhaltung, zu garantieren. Aufler-
dem fithrt er zu einer bemerkenswerten Symmetrie zwischen den elektri-
schen und magnetischen Feldern, denn ohne Ladungen und Stréme lauten
die Maxwell-Gleichungen

V-E=0; VxE=—-—" (2.106)

V-B=0; VxB=pueo— (2.107)

Bis auf den Faktor pgeg, der von den verwendeten Einheiten abhéngt, sind
diese Gleichungen symmetrisch in E und B. Mit Ladungen und Strémen gibt
es diese Symmetrie jedoch nicht, denn es gibt keine magnetischen Monopole
und damit ebenfalls keine magnetischen Stréme.

2.4.2 Energiesatz

Die Energie ist die wichtigste physikalische Grofle in allen Bereichen der Phy-
sik. Energie ist eine Erhaltungsgréfie. Sie kann weder erzeugt noch vernichtet
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werden, sie kann nur in verschiedene Formen umgewandelt werden, beispiels-
weise in kinetische oder potentielle, in chemische oder thermische Energie, in
Strahlungsenergie, Kernenergie usw.. Wir hatten schon hergeleitet, dass ein
elektrisches Feld eine Energie besitzt. Wie sieht der Energiesatz der Elektro-
dynamik aus?

Nach der klassischenMechanik ist die Leistung P = F - #. Daher vollbringt
ein elektrisches Feld an einem Ladungselement pd3x, das sich mit der Ge-
schwindigkeit ¥ bewegt, die Leistung

dP = p(&) d*z E(Z) - 7(F) (2.108)
Nach Gleichung 2.90 kann p@ durch j ersetzt werden, und es folgt
P= /d%}-ﬁ (2.109)

Das Magnetfeld leistet keine Arbeit, demnach ist die Dichte der mechani-
schen Leistung, also Arbeit pro Zeit pro Volumen, gegeben durch j - E.
Woher kommt diese Energie?

Das sagen uns die Maxwell-Gleichungen. Es gilt

— — E E =g
jE= (v . —anat> B (2.110)

Ho

Dieser Ausdruck sagt uns noch wenig, aber wir konnen ihn umformen zu

jJ E=——"-22_" _ _V.(ExB) (2.111)

Wie geht das? Dazu brauchen wir die Produktregel der Vektoranalysis, die wir
aus den Lehrbiichern entnehmen:

V- (ExB)=B-(VxE)—E-(VxB) (2.112)
Die Rotation des elektrischen Feldes entnehmen wir den Maxwell-Gleichungen,
VxE= —%—?. Auflerdem gilt mithilfe der Produktregel

OF? . 9F 0B*> _5 0B
o e e T e (2.113)
Wenn wir das alles in die Gleichung 2.110 einsetzen, so finden wir das behaup-

tete Ergebnis 2.111.

Der Ausdruck E? liefert die schon bekannte Energiedichte des elektrischen
Feldes, deswegen definieren wir

1|B? I T
Energiedichte wyqq = 3| +e0E?| = 3 [H -B+D-FE
. 1 - L
Poyntingvektor S(Z,t)= —(ExB)=EXxH (2.114)
Ho
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Damit folgt schliefilich

OW ferq
ot

+divS=—-j-E (2.115)

Das ist der Energiesatz der Elektrodynamik in differenzieller Form. Das Inte-
gral dieser Gleichung macht dieses Ergebnis deutlich. Mithilfe des Gauf3’schen
Satzes erhalten wir

L B wsaa@ ) + / §.df = —/ B i@ B (2.116)
dt Jy s v

Der erste Ausdruck gibt die zeitliche Anderung der Energie des elektroma-
gnetischen Feldes im Volumen V an. Der zweite Ausdruck beschreibt den
Fluss der elektromagnetischen Energie durch die Oberfliche S des Volumens.
Die rechte Seite ist die schon diskutierte mechanische Leistung des elektri-
schen Feldes. Samtliche Groflen haben die Dimension Energie pro Zeit, also
Leistung. Wenn demnach mechanische Arbeit im Volumen geleistet wird, so
wird entweder die Feldenergie im Volumen geéindert oder/und es wird durch
elektromagnetische Strahlung Energie nach/von auflen iibertragen. Auf jeden
Fall bleibt die Gesamtenergie konstant.

2.4.3 Elektromagnetische Induktion

Zeitlich verénderliche elektrische Felder erzeugen Magnetfeldfelder. Michael
Faraday erkannte jedoch im Jahre 1830, dass auch das Umgekehrte gelten
sollte: zeitlich verénderliche magnetische Felder erzeugen elektrische Span-

nungen. Das zeigt die Maxwell-Gleichung V x E=-B , die wir iiber eine

Fléache S integrieren wollen. Der Stokes’sche Satz liefert ein Wegintegral iiber
den Rand C der Fliche:

fﬁ-dﬁ:—d/é-df (2.117)
c dt Js

Die linke Seite, Kraft mal Weg pro Ladung, liefert eine Potenzialdifferenz,
eine elektrische Spannung U. Das Integral auf der rechten Seite ist der ma-
gnetische Fluss ®, Magnetfeld mal Fliche. Das gibt

U=-d (2.118)

Dieses Faradaysche Induktionsgesetzsagt demnach: Ein zeitlich verdnder-
licher magnetischer Fluss induziert eine elektrische Spannung. Dieses Gesetz
gilt iibrigens auch, wenn sich nicht das Magnetfeld, sondern die Fliche éndert,
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2 Elektrodynamik

zum Beispiel indem eine Leiterschleife in einem konstanten Magnetfeld ge-
dreht wird.?

Das Faradaysche Induktionsgesetz ist die Grundlage der gesamten Elektro-
technik. Strom wird erzeugt, indem Magnete in Spulen gedreht werden. Grof3-
technische Drehstromgeneratoren, moderne Lichtmaschinen in Fahrzeugen
und der Dynamo im Fahrrad wandeln so mechanische in elektrische Energie
um. Das sich drehende Magnetfeld kann sowohl durch einen Permanent- als
auch durch einen Elektromagneten (siehe Skizze)erzeugt werden.

Induktions- Rotor

spulen

Schleifringe
und -biirsten

Gleichstrom
fiir Magnetfeld

i — Wechselspannung
* elektr. Energie

Abbildung 2.25: Generator, Quelle: Wikipedia

Antriebsachse

Schon 1834, 13 Jahre nach der Entdeckung von Michael Faraday, baute Her-
mann Jacobi in Potsdam einen Elektromotor. 1866 lie8 Werner von Siemens
eine Dynamomaschine patentieren. Die erste Straflenbahn, 5 PS stark, fuhr
1881 in Berlin mit der damals bedngstigenden Geschwindigkeit von 20 km /h.
Sie nahm ihren Strom noch aus den beiden Schienen. Drei Jahre spéter fuhr
in Frankfurt eine Straflenbahn mit Oberleitung. Die elektromagnetische In-
duktion beherrscht auch heute noch die gesamte Elektrotechnik. 7. Doppel-
stunde

Induktion von Leiterschleifen

Die elektromagnetische Induktion wollen wir nun am Beispiel zweier Leiter-
schleifen C7, Cy untersuchen, die gegenseitig aber auch bei sich selbst Span-

5Die Herleitung gibt es im Fliebach.
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nungen durch zeitabhingige Strome induzieren. Die zeitliche Anderung der
beiden Stréme I, I» sei so gering, dass der Verschiebungsstrom vernachléssigt

werden kann, eo%—? < j Somit gilt V x B= poj, und folglich kann das Ma-
gnetfeld wie in der Magnetostatik berechnet werden. Jeder Strom Iy (¢) mit
der Stromdichte ;k erzeugt ein Magnetfeld Ek =Vx /_fk Das Vektorpotenzial
lautet nach Gl. 2.92, mit j d®z = I d7:

T 10 dr
k

Das gesamte Magnetfeld ist die Uberlagerung der beiden Felder von den

C, T, > T (¢

Abbildung 2.26: Induktion zweier Leiterschleifen

einzelnen Leiterschleifen, und somit erhalten wir den Fluss durch die Fléche
der ersten Leiterschleife als

<1>1:/SIB.df:%:/Sl(vxAk)-df:;}élAk-df (2.120)

110 dr’ - dit
=Nt fé f - =N Lipli(t 2.121
47(% g o Jog | =7 Z el (1) ( )

k

Dabei haben wir den Stockesschen Satz verwendet und das Doppelintegral
als Induktivitdt definiert:

dr’ - dF
Lix= “07{ f S A (2.122)
A Je; Jey I —

Die zeitliche Anderung des Flusses gibt die induzierte Spannung:

Up(t) = =Y Lk L(t) (2.123)
k

Die induzierte Spannung enthélt demnach zwei Beitriage: erstens durch die
Selbstinduktivitdt L1 und zweitens durch die Gegeninduktivitit Lo zwi-
schen den beiden Leiterschleifen. Ein Strom in einer Leiterschleife induziert
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also sowohl eine Spannung in der eigenen Leiterschleife als auch eine Span-
nung in den anderen Leiterschleifen. Eine Leiterschleife entspricht einer Spule
in einem elektrischen Schaltkreis und zwei Leiterschleifen entsprechen einem
Transformator.

Selbstinduktivitat einer Spule

Als Beispiel wollen wir die Selbstinduktivitéit einer Spule berechnen. Dazu
integrieren wir die Maxwell-Gleichung V x B = ,ugf iiber die Fliche S in
der Skizze. Mithilfe des Satzes von Stokes gibt dieses Flichenintegral erstens
ein Wegintegral und zweitens den Strom I mal Anzahl n der Windungen der
Spule:

(2.124)

Abbildung 2.27: Selbstinduktivitit einer Spule.

Wenn die Streufelder am Rand der Spule vernachlissigt werden, dann zeigt
das Magnetfeld in Richtung der z-Achse, B = B (p)e.. Das Wegintegral wird
damit B(p;)l — B(pa)l = poln. Dieses Ergebnis éndert sich nicht, wenn der
duflere Weg ins Unendliche verschoben wird, p, — oo . Dort verschwindet
aber das Magnetfeld, und wir erhalten somit B(p,) = 0. Aufierhalb der Spule
gibt es kein Magnetfeld. Damit haben wir das Magnetfeld im Inneren der
Spule berechnet, B = pgln/I.

Nach dem Induktionsgesetz gibt jede Windung der Spule die Spannung U =

—BrR? = —“OT"IWR? Die gesamte Spule hat somit die Spannung
Uind = —n@m? [=-Li (2.125)

Damit haben wir die Selbstinduktivitit L der Spule berechnet:

pon?

L:
!

TR? (2.126)
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L wichst mit dem Quadrat der Windungszahl und des Querschnittes der
Spule.

RCL-Kreis

In elektrischen Schaltkreisen gibt es Widerstdnde, Kondensatoren und Spu-
len. Im einfachsten Fall haben wir einen Serienkreis mit einem Widerstand R,
einer Kapazitiat C, einer Induktivitéit L und einer duleren Spannung U,(t),
wie in der Skizze gezeigt.

0 f
[P
o R L )
e e , B

\~ —_— S —

U

Abbildung 2.28: RCL-Kreis.

Wie kénnen wir den Strom in diesem Schwingkreis berechnen? Dazu gibt es
zwei Grundsétze:

e Die Spannungen an den einzelnen Bauteilen addieren sich zur &dufleren
Spannung.

e Die Strome an den einzelnen Bauteilen sind identisch.

Die Spannung am Widerstand der Lénge [ und Querschnittsfliche S berech-
nen wir mit j = oF zu

= 1 - 1.7
UR:/E-dF:/j-dF:l:IR (2.127)

R 0 JRrR (o S
Fiir einen Kondensator mit einer Kapazitdt C' und einer Ladung @) gilt

CUQ = . Und eine Spule hat, wie vorher berechnet, die Spannung Uy =
—LI.

Up = IR (2.128)
Q
Up = =2
cTc
U, = —LI
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Diese Spannungen addieren sich, allerdings muss dabei das Vorzeichen beach-
tet werden. In der obigen Skizze nehmen wir an, dass der Strom in Richtung
des skizzierten Pfeils liuft und ansteigt, I > 0,1 > 0. An jedem Bauelement
fallt die Spannung in Richtung von Plus nach Minus ab. Am Widerstand fallt
das Potenzial in der Richtung des Stromes ab. Nach der Lenz’schen Regel
erzeugt die Induktivitdt eine Spannung, die dem ansteigenden Strom entge-
genwirkt. Und der Kondensator wird in dieser Konfiguration aufgeladen, des-
halb ist die Ladung @) auf der linken Platte positiv und es gilt I = Q. Das ist
natiirlich ein Momentanzustand, denn wir betrachten eine Wechselspannung,
die zu einem wechselnden Strom und zu wechselnden Potenzialdifferenzen an
den vier Bauelementen fiihrt.

Diese Spannungen addieren sich deshalb zu

Ue—RI—LI‘—%zo (2.129)
Die Ableitung dieser Gleichung nach der Zeit gibt
) . . ]
Us=RI+ LI+ C (2.130)

Hier finden wir einen interessanten Zusammenhang mit der klassischen Me-
chanik: die gleiche Differenzialgleichung beschreibt einen harmonischen Os-
zillator mit Reibung und dufflerem Antrieb:

mi = —mryi — mwix + F(t) (2.131)

Deswegen erkennen wir sofort, dass es Schwingungen und Resonanzen gibt.
Ohne Widerstand und ohne &duflere Spannung schwingt der Strom mit der
Frequenz

1
Wy = —— 2.132

T (2.132)
Jeder reale Schwingkreis hat einen Widerstand, der diese Schwingungen ab-
klingen lédsst. Das kann entweder durch eine riickgekoppelte Verstirkung
(Sender) oder durch einen &ufleren Antrieb (Empfénger, Filter) kompensiert
werden.

Wird dieser Schwingkreis durch eine duflere Wechselspannung mit der Fre-
quenz w angetrieben, so gibt es nach dem Einschwingen ein Maximum der
Stromamplitude in der Ndhe von w ~ wy. Diese Resonanz wird durch den Wi-
derstand R gedampft und verschwindet vollsténdig fiir groBe Widersténde.
Analog zum mechanischen System gibt es eine Phasenverschiebung zwischen
dem Antrieb und dem Strom, die sich mit der Antriebsfrequenz &ndert.
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Wie haben wir eine solche inhomogene lineare Differenzialgleichungen in der
klassischen Mechanik gelost? Zunéchst 16sen wir den Fall ohne Antrieb, die
homogene Differenzialgleichung, und dann suchen wir eine spezielle Losung
fiir den Fall mit Antrieb. Die allgemeine Losung der homogenen Gleichung
wird zu der speziellen Losung addiert, damit erhalten wir den vollstdndigen
Losungsraum. Die allgemeine Losung enthélt zwei Parameter, die durch die
Anfangsbedingungen bestimmt werden. Die Losung der homogenen Gleichung
beschreibt das Einschwingung, wiahrend die spezielle Losung die stationdren
Schwingungen beschreibt, die sich schliefSlich einstellen. Im stationdren Fall
schwingt das System mit der Antriebsfrequenz w.

Die Gleichungen werden durch einen Exponenzialansatz gelost, der aus Diffe-
renzialgleichungen algebraische Gleichungen macht.

Fiir kompliziertere Netzwerke, die durch eine duflere Wechselspannung an-
getrieben werden, ist die Losung mit komplexen Zahlen sehr hilfreich. Nach
dem Einschwingen gilt

U(t) = eriwt; I(t) — Ioe—i¢eiwt; I — ICL)I, I — —WZI

Damit wird die Gleichung 2.130 zu

1
U=2I wmit Z=R+ —+iwL (2.133)

iw

Z ist ein komplexwertiger Widerstand, die Impedanz. Seine Phase gibt an,
wieweit der Strom hinter der Spannung herlduft. Sein Betrag, der Schein-
widerstand |Z|, bestimmt die Amplitude des Stromes:

2 . 2
“’L01> (2.134)

U
Ip= — mit \Z|2:ZZ*:R2+<
wC

2]

Den maximalen Strom gibt es bei minimalem |Z|, also bei der Resonanzfre-
1

quenz wy = \/ﬁ

Bei komplizierten Netzwerken kann der komplexe Widerstand einfach aus-
gerechnet werden. Denn es gilt fiir Reihenschaltung Z = Z]. Z; und fiir
Parallelschaltung % = Zj Z%_, wobei die einzelnen Teile Z; wiederum aus

vielen Elementen bestehen koénnen.

Widerstdnde wandeln elektrische Energie in Wirme um. Wieviel Leistung
P verbraucht ein Netzwerk im zeitlichen Mittel? Das wird nicht durch den
Scheinwiderstand |Z|, sondern durch den Wirkwiderstand ReZ beschrie-
ben. Leistung ist Energie pro Zeit, und Energie ist Ladung mal Spannung,
daher gilt P(t) = ReU (t)Rel(t). Beachte dass die komplexwertige Spannung

o7



2 Elektrodynamik

U nur eine mathematische Hilfsgrofle ist, denn die physikalische Spannung
ist der Realteil von U. Dasselbe gilt fiir den Strom I. Mit I(t) = Ipe“! er-
halten wir P(t) = |Io|?(ReZ cos? wt — ImZ sin wt cos wt). Das zeitliche Mittel
von sinwt cos wt verschwindet, und dasjenige von cos? wt hat den Wert 1/2.
Somit gilt

— 1
P(t) = 5Rezyfo|2 (2.135)

Nur der Wirkwiderstand ReZ verbraucht Leistung, der Blindwiderstand
Im Z dagegen nicht. Schaltet man allerdings zwei Stromkreise zusammen,
so wird die Leistung optimal iibertragen, wenn ihre Impedanzen gleich sind.
Besonders bei Hochfrequenzkabeln ist die Impedanzanpassung wichtig.

2.5 Elektromagnetische Wellen

In diesem Kapitel vernachléssigen wir nicht mehr den Verschiebungsstrom,
sondern studieren die vollstindigen Maxwell-Gleichungen. Nun sind wir end-
lich bei der Elektrodynamik angelangt und kénnen das Eigenleben der elek-
tromagnetischen Felder untersuchen.

2.5.1 Potenziale

Im statischen Fall haben wir schon gesehen, dass das elektrische Feld durch
den Gradienten eines skalaren Potenzials, und das Magnetfeld durch die Ro-
tation eines Vektorpotenzials beschrieben werden kann. Wie sehen die Po-
tenziale im dynamischen Fall aus?

Dazu betrachten wir die beiden Maxwell-Gleichungen V - B =0und

V x E+ %—? = 0. Die erste sagt, dass das magnetische Feld keine Quellen
hat, folglich kann es als Rotation eines Vektorpotenzials geschrieben werden,
ebenso wie im statischen Fall:

B(i,t) = V x A(Z, ) (2.136)

Setzen wir diese Gleichung in die zweite Maxwell-Gleichung ein, so finden
wir B

V x (E + %) = 0. Das wiederum bedeutet, dass der Klammerausdruck keine
Wirbel hat und somit als Gradientenfeld geschrieben werden kann. Es gibt
demnach ein skalares Potenzial ®(Z,t) mit

E=_-Vd_- = 2.1
Ve - o (2.137)
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Im dynamischen Fall werden durch die zusétzliche Zeitableitung des Vektor-
potenzials die elektrischen und magnetischen Felder miteinander gekoppelt.

Nur die Ableitungen der Potenziale bestimmen die physikalischen Groéflen,
die elektrischen und magnetischen Felder. Daher gibt es gewisse Freiheiten,
diese Potenziale zu wihlen. Wir wollen hier nur feststellen, dass die beiden
Potenziale so gewihlt werden kénnen (Lorenz-Eichung), dass folgende Glei-
chungen gelten:

- 10%4 -
1 0%°® P
A= S9E T e
0? 0? 0? 1
A = . [ PR . —
V-V Ox? * Oy? + 92" © EOL0

Das sind 4 entkoppelte inhomogene Wellengleichungen. c ist offenbar ei-
ne Geschwindigkeit, die Lichtgeschwindigkeit ¢ ~ 3 - 10® m/s. Fiir gegebene
zeitabhéingige Ladungsdichten und Strome liefern diese Gleichungen die Po-
tenziale und damit die elektromagnetischen Wellen. Antennen werden damit
ebenso beschrieben wie Glasfaserkabel. Die Losung dieser Gleichungen kann
allerdings sehr kompliziert sein. Schon einfache Antennen lassen sich nicht
vollsténdig analytisch berechnen, sondern die Ingenieure sind auf Niherun-
gen, Multipol-Entwicklungen oder numerische Rechnungen angewiesen. Wei-
tere Randbedingungen (Hohlleiter, Glasfaser) oder induzierte Stréme (An-
tennen) machen die Losung nicht einfacher.

2.5.2 Ebenen Wellen im Vakuum

Im Vakuum, ohne Ladungen und Stréme, kénnen die Maxwell-Gleichungen
jedoch analytisch gelost werden. Die Gleichungen 2.138 fiir die Potenziale
sind Wellengleichungen von der Form

1 0’°F

Dieselbe Gleichung beschreibt nicht nur die Potenziale sondern ebenso jede
Komponente des elektrischen und magnetischen Feldes, denn diese werden
durch Ableitungen der Potenziale gebildet. Das kénnen wir auch direkt aus
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den Maxwell-Gleichungen herleiten. Aus den beiden Wirbelgleichungen

VXE:—%?; ngzc%%?folgt

, 1 0%E

Mit der Formel aus der Vektoranalysis V x (V x E)=V(V-E)—V2E und
der Maxwell-Gleichung V - £ = 0 erhalten wir die Wellengleichung

- 10%E

Das gleiche gilt fiir das magnetische Feld. Somit erfiillt jede der sechs Kom-
ponenten von F und B die Wellengleichung 2.139.

Wie l6sen wir diese Wellengleichung? Wie schon so oft versuchen wir einen
Exponenzialansatz mit einer komplexwertigen Amplitude Fp:

F(Z,t) = FpelFa—wt) (2.142)

Dieser Ansatz erfiillt offenbar die Wellengleichung, und wir erhalten

w = c|k| (2.143)

Die Differenzialgleichung gibt demnach eine Beziehung zwischen der Frequenz
w und dem Wellenvektor k.

Die Quantenmechanik beschreibt die Bewegung eines freien Teilchens durch
eine dhnliche Gleichung, die Schrédingergleichung
ov h?

ih— = ——AVU 2.144

ot 2m ( )
Allerdings gibt es zwei wichtige Unterschiede: die Ableitung nach der Zeit hat
nur eine Ordnung und die komplexe Zahl i koppelt Real- und Imaginérteil der
Wellenfunktion W(Z,t). Aber der Exponenzialansatz funktioniert ebenso mit
dem Ergebnis

21,2
B = Z Z (2.145)

Die Frequenz wichst also mit dem Quadrat des Wellenvektors. Das hat wichtige
Konsequenzen fiir die Ausbreitung eines Wellenpaketes. In der Quantenmecha-
nik verbreitert sich ein Wellenpaket mit der Zeit, die Ortsunschérfe nimmt zu,
wogegen das elektromagnetische Wellenpaket sich zeitlich nicht &ndert.

Wir wollen kurz an die physikalische Bedeutung der ebenen Welle 2.142 erin-

nern. Die Funktion F'(Z,t) ist zwar komplex, aber die Physik wird nur durch
ihren Realteil beschrieben. F' = |Fyle'¥ enthilt einen Betrag |Fp| und eine
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Abbildung 2.29: Punkte konstanter Phase der ebenen Welle.

—

Phase ¢ = (k- ¥ — wt). Die Orte konstanter Phase sind Ebenen, die senk-
recht auf dem Vektor k stehen. Diese Ebenen bewegen sich in E—Richtung mit
der Geschwindigkeit v = w/k. v ist demnach die Phasengeschwindigkeit,
die im elektromagnetischen Fall gleich der Lichtgeschwindigkeit ¢ und damit
unabhéngig von der Frequenz w ist. Der Abstand zwischen den Ebenen mit
derselben Phase ist die Wellenldnge A\ = 2m/k. An jedem Punkt finden wir
dieselbe Phase (modulo 27) nach der Schwingungsdauer T = 27 /w.

All dies gilt fiir jede Komponente des elektrischen und magnetischen Feldes.
Die elektromagnetische Welle bewegt sich demnach in k-Richtung mit der
Lichtgeschwindigkeit

1
v=rc= =

= ~ 3108 2.146
NITEN m/s ( )

RS
N>

Allerdings sind die Komponenten des elektrischen und magnetischen Feldes
nicht unabhéngig voneinander, denn sie sind durch die Maxwell-Gleichungen
miteinander gekoppelt. Die entsprechenden ebenen Wellen haben die Form

—

B(#,t) = Boel "3, B(z,t) = ByelF3—w1) (2.147)

Wegen der Maxwell-Gleichung V x E = —B sind die Wellenléngen und Fre-
quenzen fiir das elektrische und magnetische Feld identisch. Die Rechnung
mit dem Nabla Operator ist hier besonders einfach, denn es gilt

— - —

V-E=ik-E; x5 2F

o = —iwE (2.148)

<
X
Tl
Il
=
X
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Die Maxwell-Gleichungen liefern damit Relationen zwischen den beiden Amplituden-
Vektoren und dem Wellenvektor:

_, W = - o -

EXEozwéo, ]%’XB():—*E(); ]{-E(]:O, k§0:0 (2149)

Ey, By, k stehen paarweise senkrecht aufeinander.

A

b AT T 7

=~ O——>m|

Abbildung 2.30: Elektromagnetische Welle. Quelle: Wikipedia

Nicht nur die Richtungen sondern auch die Betrdge sind miteinander ver-
kniipft. Aus kEy = wBy = ckBy folgt

EO = CBO (2150)

Somit bestimmen die beiden Vektoren Ey und k die gesamte elektromagne-
tische ebene Welle. Der Realteil liefert als Uberlagerung zweier Losungen die
physikalische Losung, ReE = 3(E + E*).

Polarisation

Mit unserer komplexen Schreibweise kénnen wir recht einfach linear oder
zirkular polarisiertes Licht beschreiben. Die z-Koordinate soll in Richtung &
zeigen; die beiden Felder liegen also in der xy-Ebene, und es gilt

E(x, y,z) = Eggelz—wbg 4 Eoyei(szm)eﬂy (2.151)

Die beiden Amplituden sind komplexe Zahlen Ey, = |Eggle'¥; Ep, =
| Eoy|e!(?=19) und damit erhalten wir fiir den Realteil des elektrischen Feldes,
also fiir die physikalische Lésung

Re E = |Eq,| cos(kz — wt + ) & + |Eoy| cos(kz — wt + ¢, +68) €, (2.152)

Die Phasenverschiebung ¢ zwischen der x und y-Komponente des elektrischen
Feldes bestimmt nun die Polarisation. Dazu zeichnen wir die Bahn des elek-
trischen Feldes in der xy-Ebene. Fiir § = 0 gibt es eine Gerade, fiir § = /2
dagegen eine Ellipse, wie die folgende Abbildung zeigt.

62



2 Elektrodynamik

Ey

Abbildung 2.31: Polarisation der elektromagnetischen Welle: linear fiir § = 0 und ellip-
tisch fiir 6 = 7/4 und 6 = /2.

Abbildung 2.32: Zirkular polarisierte Welle. Quelle: Wikipedia

Energiefluss

Wieviel Energie wird durch eine elektromagnetische ebene Welle transpor-
tiert? Die Energiedichte des elektromagnetischen Feldes ist nach Gleichung
2.114 durch w = 1/2(B?/po+e0E?) gegeben. Mit B = E/c und ¢ = 1/,/fi0g0
erhalten wir w = e9E2. Der physikalische Anteil des Feldes E oszilliert mit
coswt, deshalb liefert das zeitliche Mittel von E2 den Faktor 1 /2. Somit ist
die zeitlich gemittelte Energiedichte

T = 2B} (2.153)

Im Volumen V finden wir die Energie wV. Im Zeitintervall ¢ flieft demnach
die Energie ctF' w mit der Lichtgeschwindigkeit ¢ durch die Fliche F', die
senkrecht zum Wellenvektor k£ steht. Das liefert den mittleren Energiefluss
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(= Energie pro Fliche pro Zeit)

= 1 80 2
S=—./—|FEo|* — 2.154
3\ ool (2.154)

Das war eher ein anschauliches Argument als eine exakte Rechnung, aber
dasselbe Ergebnis erhalten wir durch den mittleren Poynting-Vektor
S = E x H der elektromagnetischen Welle, Gleichung 2.114.

Von der Sonne erhalten wir auf der Erdoberfliche im Durchschnitt ungefahr

165 % Das ist mehr als 5000 mal grofler als der Energiebedarf der Mensch-

heit. Das meiste davon wird wieder in den Weltraum abgestrahlt.5 9.  Doppel-
stunde

Wellenpakete

Die Welle F(x,t) = Fpel** %! mit einer gegebenen Frequenz w = ck ist nur
eine Losung der Wellengleichung (88—;2— c%g—;) F =0, eine monochromatische
Welle in einer Raumdimension. Die Wellengleichung ist aber linear, d.h. eine
Uberlagerung von Losungen ist ebenfalls eine Losung. Wenn wir unendlich

viele solcher Wellen {iberlagern, so erhalten wir ein Wellenpaket von der Form

F(x,t) = / a(k)eF@=et) g (2.155)

— 00

Jede Teilwelle wird mit einer Amplitude a(k) gewichtet. Dieses Wellenpaket
ist eine Funktion von = — ct, es bewegt sich somit mit der Lichtgeschwin-
digkeit ¢ auf der x-Achse. Ein ganzes Spektrum von Frequenzen ist in dem
Wellenpaket enthalten, aber alle Anteile bewegen sich in derselben Phasen-
geschwindigkeit v = ¢. Im Vakuum wird sich die Form des Paketes nicht
dndern.

Ein freies Teilchen wurde in der Quantenmechanik ebenfalls durch ein Wellen-
paket beschrieben. Allerdings haben wir in diesem Fall schon gesehen, dass die
Phasengeschwindigkeit mit der Wellenzahl wichst, v = % Deshalb haben alle
Teilwellen eine unterschiedliche Phasengeschwindigkeit, und das Wellenpaket
verbreitert sich mit der Zeit.

Die Mathematik der Fourier-Transformation sagt uns, dass ein breites Fre-
quenzspektrum zu einem kurzen Wellen-Puls fiithrt. Laserlicht mit kurzen
Pulsen ist ein aktuelles Forschungsgebiet, denn mit ihnen kénnen elektroni-
sche Zusténde iiberlagert werden. Solche Zustdnde bewegen sich mit der Zeit,
und mit einem weiteren Puls kann man deren zeitliche Anderung messen.

5Quelle: Sonnenenergie, Wikipedia, 10/2014
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Abbildung 2.33: Wellenpakt mit einer GauBfunktion a(k).

AufBlerdem lassen sich mit kurzen Laserpulsen chemische Reaktionen gezielt
steuern. Zurzeit schaffen es die experimentellen Physiker, Lichtpulse mit ei-
ner Zeitdauer kiirzer als Femtosekunden 107155 zu erzeugen. In dieser kurzen
Zeit kann sogar die Polarisation des Lichtes gezielt verdndert werden.”

2.5.3 Ebene Wellen in Materie

Auch in einem Material gibt es elektromagnetische Wellen. Im einfachsten
Fall wird die Antwort des Materials einfach durch eine relative Dielektri-
zitatskonstante und eine relative Permeabilitat beschrieben

€ =ErE0; b= Ul (2.156)

Wasser hat beispielsweise im sichtbaren Bereich den Faktor e, ~ 1.77 und
bei Frequenzen bis 1 GHz ¢, ~ 88. In der Materie haben damit die Maxwell-
Gleichungen dieselbe Form wie im Vakuum, nur miissen die Konstanten gg, g
durch e, p ersetzt werden. Wir erhalten also wie vorher elektromagnetische
ebene Wellen mit der Geschwindigkeit

1 11
“« (2.157)

CcC = = =
VEHR VErkr y/E0MO n

wobei ¢y nun die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum und n der Brechungs-
index ist,

n = \/Erfir (2.158)

"Siche www.physik.uni-wuerzburg.de/femto-welt
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Der Brechungsindex n héngt ebenso wie die Dielektrizitdtskonstante dem-
nach von der Frequenz w = ck = n‘(:?u)k: ab. Diese Eigenschaft wird Disper-
ston genannt. Die Lichtgeschwindigkeit verringert sich zu der des Vakuums
um den Faktor 1/n. Licht hat im Wasser einen Brechungsindex n ~ 1.33 und
Fensterglas n ~ 1.52. Im Glas ist Licht daher ein Drittel langsamer als im

Vakuum.

Wellenpakete

Auch in der Materie sind die Maxwell-Gleichungen linear, deshalb gibt es
auch dort Wellenpakete mit iiberlagerten ebenen Wellen. Aber es gibt einen
wichtigen Unterschied: die Lichtgeschwindigkeit héngt von der Frequenz ab,
es gibt eine nichtlineare Funktion w(k). In einer Dimension sieht das Wellen-
paket fiir jede Komponente des elektrischen und magnetischen Feldes dem-
nach folgendermafien aus

F(x,t) = / a(k)elFr=w®)t) gj. (2.159)

—00

Nun betrachten wir den Fall, dass die Amplitude a(k) nur in einem engen
Bereich um kg beitrédgt. Das Wellenpaket soll also recht breit sein. In diesem
Fall kénnen wir die Frequenz um die Stelle kg entwickeln:

dw

k) =w(k k—ko)— 2.160
k) = wlho) +k ko) G2+ (2.160)
wo
Wir definieren die Geschwindigkeit
dw
= — 2.161
LT (2.161)

Ohne Dispersion ist v = ¢ die Phasengeschwindigkeit fiir jede Teilwelle. Mit
Dispersion und der Abkiirzung g = k — ko erhalten wir

F(z,t) ~ ei(kox_wot)/ a(ko + ¢)e' 1) dq (2.162)

—0o0

H(z—wvt)
Die ebene Welle mit der Phasengeschwindigkeit ¢ = %’ZO)
duliert mit einer einhiillenden Funktion H, die sich mit der Geschwindigkeit v
bewegt. Energie und Information werden offensichtlich mit der Geschwindig-
keit v transportiert, deshalb wird v die Gruppengeschwindigkeit genannt.

wird demnach mo-
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Unter der einhiillenden Funktion bewegt sich die Welle mit einer ganz ande-
ren Geschwindigkeit, der Phasengeschwindigkeit ¢ des Hauptbeitrages.

Nach der Relativitdatstheorie kann die Gruppengeschwindigkeit v, also die
Geschwindigkeit der Informationsiibertragung, nie gréfler als die Lichtge-
schwindigkeit ¢y im Vakuum sein. Fiir die Phasengeschwindigkeit ¢ dagegen
gilt dieses Verbot nicht.

Wellen im Leiter

Was geschieht, wenn eine elektromagnetische Welle versucht, in einen elek-
trischen Leiter einzudringen? Im ungeladenen Leiter gilt p =0, j = oE. Wie
schon vorher beim Vakuum bilden wir die Rotation der Maxwell-Gleichung

V x E = —B und verwenden V x B = ,uf—i— C%E

_ . s, 5 1 =
Vx(VxE):V(V-E)—AE:—Vsz—WE—gE (2.163)
=0

Damit erhalten wir die so genannte Telegraphengleichung

1 92 0

Nun ist eine zusétzliche Ableitung erster Ordnung in der Zeit zur Wellenglei-
chung hinzugekommen. Lineare partielle Differenzialgleichungen l6sen wir
immer mit einem Exponenzialansatz, wobei der Vektor k in x-Richtung zei-
gen soll: E(z,t) = Eyelkr=«t) Damit wird die partielle Differenzialgleichung
zur algebraischen Gleichung

2, W
-k + = +iwpo =0 (2.165)

Hier ist nun etwas Interessantes geschehen: der Wellenvektor ist eine kom-
plexe Zahl k = a + i. Wenn wir Real- und Imaginérteil trennen, besteht
nun das elektrisches Feld aus einem Wellenanteil und einer exponenziellen
Démpfung:
E(z,t) = Ey g0 o=F (2.166)
~——
Welle Diampfung

Die Welle lduft zwar noch mit der Phasengeschwindigkeit v = ¢ in das

Metall hinein, aber sie kann im wesentlichen nur bis zur Eindringtiefe § =
% hineinkommen. Das wird mit Skineffekt bezeichnet: Wellen mit hohen
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Frequenzen dringen nur in die Oberfliche eines Leiters hinein. Fiir Kupfer
misst man bei UHF-Frequenzen w ~ 10°Hz eine Eindringtiefe von etwa
§ ~ 10~ %em.

I
[1 %1

—
da
i
s
~~
\\_,_\_\_‘
[ =)
=l

Abbildung 2.34: Eine ebene Welle dringt in ein Metall ein.

Oder umgekehrt: Hochfrequente Strome werden an den Rand eines Leiters
gedréngt. In einem Leiter werden Wirbelstréme induziert, die sich mit dem

angelegten Wechselstrom {iberlagern und den Gesamtstrom an den Rand des
Leiters schieben.

Abbildung 2.35: Hochfrequente Stromdichte in einem Leiter. Quelle: Wikipedia

Reflexion und Brechung

Was geschieht, wenn eine ebene elektromagnetische Welle auf eine Grenz-
fliche zwischen zwei verschiedenen Materialien trifft? Wir betrachten dazu
zwei Isolatoren p = 0, ; = 0 mit den Brechungsindizes n1,ny. Das Licht, das
vom ersten Material mit der Geschwindigkeit ¢; = ¢ auf die Grenzfliche
trifft, hat im zweiten Material die Geschwindigkeit co = % Die einfallende
Welle hat die Form .

E) = Ey el(frd—ed) (2.167)
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Das einfallende Licht wird an der Grenzfliche teilweise reflektiert und gebro-
chen.

Abbildung 2.36: Die einfallende Welle wird reflektiert und gebrochen.

Wie im statischen Fall kénnen wir ebenso fiir zeitabhéngige Felder mithilfe
der Maxwell-Gleichungen herleiten:

Die Normalkomponente von E und die Tangentialkomponenten von B
springen, die anderen Komponenten sind stetig.

Daraus kénnen wir schlieflen, dass sédmtliche Frequenzen denselben Wert ha-
ben, w1 = wi, = wy = w. Die Betrége der Wellenvektoren sind damit bekannt,

ki = Ci =k, ko = i . An der Grenzfliche miissen alle drei Phasen k- % — wt

denselben Wert haben Daraus folgt k:l = klr T = k:2 I fir alle 7 T auf der
Grenzflache. Das kann nur erfiillt werden, wenn die drei Vektoren kl, k:h«, k2
in einer Ebene liegen. Wir legen die Koordinaten z, z in diese Ebene, und
betrachten den Fall, dass das Medium 2 optisch dichter ist, no > n;.

Mit & = &, folgt nun

El . é;c = Elr . Ex = EQ . gz = k‘l sin 91 = kZh« sin le = k‘g sin (92 (2168)
~~

k1

Wir erhalten somit zwei wichtige Gesetze:

e Einfalls- gleich Ausfallswinkel: |6 = 64,

. sinfy ko ¢ ng
e Brechungsgesetz von Snellius: | — =—-=—=—
S1 32 ]Cl Co ny
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Abbildung 2.37: Reflexion und Brechung.

Da der Sinus von #; nicht gréfler als 1 werden kann, erhalten wir den maxi-
malen Brechungswinkel mit
n

sin Oopmar = n_2 (2'169)

Abbildung 2.38: Relexion des Matterhorns im Riffelsee. Quelle: Wikipedia

Wir konnen den Lichtstrahl aber auch umkehren, vom optisch dichteren Me-
dium her einfallen lassen. Dann gelten die gleichen Gesetze. Was passiert
aber, wenn der Winkel 6> nun grofler als der Maximalwinkel 09,4, ist7 Dann
erhalten wir Totalreflexion. Der Lichtstrahl wird vollstindig an der Grenz-
flache reflektiert. Dennoch kann er ein wenig in das Medium n; eindringen.

70
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Uberraschenderweise kénnen wir formal so rechnen, als ob sinf; > 1 wire.
Mit Snellius gilt damit

sin 0o

S O2man ) eik1 cosfi z (2170)

ik1-& __

e ei(klx sin @1 +k1z cos 1) _ ei(klm

Welchen Wert hat aber der Kosinus, wenn der Sinus grofler als eins ist? Dazu
schreiben wir

: 2
cosfp = /1 —sin?; = 1\/<Sm€2> -1 (2.171)

sin Hgmax

D.h., der Kosinus ist eine imaginére Zahl, und folglich wird die Welle expo-
nenziell geddmpft:

sin 6 2
eik1costz _ e_kl (Si“92'nfa;t> —lz (2.172)

Die Eindringtiefe ist damit
1 1

k1 sin 02 2 -1
sin O2max

Bei der Totalreflexion kann demnach das Licht noch einige Wellenldngen weit
in das optisch diinnere Medium eindringen. Das gilt natiirlich nicht nur fiir
Licht, sondern fiir jede elektromagnetische Strahlung.

5 (2.173)

Die Totalreflexion wird fiir Lichtleiter verwendet. In der Faseroptik sind viele
diinne lichtleitende Fasern gebiindelt, und das Licht wird an deren inneren
Schichten mit unterschiedlichen Brechungsindizes perfekt eingesperrt und ge-
leitet. Glasfasern als Lichtwellenleiter werden immer 6fter in der Nachrich-
tentechnik angewendet, beispielsweise in IThrem Audiosystem, und ersetzen
dort die Kupferkabel. Ubrigens: Wenn Sie unter Wasser nach oben schauen,
so konnen Sie nur innerhalb eines Kegels von 02,4, = 49 Grad nach auflen
schauen, sin 0oy,4, = 11@ Bei grofleren Winkeln sehen Sie nur den Boden des
Sees.

Wird innerhalb der Eindringtiefe wieder das dichtere Medium ng angebracht,
wie in der Abbildung, so kann die Welle in abgeschwéchter Form doch noch
weiterlaufen. Das erinnert an den Tunneleffekt der Quantenmechanik.

2.5.4 Antennen

Bisher haben wir nur das Eigenleben der elektromagnetischen Felder berech-
net. Aber wie wurden diese Felder erzeugt? Die Maxwell-Gleichungen sagen
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45°-Prismen mitn > 1,4
(z. B. Glas)

Lichtquelle

Brechung
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mit evaneszentem Feld

Totalreflexion

Abbildung 2.39: Links: Eindringen der Welle bei der Totalreflexion. Rechts: Tunneln,
frustrierte Totalreflexion. Quelle: Wikipedia

uns, dass durch zeitabhéngige Ladungen p(Z,t) und Strome ;(f, t) elektro-
magnetische Wellen entstehen. Die entsprechenden Gleichungen haben wir
schon kennen gelernt. Jede Komponente des skalaren ® und des Vektorpo-
tenzials A gehorcht einer inhomogenen Wellengleichung.

Wie 16sen wir lineare inhomogene Differenzialgleichungen? Da gibt es ein
allgemeines Rezept: Suche die allgemeine Losung der homogenen Gleichung,
und addiere eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung. Die homogene
Gleichung haben wir schon gelost, das sind die ebenen elektromagnetischen
Wellen, die wir in den vorigen Abschnitten diskutiert haben. Es bleibt also
die Suche nach einer speziellen Losung.

Die Herleitung der speziellen Losung ist mathematisch recht anspruchsvoll.
Das Ergebnis dagegen hétten Sie fast raten konnen, jedenfalls wenn Sie sich
an die statischen Ergebnisse 2.29, 2.92 erinnern und die Ausbreitung der elek-
tromagnetischen Wirkung beriicksichtigen. Wir geben hier nur das Ergebnis

an:
1 ,O(i"/ tret)

O(T, 1) = A3y B e 2.174
@6 = o [ — (2.174)
1= HO 3 /j(f,7tret)
Az t) = 22 | @3y Lo ret)

(@) 471'/ T E— 7

|z — |
tret =t—
C
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Wir haben also jeweils die statischen Ergebnisse genommen und dort die
zeitabhéngigen Groflen eingesetzt. Allerdings nicht zur gleichen Zeit, denn
die Wirkung am Ort 7/, die die Ladung oder der Strom in einem Abstand
|Z—&'| hervorruft, breitet sich mit der Lichtgeschwindigkeit ¢ aus und kommt
deshalb mit der Zeitverzégerung |f;£/| am Ort £ an. Deshalb miissen wir die
retardierte Zeit t,¢; in die Quellen einsetzen.

Abbildung 2.40: Ausbreitung der Wirkung von Ladungen und Strémen.

Das elektrische und magnetische Feld wird durch die beiden Gleichungen
B =rotd, E = —grad® — A berechnet. Die Ausdriicke dafiir sind jedoch

kompliziert, sodass wir hier nur auf die entsprechenden Lehrbiicher verweisen.

Antenne

Wie werden die Integrale in den Gleichungen 2.174 berechnet? Wir wollen
dazu eine Antenne mit einer Stromdichte betrachten, die mit einer Frequenz
w oszilliert: j(#,t) = j(F)e !, Die Stromdichte im Integral wird damit zu

F(@ trer) = J(@) et 2T (2.175)

Folglich oszilliert das Vektorpotenzial mit derselben Frequenz wie die Strom-
dichte, A(Z,t) = A(Z) e, Wir kénnen demnach im Integral den Zeitfaktor
kiirzen, und mit k = ¢ erhalten wir

ik|Z—7|
T/ = Ho 3 1221 €
A)=— [ d 2.1
(@) 471'/ 7 (@) |2 — 2| (2.176)

Der Integral faltet eine Kugelwelle mit der Stromdichte. Uberraschenderweise
bendétigen wir das skalare Potenzial ® gar nicht mehr, denn die Felder werden
im Vakuum schon durch den rdumlichen Anteil des Vektorpotenzials A(Z)
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bestimmt:

B(Z,t) =V x A(Z,t) = V x A(Z) e

o . 1 =
VxB=VxVxA=SFE=

c

E=ce 'V xVxA(@) Integricren =

(= ic? —iwt (=
(Z,t) = e 'V x V x A(%)
w

Das Magnetfeld und seine Wirbel liefern in diesem Fall das elektrische Feld.

Dipolstrahlung

Im statischen Fall haben wir schon gesehen, dass sich die Potenziale verein-
fachen, wenn wir die Quellen in weitem Abstand betrachten. Das gilt ebenso
fiir Antennen. Wenn zusétzlich die Wellenlédnge der Strahlung sehr viel gréfer
ist als die Ausdehnung der Antenne, dann kann das Vektorpotenzial sogar
durch das Dipolmoment der Antenne beschrieben werden.

wwwwww

Abbildung 2.41: Links: Elektromagnetisches Feld einer Dipolantenne. Rechts: Strah-
lungsrichtungen bei verschiedenen Stromverteilungen in der Antenne.
Quelle: Wikipedia

Fiir groBe Abstéinde |Z| > |#/| und grofie Wellenléingen k|Z| > 1 gilt nihe-

rungsweise
olklT—7'|  ikr

l

i mit r = |7 (2.177)

|Z— &
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2 Elektrodynamik

Damit vereinfacht sich das integral 2.176 zu

ei(kr—wt)

=L / B 77 (2.178)
———

Kugelwelle

Das Vektorpotenzial ist eine einfache Kugelwelle, die sich mit der Lichtge-
schwindigkeit ¢ = w/k in alle Richtungen ausbreitet. Allerdings liefert das
Integral iiber die Stromdichte eine Winkelabhéngigkeit des Vektorpotenzi-
als und damit ebenfalls fiir die elektrischen und magnetischen Felder und
die abgestrahlte Leistung. Mithilfe der Kontinuitétsgleichung 2.104 kann das
verbliebene Integral durch das Dipolmoment p ausgedriickt werden, mit dem
Ergebnis

47 r

p= [ @7 (@)

Das ist das Vektorpotenzial des Hertz’schen Dipols. Damit kann der Poynting-
Vektor und die abgestrahlte Leistung P pro Raumwinkel §2 berechnet werden.
Wir geben hier nur das Ergebnis an:

ar wip? sin” 0

dQ ~  32n2c3¢ (2.180)

Die abgestrahlte Leistung wichst demnach mit der vierten Potenz der Fre-
quenz. Sie ist am stérksten senkrecht zur Antenne und verschwindet in Rich-
tung des Dipolmomentes. Die Abbildung 2.41 zeigt rechts oben die Win-
kelabhéngigkeit der abgestrahlten Leistung des Dipols. Je nach Verteilung
des Stromes auf der Antenne ist allerdings die Richtcharakteristik sehr un-
terschiedlich, wie ebenfalls in der Abbildung fiir ein Vielfaches der halben
Wellenlédnge gezeigt wird.

Die vorige Gleichung ist verantwortlich fiir den blauen Himmel und die rote
Abendsonne. Licht regt die Molekiile der Atmosphére zur Dipolstrahlung an,
und blaues Licht hat eine hohere Frequenz als rotes. Wegen des w?* Terms wird
es deshalb wesentlich stérker gestreut als rotes. An einem Sonnentag sehen
wir das gestreute blaue Licht am Himmel. Aus der Abendsonne dagegen wird
auf ihrem langen Weg durch die Atmosphére das blaue Licht heraus gestreut.
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2 Elektrodynamik
Beschleunigte Punktladung

Eine beschleunigte Punktladungen strahlt ebenfalls elektromagnetische Ener-
gie ab. Durch das Abbremsen von Elektronen entsteht Rontgenstrahlung,
ein ringférmiger Beschleuniger liefert Synchrotronstrahlung. Beide Arten der
elektromagnetischen Wellen haben wichtige Anwendungen, sowohl in der
Grundlagenforschung als auch in der Medizin und Technik.

Abbildung 2.42: Eine Punktladung schwingt mit der Frequenz w und strahlt elektroma-
gnetische Wellen ab.

Allerdings sind die mathematischen Herleitungen dieser Strahlung sehr an-
spruchsvoll. Wir wollen hier nur kurz deutlich machen, warum eine beschleu-
nigte Ladung Energie abstrahlt. Wir betrachten eine Ladung ¢ , die mit
der Frequenz w hin und her schwingt, 7(t) = 7 coswt. IThre Beschleunigung
ist demnach @ = —7yw? coswt. Die Ladung hat das oszillierende Dipolmo-
ment p = qrp coswt, deshalb strahlt sie elektromagnetische Wellen ab. Nach
Gleichung 2.180 ist die abgestrahlte Leistung proportional zum Quadrat der
mittleren Beschleunigung,

P x w'¢¥rl x ¢ a2 (2.181)

Das gilt ebenfalls fiir eine kreisférmige Beschleunigung wie im Synchrotron.

Im Atom kreist nach der klassischen Vorstellung das Elektronen um den
Atomkern. Deshalb sollte es stdndig Energie abstrahlen und schliellich in
den Atomkern fallen, was jedoch offensichtlich nicht geschieht. Dieses klas-
sisch falsche Bild wurde durch die Quantenmechanik korrigiert. Die stati-
ondren Zustdnde des Elektrons haben eine feste Energie und strahlen nicht.
Zwar kann ein angeregtes Elektron in einen energetisch niedrigeren Zustand
springen und dabei ein Lichtquant, ein Photonen, abstrahlen; da das Elektron
aber nur diskrete Energiewerte annehmen kann, bleibt es stabil im Zustand
mit der niedrigsten moglichen Energie. 11. Doppel-
stunde
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3 Spezielle Relativitdtstheorie

Wellen werden durch ein Medium transportiert. Schall, eine Wasserober-
fliche, ein Seil, bei all dem kénnen wir Wellen beobachten, die von dem
entsprechenden Material ausgehen. So ist es nicht verwunderlich, dass im
19. Jahrhundert die Physiker nach einem Medium zur Ausbreitung elektro-
magnetischer Wellen suchten, den so genannten Ather. Auch Maxwell kon-
struierte ein mechanisches Modell, das die Ubertragung elektromagnetischer
Wellen durch gekoppelte Rollen beschrieb. Die Erde sollte sich demnach im
Ather bewegen, und deshalb sollte die Lichtgeschwindigkeit in verschiedenen
Richtungen einen unterschiedlichen Wert haben. Allerdings gab es Experi-
mente, die das widerlegten. Albert A. Michelson und Edward W. Morley
haben 1887 experimentell gezeigt, dass das Licht in allen Richtungen die-
selbe Geschwindigkeit hat. Entweder rotiert der Ather mit der Erde um die
Sonne, oder es gibt gar keinen Ather.

Aber selbst beriihmte Denker wie Hendrik Antoon Lorentz und Henri Poin-
care hielten am Ather als absoluten Raum fest. Gegen 1900 entwickelten sie
eine Theorie, die bewegte Lingen schrumpfen und bewegte Uhren langsa-
mer gehen lie. Die entsprechenden mathematischen Gleichungen sind die
Lorentz-Transformation. Erst Albert Einstein verabschiedete sich 1905
vollstéindig vom Ather. LingenmafBstiibe werden nicht kiirzer, Uhren werden
nicht langsamer, sondern Raum und Zeit sind miteinander verkoppelt und
miissen vollig neu interpretiert werden. Die physikalischen Gesetze gelten in
allen unbeschleunigten Bezugssystemen; es gibt keinen absoluten Raum und
keine absolute Zeit, alles ist relativ. Elektromagnetische Wellen werden durch
kein Medium transportiert. Diese Einsicht &nderte das physikalische Weltbild
radikal.

Im Jahr 1905 veroffentlichte Albert Einstein — im Alter von 26 Jahren, als
Angestellter im Patentamt — seine Theorie zur Elektrodynamik bewegter
Korper. Diese Theorie wird Spezielle Relativititstheorie genannt. Zehn
Jahre spéter erweiterte er seine Theorie, indem er die Gravitation zusétzlich
beriicksichtigte. Materie kriimmt den Raum, das wird Allgemeine Rela-
tivitdtstheorie genannt. In dieser Vorlesung werden wir nur die spezielle
Relativitédtstheorie behandeln, denn die allgemeine bendtigt eine sehr an-
spruchsvolle Mathematik, die Differenzialgeometrie in gekriimmten Rdumen,

77



3 Spezielle Relativitatstheorie

die eine eigene Vorlesung erfordert.

Die Relativitétstheorie von Einstein konnte sich nur langsam durchsetzen.
Denn wer ist schon bereit, ein Weltbild zu stiirzen, das sich iiber Jahrhun-
derte bewéhrt hat. So hat Einstein im Jahr 1922 den Nobelpreis nicht fiir
die Relativitatstheorie, sondern fiir den Photoeffekt erhalten. Aber die Rela-
tivitédtstheorie wurde und wird in zahllosen Experimenten prézise bestétigt,
sodass es heute keinerlei wissenschaftlichen Zweifel mehr daran gibt. Das
schlieBBt jedoch nicht aus, dass immer noch Widerlegungen der Theorie Ein-
steins in nicht-wissenschaftlichen Zeitschriften publiziert werden.

3.1 Konstante Lichtgeschwindigkeit

Fiir jeden gleichformig bewegten Beobachter ist die Lichtgeschwindigkeit kon-
stant. Dieses experimentelle Resultat widerspricht vollig unserer Anschau-
ung. Betrachte zwei Inertialsysteme, also zwei Beobachter, die sich mit
konstanter Geschwindigkeit v > 0 zueinander in gleicher x-Richtung be-
wegen. Jeder der beiden Beobachter hat sein Bezugssystem K und K’ mit
Lingenmessgeriten und Uhren ausgestattet, und fiir t = 0 soll x = 2/, y = ¢/
gelten. Fiir ein Ereignis, beispielsweise ein Lichtblitz, am Ort Z zur Zeit t gilt
offensichtlich die Galilei-Transformation

/

y=1v, x=2a+vt (3.1)

Wenn sich ein Ereignis — Lichtwelle, Schallwelle, Auto — mit der Geschwin-
digkeit w in K bewegt gilt demnach

_dz_d o 4
e T ar Y dt

Das stimmt fiir das Auto und den Schall, aber fiir das Licht gilt

3

Die Lichtgeschwindigkeit ¢ hingt nicht vom Beobachter ab!

=w =w-v (3.2)

Was ist die Losung dieses Rétsels? Einstein hat geschlossen, dass der Beob-
achter K’ fiir ein Ereignis nicht nur einen anderen Ort 2z’ sondern ebenfalls
eine andere Zeit ¢’ misst:

dr  da’

o 3.4

dt dt’ (34)
Physiker sollen nur iiber das reden, was sie messen kénnen. Und keiner kann
von vornherein schlieen, dass die Zeit eine absolute Grofle ist, die densel-

ben Wert fiir beide Beobachter hat. Es gilt ¢ # ¢ fiir dasselbe Ereignis. Vor
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[ ‘ X

vt

Abbildung 3.1: Zwei Beobachter messen ein Ereignis mit jeweils ihren Koordinaten.

Einstein war t' = t so selbstverstindlich, dass kein Wissenschaftler das je-
mals bezweifelt hat. Aber das Experiment liefl keine andere Wahl, als den
Zeitbegriff zu revolutionieren. Im bewegten Bezugssystem miissen die Uhren
anders gehen.

Betrachten wir einen Lichtblitz beix =y=z=2'=¢y' =2 =0, t =t =0.
Der Beobachter K sieht eine Kugelwelle, die sich mit der Lichtgeschwindigkeit

ausbreitet

22 +y? + 22 = At (3.5)
Der Beobachter K’ sieht jedoch das Gleiche, allerdings mit seinen Koordina-
ten:

24yt = 2 o ARyt 2=y (3.6)

Der Beobachter K stellt nun an den Ort x5 einen Detektor auf, der zur Zeit
to den Lichtblitz anzeigt. Fiir den Beobachter K’ steht der Detektor am Ort
xf, und zeigt bei der Zeit t;, den Lichtblitz an. Es gibt also zwei Ereignisse,
die von den beiden Beobachtern bei ihren jeweiligen Koordinaten gemessen
werden:

e Fi: Lichtblitz wird erzeugt: Ereignis (x1,t1), (2),t])
e Ejy: Detektor zeigt den Lichtblitz an: Ereignis (22, t2), (25,t5)

Fiir den Lichtblitz gilt demnach

sty = (cts — ct1)? — (22 — 21)% = (cth — ct))? — (ah —2))? = 'L | (3.7)

Einstein hat nun postuliert, dass diese Beziehung nicht nur fiir Licht, sondern
fiir sémtliche Ereignisse E1, Fa gilt, auch fiir die langsamen. Die GroBe s2,
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3 Spezielle Relativitatstheorie
nennt man auch das Quadrat des relativistischen Abstandes zweier Zeit-

Raum-Vierervektoren. Diese Vektoren sind definiert als

ct
x

Y
z

und der relativistische Abstand zweier Ereignisse ist definiert als
sty = (cty — ct1)? = (w2 — 21)* — (y2 — 1)* — (22 — 21)° (3.9)

Das wichtige Postulat der Relativitdtstheorie lautet damit

Fiir simtliche Ereignisse Fy, E> #ndert sich der Wert von s?, nicht
beim Wechsel des Inertialsystems, s'1o = $%o.

Beachten Sie, dass die Relativitdtstheorie nur von Ereignissen redet, also Er-
gebnissen von Experimenten. Wir werden spéter sehen, dass der relativisti-
sche Abstand zweier Ereignisse zur Langenkontraktion und zur Zeitdilatation
fithrt. Ldngen werden nicht kiirzer und Uhren gehen nicht langsamer, sondern
der Abstand zweier Ereignisse fiihrt zu diesen bekannten Konsequenzen.

3.2 Lorentz-Transformation

Der relativistische Abstand 3.7 zwischen zwei Ereignissen kann nur dann
invariant bleiben, wenn der Beobachter K’ andere Koordinaten als der Be-
obachter K fiir ein Ereignis misst. Wie sieht eine Abbildung zwischen (z/,t')
und (z,t) aus, die sj2 unverindert ldsst? Die Abbildung sollte linear sein,
denn wenn ein Beobachter doppelte Langen und Zeitintervalle misst, sollte
das auch ein bewegter Beobachter messen. Wir suchen demnach eine lineare
Abbildung, eine (4x4)-Matrix L, die s1 nicht #ndert.

ct! ct
! |z

=1 3.10
=i (3.10
2 z

Gegen 1900 entwickelten Hendrik Antoon Lorentz und Henri Poincare eine
solche Abbildung, die Lorentz-Transformation. Falls der Beobachter K’
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sich in x-Richtung mit der Geschwindigkeit v bewegt, so lautet diese Matrix

v e 00
- —~2 0 0
L= gc g Lo (3.11)
0 0 01
oder komponentenweise
' =v(z — vt) (3.12)
v
' =~t—--=
vt =)
1
’Y:
1-&
y =y, 2=z

Fiir den Ort x erhilt demnach die Galilei-Transformation 2’ = x — vt den
zusétzlichen Faktor ~y, der divergiert wenn sich der Beobachter mit der Licht-
geschwindigkeit bewegt, v — c. Die Zeit ¢’ transformiert sich dagegen kompli-
zierter, sie hingt auch vom Ort x ab, an dem der Beobachter K das Ereignis
misst. Zur Kontrolle rechnen wir damit die beiden Raum-Zeit-Abstéinde des
Lichtblitzes aus, der am Ursprung erzeugt wird und bei (z,t) bzw. (2/,¢') am
Detektor gemessen wird.

2
CZt/Q_CQ 2(t_gg)2_ (Ct_%x)
- ce’ v
c2
(v — vt)?
$/2:72(x—vt)2— 02
=
1 2
242 2 - [02t2+%x2_2vm_ (2% + v*t? — 2z0t)) =
v c
c2
1 2,2 2 2 242 2
:1 1)2[(ct—.7,")(1—7)]—075—%' ged
e

Die Lorentz-Transformation ist ein wichtiges Postulat der speziellen Rela-
tivitdtstheorie. Damit kénnen wir viele Gesetze fiir die Bewegung schneller
Teilchen oder die Messung mit schnellen Beobachtern herleiten.
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3.3 Konsequenzen aus der Lorentz-Transformation

Die Lorentz-Transformation koppelt Raum und Zeit miteinander, z’(x, t), t'(x,t),
mit unanschaulichen Ergebnissen. Sie erweitert die Gesetze der klassischen
Mechanik fiir die Bewegung extrem schneller Teilchen. Aber sie gilt ebenfalls

fiir geringe Geschwindigkeiten v.

3.3.1 Galilei-Transformation

Fiir kleine Geschwindigkeiten v < ¢ erhalten wir v ~ 1 und ¢ ~ 0. Damit
folgt aus der Gleichung 3.12 die Galilei Transformation

¥=xz—vt, t'=t (3.13)

Das bedeutet, die klassische Mechanik ist nicht falsch, sondern hat einen
beschriankten Giiltigkeitsbereich. Das gleiche gilt fiir die Quantenmechanik,
die wir ebenfalls relativistisch erweitern kénnen.

3.3.2 Maximale Geschwindigkeit des Beobachters

Der Beobachter K’ kann sich nicht schneller als mit Lichtgeschwindigkeit
bewegen. Denn fiir v > ¢ wird der Faktor v in Gleichung 3.12 imaginér
und damit sind 2/, ¢ ebenfalls imaginér. Das ist unphysikalisch, die Lorentz-
Transformation erlaubt nur

v<c (3.14)

3.3.3 Gleichzeitigkeit

Nehmen wir an, K beobachtet, dass zwei Detektoren D1, Dy an den Orten
x1, 22 und zur gleichen Zeit t; = to ansprechen. Dann gilt mit Gleichung 3.12

vV T
th =7t — ==
1 =7t CC)
vV T2
th =~(t — —==
5 =7t CC)

Uberraschenderweise sprechen die beiden Detektoren fiir K’ keinesfalls gleich-
zeitig an! Fir 2o > z1, v > 0 beobachtet K’, dass D1 nach Ds anspricht.
Wiirde er sich in die entgegengesetzte Richtung bewegen, wiirde D1 vor Do
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ansprechen. Gleichzeitigkeit ist demnach kein sinnvoller Begriff mehr. Vor-
her und nachher hingt vom Beobachter ab. Allerdings ist es mit auch der
Lorentz-Transformation nicht moéglich, Ursache und Wirkung zu vertauschen.

Sie sehen: die Relativitétstheorie, die Konsequenzen aus der Mathematik,
sind anschaulich nicht mehr zu verstehen. In unserem Leben finden zwei
Ereignisse, die zur gleichen Zeit geschehen, immer gleichzeitig statt, egal ob
wir sie vom Auto oder vom Flugzeug aus beobachten.

3.3.4 Zeitdilatation

Im vorigen Abschnitt hat der Beobachter K zwei Ereignisse zur gleichen Zeit,
aber an verschiedenen Orten gemessen. Nun soll K am selben Ort z zwei
verschiedene Ereignisse im zeitlichen Abstand At = to — t; erzeugen, bei-
spielsweise zwei Lichtblitze. Was wird im Koordinatensystem K’ gemessen?

Die Lorentz-Transformation sagt uns At' = t5 —t) = [ty — 2% — (t; — 2%)].
At = yAt > At (3.15)

Das Zeitintervall, das der bewegte Beobachter K’ misst, ist demnach lénger
als das Zeitintervall des ruhenden Systems. Das wird Zeitdilatation ge-
nannt. Das Zeitintervall At des ruhenden Systems wird auch Eigenzeit ge-
nannt, die Zeit, die fiir Ereignisse am selben Ort vergeht.

Lebensdauer von Myonen

Die Zeitdilatation wurde eindrucksvoll bei Myonen gemessen, die in der At-
mosphére in 10 km Hohe durch kosmische Strahlung erzeugt werden. Diese
Teilchen leben aber nur kurz, sie zerfallen im Mittel nach etwa 7 ~ 2.2us . In
dieser Zeit kénnen Sie nur maximal 600 m Flugstrecke zuriicklegen. Dennoch
konnen wir sie auf der Erde messen, sie fliegen demnach 10 km weit. Woran
liegt das?

Fiir den Beobachter K’ auf der Erde vergeht eben nicht die Zeit 7, sondern
. . . _ . .
nach Gleichung 3.15 die Zeit 75 = eyt Im entsprechenden Experiment
wurden nur Myonen mit einer Geschwindigkeit v ~ 0.994¢ herausgefiltert,
damit ergibt sich 73 ~ 97. Ein Myon lebt demnach fiir den Beobachter auf

der Erde neunmal ldnger, es selbst hat aber nichts davon.
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3.3.5 Langenkontraktion

Wie lang ist ein Stab? Dazu miissen wir seine Lénge messen, und dafiir
bendétigen wir zwei Ereignisse. Der Beobachter K registriert zur gleichen Zeit
to = t1 den Anfang x; und das Ende x5 des fiir ihn ruhenden Stabes. Er findet
L = x9 — z1. Der Beobachter K’ macht das Gleiche: er misst zur gleichen
Zeit tf, =t} die beiden Orte x5,z und findet L' = x5 — 2. Sind die beiden
Langen gleich grof3?

Mit der Lorentz-Transformation 3.12 erhalten wir L’ = y(zy—vte—x1+vt) =
Y[L — v(ta — t1)]. Wegen to = 1 sollte also L' = vL folgen, demnach ist L’
grofler als L. Das ist falsch!

Wo liegt der Fehler? Wir miissen beachten, dass die Zeiten ts, t; die transfor-
mierten Zeiten von t, = ¢} sind, nicht die obigen Zeiten, bei denen die beiden
Ereignisse fiir K stattgefunden haben. Mit der Lorentz-Transformationen fin-
den wir fiir t, = ¢}

v v
2 1T 2=t =@ —a1) = 5 (3.16)

Die transformierten Zeiten sind also nicht identisch. Daraus folgt

2 1 v

U=ahy—af =y(L - 5L) = —2_L (3.17)
c 122
02
und damit
i U2
L=y\1-5L<L (3.18)

K’ misst demnach einen kiirzeren Stab. Ein bewegter Stab scheint kiirzer zu
sein als ein ruhender. Das wird Ldngenkontraktion genannt.

Zu diesem Phinomen gibt es eine nette Scherzfrage: Thr Auto ist etwas zu lang
fiir Thre Garage. Wie schnell muss das Auto fahren, damit es in die Garage
passt? Fiir den Hausbesitzer, der die Garage beobachtet, scheint das bewegte
Auto wirklich kiirzer zu sein. Fiir den Fahrer allerdings ist die Garage nun
etwas kiirzer und das Auto passt iiberhaupt nicht mehr hinein. Die beiden
FEreignisse — Bug trifft auf die Garagenriickwand und Heck befindet sich am
Tor der Garage — finden zu jeweils unterschiedlichen Zeiten statt, sodass dieser
Widerspruch entsteht.

Ist der bewegte Stab nun wirklich kiirzer geworden? Dazu sagt Albert Ein-
stein
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”Die Frage, ob die Lorentz-Verkiirzung wirklich besteht oder nicht,
ist irrefithrend. Sie besteht nédmlich nicht , wirklich“, insofern sie
fiir einen mitbewegten Beobachter nicht existiert; sie besteht aber
,wirklich“, d. h. in solcher Weise, daf sie prinzipiell durch physi-
kalische Mittel nachgewiesen werden konnte, fiir einen nicht mit-
bewegten Beobachter. “!

Die physikalischen Prozesse d&ndern sich nicht, wenn wir ein Material schnell
bewegen. Ein auflen stehender Beobachter misst jedoch andere Lingen und
Zeiten. Ein Myon bewegt sich 600 m weit, bevor es zerfillt. Es sieht jedoch
eine Atmosphére, die nicht 10 km dick ist sondern nur einige hundert Meter,
sodass es die Erdoberfliche erreichen kann.

3.3.6 Maximale Signalgeschwindigkeit

Wenn die Geschwindigkeit v des Beobachters K’ grofler ist als die Licht-
geschwindigkeit, so liefert die Lorentz-Transformation 3.12 unphysikalische
Ergebnisse; das haben wir schon behandelt. Kann es aber dennoch Signale
geben, die sich schneller als mit der Lichtgeschwindigkeit ausbreiten? Das ist
nicht moglich.

Dazu fordern wir, dass eine Ursache vor ihrer Wirkung stattfinden muss. Der
Autor kann sich jedenfalls nicht vorstellen, dass ein Student eine Klausur
besteht, bevor er die entsprechende Vorlesung gehort und studiert hat. Wir
betrachten zwei Ereignisse:

e FEreignis 1: Ursache bei x1,t;

o Ereignis 2: Wirkung bei x2, {2

X2—T1
ta—11

e Signalgeschwindigkeit: vg =

In jedem Bezugssystem muss die Ursache vor der Wirkung kommen, also
muss t5, > t} fiir jeden Beobachter gelten. Mit der Lorentz-Transformation
folgt daraus

VI —
th—th =7 |ta—t1 — ————
c

] =7 [(tz —t1)(1 - EE)} (3.19)

Cc c C

Da beide Zeitintervalle positiv sein miissen, folgt daraus
v Vg

1——=>0 (3.20)

Cc C

!Einstein, Albert: Physikalische Zeitschrift. 12, 1911, S. 509-510.

85



3 Spezielle Relativitatstheorie

Nehmen wir nun an, es gébe ein Signal mit |vs| > ¢. Dann gébe es ein
Bezugssystem mit |[v| < ¢, sodass die vorige Ungleichung nicht erfiillt wire.
Daraus wiirde ), <t} folgen, ein Widerspruch zur Kausalitéit.

Die Kausalitit erzwingt, dass sich Signale hochstens mit der
Lichtgeschwindigkeit ausbreiten kénnen, |vs| < c.

3.3.7 Addition von Geschwindigkeiten

Vielleicht gibt es doch noch einen Trick, Raketen schneller als mit der Licht-
geschwindigkeit zu bewegen. Betrachten Sie dazu eine Rakete, die sich mit
der Geschwindigkeit v; bewegt. Sie feuert einer weitere Rakete ab, die sich
relativ zu ihr mit der Geschwindigkeit vy bewegt. Die zweite Rakete feuert
wiederum eine weitere Rakete ab, und das soll so lange fortgesetzt werden,
bis schliefflich die Lichtgeschwindigkeit tiberschritten ist. Funktioniert das?

Um das zu beantworten, miissen wir wieder die Lorentz-Transformation fra-
gen. Das Labor auf der Erde misst die Geschwindigkeit v; der ersten Rakete
und vgy der zweiten. Die Gleichungen (Ubg.) sagen uns nun

V1 V2
Vo B ?‘F ~

c 1+

<1 (3.21)

Das ist das Additionstheorem der Geschwindigkeiten, die Summe von Ge-
schwindigkeiten kann nie die Lichtgeschwindigkeit iiberschreiten. Die Glei-
chung gilt auch fiir Lichtblitze, die von der ersten Rakete aus gesendet wer-
den. In diesem Fall gilt

v1
V9 Vok +1
c c 1+ ( )

Hier finden wir natiirlich das Postulat der Relativitatstheorie wieder: die
Lichtgeschwindigkeit ist konstant, egal ob wir sie von der Erde oder von der
Rakete aus messen.

Beispiel: ICE

Kann die relativistische Geschwindigkeitsaddition in unserem Alltagsleben
gemessen werden? Betrachten wir dazu einen ICE, der sich mit

w = 300 km/h bewegt. Ein Auto fihrt parallel dazu mit der Geschwindigkeit
v = 100 km/h. Nach Galilei beobachtet der Fahrer des Autos eine Geschwin-
digkeit des Zuges von w — v = 200 km/h.
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Relativistisch gesehen misst das Auto jedoch eine Geschwindigkeit

/ /
,_xy—x  Y[ze — w1 —v(ta —t1)] w—v 14
= = = = ~(w—v)(1+2-10
bttt tem) 1oz 0T )
(3.23)
Diese extrem geringe Abweichung vom Galilei-Ergebnis kann man nicht mes-
sen. 13. Doppel-
stunde

3.3.8 Relativistische Fotos

Ein mit hoher Geschwindigkeit bewegter Stab sieht fiir einen ruhenden Be-
obachter kiirzer aus, was wir bei der Diskussion der Léngenkontraktion fest-
gestellt haben. Wenn wir allerdings den Stab fotografieren, dann sieht das
ganz anders aus. Denn das Licht benétigt je nach Abstand des Objektes eine
unterschiedliche Zeit, um zur Kamera zu gelangen. Das liefert interessante
Verzerrungen. Dazu gibt es Filme und Bilder, beispielsweise die Fahrt mit
relativistischen Geschwindigkeiten durch die Altstadt von Tiibingen, die den
Schulen und Universitdten auf folgenden Webseiten zur Verfiigung gestellt
werden.

http://www.einsteinmobil.de/index.html
http://www.we-heraeus-stiftung.de/
http://www.tempolimit-lichtgeschwindigkeit.de/

Abbildung 3.2: Foto der Altstadt von Hildesheim. So wiirde es aussehen, wenn es von
einer fast lichtschnell bewegten Kamera aufgenommen wiirde. Quelle:
Corvin Zahn, Ute Kraus, Universitéit Hildesheim
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Betrachten wir das Beispiel eines Stabes, der schrig von vorn fotografiert
wird.

\%
¢ 5
)
, emee— -
v At 2 @ Samero
L — ]
C« A%

Abbildung 3.3: Ein bewegter Stab wird fotographiert.

Der Stab der Lénge [ habe die Geschwindigkeit v zur Kamera hin. Ein Licht-
blitz vom Stabende benétigt die Zeit At, um zum Anfang des Stabes zu
gelangen. In diesem Zeitintervall hat sich der Stab allerdings um die Stre-
cke vAt bewegt. Der Lichtblitz hat demnach die Lange L = cAt = vAt +1
zuriickgelegt, um zum Anfang des Stabes zu kommen. Danach laufen beide
Informationen, Licht vom Anfang und vom Ende des Stabes, auf die Kamera
zu und werden spéter fotografiert. Auf dem Foto sieht es so aus als ob der
Stab die Lange L hétte. Wie grofi ist die scheinbare Lénge L?

[ ist die Linge des bewegten Stabes. Nach der Lorentzkontraktion ist seine

Ruheléinge I! = % Der Fotograf misst demnach einen kiirzeren Stab.

.

Nun gilt

= =
c—v c—v+ 1—% 1—%
147
= L= 1_;
(&

Der Fotograf misst zwar einen kiirzeren Stab, aber auf dem Foto sieht der
Stab ldnger aus!

Dreidimensionale Objekte oder eine schnell bewegte Kamera liefern natiirlich
kompliziert verzerrte Fotos, die nur numerisch berechnet werden kénnen.

3.3.9 Zwillingsparadoxon

Maria und Johanna sind Zwillinge. Maria macht eine Reise in einem Raum-
schiff mit der Geschwindigkeit v = 0.6¢ zu einem drei Lichtjahre entferntem
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Ziel und kehrt nach zehn Jahren zuriick. Verbliifft stellen beide fest: Johanna
ist schneller gealtert als Maria. Wegen der relativistischen Zeitstreckung geht
die Uhr von Maria langsamer als die von Johanna, sie zeigt nur acht Jahre
an, somit ist Maria nun jiinger als Johanna.

Das kann aber nicht sein. Denn von Maria aus gesehen bewegt sich Johanna.
Also geht Johannas Uhr langsamer als diejenige von Maria und somit ist
Maria édlter als Johanna. Das ist das Zwillingsparadoxon. Dennoch stellen
beide durch Uhrenvergleich nach der Reise fest: Johanna ist dlter geworden.
Fiir Marias Uhr und somit ebenfalls fiir die Alterung ihrer Kérperzellen sind
nur 8 Jahre vergangen, fiir Johanna dagegen 10 Jahre. Reisen hilt jung!

Das wollen wir nun berechnen. Zunéchst untersuchen wie die Reise mithilfe
eines Diagramms. Ublicherweise wird in der Relativitétstheorie die Zeit ver-
tikal und der Weg horizontal aufgetragen, beispielsweise die Zeit ¢ in Jahren
und der Weg z in Lichtjahren geteilt durch c. Die Steigung einer Bahn gibt
somit die inverse skalierte Geschwindigkeit ¢/v.

Johanna (K) beobachtet: nach der Zeit ¢t befindet sich Maria am Ort x = vt.
Maria (K’) dagegen stellt fest: an meinem Ort zeigt meine Uhr eine kiirzere
Zeit t' an,

2

vxr vv v
=~(t—=-")=~t——=t)=t4/1— = =08t < t

¥( CC) ol Cc) \/ 2

Demnach ist Johanna &lter als Maria. Johanna beobachtet also, dass Maria
ihr drei Lichtjahre entferntes Ziel B nach fiinf Jahren erreicht hat. Maria
dagegen hat ihr Ziel auf ihrer Uhr schon nach vier Jahren erreicht.
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Am Ziel B angelangt dreht Maria um und kehrt mit der Geschwindigkeit —v
zu Johanna zuriick. Dazu muss das Raumschiff abbremsen und danach wieder
beschleunigen, und wir gehen davon aus, dass dieses Manover in beliebig
kurzer Zeit stattfindet. Aber nun hat Maria das Inertialsystem gewechselt.
Die Anderung der Raumzeit wird wieder durch die Lorentztransformation
beschrieben:

v A o — 2
At = y(At— 20y — (At — —ZEAN) = Ay /1 — 2 = 0.8A¢ < At
C c C C

c

Johanna beobachtet, dass Maria vom Ziel B bis nach Hause A wieder die
Zeit At = 5 Jahre benotigt. Maria dagegen liest an ihrer Uhr ab: Sie war
nur At' = 4 Jahre unterwegs. Nach der Riickkehr kénnen sie nun ihre Uhren
direkt vergleichen und stellen fest: Fiir Maria sind acht Jahre vergangen und
in dieser Zeit ist Johanna um zehn Jahre dlter geworden.

Woran liegt das? Es gibt hier drei verschiedene Inertialsysteme: die Erde E,
der Hinflug H und der Riickflug R. Zwischen E und H und zwischen E und
R gilt jeweils das Relativitatsprinzip und die Lorentztransformation. Von E
aus gesehen ist die Eigenzeit von H und die Eigenzeit von R kiirzer als die
eigene Zeit. Von H oder von R aus gesehen ist dagegen die Eigenzeit von E
kiirzer. Letzteres zeigt wieder die Lorentztransformation:

+v Az +v+ 8
At =~ (At — Tvar ) =y(At — —”—Um’) = At’\/z = 0.8At < At
C C cC C C

Sowohl beim Hinflug als auch beim Riickflug stellt Maria fest: fiir sie selbst
sind 4 Jahre vergangen, aber die Uhr von Johanna zeigt nur ein Intervall
von 3,2 Jahren an. Insgesamt ist die Uhr von Maria 8 Jahre gelaufen, und
sie meint, dass Johanna nur 6,4 Jahre dlter geworden ist. Aber nach der
Riickkehr stellt sie verbliifft fest: Johanna ist zehn Jahre &lter geworden.

Das liegt daran, dass Maria das Inertialsystem gewechselt hat. Im Prinzip
kann sie die Uhr von Johanna an jedem Ort ablesen, denn jedes Inertialsystem
ist an jedem Ort mit Uhren und Lingenmafstiben ausgestattet. Im obigen
Diagramm ist die Zeit ¢ von Johanna an jedem Ort z fiir konstante Zeit ¢’ von
Maria skizziert. Durch den Wechsel des Inertialsystems zeigen diese Geraden
plotzlich nach oben. Somit scheint es, als ob Johanna beim Wechsel spontan
um 3,6 Jahre gealtert ist. Aber Johanna merkt natiirlich nichts davon, und
der abschlielende Uhrenvergleich zeigt: Johanna ist doch &lter geworden als
Maria.
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Die Transformation der Raumzeit durch die Relativitéitstheorie kann man
nicht anschaulich verstehen, man muss sie berechnen. Aber nach zahlreichen
experimentellen Bestiatigungen dieser Theorie gibt es keinen Zweifel daran.

3.3.10 Ereignisse und Lichtkegel

Gleichzeitigkeit ist kein sinnvoller Begriff mehr in der Relativitédtstheorie.
Das hatten wir schon gesehen. Zwei Ereignisse, die fiir den einen Beobachter
gleichzeitig geschehen, finden fiir ein anderes Inertialsystem zu unterschiedli-
chen Zeiten statt. Dennoch waren wir nicht bereit, die Kausalitat aufzugeben,
denn eine Ursache muss immer vor ihrer Wirkung geschehen. Der Raum zwei-
er Ereignisse zerfillt demnach in zwei unterschiedliche Teilrdume. Wie sieht
das genau aus?

Der Beobachter K betrachtet zwei Ereignisse, eins bei x = 0, ¢ = 0 und eins
bei (x,t). Der relativistische Raumzeit-Abstand s? = c?t?> — 22 bleibt beim
Wechsel des Beobachters konstant. Wir definieren nun folgende Arten von
Ereignissen

e zeitartige: s2 > 0
e lichtartige: s> = 0
e raumartige: s? < 0

Ein Lichtblitz bewegt sich mit s? = 0, deshalb der Name lichtartig. Wenn die
beiden Ereignisse am selben Ort 2 = 0 geschehen, gilt s> > 0, deshalb sind die
beiden Ereignisse zeitartig: Vergangenheit und Zukunft oder Ursache und
Wirkung. Wenn dagegen beide Ereignisse zur selben Zeit ¢ = 0 stattfinden
ist s2 < 0 negativ, dann befinden sie sich an unterschiedlichen Orten und
deshalb der Name raumartig.

Die Menge aller Ereignispaare kann in einem Raum-Zeit-Diagramm darge-
stellt werden. Ublicherweise wird die Zeit als Linge y = ct zur y-Achse. Die
lichtartigen Ereignisse liegen damit auf den Diagonalen des Diagramms. In
einem vierdimensionalen Raum bilden die zeitartigen Ereignisse einen drei-
dimensionalen Kegel, deshalb der Name Lichtkegel. Die Mantelfliche des
Lichtkegels teilt nun die Menge aller Ereignisse in zeitartige (oben und un-
ten) und raumartige (rechts und links) auf. Unten liegt die Vergangenheit
oder die Ursache, oben die Zukunft oder die Wirkung. Raumartige Ereig-
nisse dagegen konnen keine kausalen Korrelationen haben, denn fiir sie gilt
immer 7 > c. Das ist aber verboten, wie wir vorher bei der Berechnung der
Signalgeschwindigkeit gesehen haben.

91



3 Spezielle Relativitatstheorie

2
Syo
= Lt 2
2y kuntt S=0
28t .~‘\<> / L/\(}’\,‘{ .i\/(?@C C
§ <O
v S
~~~~~ X
S O
’\S\JJ\/\,
s
>0
\/\7,"" olig en NEy ¥
d J

Abbildung 3.4: Raum- und zeitartige Ereignisse. Die Bahn x(t) eines Teilchens bewegt
sich innerhalb des Lichtkegels s> > 0.

Die Bahnen z(t) eines Teilchens sind zeitartig, denn der Ort zu einer spéteren
Zeit hiangt immer vom Ort zu einer fritheren Zeit ab. Diese Bahnen werden
als Weltlinien bezeichnet, sie bewegen sich innerhalb des Lichtkegels von
unten nach oben.

Bei den raumartigen Ereignissen gibt es keine Vergangenheit und keine Zu-
kunft, denn sie kénnen durch Wechsel des Beobachters gleichzeitig stattfin-
den. Bei einem solchen Wechsel éndert sich die Grofle s* = ¢?t2 — 22 < 0
nicht. D.h., die Menge aller Beobachter, die das gleiche Ereignis messen, liegt
auf der Kurve

ct = v 122 + 52 (3.24)

Diese Kurve liegt im Sektor der raumartigen Ereignisse, und sie enthélt den
Punkt ¢ = 0. Somit gibt es einen Beobachter, der die beiden Ereignisse bei
2 =0 und r = v/—s? und gleichzeitig misst.

Raumartige Ereignisse konnen durch einen Wechsel
des Beobachters gleichzeitig stattfinden.

3.4 Wirkung, Energie und Impuls

Bisher haben wir uns nur mit den Transformationen der Raumzeit zwi-
schen verschiedenen Inertialystemen beschiftigt. Als Konsequenz der kon-
stanten Lichtgeschwindigkeit wurde die Lorentz-Transformation entwickelt,
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Abbildung 3.5: Die Menge aller Beobachter, die die beiden Ereignisse E1 und Es messen.
Fiir K findet E5 spéter als Fy statt, fiir K’ gleichzeitig und fiir K” vorher.

die zur Relativitiat der Zeit, zur Lingenkontraktion, Zeitdilatation, Aufgabe
der Gleichzeitigkeit und maximalen Signalgeschwindigkeit fiihrt.

Nun wollen wir uns der Frage widmen: was sagt die Relativitdtstheorie zur
Bewegung eines Teilchens? Das beantwortet ein weiteres Postulat von Albert
Finstein:

Die physikalischen Gesetze gelten in allen Inertialsystemen,
allerdings mit transformierten physikalischen Groéfen.

Dazu miissen die physikalischen Gesetze in eine Form gebracht werden, aus
der die Lorentzinvarianz ersichtlich wird.

Betrachten wir zunichst ein freies Teilchen. In der klassischen Mechanik
konnten wir die Bewegungsgleichungen aus einem Minimalprinzip herleiten,

der Variation der Wirkung S = ff L(x(t),z(t)) dt.
Erinnerung:
In der klassischen Mechanik haben wir die Lagrange-Funktion definiert als Dif-
ferenz zwischen kinetischer und potentieller Energie, L(z, #,t) = T — V. Damit

haben wir eine Wirkung definiert, indem wir eine Bahn z(¢) in L eingesetzt
haben und diese Funktion iiber die Zeit integriert haben,
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S /t2 L(z(t), v(t), t) dt (3.25)

Diese Wirkung haben wir minimiert. Wir haben siamtliche Bahnen betrachtet,
die zwischen zwei festen Punkten laufen, und haben im Raum dieser Bahnen
das Minimum durch Variation gesucht, §S = 0. Das gab die Bewegungsglei-

chung
d oL 0L
dt v~ Ox
Daraus konnten wir Erhaltungsgrofien ableiten. Falls die Lagrange-Funktion
nicht von z abhéngt, ist der Impuls p = g—i eine Erhaltungsgrofle, falls L nicht
von t abhéngt ist die Hamilton-Funktion H = ab% — L zeitlich konstant. Fiir
kartesischen Koordinaten ist die Hamilton-Funktion die Energie, H = F, fiir

ein freies Teilchen natiirlich nur die kinetische Energie, F = %’U?

(3.26)

Fiir ein freies Teilchen ist dieser Formalismus offenbar iibertrieben, aber in der
klassischen Mechanik kénnen wir die Gleichungen im Fall von Zwangsbedin-
gungen ebenso fiir verallgemeinerte Koordinaten anwenden. Das vereinfacht
die Berechnungen wesentlich.

Wir suchen also eine relativistisch invariante Wirkung S eines freien Teilchens
mit der Bahn x(¢). Welche invariante Gréfle kennen wir schon fiir eine Bahn?

Dazu betrachten wir zwei Ereignisse, die einen infinitesimal kleinen Abstand
voneinander haben, x(t) und z(t+dt) = x(t) + dzx. Deren Raumzeit Abstand
(ds)? = c%(dt)?—(dz)? ist konstant beim Wechsel des Beobachters. Aufierdem
sind die beiden Ereignisse zeitartig, (ds)? > 0, deshalb ist die Grofe ds reell.

Fiir die Bahnen eines Teilchens gibt es also die relativistisch invariante Grofle
f12 ds. Ist das schon die gesuchte Wirkung? Das kénnen wir beantworten,
wenn wir im Grenzfall kleiner Geschwindigkeiten die Newton’sche Mechanik
erhalten.

Wir betrachten also die relativistische Wirkung S = —« ff ds mit einer Kon-
stanten a. Damit gilt

v m
= L~—ac+ 50 = 701)2 + konst.

Im Grenzfall kleiner Geschwindigkeiten muss die Lagrange-Funktion L(v) bis
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auf eine Konstante die bekannte kinetische Energie des Teilchens werden. Das
ist der Fall, und damit haben wir auch den Faktor o bestimmt.

Wir erhalten schlie3lich

1—— (3.27)

Die Grofle mg wird Ruhemasse genannt, sie ist die Masse der Newton’schen
Mechanik. Was bringt nun diese Lagrange-Funktion? Sie liefert den Impuls
und die Energie des Teilchens. Denn die physikalischen Gesetze, hier die
Lagrange-Gleichungen, bleiben auch in der Relativitdtstheorie giiltig:

d oL 0L

Die Lagrange-Funktion des freien Teilchens éndert sich nicht bei einer Trans-
lation, somit ist der Impulsp = g—{j eine Erhaltungsgréfle. Die Ableitung gibt

p= L L (3.29)
1 v
c2
mit der relativistischen Masse
m= 10 _ ymo (3.30)
’U2
=l

Es gibt Wissenschaftler, auch selbst Einstein, die die Grofle m nicht als Masse
bezeichnen wollen, denn sie hiangt offensichtlich vom Beobachter ab. Oft wird
nur die Ruhemasse my als Masse bezeichnet, denn sie ist eine Grofie, die nicht
vom Beobachter abhéngt, sie ist lorentzinvariant. In der klassischen Mechanik
haben wir Masse als Widerstand gegen eine Beschleunigung eingefiihrt. In
gewissem Sinn gilt das auch fiir die relativistische Masse. Denn auch in der
Relativitatstheorie gilt das Kraftgesetz

%(ma) = F

Allerdings hingt nun die Gréfie m(v) selbst von der Zeit ab, daher gilt

dv  dm_ av gl (5 dv)
=m—+—U=mogy— +moY’ = (T — | U
at " dt 0T g T2 di
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Wenn daher die Beschleunigung senkrecht auf der Geschwindigkeit steht, so
erhalt man das Kraftgesetz

In diesem Fall ist somit die trige Masse gerade die relativistische Masse.
Wenn jedoch die Beschleunigung in Richtung der Geschwindigkeit zeigt, so
folgt 5
20V _ R

mry i F
Die trige Masse héngt somit vom Winkel zwischen Geschwindigkeit und
Beschleunigung ab. In jedem Fall divergiert die trdge Masse, wenn sich die
Geschwindigkeit der Lichtgeschwindigkeit néhert,uy — c¢. Deshalb kann ein
Teilchen nicht die Lichtgeschwindigkeit tiberschreiten,

v<c (3.31)

Das haben wir schon vorher gesehen, denn mit Teilchen lassen sich Signale
iibertragen, und die Signalgeschwindigkeit ist immer kleiner als die Lichtge-
schwindigkeit.

Die Energie ist die Erhaltungsgrofie, die mit der zeitlichen Invarianz ver-
kniipft ist. Fiir ein freies Teilchen erhalten wir

2

oL —moc?(1 — Y% 2
E:v(%—L:mUQ—\O/(iﬁa) :mv2+mc2(1—2—2) (3.32)
T2
und damit schlieBlich die berithmte Gleichung
E =mc? (3.33)

Die Energie wichst proportional mit der relativistischen Masse. Insbesonde-
re hat ein ruhendes Teilchen eine hohe Energie, im Gegensatz zur Newton-
schen Mechanik. Diese harmlos aussehende Gleichung hat immens wichtige
Konsequenzen. Sie sagt uns, dass Energie und Masse physikalisch dasselbe
bedeuten, sie sind dquivalent. Masse kann in Energie umgewandelt werden
und umgekehrt. Das ist die Grundlage fiir Kernreaktoren, Atombomben und
die Kernfusion in der Sonne, und viele Prozesse der Elementarteilchenphysik
kénnen damit verstanden werden.
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Abbildung 3.6: 100 Jahre SRT im Jahr 2005

3.4.1 Kinetische und Ruheenergie

Um die Energie besser zu verstehen, betrachten wir ein Teilchen mit der Ru-
hemasse mg, das mit einer konstanten Kraft F' beschleunigt wird. Fiir

v — ¢ kann die Geschwindigkeit nicht zunehmen. Wohin geht dann die zu-
gefithrte Energie?

Die physikalischen Gesetze gelten auch in der Relativitéitstheorie:

dp

%:F, T:/det:/vdp (3.34)

Mit partieller Integration erhalten wir

2 2 2
v mOU 2 v 2
:7m0v2+m002\/1—c—2|8:72+m0c 1 5 — MoC
Vi-i
2
moc
= — m002 =F— m002
U2
==

Die Gesamtenergie F = mc? setzt sich zusammen aus
kinetischer Energie 7' und Ruheenergie mqc?.

Ein ruhendes Teilchen besitzt demnach ebenfalls Energie, seine Ruheener-
gie. Bei Prozessen mit mehreren Teilchen gilt der Energiesatz: Die Summe
der Energien bleibt konstant. Das bedeutet, dass auch kinetische in Ruhe-
energie umgewandelt werden kann oder umgekehrt. Beim Zerfall von Uran-
Atomenkernen geht Ruhemasse verloren. Sie geht in die kinetische Energie
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der Bruchteile {iber und bewirkt dort weitere Spaltungen von Urankernen,
eine Kettenreaktion, die riesige Mengen von Energie umwandelt. Das findet
in Kernreaktoren und Atombomben statt. In der Sonne geht ebenfalls Ru-
hemasse verloren, wenn Wasserstoff zu Helium verschmilzt. In jeder Sekunde
werden 564 Millionen Tonnen Wasserstoff zu 560 Millionen Tonnen Helium
verschmolzen, 4 Millionen Tonnen Massendefekt werden somit von der Son-
ne abgestrahlt.? Chemische Reaktionen dagegen haben nur einen winzigen
Massendefekt.

Paarerzeugung

Ein Photon hat die Energie w. Wenn seine Energie groBer ist als 2mgc? von
einem Elektron plus einem Positron, kann es nach GI. 3.33 in diese Teilchen
umgewandelt werden. Fine solche Paarerzeugung wird gemessen. Zusétzlich
zur Energie und der Ladung muss bei diesem Prozess aber auch der relati-
vistische Impuls erhalten bleiben, dazu braucht es zuséitzliche Atomkerne.

Mit mg ~ 9-1073! kg und ¢ ~ 3-10® m/s berechnen wir £ ~ 1.6-10713.J ~ 1
MeV. Das Photon muss demnach eine Energie grofier als 1 MeV haben. Wir
benétigen also hochenergetische Gammastrahlen.

Der umgekehrte Prozess, die Annihilation, ist ebenfalls moglich: ein Teilchen
kann mit seinem Antiteilchen zu einem Photon verschmelzen.

Energie-Impuls Beziehung

In der klassischen Mechanik héingt die Energie eines freien Teilchens mit
2

seinem Impuls zusammen, £ = 5%-. Wie sieht diese Beziehung in der relati-

vistischen Mechanik aus?

Dazu schreiben wir E = mc? um:
2
2 4 v
2 mpC 24 T2 1 2 4 2229
E° = OUQ:moc 1- =+ — | =myc” +mvTe
-2 —z l-=

= |E?=mic" + &’

Interessanterweise liefert diese Gleichung auch eine Energie, wenn es gar keine

2Quelle: Wasserstoffbrennen, Wikipedia
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Ruhemasse mehr gibt! Fiir Photonen mit mg = 0 erhalten wir

E = c|p (3.35)

Wenn wir das mit der Energie eines Photons £ = hw = hck vergleichen,
erhalten wir den Impuls eines Photons mit p = hk.

e Teilchen mit Ruhemasse mg : E = mc?, = m¥, m = ymy
e Photon: E = c|p|, = hk

Beachte dass die Grofle )
FE
e (p)* = mac? (3.36)

lorentzinvariant ist, analog zu c?(dt)? — (dZ)? = (ds)?. Beides kann als rela-
tivistisches Langenquadrat von Vierervektoren aufgefasst werden:

cdt }03
de || (3.37)
dy Dy
dz P2

Die Grofle E'/c ist demnach die erste Komponente eines Vierer-Impulses.

3.5 Vierer-Vektoren

In diesem Abschnitt wollen wir einen mathematischen Formalismus vorstel-
len, der es erlaubt, physikalische Grofen fiir verschiedene zueinander bewegte
Beobachter zu transformieren. Diese Methode verwendet Vektoren mit vier
Komponenten, so genannte Vierer-Vektoren. Einen solchen Vektor kennen
wir schon, den Raumzeit-Vektor.

Zeit und Raum sind nicht mehr unabhéngig voneinander, sondern sie bilden
eine Einheit, einen Vierer-Vektor. In jedem Inertialsystem hat jedes Ereignis
einen solchen Vierer-Vektor, und die Lorentz-Transformation ist eine Abbil-
dung dieser Vektoren fiir zueinander bewegte Bezugssysteme:

ct/ ct
z A |z

=1 3.38
AN (3.9
2 z
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Mathematisch betrachtet, bilden die Lorentz-Transformationen eine Gruppe
mit einem Eins-Element und zu jeder Matrix L einem inversen Element L—1.

3.5.1 Definitionen

Nun wollen wir alle physikalischen Groflien mit vier Komponenten Vierer-
Vektor nennen, wenn sie sich mit der Lorentz-Transformation ineinander
abbilden lassen. In der Literatur ist folgende Schreibweise iiblich:

ot = (20, 2t 22 2?), 2" = Lzt (3.39)

Dabei wird iiber doppelt auftretende Indizes summiert, hier also iiber A =
0,1,2,3.

Skalare

Physikalische Grofien, die sich beim Wechsel des Bezugssystems nicht &ndern,
nennt man Skalare. Fin Beispiel ist der relativistische Raumzeit-Abstand
zweier Ereignisse

sty = Pta —t1)* — (w2 —21)° — (12 —11)” — (22 — 21)° (3.40)

Skalarprodukt

Wir hatten schon das Liangenquadrat s? eines Raum-Zeit-Vektors eingefiihrt.
Das konnen wir ebenso als das iibliche Skalarprodukt zweier vierdimensiona-
ler Vektoren schreiben:

s% = (ct, —x, —y, —2) - Tl =22 - a2 y? — 22 (3.41)

Dieses Skalarprodukt ist invariant beim Wechsel des Bezugssystems. Auch
hier wird wieder die Kurzschreibweise eingefiihrt:

e Kontravarianter Vektor: z# = (20, 2!, 22, 23), 2" = LM)\ZU)‘
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3 Spezielle Relativitatstheorie

e Kovarianter Vektor: z,, = (2%, —z', —2?, —2%), ), = (L7 2t

e Invariantes Skalarprodukt: s? = x,xh

Der kovariante Vektor wird aus dem kontravarianten erzeugt, indem die drei
raumartigen Komponenten ein negatives Vorzeichen erhalten. Er transfor-
miert sich mit der inversen Matrix L™!.

Tensoren

Der Vollstédndigkeit halber wollen wir noch Vierer-Matrizen erwéhnen, so
genannte Tensoren. Das sind (4x4)-Matrizen mit physikalischen Grofen,
die sich mit der Lorentz-Transformation folgendermaflen transformieren

F'™ = L,oL,5F? (3.42)

Da iiber doppelt auftretende Indizes summiert wird, enthélt diese Gleichung
16 Summanden.

3.5.2 Eigenzeit

Nachdem wir nun Skalare und Vierer-Vektoren kennen gelernt haben, wol-
len wir damit die Bahn eines Teilchens untersuchen. In Vierer-Schreibweise
lautet die Bahn z# = (ct, z(t),y(t), z(t)). Diese Weltlinie, die durch den Ur-
sprung der Koordinaten gehen soll, bewegt sich im Lichtkegel. Die differen-
zielle Anderung lings der Weltlinie ist daz* = (cdt,dz,dy,dz). Wir wissen
schon, dass der differenzielle Raum-Zeit-Abstand ein Lorentz-Skalar ist, sein
Wert ist unabhéngig vom Beobachter. Weil die Bahn zeitartig ist, muss diese
Grofle positiv sein:

ds® = dx, drt = Adt? —da? —dy?> —dz> >0

ds? 1
dr = = = dt* — 5 (dr)?

Dabei haben wir das winzige Zeitintervall dr definiert. Das wollen wir nun
im momentan ruhenden Bezugssystem des Teilchens berechnen:

dzt = (cdt',0,0,0) = dr?=dt” (3.43)

Aus der invarianten GroBe dr? = dt?(1 — 0%172) folgt

dt = T vdr >dr (3.44)
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3 Spezielle Relativitatstheorie

Die Grofle dr ist das Zeitintervall der mitbewegten Uhr, die differenzielle
Eigenzeit. In der vorigen Gleichung erkennen wir die Zeitdilatation wieder,
die Eigenzeit geht nach.

3.5.3 Vierer-Geschwindigkeit

Wie koénnen wir die Geschwindigkeit des Teilchens so formulieren, dass ihr
Transformationsverhalten sofort sichtbar wird? Wir wissen jedoch, dass dz*
ein Vierervektor und dr ein Skalar ist. Deshalb ist die Geschwindigkeit u* =
‘Zj—: ein Vierervektor und transformiert sich dem entsprechend nach Gleichung
3.39. Sie ist jedoch nicht die Geschwindigkeit, die wir beobachten; denn wir
dividieren durch die Eigenzeit und nicht durch die Zeit, die der Beobachter

an seinen Uhren abliest. Es gilt

ul ﬂ _ (Cdt dx dy dz) _dxtdt 1 dxt _vdx“
T dr  Vdridr'dr’dr’ T dt dr T[] w2 dt | dt
T2
= [u" =v(v)(c,7) (3.45)

Das ist die Vierer-Geschwindigkeit. Die gemessene Geschwindigkeit o
wird mit dem relativistischen Faktor v multipliziert, und die erste Kom-
ponente ist die Lichtgeschwindigkeit. Mit dieser Formulierung kénnen wir
nun mit Der Lorentz-Transformation 3.39 die Geschwindigkeit in jedem In-
ertialsystem sofort berechnen.

3.5.4 Vierer-Kraft

Die Newton’schen Bewegungsgleichungen gelten in allen Bezugssystemen.
Wie konnen wir sie form-invariant schreiben, sodass ihr Transformationver-
halten sofort sichtbar wird? Dazu miissen wir Masse mal Beschleunigung als
Vierervektor schreiben. du* Ist ein Vierervektor, und die Ruhemasse my und
die Figenzeit d7 sind Skalare. Deshalb schreiben wir Kraft ist gleich Ruhe-
masse mal Vierer-Beschleunigung

dut
F* = mg 2 (3.46)
dr

Man kann nun zeigen, dass sich die Vierer-Kraft aus der Leistung F % und
der Newton-Kraft F' zusammensetzt:

F.g
FH =~ (CUFm F,, F) (3.47)
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3 Spezielle Relativitatstheorie
3.5.5 Vierer-Impuls

Den Impuls eines Teilchens haben wir schon kennen gelernt: p'= mgyt = ma.
Damit kénnen wir nun einen Vierer-Impuls definieren.

E
Pt =mout = moy(c, V) = (,mﬁ) (3.48)
c
Dabei haben wir E = mc? verwendet. Das Lingenquadrat eines Vierer-

Vektors ist ein Skalar. Das wollen wir iiberpriifen:

E? 2 2 2 2 2,2 2 202_U2 22
pup“:C—Q—mv = mguy,ut = mgy (¢ —v°) = mj——:;-

=  FE?=c2 2 miv? +mdct
——
p2

Wir erhalten also das Ergebnis, dass wir schon vorher hergeleitet haben. Der
Vierer-Impuls setzt sich zusammen aus der Energie und dem Impuls eines
Teilchens. Deshalb gilt fiir ihn der Erhaltungssatz: bei der Bewegung von
wechselwirkenden Teilchen bleibt der gesamte Vierer-Impuls erhalten.

3.5.6 Vierer-Strom

Nun wollen wir die lorentzinvariante Form der Elektrodynamik untersuchen.
Dazu benétigen wir das Transformationsverhalten der Ladungs- und Strom-
dichte, p,j’. Welche Werte misst ein Beobachter, der sich in x-Richtung mit
der Geschwindigkeit v bewegt? Man kann zeigen, dass sich die folgende raum-
zeitliche Ableitung wie ein Vierer-Vektor transformiert:

a_ (10 _
o = <05't’ v) (3.49)

Damit kann die Kontinuititsgleichung p + divf = 0 als vierdimensionales
Skalarprodukt geschrieben werden,

w L0 0, 0 04
OaJ® = vy + 97 + ay] + 5.0 = 0 mit (3.50)
3% = (¢ps Jus Iy, Jz) (3.51)

103



3 Spezielle Relativitatstheorie

Die Kontinuitétsgleichung beschreibt die Erhaltung der elektrischen Ladung
und gilt somit in sémtlichen Bezugssystemen. Das Skalarprodukt 0,j hat
deshalb in allen Bezugssystemen den Wert Null, es ist ein Lorentz-Skalar. Nun
kann man zeigen: wenn das Skalarprodukt eines Vierer-Vektors mit einem
vierdimensionalen Vektor ein Lorentz-Skalar ist, dann muss dieser Vektor
ebenfalls ein Vierer-Vektor sein. Deshalb nennen wir den Vektor j¢ einen
Vierer-Strom, beim Wechsel des Inertialsystems wird er mit der Lorentz-
Matrix 3.12 transformiert.

Ladungserhaltung

Als Beispiel betrachten wir eine Ladungsdichte, die im Bezugssystem K ruht,
Jj% = (¢p,0). Der Beobachter K’ misst nach Gleichung 3.12

() D)

Die Ladungsdichte und die Stromdichte transformieren sich also wie

p=qp, j =—ypv (3.53)

Fiir kleine Geschwindigkeiten v — 1 bleibt die Ladungsdichte konstant, und
durch die Bewegung des Beobachters entsteht eine Stromdichte nach Glei-
chung 2.90. Fiir relativistische Geschwindigkeiten dagegen werden Ladungs-
und Stromdichten verstéirkt. Das liegt natiirlich an der Langenkontraktion.
K’ beobachtet ein kleineres Volumen dV' = dz'dy'dz’ = /1 — z—;dV, woraus
folgt

,dd dgq dq
= / = "}/7 = ")/ ;
A% A% ~dV
= |dq =dq (3.54)

p

Die Ladung dg im Volumen dV bleibt demnach konstant, sie ist lorentzinva-
riant. Dieses Ergebnis wurde experimentell bestétigt.

3.5.7 Vierer-Potential

Das Skalarprodukt zweier Vierer-Vektoren ist ein Lorentz-Skalar. Das gilt
auch fiir die Ableitungen

0a0* = ~A (3.55)
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3 Spezielle Relativitatstheorie

Wir haben schon die Wellengleichungen fiir das Vektor- und skalare Potenzial
kennen gelernt

1 02 - -
<c28t2 ‘A> A= 1oj

102 ® 1p
<c282€2 ‘A> T oz tolen)

Die vier rechten Seiten dieser Gleichungen bilden den Vierer-Strom

P

— C

1 02 A As B jf

aor = 2) [ ay | =5 (350
A i

Rechts steht also ein Vierer-Vektor, links wird ein Skalar mit einem Vek-
tor multipliziert; daraus kann man folgern, dass dieser Vektor ebenfalls ein
Vierer-Vektor ist, das Vierer-Potenzial.

AP = (f,g) (3.57)

Damit kennen wir das gesamte Potenzial in jedem bewegten Bezugssystem,
und daraus koénnen wir das elektromagnetische Feld berechnen.

3.5.8 Feldstdrke-Tensor

Die beiden Felder lassen sich jedoch nicht als Vierer-Vektoren schreiben. Aber
die sechs Komponenten von F und B bilden einen Tensor, den Feldstdrke-
Tensor

O Eas ﬂ Ez
£ 0 B. B,
N P (3.58)
c z T
E,
© —By B 0

Wir verzichten hier auf die Herleitung und wollen auch nicht zeigen, dass
diese Matrix die schon erwihnte Ténzer Eigenschaft hat,

F'™ = L,0L,5F (3.59)
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3 Spezielle Relativitatstheorie

Damit kénnen wir das elektrische und magnetische Feld im bewegten Be-
zugssystem berechnen, auch wenn wir fiir jede Komponente 16 Summanden
erhalten. Durch die Lorentz-Transformation werden die beiden Felder mit-
einander vermischt.

Mit dem Feldstéirke-Tensor kann man sowohl die Maxwell-Gleichungen als
auch die Lorentzkraft in eine Lorentz-invariante Form bringen. Die Einzel-
heiten dazu finden Sie in den Lehrbiichern der theoretischen Physik.

3.5.9 Vierer-Wellenvektor

Wie transformiert sich eine elektromagnetische ebene Welle beim Wechsel des
Beobachters? Das elektrische Feld dieser Welle hat die Form E = Eoei(k'f*”t)
mit w = ck. Die Phase dieser Welle kann nun als Skalarprodukt geschrieben
werden:

k) (3.60)

- w
p=wt—k-¥=k%, mit z,=(ct,—%); k%= (—
c

Die Phase muss Lorentz-invariant sein, denn sie beschreibt in jedem Bezugs-
system Wellenberge und -téler. z,, ist ein Vierer-Vektor, daraus folgt:

kE* = (E, E) ist ein Vierer-Vektor (3.61)

C

Der vierdimensionale Wellenvektor k% transformiert sich also mit der Lor-
entztransformation 3.12. Sein Lingenquadrat ist ein Skalar, es dndert sich
nicht beim Wechsel des Bezugssystems. Daher gilt

2 w/2

c2

kak® = 2 — K2 = 0 = Ko K™ = < — k2 (3.62)
c
Somit gilt die Beziehung w’ = ¢k’ zwischen der Frequenz und der Wellenléinge

jedem Bezugssystem.

Doppler-Effekt

Als Beispiel betrachten wir eine Lichtquelle, die sich fiir einen Beobachter K
mit der Geschwindigkeit v = vé), bewegt. Im Ruhesystem K’ der Quelle soll
das Licht die Frequenz «’ haben. Der Beobachter K misst die Frequenz w.
Die Lorentz-Transformation 3.12 sagt nun
/ kZO v k‘l
oY " = v(w — vkb) (3.63)

c v2
1-2
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3 Spezielle Relativitatstheorie

Abbildung 3.7: Rotverschiebung von Spektrallinien im optischen Spektrum des weit ent-
fernten Superhaufens BAS11 (rechts) im Vergleich mit dem Sonnenspek-
trum (links). Quelle: Wikipedia

Wenn der Wellenvektor & sich im Winkel ¢ zur x-Achse bewegt, so gilt vk! =
véy - k = vk cosp = v cos p. Damit erhalten wir schlielich

2
v
/ 1 c?

Ww=w-———
v
1—ccosep

Diese Frequenzverschiebung nennt man den Dopplereffekt. Der Zahler ist
ein rein relativistischer Effekt, den Nenner dagegen erhalten wir auch ohne
Relativitatstheorie, beispielsweise beim hupenden Auto oder bei der Radar-
messung der Geschwindigkeiten im Straflenverkehr.

Wenn sich die Quelle auf uns zu bewegt, ¢ = 0 , so gilt

~
]
—
\
als
N—|
—~
—
+
als
N—
~
—

ol

_ +
1-¢ 1—
c

(3.64)

als

Die Frequenz der Quelle wird also hoher, sie divergiert sogar fiir relativistische
Objekte v — c¢. Lauft die Quelle dagegen von uns weg, ¢ = 7, so gilt

1—
1+

ale

W =w

(3.65)

ol

Die Raumzeit unseres Universums dehnt sich stédndig aus. Deshalb entfernen
sich Galaxien von uns, und wir beobachten eine Rotverschiebung: im sichtba-
ren Bereich werden die Spektrallinien der Molekiile der Galaxie zum Roten
hin verschoben.
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S .
‘]\E 4W
/ //\/' T

Abbildung 3.8: Das Spektrum einer bewegten Lichtquelle wird je nach Bewegungsrich-
tung zum Roten oder zum Blauen hin verschoben. Quelle: Wikipedia

Bei einer Radarkontrolle erhalten wir mit w’ = 27 10'° Hz und einer Ge-
schwindigkeit von v = 50 km/h eine Frequenzverschiebung von % ~ 103
Hz, das liegt im messbaren Bereich.
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In Threm Physikstudium haben Sie bisher kennen gelernt, wie die Bewegung
einzelner Teilchen beschrieben und berechnet wird. Die Newtonschen Bewe-
gungsgleichungen sagen uns, wie die Planeten um die Sonne kreisen und wie
sich Elektronen in elektromagnetischen Feldern bewegen. Sie haben erfah-
ren, wie man die Dynamik elektromagnetischer Felder beschreibt, und wie
die Newton-Gleichungen in Atomen und Molekiilen durch die Quantenme-
chanik erweitert werden miissen.

Im Prinzip kénnen Sie damit auch die Bewegung von sehr vielen Teilchen
beschreiben, beispielsweise die Bewegung von etwa 102* Teilchen in einem
Mol eines Stoffes. Das ist allerdings hoffnungslos. Denn schon die Bewegung
von drei Teilchen kann chaotisch sein, es gibt keine analytische Lésung und
selbst numerische Rechnungen kénnen nur statistische Aussagen machen.

Andererseits zeigen Systeme mit vielen wechselwirkenden Teilchen interessan-
te neue Eigenschaften. Ein Gas wird bei tiefen Temperaturen zu einer Fliissig-
keit und bei noch tieferen zu einem Festkorper. Einige Metalle verlieren bei
sehr tiefen Temperaturen ihren elektrischen Widerstand, sie werden zu Su-
praleitern. Andere Festkorper dagegen werden bei tiefen Temperaturen ma-
gnetisch. Legierungen von verschiedenen Materialien entmischen sich oder
bilden Kristallstrukturen.

Die Eigenschaften von Gasen, Fliissigkeiten und Festkorpern fithren zu wich-
tigen technischen Anwendungen. Ein Automotor wandelt chemische Energie
in mechanische um, ein Kraftwerk erzeugt elektrische Energie aus Verbren-
nungswirme, und ein Kiihlschrank verringert seine Temperatur durch elek-
trische Energie.

Wie werden solche Prozesse physikalisch beschrieben? Was ist Wéarme, was
ist Temperatur, und welche Theorie beschreibt diese Prozesse? Interessanter-
weise gab es die Warmelehre schon vor ihrer mikroskopischen Begriindung,
diese Theorie wird Thermodynamik genannt. Sie verwendet nur wenige
physikalische Groflen, wie die Energie, die Temperatur, das Volumen, den
Druck, die Teilchenzahl und das chemische Potenzial, um ein Gas mit 10%*
Teilchen zu beschreiben. Bei Magneten und Supraleitern kommen noch wei-
tere Groflen hinzu, dennoch wird ein extrem grofies Vielteilchensystem nur
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durch einige wenige physikalische Groflen beschrieben.

Allerdings wird dazu noch eine zusétzliche wichtige Grofle eingefiihrt, die
Entropie. Im Prinzip beschreibt die Entropie vollstindig ein System im
thermischen Gleichgewicht; wobei thermisches Gleichgewicht bedeutet,
dass das System Zeit genug hatte, um in einen stabilen Zustand zu rela-
xieren, und dass kein duflerer Energiefluss besteht. Ein Verbrennungsmotor
in einem Auto wird ndherungsweise durch die Thermodynamik beschrieben,
wogegen sich die Erde durch den stédndigen Energiefluss der Sonne nicht im
thermischen Gleichgewicht befindet.

Die Thermodynamik ist demnach eine phénomenologische Theorie. Sie kann
jedoch auch mikroskopisch hergeleitet werden, durch die Statistische Me-
chanik. Letztere fithrt die Entropie auf das Abzéhlen von Vielteilchenzusténden
zuriick, die wir in der Mechanik (klassisch und quantisiert) und in der Elek-
trodynamik kennen gelernt haben. Man muss keine Bewegungsgleichungen
mehr 16sen, sondern “nur® noch berechnen, wie viele mikroskopische Zusténde
es fiir eine feste Energie gibt. In dieser Vorlesung werden wir uns nur mit der
Thermodynamik beschéftigen, erst am Schluss haben wir ein wenig Zeit fiir
einen Einblick in die Statistische Mechanik.

Die theoretischen Physiker lassen sich in zwei Gruppen aufteilen!: Die einen
sind begeistert von der Thermodynamik als eine universelle und unwider-
legbar giiltige Theorie. Dazu gehoren Max Planck und Albert Einstein. Der
Astrophysiker Eddington sagt dazu im Jahr 1935:

The law that entropy always increases, — the second law of thermodynamics
—, holds, I think, the supreme position among the laws of Nature. If someone
points out to you that your pet theory of the universe is in disagreement with
Maxwell’s equations — then so much the worse for Maxwell’s equations. If it is
found to be contradicted by observation — well these experimentalists bungle
things sometimes. But if your theory is found to be against the second law of
thermodynamics I can give you no hope; there is nothing for it but to collapse
in deepest humiliation.

Die andere Gruppe dagegen, die mehr mathematisch orientierten Physiker,
nennen sie schwammig, unklar, unversténdlich. 1990 sagt dazu der mathe-
matische Physiker Arnold

Every mathematician knows that it is impossible to understand an elementary
course in thermodynamics.

Der mathematische Physiker Lieb hat 1999 versucht, die Thermodynamik
auf eine solide mathematische Basis zu bringen. Dazu mussten er und sein

!Die Zitate sind entnommen von: Bluff your way in the Second Law of Thermodynamics, Jos Uffink,
Studies in History and Philosophy of Modern Physics, 32 (2001):305-394
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Kollege 15 mathematische Axiome definieren. Ich bin gespannt darauf, zu
erfahren, welchen Eindruck die Thermodynamik auf Sie machen wird.
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Historische Daten zur Thermodynamik und Statistischen

Mechanik

1740 Bernoulli

1820 Gay-Lussac, Avo-
gadro, Laplace,
Dulong-Petit

1824 Carnot
Probleme:

1840 Joule, Helmholtz,
Mayer

1850 Clausius

1870 Maxwell, Boltz-
mann

1870 Boltzmann

1902 Gibbs
Probleme:

1900 Planck

1925 DBose, FEinstein,
Fermi

1925 Weiss

1930 Landau

1944 Onsager

1957 Bardeen, Cooper,
Schrieffer

1972  Wilson, Kadanoff

1999 Lieb, Yngvason

Heute ...

Druck als Impulsiibertrag, Temperatur aus moleku-
laren Geschwindigkeiten (wurde vergessen)
Thermische Zustandsgleichung der Gase, pV=nRT

Wirkungsgrad der Dampfmaschine
Wiarme=Stoff oder Bewegung der Molekiile?
Wiéarme=Form der Energie, 1. Hauptsatz

Thermodynamik, Entropie, 2. Hauptsatz
Mechanische Modelle zur Thermodynamik

Entropie aus Abzdhlen der Zustdnde, S = kgln W
Mathematische Formulierung der Statistischen Me-
chanik

Spezifische Wirme falsch, irreversible Prozes-
se aus reversibler Mechanik

Strahlungsgesetz durch Abzihlen von Energiequan-
ten Aw
Quantenstatistik, Bose-Einstein Kondensation

Molekularfeldtheorie von Ferromagneten

Theorie der Phaseniiberginge

Exakte Losung des zweidimensionalen Ising-Modells
Supraleitung

Renormierungsgruppen-Theorie

Axiomatisierung der Thermodynamik
Thermodynamik kleiner Systeme, Phaseniibergénge
fern vom Gleichgewicht, Komplexe Systeme, Struk-
turbildung, Turbulenz, Selbstorganisation, Ungeord-
nete Systeme (Perkolation, Spingldser), Fraktale,
Neuronale Netzwerke, Zellulare Automaten, ...
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4 Thermodynamik

4.1 Thermische GrolBBen

4.1.1 Wiarme

Wenn ein heifler Kérper mit einem kalten in Kontakt gebracht wird, so fliefit
Wirme vom heiflen zum kalten Reservoir. Erst 1840 wurde klar, dass Wirme
eine Form von Energie ist. Durch die thermische Bewegung der Molekiile wird
Energie durch die Kontaktstelle transportiert, und die Temperaturen gleichen
sich aus. Betrachten wir dazu ein Gas, das durch eine duflere Kraft langsam
komprimiert wird. Langsam bedeutet dabei, dass sich das Gas immer dicht
am thermischen Gleichgewicht befindet. Die mechanische Arbeit W ist Kraft

¢

c-{\/< o

Abbildung 4.1: Ein Gas wird durch eine duflere Kraft komprimiert.

mal Weg = Kraft pro Fliche mal Volumen= Druck mal Volumen. Fiir eine
infinitesimale Volumenénderung erhalten wir

SW = —pdV (4.1)

OW ist die am System geleistete Arbeit. Nach dem Energiesatz kann Energie
nicht verloren gehen, sondern sie wird umgewandelt; aber wohin geht diese
geleistete Arbeit? In diesem Fall gibt es zwei Moglichkeiten: Sie &ndert die
innere Energie E' des Gases, die sich aus der kinetischen und potentiellen
Energie seiner Molekiile zusammensetzt, und/oder sie flieit als Wérme 6Q
durch die Wéande nach auflen.

dE = 6Q — pdV (4.2)

Das ist der erste Hauptsatz der Thermodynamik. Die innere Energie eines
Gases dndert sich indem Wérme zu- oder abflieBt und Arbeit von Auflen oder
vom Gas geleistet wird. Hier bedeuten §Q,dW kleine Energiemengen; wir
werden spéter sehen, dass diese Groflen keine mathematischen Differenziale
sind,? im Gegensatz zu dE,dV .

2Deshalb verwenden wir das Symbol 4.
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Wenn das Gas thermisch isoliert ist, gibt es keinen Warmefluss, und es gilt
dE = —pdV. Solche Prozesse nennt man adiabatisch. Die vorige Gleichung
gilt fiir ein Gas, aber es sind noch andere Formen der Arbeit 6W moglich:

—pdV: p = Druck, V = Volumen
odA: o = Oberflichenspannung, A = Oberfliche
BdM: B = Magnetfeld, M = Magnetisierung
E dP: FE = elektrisches Feld, P = Polarisation
WwdN: @ = chemisches Potential, N = Teilchenzahl

Wir werden oft das Gas als Beispiel behandeln. Wenn jedoch Druck und Vo-
lumen durch die entsprechenden Groflen ersetzt werden, gelten unsere Glei-
chungen auch fiir alle anderen Systeme.

4.1.2 Entropie

Abbildung 4.2: Durchmischung zweier Gase.

Die physikalischen Groflien Energie, Volumen und Wérme reichen nicht aus,
um thermische Zustandsénderungen zu beschreiben. Das sehen wir am Bei-
spiel eines Gases aus zwei Molekiilsorten A und B. Vorher befinden sich
die beiden Gase getrennt in zwei thermisch isolierten Behéltern, und sie ha-
ben die gleiche Temperatur und den gleichen Druck. Nun 6ffnen wir einen
Schieber zwischen den beiden Behiltern, und die Gase durchmischen sich.
Die Energie des Gemischs ist die Summe der beiden Energien, und das Ge-
samtvolumen ist die Summe der beiden Volumina. Der Zustand des Gases
hat sich aber grundlegend geéndert, denn selbst wenn der Schieber wieder
zuriick geschoben wird, stellt sich der Anfangszustand nicht mehr ein.

Was hat sich nun gedndert und wie wird dieser irreversible Prozess beschrie-
ben? Wir brauchen dazu eine neue physikalische Grofle, die uns sagt, dass
dieser Prozess nur in eine Richtung laufen kann. Das ist die Entropie, die
1850 von Clausius eingefiihrt wurde. Und wir benétigen ein zusétzliches Pos-

114



4 Thermodynamik

tulat, den Zweiten Hauptsatz der Thermodynamik:

Im thermischen Gleichgewicht wird der Zustand eines physikalischen
Systems durch eine Funktion S(F, V, N) beschrieben, durch die Entro-
pie. S(E,V,N) ist additiv (extensiv), stetig und differenzierbar und
wéchst mit der Energie E. Beim Aufheben von Zwangsbedingungen
wird die Entropie des Gesamtsystems maximiert.

Mit diesem Postulat werden wir die gesamte Thermodynamik herleiten. Das
thermische Gleichgewicht wird durch ein Variationsprinzip beschrieben, die
Gesamtentropie wird maximiert. In unserem Beispiel hat jede Gassorte eine
Entropie, und da die Entropie eine additive Grofe ist, hat die gesamte Entro-
pie vorher den Wert S = S4 + Sp. Spéiter werden wir berechnen, dass die
Gesamtentropie nach dem Durchmischen zugenommen hat. Das bedeutet,
der Prozess kann nicht von allein umgekehrt werden. Die gesamte Energie
und das Gesamtvolumen haben sich dagegen nicht geéindert.

Die obige moderne Formulierung des Zweiten Hauptsatzes der Thermodyna-
mik enstand historisch aus verschiedenen dquivalenten Aussagen:

Sadi Carnot 1824:

Es gibt keine Warmekraftmaschine, die bei gegebenen mittleren Temperatu-
ren der Warmezufuhr und Warmeabfuhr einen héheren Wirkungsgrad hat
als den aus diesen Temperaturen gebildeten Wirkungsgrad 1 — -kait

Theiss

Lord Kelvin 1848:

Es ist unmoglich, eine periodisch arbeitende Maschine zu konstruieren, die
weiter nichts bewirkt als Hebung einer Last und Abkiihlung eines Warmere-
Servoirs.

Rudolf Clausius 1854:

Es gibt keine Zustandséinderung, deren einziges Ergebnis die Ubertragung
von Wérme von einem Korper niederer auf einen Korper hoherer Temperatur
ist.

Max Planck 1887:

In einem geschlossenen adiabaten System kann die Entropie nicht abnehmen,
sie nimmt in der Regel zu. Nur bei reversiblen Prozessen bleibt sie konstant.

Wir werden diese dquivalenten Aussagen aus dem oben fromulierten Postulat
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herleiten.

Statistische Mechanik

Die Entropie wurde als eine physikalische Grofle eingefiihrt, die das System
im thermischen Gleichgewicht vollstandig beschreibt. Kann die Entropie aus
der Mechanik und Elektrodynamik hergeleitet werden? Ludwig Boltzmann
hat im Jahr 1870 die Entropie im Rahmen der statistischen Mechanik mi-
kroskopisch definiert.

LYDWIG
BOLTZMANN
18441906,

¥
Abbildung 4.3: Grab von Ludwig Boltzmann auf dem Wiener Zentralfriedhof. Quelle:
Wikipedia

Auf seinem Grabstein ist zu lesen

S=kglnW (4.3)

Dabei ist kp eine Konstante, und W ist die Anzahl der Vielteilchenzusténde
mit fester Energie in einem abgeschlossenen Volumen. In unserem Fall der
beiden Gase gibt es nach dem Durchmischen sehr viel mehr Zustéinde als
vorher, denn jedes Molekiil kann im linken oder rechten Teil des Volumens
sitzen, deshalb nimmt die Entropie zu.

Diese Gleichung wird auch Gibbsches Postulat genannt. Eine mathema-
tisch prézise Begriindung fehlt bis heute, dennoch kann man mit diesem
Postulat die thermischen Eigenschaften eines physikalischen Systems berech-
nen.

Die Gleichung 4.3 hat eine interessante anschauliche Bedeutung. Je mehr
Zustidnde es gibt, desto grofler ist die Entropie. Man kann auch sagen: je
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ungeordneter ein System ist, desto grofer ist seine Entropie. Entropie ist
demnach ein Maf fiir Unordnung. Ein Gas hat mehr Moglichkeiten, seine
Molekiile anzuordnen als eine Fliissigkeit, deswegen hat ein Gas eine hohere
Entropie als sein fliissiger Zustand. In einem Behélter hat ein Gas weniger
Zustidnde als in einem Zimmer. Wenn wir den Behélter 6ffnen, so wird Gas
in das Zimmer strémen und seine Entropie wird drastisch erhoht.

Wenn das System nicht abgeschlossen ist, sondern Energie mit einem Wérme-
bad austauschen kann, so l&sst sich zeigen

En

exp(— E,
S:—kBanlnpn mit pn—(ZkBT), Z:Zexp <_l<: T)
n n B

(4.4)

T ist die Temperatur, und die Summe lauft dabei iiber sémtliche Vielteilchen-
zustéinde n mit der Energie F,. Z ist eigentlich nur ein Normierungsfaktor,
auch Zustandssumme genannt, allerdings sind in ihm die gesamten ther-
mischen Eigenschaften enthalten. Das statistische Gewicht e=#n/k8T wird
Boltzmann-Faktor genannt.

Leider haben wir in dieser Vorlesung keine Zeit zur Verfiigung, um dies alles
auszufithren.

Informationsentropie

Die Gleichung 4.4 hat eine weitere interessante Bedeutung in einem ganz an-
deren Gebiet der Wissenschaft: sie beschreibt die Information, die in einem
Datensatz enthalten ist. Dabei ist Information nicht mit Inhalt oder Bedeu-
tung zu verwechseln, sondern sie beschreibt, wie stark ein Datensatz kompri-
miert werden kann. Das Informationsmafl wurde 1948 von Claude Shannon
in seiner Doktorarbeit eingefiihrt, allerdings ohne den Boltzmann-Faktor und
mit dem Logarithmus zur Basis zwei,

I=- an logs pn (4.5)
n

Die Information I misst die Anzahl der Bits, die notwendig sind, um eine
Datei zu speichern. Im einfachsten Fall lduft die Summe iiber alle Buchstaben
n in einem Text und p,, ist die Wahrscheinlichkeit, den Buchstaben n im Text
zu finden. Der Index kann aber auch Worter oder Satzteile nummerieren,
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mit entsprechenden Wahrscheinlichkeiten. So findet man, dass ein Text mit
27 Buchstaben mit deutlich weniger Bits als log, 27 pro Buchstabe codiert
werden kann. Moderne Komprimierungsalgorithmen erreichen heutzutage die
theoretische Grenze, die Shannon damals erarbeitet hatte.

Mit der obigen Formel kann man auch berechnen, wie stark eine Datei er-
weitert werden muss, um fehlerfrei iiber einen verrauschten Kanal gesendet
zu werden. Sie werden fragen, ob eine Datei durch einen stark verrauschten
Kanal iiberhaupt fehlerfrei gesendet werden kann, aber nach Shannon ist das
moglich.

Neulich wurde auch gezeigt, wie man mit der obigen Formel Klaviere stimmen
kann.?

Die Information I bzw. die Entropie S kann auch als ein Maf} fiir die Un-
wissenheit iiber ein System aufgefasst werden. Wenn das System nur einen
Zustand k hat, pr = 1,p,2r = 0, so gilt offenbar I = S = 0. Die Gréfle I
sagt nun, wie viele Fragen ich stellen muss, um den Zustand des Systems
herauszubekommen. I quantifiziert demnach unsere Unwissenheit. Der Zu-
sammenhang zwischen Information und physikalischer Entropie wird in dem
Artikel von Haye Hinrichsen versténdlich erklart.

4.1.3 Temperatur, Druck und chemisches Potenzial

Die Entropie S(E, V, N) enthilt die gesamte Information iiber das thermische
Gleichgewicht eines Systems. Sie nimmt monoton mit der Energie E zu,
deshalb kann man diese Funktion invertieren,

E(S,V,N) enthélt die gesamte thermodynamische Informati-
on {iber ein Vielteilchensystem im thermischen Gleichgewicht.

Betrachten wir nun kleine Anderungen dieser Funktion, also deren Differen-
zial

or OF or
dE = (65>v,N ds + <6V>S,N av + <8N)s,v dN (4.6)

Die Groflen E, S, V, N sind extensive Grofien, sie wachsen proportional zur
SystemgroBe. Die partiellen Ableitungen dagegen sind intensive Gréflen, sie
dndern sich nicht mit einem wachsendem System. Wir geben den drei parti-
ellen Ableitungen einen Namen:

3siehe: Aufsitze von Haye Hinrichsen auf der Webseite
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(6E> =T Temperatur (4.7)

(= —p Druck
<8V>S,N P e

OF
() = chemisches Potenzial
S,V

)

Beachte, dass alle drei partiellen Ableitungen Funktionen von S, V, N sind.

Damit erhalten wir die wichtigste Gleichung der Thermodynamik:

dE =TdS —pdV + pdN (4.8)

Sie werden sich nun sicherlich wundern, was diese abstrakte Definition der
partiellen Ableitungen mit den Begriffen Temperatur und Druck zu tun ha-
ben, die Sie aus dem Alltagsleben kennen. Wir werden aber zeigen, dass
diese theoretischen Definitionen mit den physikalischen Grofien iibereinstim-
men, die aus dem idealen Gasgesetz pV = NkpT folgen, und somit mit den
iiblichen Groflen iibereinstimmen.

Betrachten wir nun einen Prozess, der dicht am thermischen Gleichgewicht
ablduft und bei dem die Teilchenzahl erhalten bleibt, dIN = 0:

dE = TdS — pdV = 6Q + W = [6Q =TdS (4.9)

Hier erkennen wir nun eine wichtige Bedeutung der Entropie: sie beschreibt
den Zu- oder Abfluss von Wirme. Prozesse, die dicht am thermischen Gleich-
gewicht stattfinden, nennt man auch quasistatisch. Solche Prozesse werden
durch die Funktion F(S,V, N) beschrieben. Die Anderung der inneren Ener-
gie F setzt sich zusammen aus Wirme §Q) = TdS plus geleisteter Arbeit
OW = —pdV.

Warmefluss <+ Entropieéinderung

Wenn dagegen die Teilchenzahl N nicht konstant bleibt, so wird die chemi-
sche Arbeit udN geleistet. Das spielt insbesondere eine Rolle bei chemischen
Reaktionen, bei denen viele Teilchensorten NN; vorhanden sind, die miteinan-
der reagieren und dabei die chemische Arbeit p; dNV; leisten.

119



4 Thermodynamik

4.2 Thermisches Gleichgewicht

In dieser Vorlesung wollen wir physikalische Aussagen aus dem obigen Pos-
tulat herleiten, das die Entropie eingefithrt hat. Zun#chst wiederholen wir
die beiden wichtigen Aussagen, die Hauptsitze der Thermodynamik.

4.2.1 Hauptsitze

Der erste Hauptsatz stellt die Energieerhaltung fest. Die Anderung der inne-
ren Energie ist die Summe der zugefithrten Warme und der geleisteten Arbeit,
wobei im quasistatischen Prozess die Warme durch die Entropiednderung be-
stimmt wird.

dE = 6Q +6W = TdS —pdV (4.10)

quasistatisch

Energieerhaltung wundert uns nicht mehr nach den Vorlesungen zur Mecha-
nik, Quantenmechanik und Elektrodynamik. Den zweiten Hauptsatz dagegen
kénnen wir nicht aus den vorigen Vorlesungen herleiten. Er besagt, dass die
gesamte Entropie eines abgeschlossenen Systems nicht abnehmen kann. Die
Unordnung oder die Unwissenheit nehmen stindig zu.

ASgesamt > 0 (4.11)

Beide Hauptséitze gelten nicht nur fiir Prozesse, die dicht am thermischen
Gleichgewicht ablaufen, sondern bei allen Prozessen, die von einem Zustand
im thermischen Gleichgewicht zu einem anderen fithren, der schliellich eben-
falls ins thermische Gleichgewicht geht. Nur im thermischen Gleichgewicht
kénnen wir die Entropie sinnvoll definieren.

4.2.2 Waiarmefluss

Wie wird mithilfe der Hauptséitze der Warmefluss beschrieben? Betrachten
wir dazu einen thermischen Prozess, der von einem Zustand im thermischen
Gleichgewicht zu einem anderen fiihrt, indem Zwangsbedingungen aufgeho-
ben werden. Im einfachsten Fall bringen wir zwei thermisch isolierte Koérper
durch einen Warmekontakt zusammen. Zwischen den beiden Kérpern kann
also Energie ausgetauscht werden, wobei die beiden Volumina und die beiden
Teilchenzahlen konstant bleiben sollen.

4 Allerdings gibt es aktuelle Forschungen zur Entropie-Definition fern vom Gleichgewicht.
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Abbildung 4.4: Zwei Korper mit verschiedenen Temperaturen relaxieren ins thermische

Gleichgewicht durch Austausch von Wérme.

Vorher haben die beiden Kérper unterschiedliche Temperaturen 77,73, inne-
re Energien EY, ES und Entropien SY, S5. Der erste Hauptsatz sagt uns nun,
dass die Gesamtenergie erhalten bleibt. Da keine Wirme von/nach Aufien
flieen kann und keine Arbeit geleistet wird, gilt demnach

E=E'+Ey=FE}+E}=E + B, (4.12)

Die Entropie ist eine additive Grofle, deshalb ist die Gesamtentropie
Sg = Sl(El) + SQ(E — El) = Sg(El) (4.13)

Nach dem zweiten Hauptsatz 4.11 nimmt die Gesamtentropie zu. Folglich
sucht sich das System eine Energie F, die die Entropie S, (F1) maximiert.Daraus
folgt

05, 051 05
P9 = 22 TEe 4.14
0F; 0 O0F; O0FEy ( )
Mit der Definition 4.7 erhalten wir
85) 1 1
<8E vy (3w T

Wenn also ein Energieaustausch zwischen den beiden Teilen méglich ist, so
gleichen sich deren Temperaturen an. Im thermischen Gleichgewicht ist die
Temperatur konstant, beim Ubergang hat sich die Entropie erhoht

St > Sy (4.16)

In welche Richtung ist die Energie geflossen? Die Antwort gibt uns die Glei-
chung 4.13. Wenn der Prozess dicht am Gleichgewicht bleibt, so finden wir
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1 1
ds = <T1 — Tg) dFE; (4.17)
Nach dem zweiten Hauptsatz wird die Entropie stdndig erhoht, dS > 0.
Wenn also 17 grofer als 75 ist, so nimmt die Energie im ersten Behélter ab,
dFE; < 0. Die Wirme flieft demnach vom warmen zum kalten Korper. Das
haben wir natiirlich erwartet, aber es bestétigt auch die Tatsache, dass der
Parameter T' wirklich die Temperatur beschreibt.

4.2.3 Dimensionen von Entropie und Temperatur

Wir haben schon hergeleitet: T'dS ist eine Energie, beispielsweise die iibertra-
gene Warme bei quasistatischen Prozessen. Es wére nun sinnvoll, der Tempe-
ratur 7' die Dimension Energie (J, eV) zu geben und die Entropie S dimensi-
onslos zu halten. In manchen Lehrbiichern finden Sie auch diese Konvention.
Allerdings ist es historisch anders gelaufen. Die Temperatur 7" hat eine ei-
gene Einheit erhalten, das Kelvin, und somit benttigen wir eine zusétzliche
Konstante kg, um aus T dS wieder eine Energie zu machen.

dim 7" = Kelvin K = °Celsius + 273.15
dim § =dim F / dim 7' = dim kg = J/K
Boltzmann-Konstante kg ~ 1.4 - 1072 J/K

Damit ist | kg7 | eine Energie, die thermische Energie. Bei Raumtemperatur

T ~ 300 K erhalten wir kgT =~ % eV. Sie werden spéiter sehen, dass die
kinetische Energie einer klassischen Punktmasse im Mittel den Wert %kBT
hat, auch mit Wechselwirkungen zu anderen Teilchen. Die Temperatur in
Kelvin ist also ein Maf fiir das Quadrat der mittleren Geschwindigkeit der
Teilchen. Wenn die Teilchen ruhen, oder wenn alle Quantenteilchen im ener-
getisch tiefsten Zustand sitzen, so erhalten wir den Temperatur-Nullpunkt

T =0.

Negative Temperaturen

Es gibt demnach keine tieferen Temperaturen als T = 0. Dennoch kann es
negative Temperaturen geben! Das liegt daran, dass wir in Gl. 4.7 nicht
die Temperatur sondern deren Inverse % als partielle Ableitung der Entropie
nach der Energie definiert haben. Wenn die Entropie mit wachsender Energie
abnimmt, so ist die Temperatur negativ. Tatséchlich kann man solche Syste-
me im Experiment erzeugen, beispielsweise indem man Spins im Magnetfeld
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ausrichtet und dann das Magnetfeld umdreht. Fiir kurze Zeit relaxiert das
magnetische System ins thermische Gleichgewicht und wird durch eine nega-
tive Temperatur beschrieben.®

4.2.4 Aufheben von Zwangsbedingungen

Wenn zwei Systeme ihre Energie austauschen koénnen, so relaxieren sie ins
thermische Gleichgewicht und gleichen ihre Temperaturen einander an. Es
gibt aber noch mehr Moglichkeiten, Zwangsbedingungen aufzuheben. Wenn
zwei Systeme ihre Volumina austauschen kénnen, beispielsweise durch einen
beweglichen Stempel, so relaxieren sie in einen Zustand mit identischen Driicken.
Wenn mehrere Teilchensorten ineinander umgewandelt werden konnen, so
passen sich deren chemischen Potenziale an.

Energieaustausch = 17 =15
Volumenaustausch = p; = po
Teilchenaustausch = p1 = pe

Phasenumwandlungen

Wasser und Eis kann man als zwei Teilchensorten auffassen, die sich bei
0° C ineinander umwandeln. Somit erhalten wir die Koexistenzkurve p(T)
von Wasser und Eis durch

HWasser (T, p) = HEis (T7 p) (4'18)

Chemische Reaktionen

Betrachten wir die chemische Reaktion

2 Hy + Oy = 2H50 (419)
—~ =~ ~——
N1 N2 N3

Die Entropie ist offensichtlich eine Funktion der drei Teilchenzahlen von Was-
serstoff, Sauerstoff und Wasser, S(E,V, N1, N2, N3). Diese drei Werte sind
aber nicht unabhéingig voneinander, denn es gilt offenbar dN7 = 2dNa, dN3 =
—2dN,. Im Gleichgewicht ist die Entropie maximal

a5 = N, - PN, - Mgy, — Y _
0=dS = T dN1 T dN2 T ng = T [2/11 + 2 2/13] (4.20)

5 Allerdings wurde diese Interpretation kiirzlich in Frage gestellt: J. Dunkel und S. Hilbert, Nature
Physics 10, 67-72 (2013)
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Im allgemeinen Fall gilt demnach

> piv; =0 (4.21)
j

Dabei sind v; die stochiometrischen Koeffizienten, hier +2, +1, —2.

4.3 Fundamentalgleichung S(E,V, N)

Die Entropie als Funktion der extensiven GroéBen S(E,V, N) beschreibt das
thermische System. Woher bekommen wir diese Funktion? Die Entropie kann
mithilfe der statistischen Mechanik berechnet werden. Die klassische, die
Quantenmechanik und die Elektrodynamik geben uns die mikroskopischen
Zusténde, und das Gibbssche Postulat liefert uns die Entropie. Da diese Vor-
lesung keine statistische Mechanik enthélt, konnen wir hier nur die Entropie
aus einigen Grundgleichungen berechnen.

4.3.1 ldeales Gas

Fiir ein Gas aus N wechselwirkungsfreien punktférmigen Teilchen findet man
sowohl im Experiment als auch mithilfe der statistischen Mechanik die Ge-
setze

pV = NkgT, E= ;NkBT (4.22)

Oder in der Form der physikalischen Chemie

pV =nRT, FE= gnRT

J
= Nakp ~83 ——
R=Nakp =83 "0

n = Anzahl der Mole mol
N4 ~ 6-10% Avogadrozahl, Zahl der Teilchen in 12 g 2C

Fiir ein Gas aus Molekiilen gelten ndherungsweise dieselben Gleichungen,
wobei der Faktor 3/2 durch 5/2, 7/2, ... ersetzt wird, je nach Anzahl der
inneren Anregungen. Das Differenzial der Entropie wird damit

dE av

1 P 3
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Das Integral von dS iiber die Energie und das Volumen gibt die Entropie

(4.24)

3 FE V
S =N B|:2HEO—|—D‘/O—|-80:|

Das ist die Fundamentalgleichung S(E,V,N) des idealen Gases. Mit der
Entropie s = S/N und dem v = V/N Volumen pro Molekiil kénnen wir
Sie auch schreiben als

3, T v
=kp|=-In—+In— +
s 3[2 nT0 mvO 50}

p(V)-Kurven

Wie éndert sich der Druck, wenn wir ein thermisch isoliertes Gas komprimie-
ren? Das sagt uns die vorige Gleichung, denn thermische Isolation bedeutet,
dass die Entropie konstant bleibt. Wir suchen demnach die Adiabate p(V)
aus konstanter Entropie S(p(V), V).

Mit den Gasgesetzen 4.22 kénnen wir die Temperatur durch Druck und Vo-
lumen ersetzen und erhalten

3 pV
=kgN =1
S =kp 5 nNkB

+InV + konst.] =kpN [ln ((pV)%V) + konst.}

(4.25)
Bei konstanter Entropie bleibt der Ausdruck im Logarithmus ebenfalls kon-
stant, somit erhalten wir die Adiabate

konst
p= B (4.26)
Vs
Die Isotherme dagegen erhalten wir einfach aus dem Gasgesetz 4.22
konst
= 4.27
= (4.27)

Die Adiabate fillt somit schneller ab als die Isotherme. Entlang der Adiaba-
ten wird also die Temperatur bei zunehmendem Volumen gesenkt.

Heizen eines Zimmers

Wenn wir ein Zimmer heizen, erh6hen wir die Temperatur der Raumluft.
Anscheinend fithren wir dem Zimmer Energie zu. Doch Letzteres stimmt
nicht! Aus den Gesetzen des idealen Gases folgt
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D v
10 15 20 25 30

Abbildung 4.5: Die Adiabate eines idealen Gases fillt schneller ab als seine Isotherme.

—=-p (4.28)

Das Volumen des Zimmers bleibt konstant, aber auch der Druck, der durch
den Auflendruck bestimmt wird. Somit bleibt die Energie der Raumluft beim
Heizen ebenfalls konstant. Zwar erhoht sich die kinetische Energie eines Gas-
molekiils mit steigender Temperatur, E/N = %kBT, aber die Anzahl N der
Molekiile nimmt ab, sie werden aus dem Zimmer gedriangt.

4.3.2 Mischungsentropie

Beim Mischen von Gasen mit unterschiedlichen Molekiilsorten muss sich die
Gesamtentropie erhohen, das hatten wir schon bei der Definition der Entropie
gesehen. Nun wollen wir das fiir ideale Gase mit der Formel fiir die Entro-
pie berechnen, S = Nkg[In(T/Ty) + In(V/(Nwvg)) + so]. Dabei haben wir
das Volumen Vj des Gases durch das mittlere Volumen vy eines Molekiils
ausgedriickt.

Wenn wir nun mehrere Teilchensorten N;, V; mit gleicher Temperatur 7" ha-
ben, so ist vor dem Mischen die Gesamtentropie die Summe der einzelnen
Entropien

3. T V;
S = kp ZJ: Nyg In e+ Zj:Nj In Moo T ;sto (4.29)

Nach dem Mischen nehmen alle Teilchensorten dasselbe Volumen V = " iV
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ein, und es gilt

ZN]nNU ZNln ZNlnN ZNInN—i—ZNlnN
0 -
J

\w—’

N
_ZNln —ZNln—

T N
= S=kg Ngln%+N1n 4 ZlenWJ+konst.

NUO
J

Der erste Term enthélt die Temperatur 1" und der zweite die Dichte % des
gesamten Gases, genau wie bei einer einzelnen Teilchensorte. Der dritte Term
dagegen kommt durch das Mischen hinzu, es ist die Mischungsentropie.
Wenn wir die Wahrscheinlichkeit p; = % definieren, das Molekiil der Sorte
J im Gas zu finden, so hat die Mischungsentropie die Form

Sm = —kpN ij Inp; >0 (4.30)
J

Durch das Durchmischen der Gase erhoht sich die Gesamtentropie um den
Betrag der Mischungsentropie. Das Unwissen iiber die Lage der Molekiilsor-
ten in den einzelnen Behéltern hat sich erhoht. Wenn wir nur zwei Mo-
lekiilsorten mit gleicher Teilchenzahl und gleicher Dichte haben, so hat die
Mischungsentropie den Wert

1 1.1
=—kpN|=-In-+-In=- | =kpNIn2 4.31
Sm k3<n2 2n2> kN In (4.31)
In diesem Fall gibt es offensichtlich 2 Maglichkeiten, die Teilchen auf die
beiden Behilter zu verteilen. Und die Entropie ist der Logarithmus dieser
Anzahl der Moglichkeiten, bis auf den Boltzmann-Faktor.

Die Anzahl der Moglichkeiten wird in der Informationstheorie in Bits gemes-
sen. Die Informationsentropie ist damit

Sm

I= _szj10g2pj " kpln2

J

(4.32)

Die Information I sagt uns nun, wie viele Fragen ich stellen muss, um festzu-
stellen in welchem Behélter sich ein Molekiil befindet. Im einfachen Beispiel
mit zwei gleichen Behéltern erhalten wir I = N . Wir miissen demnach N
Ja-Nein-Fragen stellen, um herauszubekommen, in welchem Behilter sich die
einzelnen Molekiile befinden.
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4.3.3 Elektromagnetische Strahlung

Elektromagnetische Wellen kénnen sich ebenfalls im thermischen Gleichge-
wicht befinden. Betrachte einen Behilter, dessen Winde bei einer Tempera-
tur T elektromagnetische Energie aufnehmen und wieder abgeben kann. Im
quantenmechanischen Bild stellen wir uns ein Gas von Photonen vor, die vom
Behélter absorbiert und mit einer anderen Energie wieder emittiert werden.
Wenn kein zusétzlicher Energiefluss besteht, so befindet sich das Photonen-
gas im thermischen Gleichgewicht. Ein Beispiel ist das Universum, in dem
sich vor etwa 14 Milliarden Jahren, bis zu 380000 Jahren nach dem Urknall,
ein Photonengas im Gleichgewicht mit Elektronen und Protonen gebildet
hat. Danach haben sich Atome gebildet und das Gleichgewicht der Photo-
nen ist seitdem eingefroren. Durch die Expansion des Universums hat derzeit
diese Hintergrundstrahlung die Temperatur 7' ~ 2.73K. In guter Nidherung
befindet sich das Licht, das von der Sonne abgestrahlt wird, ebenfalls im
thermischen Gleichgewicht mit einer Temperatur von 7" ~ 5800K.

Abbildung 4.6: Elektromagnetische Wellen, ein Photonengas, im thermischen Gleichge-
wicht mit einem Behélter.

Elektromagnetische Wellen, die im thermischen Gleichgewicht abgestrahlt
werden, nennt man Schwarzkdrperstrahlung. Fiir das Photonengas kann
man mithilfe der statistischen Mechanik berechnen

J
m3K4

1
E=bTY pV= gE, b~8.107 16 (4.33)

Die Grole b wird Stefan-Boltzmann-Konstante genannt. Beachte, dass die
Anzahl N der Teilchen gar nicht vorkommt, denn fiir Photonen ist sie nicht
konstant.

Mit diesen Gleichungen kénnen wir die Entropie S(E, V) berechnen. Dazu
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brauchen wir das Differential der Energie in der Form dS = &dE + 2dV.
Die Koeffizienten finden wir aus den vorigen Relationen:

1 3
V4 11 /E\4
— ) dE+ =b1 | = | d 4.34

Die Integration dieses Differentials gibt mit S(0,V) = 0 die Fundamental-
gleichung des elektromagnetischen Feldes

N

S(B, V) = gbi Biv (4.35)

Diese Gleichung gibt uns die gesamte thermodynamische Information iiber
den Schwarzkorperstrahler, natiirlich auch die beiden Zustandsgleichungen
4.33.

4.3.4 Gummi

Gummi besteht aus Biindeln von langen Molekiilketten, so genannten Po-
lymeren, die untereinander vernetzt sind. Auch Molekiilketten konnen ther-
modynamisch durch Energie, Entropie, Arbeit und Temperatur beschrieben
werden. Die innere Energie der Gummimolekiile besteht im wesentlichen aus
kinetischer Energie, die proportional zur Temperatur wéchst. Wird ein langes
Molekiil auseinandergezogen, so wird die Arbeit dW = fdL geleistet, wobei
L seine mittlere Lange und f die Spannung ist.

Abbildung 4.7: Die Anzahl der Konfigurationen eines Polymers nimmt mit wachsenden
Streckung L ab.

Interessanterweise wird die Spannung hauptséchlich durch die Entropie und
nicht durch die Wechselwirkungsenergie zwischen den Molekiileinheiten, den
Monomeren erzeugt. Hier haben wir ein Beispiel einer entropischen Kraft.

Wenn das Molekiil ganz lang gestreckt wird so gibt es nur eine einzige Konfi-
guration der Kette, ndmlich die gerade Linie zwischen den beiden Aufhdngun-
gen. Wenn es dagegen nur eine kurze mittlere Ausdehnung L hat, so gibt
es viele Moglichkeiten, die Kette anzuordnen. Die Entropie nimmt also mit
wachsender Ausdehnung ab.
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Ll f 95\ __[J
dS = ZdE — L, <8L>E_ 7 <0 (4.36)

Gummi zieht sich also zusammen, f > 0, weil die Anzahl der Konfiguratio-
nen mit der Ausdehnung der Ketten abnimmt. Wird Gummi erwirmt, so
nimmt seine Entropie zu. Das wiederum bedeutet, dass Gummi den Zustand
mit hoherer Entropie sucht und sich deshalb zusammenzieht. Das ist beim
Gas anders, denn mit groferem Volumen gibt es mehr Konfigurationen der
Molekiile, und somit iibt das Gas einen Druck aus, es will expandieren. Mit
wachsender Temperatur dehnt sich deshalb das Gas bei konstantem Druck
aus.

Abb. 2 In einem Entropierad fiihrt das Erhitzen der gespann-
ten Gummispeichen unten zu deren Kontraktion und somit zu
einer exzentrischen Verschiebung der Fahrradfelge nach
oben. Dies hat eine kontinuierliche Rotation des Rades zur
Folge.

Abbildung 4.8: Entropierad, Quelle: M. Wilhelm, I. Naue, Physik in unserer Zeit 1/2013
(44), S. 39

Die entropischen Krifte konnen Arbeit verrichten. Das wurde an einem Rad

demonstriert, das mit Gummispeichen aufgehéingt wurde und einseitig mit

einer Lampe erhitzt wurde. Dieses Rad konnte immerhin ein 5 kg schweres

Gewicht anheben, ein gelungenes Beispiel fiir einen Entropiemotor. 20. Doppel-
stunde
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4.4 Thermodynamische Prozesse

Was passiert, wenn wir ein Gas erhitzen oder komprimieren? Die Thermody-
namik gibt uns Antworten auf diese Fragen. Ein thermischer Prozess besteht
aus Anderungen des thermischen Zustandes. Wir werden nur Prozesse be-
trachten, die von einem Zustand im thermischen Gleichgewicht ausgehen und
zu einem anderen Zustand fithren, der dann ebenfalls ins thermische Gleich-
gewicht relaxiert. In vielen Féllen werden wir sogar den Grenzfall betrach-
ten, bei dem simtliche Zwischenzustinde des Ubergangs durch thermisches
Gleichgewicht beschrieben werden.

Hier sehen wir auch, warum die Thermodynamik von manchen Wissenschaft-
lern als eine unklare schwammige Theorie angesehen wird. Obwohl wir ei-
gentlich nur eine Theorie fiir das thermische Gleichgewicht haben, also eine
Theorie bei der simtliche Grofien zeitlich konstant sind, laufen alle thermi-
schen Prozesse durch zeitliche Anderungen ab. Dennoch verwenden wir die
Gleichgewichtstheorie, um thermodynamische Prozesse zu beschreiben.

Immerhin werden Sie sehen, dass wir mit der Thermodynamik den Wirkungs-
grad von ganz unterschiedlichen Kraftwerken bis auf wenige Prozent genau
berechnen kénnen. Die Thermodynamik liefert die Grundlagen fiir wichtige
technische Anwendungen, beispielsweise beim Kraftwerk, Verbrennungsmo-
tor, Kiithlschrank und bei der Warmepumpe.

Séamtliche thermodynamischen Prozesse werden durch zwei Prinzipien be-
grenzt:
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