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1. Der Hilbertraum

1.1.Definition

Ein Hilbertraum
�

ist charakterisiertdurchdie folgendendrei Eigenschaften:

1)
�

ist ein VektorraumüberdenkomplexenZahlen � ( oderdenreellenZahlen� ).

D. h. mit �����	� � und 
������� gilt:������� �
(abelscheGruppe), 
���� �

, esgeltendie Distributivgesetzeund 
������������
������ .

2) Für je zwei Elemente� ���	� �
ist ein inneresProdukt !"�����$# erklärt. !&%'�(%)# ist eineAbbil-

dungvon
�+*,�.- � ( oder � ) mit��/"�0!1� �2�3# ist reell und 465��7!"� �2��#��85 genaudann,wenn �,�95 ,��/1/"��!1� ���:�<;�#=�>!"� �&�?#@�9!"� �A; # ,��/1/1/"��!1� �A
��$#B�C
�!1� ���$# ,��/EDF�0!��G�A�3#B�>!"�����$#�H ( konjugiertkomplex ) .

( inneresProdukt= Skalarprodukt)

3)
�

ist vollständig(auch:abgeschlossen)bez̈uglichderdurch I��JILKM�ON !"� �A�3# definierten
Norm.

FolgerungenundErläuterungen:

Aus1) und2) folgt:5:%P�Q�C5��R� � �TS !1� �A5U#=�>!E5$�2�3#B�85 für alle �V� �
,!"���A
W�X����; #=�C
Y!"� �&�?#�����!"� �A; # ,!"�Z�[� �2;�#��\!"� �2;�#@�9!�� �2;�# , und(Achtung!) !1
Z� �&�?#B�9
]H^!"� �&�?# .
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Definition: Zwei Vektoren� ���_� � heißenorthogonal,falls !"�����$#=�95 . EineMenge `a�cb1d von
Vektoren�Lbe� �

heißtOrthonormalsystem,wenn!"�Lb1�2�gfh#��jilk für /��nm5 für /po�nm8q �Cr2bsfut
Satz(Pythagoras):Essei `a�cvFdPwvyxGz ein Orthonormalsystemin

�
. Danngilt für jedes�V� � Iu�JI2{h� w| vyxGz]} !"�Lv~�2��# } {�� I��	� w| vyxGz !1�Lv~�2�3#�cv	I2{�t

Beweis:Manschreibe� als w| vyxGz !"�LvF�2�3#��Lvu���@�	� w| vcxGz !"�cvF�A�3#�Lva��t
Mit denEigenschaftendesinnerenProduktszeigtman,dassw| vcxGz !"�cv$�2��#�Lv und �	� w| vcxGz !1�LvF�2�3#�cv
orthogonalsind.Darausergibt sichdie obigeGleichung.

AusdiesemSatzfolgt sofort:

Die BesselscheUngleichung:`a�Lv~d wvcxGz seiein Orthonormalsystemin
�

. Danngilt für jedes��� �
I��7I { 4 w| vcxGz�} !1�Lv~�2�3# } { t

Beweis:Klar, wegen Iu�_��� wvyxGz !"�cv$�2��#�Lv	I { 4�5 .

Undweiter:

Die SchwarzscheUngleichung: } !"� �&�?# }=� Iu�JIUI���I für alle � ���_� � t
Beweis: Für �n��5 ist die Behauptungrichtig. ��o��5�S �C�� � ��� ist Orthonormalsystem(ein

Element).S�I���I { 4 } !W�� � � ���$# } { S I��7I { I���I { 4 } !"� ���$# } { .

Jetztzu3) :

Definition: EineNorm ist eineAbbildung, I	%�I , einesVektorraumes� in die rellenZahlen� mit

a) I��[I�4�5 für alle ���T� und I��[Ig�85 genaudann,wenn ���85 ,

b) IY
��JIg� } 
 } Iu�JI für alle �V�T� undalle 
7�,� (oder � ),

c) I�������I � I��[I��jI���I (Dreiecksungleichung).
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Satz: Durch I��7ILK�� N !"���2�3# wird auf
�

eineNormdefiniert.
Beweis:a)undb) folgenunmittelbaraus ��/"� bis ��/EDF� desinnerenProdukts.
Zu c): I����[��I { �\!"�Z��� �2�Z�[�?#�� !"���2�3#@�C!1� ���$#@�C!��G�A�3#3�C!��G�&�?#� !"���2�3#@�<�B�:��!"� �&�?#��C!�� ���$#� !"���2�3#@�<� } !"�����$# } �9!�� ���$#� I��[I { ����I��7I�I���I��jI���I {
also: I��Z����I { � �2I��7I��jI���Ig� { .

Definition: � seieinVektorraummit einerNorm I�%3I . (1) Mansagt:EineFolgevonVektoren`a�Lv~dP�vcxGz �0� konvergiertgegen �T��� , wenn I��_���Lv�I - 5 mit � - �
.

(2) EineFolge `a�cvFd �vyxGz �0� heißtCauchy–Folge,wennzu jedem u¡¢5 ein £ existiert,sodassI��Lv����c¤¥I]¦§  für alle �]�¨�46£ .

Definition: Ein Vektorraum� mit einerNorm IQ%pI heißtvollständig(auch:abgeschlossen),
wenneszujederCauchy–Folge `a�Lv�d �vyxGz �T� ein �V�T� gibt,sodass̀a�Lv~d gegen � konvergiert.
In Zeichen�cv - � für � - �

.

Ein Hilbertraum
�

ist in diesem Sinne ein vollständiger Raum. Jede Cauchy–Folge`a�Lv~d �vcxGz � �
hatein Grenzelement�V� �

.

Definition: Eine Teilmenge© ª �
heißtdicht in

�
, wenneszu jedem �8� �

eineFolge`a�Lv~dP�vcxGz ��© gibt mit �Lv - � für � - �
, kurz,wennderAbschluss© von © gleich

�
ist

( © � �
). Die MengederrationalenZahlen« z.B. ist dicht in � .

1.2.Beispieleund ein Gegenbeispiel

1.)
�

= ��¬7� `c } �����3zh�� { �� ¬ ���?~fX���ud ist ein Hilbertraumüber � . Addition kom-
ponentenweise,
^9� �E
W3zh�
W { �A
W ¬ � für 
��[� . Mit ®¯� ��®�z2�® { �® ¬ � sei !�e�®$#	�� ¬f&xGz ~f�®yf�t°S I�JIg�O± � ¬f&xGz  {f (Längevon  ) .

2.)
�

= � ist ein Hilbertraumüber � :� ist Vektorraumüber � , für ²$�³¥��� sei !1²F�³:#=�C²´H³8�\!E³��A²´#�HYt°S IY²,Ig�¶µ ² H ²��} ² } (Absolutbetrag).� ist vollständigbez̈uglichdieserNorm.

3.)
�

= � v = Mengealler � –Tupelvon komplexenZahlen �·`P² } ²¸����²azh�A² { �ytytyth�A²(v´�h�A²Af����d . Mit ³8�>��³�zA�³ { �ytyt(t(�³�v¹� sei ²U�X³8�>�E²az��X³�z2�yt(tytg�²(vU�X³�v´� und 
]²W�>�E
�²azh�
�² { �ytytyth�A
�²(vU�
für 
>��� . DasinnereProduktist definiertdurch !1²$�³X#���� vf�xGz ²´Hf ³=f . Man rechnet
leicht nach,dassdie Bedingungen��/"� bis ��/EDF� der Definition desSkalarproduktserfüllt
sind. � v ist vollständigbez̈uglichderdurch I�²�I { �º� vf&xGz } ²Af } { definiertenNorm.

4.) DerRaum» { :» { � MengederFolgen `a�Lv~d �vcxGz vonkomplexenZahlenmit
�| vcxGz�} �cv } { ¦ � �

� ¼u� } �Q�¥`a�Lv~d �vcxGz �B�cv������ �| vyxGz]} �Lv } { ¦ �>½ t
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Vektorraumstrukturwie bei � v . Ist mit ����`a�Lv�dP�vcxGz und ���.`c�PvFdP�vyxGz auch ���¯�T�`a�cvp���PvFd �vyxGz ��» { ?Dazu:} �Lvu���Pv } { � � } �Lv } � } �Pv } � { � � } �Lv } � } �Pv } � { �9� } �Lv } � } �Pv } � { �C� } �Lv } { �<� } �Pv } {S �| vcxGz } �Lvu���Pv } { � � �| vcxGz } �cv } { �<� �| vcxGz } �Pv } { ¦ � t
InneresProdukt: !"�����$#YKM� � �vyxGz � Hv �av
DieseDefinition ist sinnvoll (die Summekonvergiert, sogarabsolut),dennwegen 5 �� } �Lv } � } �av } � { � } �Lv } { ��� } �Lv }'} �av } � } �Pv } { S } �GHv �av } � } �cv }¾} �Pv }Y� z{ } �cv } { � z{ } �Pv } { t» { ist vollständigbez̈uglichderdurch Iu�JI { �C� �vcxGz } �cv } { definiertenNorm.

5.) Ein Gegenbeispiel:¿¸ÀÂÁ �AÃÄ = MengederkomplexwertigenstetigenFunktionenüberdemendlichenIntervallÀsÁ �AÃÄ .���ÅG�h�]���ÅG�Y� ¿_ÀsÁ �AÃÄ und 
7�,�nS �E�����$�(�ÅG�YKM�º�]��G�@�����ÅG�Y� ¿_ÀsÁ �AÃÄ����
��3�g��G�YK��C
����ÅG�Y� ¿¸ÀÂÁ �AÃÄ¸S ¿¸ÀsÁ �ÃAÄ ist Vektorraumüber � .

InneresProdukt: !"�����$#�KM�9Æ<ÇÈ � H ��G�É�3�ÅG�&Ê´ erfüllt ��/É� bis ��/1DF��t
Aber

¿¸ÀsÁ �ÃAÄ ist nicht vollständigbez̈uglich I��CI { ��Ë ÇÈ } �]��G� } { Ê´ . Sei nämlich
ÀsÁ �ÃAÄY�À 5$� k Ä und �cvÌ�ÅG� so:

f

x

1

n

.

(x)

1
2

1
4

3
4

.

1

1

_

_ _

_
n

�Lv?��G��� ¿¸À 5$� k Ä für alle �T48�Wt
I��Lv����c¤¥I { �CË ÇÈ } �cv?�ÅG�����L¤X��G� } { Ê´ � �BÍ¸ÎPÏ�� zv � z¤ � - 5 für ���¨ - � t

S `a�Lv�d �vcx { ist Cauchy–Folge,

aberdie ”Grenzfunktion”

ist nicht stetig.

x

1

1
2

.

1
4

3
4

.

1

_

_ _

Esgibt keinestetigeFunktion ���ÅG� , sodassË ÇÈ } ����G���¢�Lv?��G� } { Ê´ - 5 mit � - �
.S ¿_À 5$� k Ä (auch

¿¸ÀÂÁ �AÃÄ ) ist nicht vollständigbez̈uglichobigerNorm.
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1.3.Die Ð { –Räume

Ein möglicherWeg, diesesProblemzu beheben,ist derVerzichtauf die Stetigkeit. Dannmuss

manallerdingszus̈atzlichfordern,dass ÇË È } ����G� } { Ê´�¦ �
ist. DabeitauchenzweineueProble-

meauf:

1.) Als Grenzwertevon FolgenstetigerFunktionenkönnensichunstetigeFunktionen���ÅG�
ergeben,sodass} ���ÅG� } { nichteinmalmehrim RiemannschenSinneintegrabelist.

DiesesProblemhat man gelöst, indem man einenneuenIntegralbegriff, nämlich das
Lebesgue–Integraleingef̈uhrthat.

2.) Esgibt Funktionen�]��G��oÑ 5 (z.B. ���ÅG��� k anendlichvielenStellen 3zh�& { �ytytyth��Ìv im

Intervall
ÀsÁ �ÃAÄ und �]��G���¶5 sonst),für die ÇË È } ����G� } { Ê´��Ò5 ist. Dies ist ein Konflikt mit

der Forderung ��/É� der Definition desinnerenProdukts.Welchesist dasNullelementim
Vektorraum?

AusdiesemGrundtrif ft manfolgende

Definition: ZweiFunktionen���ÅG� und ;e�ÅG� heißen̈aquivalent,wenngilt ����G�=�9;^�ÅG� fastüber-
all (f. ü.), d.h. die Menge derjenigen Punkte  , für die ���ÅG� o� ;e��G� ist, hat das
Maß 5 .� , bzw. � seidieÄquivalenzklasse,in der ���ÅG� , bzw. ����G� enthaltenist.UnterderVoraussetzungÇË È } ����G� } { Ê´�¦ �

und ÇË È } ����G� } { Ê´�¦ �
kannmanzeigen:!"�����$#YKM� ÇË È ��Hc�ÅG�R����G�ÓÊU existiert undist unabḧangigvondengewähltenRepr̈asentanten.

Bemerkung:Wenn ���ÅG� im RiemannschenSinne integrierbar ist, dannauch im Lebesgue–
Sinne,undesgilt Æ?Ô bMÕE¤ È vgv ����G�ÓÊU�� Æ?Ö Õ Ç Õ"×�ØÓÙhÕ ����G�ÓÊ´Qt
Definition:Ð { ÀÂÁ �AÃÄW��`a� } �¥� Äquivalenzklassevon f. ü. gleichen,komplexwertigen(Lebesgue–mess-

baren)Funktionenüber
ÀsÁ �ÃAÄ mit ÇË È } ���ÅG� } { Ê´V¦ � d ,

Analog:Ð { ���Y�u�Ò`a� } �Q�Òtyt(t komplexwertigeFunktionenüber � mit ËÚ } ���ÅG� } { ÊU�¦ � d , undÐ { ����¬P�=�¶`a� } �Q��tyt(t komplexwertigeFunktionenüber ��¬ mit ËÚUÛ } ���yÜG� } { Ê�¬~ÜV¦ � d .

InneresProdukt: !"� �&�?#YK�� Ë � H ��G�É����G�&Ê´ .

Bemerkungen:

1.) Man nenntdie Elementeder Ð { –Räume”quadratintegrableFunktionen”.Genaugenom-
mensindesÄquivalenzklassen.
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2.) Die Ð { –Räumesindvollständigbez̈uglich I��7I { �CË } ���ÅG� } { ÊU unddamitHilberträume.

3.) Die Konvergenz �Lv - � ist im AllgemeinenkeinepunktweiseKonvergenzin demSin-
ne, dassetwa �Lv?��G� - ���ÅG� für alle  , sonderneine ”Konvergenz im Mittel”, d.h.Ë } �Lv?��G�]���]��G� } { Ê´ - 5 .

4.) FolgendeFunktionenklassensinddicht in Ð { :

Die stetigenFunktionen(aus Ð { ),
die differenzierbarenFunktionen(aus Ð { ),
...

1.4.VollständigeOrthonormalsysteme

Definition: Ein Hilbertraum
�

heißtseparabel,wennesin
�

eineabz̈ahlbaredichteTeilmenge
gibt.

Im folgendensei immerangenommen,dass
�

separabelist. Esgibt aberauchnicht–separable
Hilberträume.

Definition: Ein Orthonormalsystem̀cÌvFdcvPÝyÞ heißtvollständig,wennaus !�ÌvF�2�3#���5 für alle�T�Vß folgt �Q�C5 .

Satz: Es sei `cÌv~dcvaÝ(Þ ein vollständigesOrthonormalsystemin
�

. Dann gilt für jedes�V� � ��� | vaÝ(Þ !�ÌvF�2�3#ÓÌv à?á?â �Éã¹�<I��7I { � | vaÝ(Þ } !�ÌvF�2�3# } { t
Beweis:(Reed,Simon:TheoremII.6)

Gleichung �Éã¹� nenntmandie ParsevalscheGleichung.

Umkehrung(für ß��6ä�� :

Essei `P
@vFdP�vyxGz eineFolgekomlexerZahlenmit
��vyxGz } 
ev } { ¦ �

. Dannwird durch

�Q� �| vcxGz 
ev]Ìv
ein Vektor � �

definiert. 
@vW�>!�ÌvF�2�3# und Iu�JI { � � �vyxGz } 
ev } { .

Bemerkung:

Ein vollständigesOrthonormalsystemheißtauchorthonormaleBasis.
Die Koeffizienten !�ÌvF�2�3# nenntmandie Entwicklungskoeffizientenvon � bez̈uglich derBasis`cÌv~d .

Definition: Die Dimensioneines(separablen)Hilbertraumes
�

, Ê�/E¨ � , ist abz̈ahlbarunend-
lich, wenneine(unddamitjede)Basisvon

�
unendlichviele Elementeentḧalt,

sieist gleich £ (endlich),wenndieBasisaus £ Elementenbesteht.

Folgerung:ÊU/1¨ � = MaximalzahlderlinearunabḧangigenVektoren� �
.
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1.5.Dir ekteSummeund Tensorprodukt von Hilbertr äumen

Die direkteSummezweierHilberträume� z und
� { seienHilberträume.Dannist� �Ò`a� } ���>�1�´z2�2� { �h�B�´z�� � zh�=� { � � { d

mit 
Z�,�\��
Z�Uzh�
Z� { �=�T�����Z�\�1�´ze�[�~zA�2� { ��� { �à?á?â !"�����$#B�>!"�´z2����z&#Óå�æ3�C!"� { ��� { #Óå^ç
ein Hilbertraum.�

heißtdirekteSummevon
� z und

� { undwird mit� � � z@è � {
bezeichnet.Esgilt ÊU/E¨0� � z@è � { �=�9ÊU/E¨ � ze��ÊU/1¨ � { .

Satz:
�

seiein Hilbertraumund ©éz ein vollständigerlinearerTeilraumvon
�

. Dannkann
manjedes�V� �

eindeutigzerlegenals�Q�º�´ze�n� { Í�ê¾ë��´z��V©éz�à?á?âÒ� { �V© { Ñ ©íìz t
Dabeiist © ì z �¶`c�	� � } !�� �2�3#]�C5 für alle �V�V©ézAd derzu ©éz orthogonaleTeilraum.

Beweis: ©éz ist selbsteinHilbertraumundentḧalt alsoeineOrthonormalbasis̀L®(fcdhfAÝLî , die ©éz
aufspannt.Sei �´z����fAÝLî !E®yfc�2�3#?®(f und � { �º�	���Uz .S k t����´z��V©éz�à?á?âÒ�Ft���!�®yfc�2� { #��85 für alle m_�Jï S � { �V©íìz �8© { t
DieseZerlegungist eindeutig.

Bemerkungen:

1.)
�

ist isomorphzu ð� �8©éz@èn© { .

2.) Die direkteSummevon £ Hilberträumen
� zh�yt(tyt(� � w� � wñ vcxGz � vW�Ò`L� } ���\�1�UzA�2� { �yt(tytg�A� w �h�=�cv�� � v~d

ist unmittelbarklar.

DasTensorproduktzweierHilberträume� z und
� { seienHilberträumemit OrthonormalbaseǹcÌb"dcb'Ý(Þ bzw. `L®yfydhf2Ýcî . Wir bilden die

formalen Paare ÌbFò�®(f und die Linearkombinationen �b'ÝyÞó fAÝLî 
@bsf�Ìb~òn®yf mit 
@bsfl�\� und� b'ó f } 
@bsf } { ¦ �
. � �j¼p� } �,� | b'ó f 
ebsf�ÌbÓò�®yf�� | b¾ó f } 
@bsf } {p¦ �>½ ô ê¾õ'â?öhë

Í�ê¾ë�÷ | b'ó f 
ebsf�ÌbÓò�®yfu� |ùø ó ú � ø ú´ ø ò�®¹ú�û¶KM� | b'ó f 
 Hbsf �?büf
einenHilbertraum,in dem `cÌbÓò�®(fydcb'ÝyÞó�f2Ýcî eineorthonormaleBasisist.
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Bemerkungen:

1.) DasErgebnishängtnicht von dengewähltenOrthonormalbasenab.

2.) Mit 
@bsf��6ý~bcr�f und � b } ý�b } { ¦ � � � f } r�f } { ¦ �
erkenntman:��þ �´z(ò_� { mit �UzY� � z2�B� { � � { und!"�´z(ò_� { �?�~z(òZ� { # å �>!1�Uz2����z&#Óå�æ^%~!1� { ��� { #Óå^ç�t

3.)
�

heißtTensorproduktvon
� z und

� { undwird bezeichnetmit
� � � zLò � { . Für die

Dimensiongilt ÊU/1¨0� � z(ò � { �B�CÊU/1¨ � z]%LÊU/1¨ � { .

4.) Auch dasTensorproduktlässtsichverallgemeinernaufmehralszwei ”Faktoren”.

2. LineareOperatoren im Hilbertraum

Definition: Ein linearerOperatorÿ aufeinemHilbertraum
�

ist einelineareAbbildungeines

linearenTeilraumes����ÿ���� �
in denHilbertraum

�
: ����ÿ�� þ � �� - ÿ��7� �

. �V��ÿ�� heißt
derDefinitionsbereichvon ÿ .

LineareAbbildung: ÿ���
Z�X�V���?�]�C
Wÿ��n�l�Wÿu� für alle �����	���V��ÿ�� undalle 
�����T�nt
Wir wollen immervoraussetzen,dass���Åÿ�� dicht

�
ist.

Alle betrachtetenOperatorenseienlinear. Der Ausdruck ’Operator’ bedeutetim folgendenim-
mer’linearer Operator’.

1. Beispiel(Ortsoperator):
�

= Ð { ���Y� und�V��ÿ��B� i ��� � } Æ� { } ����G� } { Ê´�¦ � q und ��ÿ��3�g��G�B�8G�]��G��t
2. Beispiel (Projektionsoperator): © sei ein vollständiger Unterraum von

�
und�Q�º��� �§� ��� dieeindeutigeZerlegungeinesbeliebigen��� � . Dannist	 �VKM�C��� Í�ê¾ë
��� 	 �B� �

ein überalldefinierterOperator.
	

heißtProjektormit Wertebereich© .

WertebereicheinesOperatorsÿ :� ��ÿ��B�Ò`(�	� � } esexistiert ein �������ÅÿX��Í�ê¾ëQÿ��,�6� dX�6ÿ À ����ÿ��ÉÄGt
Definition: Ein Operatorheißtbeschr̈ankt,wenneseineZahl

¿ 465 gibt, sodassI�ÿ��JI � ¿ I��JI für alle �V�����ÅÿX�Bt
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Daskleinstemögliche
¿

bezeichnetmanmit IYÿ\I undnenntesdieNormvon ÿ .ÿ beschr̈ankt S esexistiert ein
¿ 465 mit¿ 4 kIu�JI I�ÿ��7I��\I kIu�JI ÿ��JI��>I�ÿ �I��7I I für alle ��o�95¥�����ÅÿX�BtS I�ÿ>Ig� �à��� Ý���� ��� ó � � � xGz IYÿ��JI .

DerOrtsoperatorist unbeschr̈ankt:

Man betrachte�Lv?��G�=�>�E���^��� æ� ��� æ� ��� � v � ç S I��Lv	I { � Æ } �Lv?��G� } { Ê´�� k à?á?âI�ÿ��Lv�I2{A� Æ �{ kµ ��� � � æç ��� � v � ç Ê´Q� k ����{ - � Í¸ê ë�� - � t
Alle Projektorensindbeschr̈ankt:

	 �Q�º��� ,� �9© è<©íì������9�����<� ��� S I��[I { �	I���� I { �jI�� ��� I { 4<Iu��� I {k t��,© �¶`P5Fd S 	 �95 S I 	 Ig�C5 .�Ft��J��/É�,© o�¶`P5~d�S I 	 �JIg�_I���� I � I��7I0S I 	 I � k .��/E/É�,5,o�C����© S 	 �Q�C�lS I 	 �JIg�_I��[I . ��/É�eà?á?â,��/E/É�TS I 	 Ig� k .

Satz: Essei ÿ ein beschr̈ankterOperatormit ���ÅÿX��o� �
. Dannlässtsich ÿ eindeutigfort-

setzenzu einembeschr̈anktenOperator �ÿ mit ��� �ÿ � =
�

und I!�ÿ�I �§IWÿ�I . Fortsetzung
bedeutet: �ÿ��Q�8ÿ�� für alle �V�����ÅÿX� .

Beweis: Reed,Simon: Theorem1.7(TheBoundedLinearTransformationtheorem).

Für einenbeschr̈anktenOperatorÿ kannmanalsoimmerannehmen����ÿ��B� �
, unddieNorm

lässtsichberechnenals I�ÿ>Ig� �à��� � � xGz I�ÿ��7I<t
Summe,VielfachesundProduktvonOperatoren:�#"��%$Z���Q�!"X���%$Z��� ��
�":�&�Q�9
Q�#"X�3�B�C
&"X��� �#"'$Z���Q�!"��($Z���B�!")$Z�,t
AberAchtung:Im Allgemeinenist "'$Z��o�*$&":� .

Definition: ÿ � z ist derzu ÿ inverseOperator, wenngilt:���Åÿ � z �=� � ��ÿ���à?á?âCÿ � z �ÅÿX���B�º� für alle �Z�6ÿ��V� � �Åÿ��=tÿ � z existiertgenaudann,wennausÿ��Q�C5 folgt ���85 .
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Definition: Ein Operatorheißtunitär, wenngilt:k t��+���-,X��� � �-,X��� � à?á?âÒ�Ft���!.,X� �/,p�$#��\!"� ���$# für alle �����	� � t
Etwasallgemeiner:,¶K � z -�� { heißtunitär, wenngilt:k tM�+���0,X�=� � z�� � �-,:�=� � { à$á?â¶�Ft��Y!.,X���/,p�?#Rå^ç��\!"� ���$#Óå�æ für alle � ���_� � z=t
Zwei Hilberträumeheißenisomorph,wennzwischenihneneineunitäreAbbildungexistiert.

Definition: ÿ seiein (dichtdefinierterlinearer)Operatorauf
�

. Essei����ÿ�1R�=�¶`a��� � } esexistiert �_� � Í�ê¾ë�!�ÿ�;3�2�3#B�>!";3���$# für alle ;,�2����ÿ��2d0t3'4à�5��������Åÿ�1R�6�ögê�ÿ'1R�Q�8��tÿ 1 heißtderzu ÿ adjungierteOperator(kurz: dasAdjungiertevon ÿ ) .

BemerkungenundFolgerungen:

1.) !�ÿ�;3�2�3#B�\!";3��ÿ 1 �3# für alle ;Q������ÿ�� undalle �V�����Åÿ 1 � .

2.) Wegen ����ÿ�� dicht in
�

, ist derVektor � derobigenDefinitioneindeutig.

3.) ÿ 1 ist ein linearerOperator.

4.) �7")$Z� 1 �8$ 1 " 1 �+�E
&"����9$Z� 1 �9
 H " 1 ��� H $ 1 .

5.) ÿ beschr̈ankt, ����ÿ��B� � S ����ÿ 1 �B� �
. DieszeigtdernachfolgendeSatz.

Definition: Einbeschr̈ankteslinearesFunktionalÐ auf
�

ist einelineareAbbildungvon
�

nach� ,
� þ ��:- Ð �E�3����� , mitI�Ð9ILK�� �à��� � � xGz } Ðp�1�3� } ¦ � tÐ heißtauchstetigeslinearesFunktional.

� H���`PÐ } Ð ist stetigeslinearesFunktionalauf
� d

heißtDualraumvon
�

.
( Ð beschr̈ankt S } Ðp�1�3� }�� I�Ð9I�I��JI für alle �V� �

. )

Satz (DasRieszLemma): Für jedesÐ<� � H existiert genauein �<;W� �
mitÐp�E�3�=�>!��=;´�2�3# für alle ��� �

undesgilt I�Ð9Ig�_I��<;�I<t
Beweis: > ��`a�¥� � } Ðp�1�3�Z��5Fd ist ein abgeschlossenerlinearerTeilraumvon

�
. Falls> � �

, d.h. Ðp�1�3�=�95 für alle �V� � S Ðp�E�3�B�>!��=;U�2�3#¸Í�ê¾ë¸�<;��C5 . > o� � S � �> è?> ì à$á?â@> ì o�Ò`P5~d . Sei 5Qo�º;,�A> ì S Ðp�1;��:o�95 . Wir definieren�=;:� Ðp�1;�� HI�;TI { ;C�A>Cì�t
Für jedes�V� �

gilt�,�\�1�	� Ðp�E�3�Ðp�1;�� ;��B CED FÝ<G � Ðp�E�3�Ðp�1;�� ;B CED FÝHG � S !��=;U�2�3#=� I Ðp�1;�� HI�;TI { ;3� Ðp�E�3�Ðp�1;�� ;KJ¯�8Ðp�1�3�=t
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Dass�<; eindeutigist unddass I�Ð>Ig�_IX�<;VI findetmanin Reed,Simon:TheoremII.4 (the
Rieszlemma).

Folgerung:
Essei ÿ ein beschr̈ankterOperatorauf

�
. S !�ÿ�;@�A�3# H �¥Ðp�1;�� ist für beliebiges,aberfestes�V� �

ein beschr̈ankteslinearesFunktionalauf
�

, denn} Ð �E;�� } � } !�ÿ�;@�A�3# H }�� I�ÿX;�I�I��JI � I�ÿ>I�I�;0I�IY�7I<tS für jedes��� � existiertein �_� �
mit!�ÿX;3�2��#B�CÐp�1;�� H �>!�� �2;�# H �\!1;@�&�?#=t6S ����ÿ�1R�=� � t

Für einenbeschr̈anktenOperatorgen̈ugt zurDefinitiondesAdjungiertenalso!�ÿX�����$#B�>!"����ÿ�11�?# für alle � �&�	� � t
Beispiele:

1.) Essei
� �9Ð { ���Y�h�ML���G� einebeschr̈ankteFunktionund �Åÿ��3�(�ÅG�YKM�NLY��G�Ì���ÅG� .S I�ÿ��JI { � Æ } L���G� } { } ���ÅG� } { Ê´ � &à���ÌÝ Ú } L��ÅG� } { Iu�JI {S I�ÿ>I � &à����Ý Ú } L���G� } à$á?âO���ÅÿX�B� � tÿ 1 �QP Dazu:!�ÿ�� ���$#B�9ÆRL H ��G�Ì� H �ÅG�F����G�&Ê´	�ºÆ.� H �ÅG�@�SL H �ÅG�F����G���ÓÊ´�>!"����ÿ�11�$#QÍ�ê¾ë7��ÿ�11�$�(�ÅG�B�8L H �ÅG�F�3�ÅG�=t

2.) DerOrtsoperator:
� �8Ð { ���Y� , ����ÿ��B�UT~;�� � } Ë� { } ;^�ÅG� } { Ê´V¦ �WV

und ��ÿ�;��(��G�=�X;e��G� . !�ÿ�;3�2�3#=� Æ �Å:;e�ÅG��� H �]��G�&Ê´	� Æ ; H ��G�(�Å:�]��G���ÓÊ´�ºÆ.; H ��G�É�3�ÅG�&Ê´Q�\!";3���$#QÍ�ê¾ëQ����G�=�6X���ÅG��t
PerDefinitionmussgelten �¸� � S X����G��� �

, d.h. �V�����ÅÿX� .S ����ÿ 1 �B�8�V��ÿ��là$á?â ÿ 1 �,�6ÿX� für alle �V������ÿ��Bt
Definition: Ein Operatorÿ heißtselbstadjungiert,wenngilt���Åÿ 1 ���*����ÿ��Qà?á?âCÿ 1 �,�6ÿ�� für alle �������ÅÿX�B�YX�à�5[ZWKuÿ 1 �¢ÿ9t
Definition: DasSpektrum\B��ÿ�� desOperatorsÿ bestehtausdenjenigenZahlen]���� , für die�'^F��ÿ��YK��\�(]&_W�7ÿ�� � z nichtexistiertodernichtbeschr̈anktist odernichtdichtdefiniertist.
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Ein Vektor �V� � �=�[o�C5 , heißtEigenvektorvon ÿ mit Eigenwert] , wenn ÿ��,�8]X� .

Folgerung:� Eigenvektorvon ÿ mit Eigenwert] S ]���\B��ÿ�� , denn �S]&_°�7ÿX�&�Q�C5 mit �[o�C5 S�'^F��ÿ�� existiertnicht.

Die MengederEigenwertevon ÿ nenntmandasPunktspektrumvon ÿ .

Satz: ÿ seieinselbstadjungierterOperatoraufeinemHilbertraum
�

. Danngilt:

a) \=�Åÿ�� ist eineTeilmengevon � .

b) EigenvektorenzuverschiedenenEigenwertensindorthogonal.

Beweis:Für denallgemeinenFall sieheReed,Simon:TheoremVI.8 . Esseien].o�a` Eigen-
wertevon ÿ mit Eigenvektoren� , bzw. � , also ÿ��,�!]X� und ÿu���!`:� .S ] H I��7I { ��!�ÿ�� �2��#���!"� �&ÿX��#��!]�Iu�JI { S ] reell ��S]��M`e�(!"�����$#B�\!�ÿ������$#]�6!"� �&ÿp�$#=�95W��]7o�*`�S !"� ���$#B�C5°t
3. Die Fouriertransf ormation

DerSchwartzscheTestfunktionenraumb:�Å� v � :���ÅG�:�·���Å3zh�� { �yt(tyt(��Ìv´� seieinekomplexwertigeFunktionüber � v , die beliebigoft partiell
differenzierbarsei. 
T�>��
Bz2�
 { �(tytyt(�
ev´� seiein Multiindex,dc��8 c æz  c ç{ %c%c%Rdc�ev à?á?âN�Ac�� f c æ-g c ç0gihjhjh c ef  c æz f  c ç{ %c%c% f  c�ev t
Man definiert I��7I c ólk´�m�à���yÝ Ú e }  c � k ���ÅG� } .bX��� v �B�¶`P����G� } Iu�JI c ónk�¦ �

für alle 
T�>�E
�z2�A
 { �ytyt(t(�A
@vU�������>����z2�� { �(tytyt(���?vU�Bd
heißtSchwartzscherTestfunktionenraum̈uber � v .

Beispiel: ���ÅG�=�9� � ��� � È � ç �YbX��� v � .

Wichtig: bX��� v � ist dicht in Ð { �Å� v � .

Definition: Essei ���ÅG���Yb:�Å� v � . Die Fouriertransformiertevon ���ÅG� ist die Funktionð���So?�=� k�E���^� v�p { Æ Ú e ��� b
ø h � ����G�?Ê v �t

Dabeiist oY%E	�NoFzÉ3z¹��o {  { ��%c%c%1��o¹vaÌv . Die inverseFouriertransformiertevon � , bezeichnet
als q� , ist die Funktion q���So?�B� k�1���^� v�p { Æ Ú e � b

ø h � ����G�?Ê v Qt
Manchmalschreibenwir auch ð�,�Qr	� .
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Bemerkung: ���sb:�Å� v ��S ËÚ e } ���ÅG� } Ê v ¥¦ � S die obigenIntegralesindwohldefiniert.

Satz: Die Fouriertransformationist eineumkehrbareindeutigelineareAbbildungvon b:�Å� v )
auf b:�Å� v � . Die dazuinverseAbbildungist die inverseFouriertransformation.
Darüberhinausgilt Æ Ú e } ���ÅG� } {�Ê v �� Æ Ú e } ð���(o?� } {AÊ v o�t
Beweis: sieheReed,Simon:TheoremIX.1.

Folgerungen:

1.) Wir betrachtenb:�Å� v �pª9Ð { ��� v � . Itr	��Ig�_Ip�[I für alle �T��b S !#r����ur��?#=�l!"�����$#
für alle �����	�Yb .

2.) Satz: Die Fouriertransformationlässtsicheindeutigfortsetzenzu einemunitärenOpe-
rator r von Ð { ��� v � auf Ð { ��� v � . Die inverseFouriertransformationlässtsicheindeutig
fortsetzenzueinemunitärenOperatorr � z , undesgilt r � z �Qr 1 .

Definition: Es seien � �&�º�vbX��� v � . Unter der Faltungvon � und � , bezeichnetmit ��ã�� ,
verstehtmandie Funktion �1��ã��?�g��®$���ºË Ú e ����®W�7G�F�3�ÅG�&Ê v  .

Satz:Für �����	�sb gilt w��ãY�Z�>�1���e� e ç ð� ð� , d.h.dieFouriertransformierteeinerFaltungist gleich�1�x�^� e ç maldemProduktderFouriertransformierten.Die Umkehrung: y�����\�E���^� � e ç ð�¸ã ð� .

Wichtig:����G�=�>�E���^� � e ç Æ Ú e � b
ø h � ð�]�(o?�&Ê v o�S f �f ~f ��G�=���1���^� � e ç Æ Ú e � b

ø h � /zocf ð�]�(o?�&Ê v o¸t
Zusammenstellungder Formeln:

1.) ���ÅG� reell { ð�]�So?�B� ð�GHc�Ó�'o?� .

2.) ����G�B� f �f ~f { ð���So?�B�8/zoLf ð���(o?� .

3.) Æ } �]��G� } {AÊ v ��CÆ } ð�]�So?� } {AÊ v o .

4.) ;e��G�=�º�]��G�F����G�s{ ð;e�So?�B�>�E���^� � e ç � ð�_ã ð�$�(�(o?� ,;e��G�=�>�E��ãY�$�g��G�Y{ ð;e�(o?�B�>�1�x�^� e ç ð���So$� ð� �So?� .

4. Die | –Funktion

a) NaiveDefinitionder r –Funktion:r$�Å	�7®$�B�C5~} 4à�5^[o�9®�à?á?ânÆ§rF��	�J®?�?Ê´	� k t
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b) ExaktereDefinition: r$�ÅY��®?� alsGrenzwertvonglattenFunktionenr c �����®$� : Abhängig-
keit vomParameter
 so,dass Æ.r c ��_�7®?�?Ê´	� k für alle 
Qà?á?â�]��®$�B�Oõ¾ê'Ícx�t� Æ ���ÅG�?r c �Å	�[®$�?Ê´N���*� Æ ����G�?rF��¸�7®$�?ÊU	t
für alle ���ÅG�Y�2b:�Å�Y� .

Beispiele:r c �Å	�[®$��� kµ �x�e
 � � æç�� ç ��� �H� � ç�� â?öE5·r c �Å_�[®$�B� k� 

 { �9��_�7®?� { t
c) rF��¸�[®?� undvollständigeOrthonormalsysteme:`LDLvÌ�ÅG�2d �vyxGz sei eine Orthonormalbasisin Ð { ���Y� . S �\� ��vcxGz !EDLv$�A�3#&DLv für alle �·�Ð { ���Y� . Für gen̈ugendglatteFunktionengilt sogar����®?�B� �| vyxGz�� Æ D Hv ��G�Ì���ÅG�&Ê´��VDLvÌ��®?�B� õ'ê'Íw � � Æ w| vcxGz D Hv �ÅG�$DPv?��®$�Ì����G�ÓÊ´�t

S rF��_�[®?�]� ��vcxGz D Hv ��G�$DLv?��®$� .

Formeln:

DefinierendeGleichung: Æ.rF��_�7®$�Ì����G�?Ê´_�º����®?� .

1.) ���ÅG�?r$�Å_�[®$���º�]��®$�?r$�Å¸�J®?�B�TS XrF��G�=�95 .

2.) rF��¸�[®?�B� ÊÊ´�� ��_�[®?� .

3.) rF��¸�[®?�B�8r$��®��7G� .

4.) rF��¸�[®?�B� k��� Æ.��� b ø ��� �H� � Êzo .

5.) rF������G�&�B� w| vcxGz rF��¸�7ÌvU�} �H�Å�ÅÌvU� } .

Dabeiist ����G� einestetigdifferenzierbareFunktion,

die £ einfacheNullstellen 3zh�� { �ytytytg�� w hat.

6.) rF�(Ü� � Ñ r � ¬ � �(Ü� ��K��9rF��G�?rF��®$�?rF�E²U� .

7.) r � ¬ � �(Ü� �B� k�E���^� ¬ Æ ÚUÛ � � b/�
ø h �� Ê ¬ Üo .


