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1. Der Hilbertraum

1.1. Definition
Ein Hilbertraum®# ist charakterisiertlurchdie folgendendrei Eigenschaften:

1) H ist ein VektorraumiberdenkomplexenZahlenC ( oderdenreellenZahlenR ).
D.h.mit f,g € Hunde, 5 € Cgilt:
f + g € H (abelsche&sruppe), o f € H , esgeltendie Distributivgesetzeind o(s5 f) =
(aB)f.

2) Furje zweiElementef, g € H ist eininneresProdukt(f, g) erklart. {-,-) ist eineAbbil-
dungvon# x H — C (oderR ) mit

(1) (f, f)istreellund> 0, (f, f) =0 genawannwenn f =0,
fg+h)y={f,9)+({f.h),
fag}—(Jé(f, >;

)
i)
i)
v) (g, f) = (f,9)* (konjugiertkomplex).

/\/\/\/\

(inneresProdukt= Skalarproduk)

3) H istvollstandig(auch:abgeschlossemeziglichderdurch|| f ||:= /(f, f) definierten
Norm.

Folgerungenund Erlauterunggn:
Aus 1) und?2) folgt:

0-f=0(eH) = (f,00=(0,f) =0 furallef € H ,
(frag+ Bh)y=a(f,g)+B(f h),
(f +g,h) =(f,h)+(g,h),und(Achtung!) (a f,g) = o* (f, 9) .



Definition: Zwei Vektorenf, g € H heil3enorthogonalfalls (f, g) = 0. EineMenge{ f;} von
Vektorenf; € H heil3tOrthonormalsystenwenn

_J1fure=35 | _

Satz (Pythagoras)Essei{ f,}~_, ein Orthonormalsysterim 7 . Danngilt fir jedes
feH

N N
IFIP=D [ AP+ =D P
n=1 n=1

Beweis:Man schreibef als

S fur £ fu + (f Z fur f) ) .

Mit denEigenschaftemlesinnerenProduktszeigtman,dass

N N
S fus ) fund £ =3 "(fu, )
n=1 n=1

orthogonakind. Darausergibt sichdie obigeGleichung.

Aus diesemSatzfolgt sofort:
Die Besselsch&ngleichung:
{f.}2_, seiein Orthonormalsysterm A . Danngilt fur jedesf € H

N
(A= R alk
n=1

Beweis:Klar, wegen|| f — S0 (fu, f) fu P> 0.

Undweiter:

Die SchwarzscheUngleichung: (ol <[ fllllgll faralle f,geH .
Beweis: Fur f = 0 ist die Behauptungichtig. f # 0 = {Ilfll
Element)=| g [I>> [(fr.a)* =1 fF Pl g 17> [{f,9)

Jetztzu 3) :

Definition: Eine Norm ist eine Abbildung, || - || , einesVektorraumesY in die rellen Zahlen
R mit

} ist Orthonormalsystenfein

a) | f||>ofurallef e X und || f ||=0 genawdannwenn f =0,
b) | af||=|a|| f] furalle f € X undalle € C (oderR),

o)l F+glI<lfIl+1lgl (Dreiecksungleichung)



Satz:Durch|| f ||:= +/(f, f) wird auf# eineNorm definiert.
Beweis:a) undb) folgenunmittelbaraus(z) bis (iv) desinnerenProdukts.
Zu c):

[ ) +{fi9)+ (g, )+ (9,9)

| f+9IP=(f+9,f[+9) (
= (f,f)+2Re(f,9)+(9,9)
(

< (£, +2(f, 9+ (g.9)
< HFP+20 gl + gl
alsorf| f+g < (1f I+ 11gl)?
Definition: X seieinVektorraunmit einerNorm || - || . (1) Man sagt:Eine Folgevon Vektoren

{f.}2, € X korvemjiertgegenf € X, wenn|| f — f, [|— 0 mitn — oo .
(2) EineFolge{ f,}32, € X heil3tCauchy—Blge,wennzujedeme > 0 ein NV existiert, sodass
| fo—fm || < € furallen, m > N .

Definition: Ein VektorraumX’ mit einerNorm || - || hei3tvollstandig (auch:abgeschlossen),
wenneszujederCauchy-Blge{f,}5°, € X ein f € X gibt,sodass{ f,,} gegenf kornvemiert.
In Zeichenf,, — f furn — oo .

Ein Hilbertraum #H ist in diesem Sinne ein vollstandiger Raum. Jede Cauchy-elge
{fn}2, € H hatein Grenzelemenf € H .

Definition: Eine TeilmengeM C H heiltdichtin H , wenneszu jedemf € H eineFolge
{falsZ, € Mgibtmit f, — f furn — oo, kurz,wennderAbschlussM von M gleich# ist
(M = H ). Die MengederrationalenZahlenQ z.B. istdichtin R.

1.2.Beispieleund ein Gegenbeispiel

1) H =R = {z|z = (21, 72,23), z; € R} ist ein HilbertraumuberR . Addition kom-
ponentenweiseqr = (axl,axz,a:cg) fira e R. Mit y = (y1,¥2,y3) Sei{x,y) =

Siiziy - = lle = /i (Langevona).

2.) H =CisteinHilbertraumiberC :
C ist VektorraumiberC , fur z, w € C sei(z,w) = z*w = (w, 2)* . = || z ||= Vz*z =
|z| (Absolutbetrag)C ist vollstandigbeziglich dieserNorm.

3.) H# = C* = Mengealler n—Tupelvon komplexenZahlen= {z | z = (z1, 22, ..., 2n), 2j €
C} .Mit w = (wy, we, . .., wy,) S€iz+w = (214w, . .., zZptw,) Undaz = (@ 21,0 29, . .., 2y,)
fur o € C . DasinnereProduktist definiertdurch(z,w) = 377 | 2jw; . Man rechnet
leicht nach,dassdie Bedingungen(:) bis (iv) der Definition desSkalarprodukterfullt

sind.C™ ist vollstandigbeziglich derdurch|| z [|>= }=7_, |2;|* definiertenNorm.
4.) DerRaum/; :

¢, = MengederFolgen{f,}>>; vonkomplexenZahlenmit Z|fn|2 < 00,

n=1
= {flf {f}2e, fn€C D Ifl® < oo}.
n=1



Vektorraumstruktuwie bei C™ . Istmit f = {f,}°°, undg = {g,}22, auchf + g =
{fn + gn}%ozl € 62 ?Dazu:

|fn +gn|2 < (|fn| + |gn|)2 < (‘fn| + |gn‘)2 + (|fn| - |gn|)2 = 2|fn|2 + 2|gn|2
o0 o0 o0
= > fat o> <2 IfalP 2D lgal* < 0.
n=1 n=1 n=1

InneresProdukt: (f,g) :=> 0", [ g

DieseDefinition ist sinnvoll (die Summekornvermiert, sogarabsolut),dennwegen( <
(1fal = lgn)? = |fal® = 2fnllgnl +19al* = [ £ gnl = |fullgn] < 31fal® + 5l9al*-
¢, ist vollstandigbeziglichderdurch|| f ||?= 307 | | f.|? definiertenNorm.

5.) Ein Gggenbeispiel:
Cla, b] = Mengeder komplexwertigenstetigenFunktioneniiberdemendlichenintervall
la,b] .
f(z), g(z) € Cla,b]unda € C= (f +g)(z) == f(z) + g(z) € Cla, ],

(af)(z) = af(z) € Cla,b] = C|a,b] ist VektorraumiberC .

InneresProdukt: (f,g) := /b [ (x)g(x)dz erfullt (¢) bis (iv) .
Aber C[a, b] ist nicht vollstandigbeziglich || f ||?= fab|f(x)\2dx. Seinamlich[a, b] =
[0,1] und f,(z) so:

£ (%) .

fa(x) € Cl0, 1] furallen > 2.

1 1 X
7 4
| fo = fm |I2= fab | fu(x) = fr(z)Pdx < Qmax(%, %) — 0furn,m — oo ..
1,,
= {fn}2, ist Cauchy—lge, 1
i

aberdie "Grenzfunktion”
ist nicht stetig.

1

Bl
Hlw

Es gibt keine stetigeFunktion f(z) , sodassfab |f(z) — fa(x)?dz — 0 mitn — oo .
= ([0, 1] (auchCla, b)) ist nichtvollstandigbeziglich obigerNorm.



1.3.Die L?*-Raume
Ein moglicherWeg, diesesProblemzu behebenist der Verzichtauf die Stetigleit. Dannmuss

b
manallerdingszusatzlichfordern,dass| | f(z)|?dz < o ist. DabeitaucherzweineueProble-
a

me auf;

1.) Als Grenzwertevon FolgenstetigerFunktionenkdnnensich unstetigeFunktionenf ()
ergebensodass f(x)|? nichteinmalmehrim RiemannscheSinneintegrabelist.

DiesesProblemhat man gelost, indem man einen neuenlintegralbeyriff, namlich das
Lebesgue—Ingral eingefihrt hat.

2.) Esgibt Funktionenf(z) # 0 (z.B. f(z) = 1 anendlichvielen Stellenzy, xs, . . ., 2, im
b
Intenall [a, b] und f(z) = 0 sonst) fur die [ |f(z)|*dz = 0 ist. Diesist ein Konflikt mit

der Forderung(:) der Definition desinnerenProdukts.Welchesist dasNullelementim
Vektorraum?

Aus diesemGrundtrifft manfolgende

Definition: ZweiFunktionenf (x) undh(z) heiBeraquivalentwenngilt f(x) = h(z) fastuber
all (f.0.), d.h. die Menge derjenigen Punkte z, fur die f(z) # h(z) ist, hat das
Maf30 .

f,bzw. g seidie Aquivalenzklassen der f (z), bzw. g(z) enthalterist. UnterderVoraussetzung
b b
[ 1f(x)|*dz < co und [ |g(x)|?dz < co kannmanzeigen:
b
(f,9) = [ [*(x)g(z)dz existiertundist unablangigvon dengevahltenRepésentanten.

Bemerkung:Wenn f(z) im RiemannscherSinne integrierbarist, dannauchim Lebesgue—
Sinne,undesgilt
/ f(z)dz = / f(z)dz .
Riemann Lebesgue

Definition:
L?[a,b] = {f|f = Aquivalenzklasse&on f. i gleichen,komplexwertigen(Lebesgue—mess-

b
baren)Funktioneniber(a, b] mit [ | f(z)[*dz < oo},

Analog:

L*(R) = {f| f = ... komplexwertigeFunktioneniiberR mit [ | f(z)*dz < oo} ,und
R

L*(R®) = {f| f = ... komplexwertigeFunktioneniiberR?® mit [ |f(Z)|?d*Z < oo} .

RS

InneresProdukt: (f,g) := [ f*(z)g(z)dz .

Bemerkungn:

1.) Man nenntdie Elementeder L?—Raume’quadratintgrableFunktionen”.Genaugenom-
mensindesAquivalenzklassen.



2.) Die L*~Raumesindvollstandigbeiglich || f ||°= [ | f(z)[*d= unddamitHilbertraume.

3.) Die Korvergenzf, — f istim Allgemeinenkeine punktweiseKornvergenzin demSin-
ne, dassetwa f,(z) — f(z) fur alle z, sonderneine "Korvergenzim Mittel”, d.h.

Jfu(z) = f(2)Pdz — 0.

4.) FolgendeFunktionenklassesinddichtin L? :
Die stetigenFunktionen(ausL?),
die differenzierbarefrunktionen(ausL?),

1.4.Vollstandige Orthonormalsysteme

Definition: Ein Hilbertraum# heil3tseparabelennesin H eineabZhlbaredichteTeilmenge
gibt.

Im folgendenseiimmerangenommenjassH separabeist. Esgibt aberauchnicht—separable
Hilbertraume.

Definition: Ein Orthonormalsystenfz,, },c; heifdtvollstandig,wennaus(z,, f) = 0 fur alle
nelfolgtf=0.

Satz: Es sei {z,}.cr ein vollstandiges Orthonormalsystenin H . Dann gilt fur jedes
feH

f=) (e, flza und () | fIP= Kza, O

nel nel
Beweis: (Reed,Simon:Theoremll.6)

Gleichung(x) nenntmandie ParsevalscheGleichung.

Umkehrung(fir / = N) :

Essei{a, }*, eineFolgekomlexer Zahlenmit " |a,|* < oo . Dannwird durch

n=1

o
F=Y anz,
n=1

einVektore H definiert.a,, = (z,,, f) und|| f [|?= Y02 Jan|?.

Bemerkung:

Ein vollstandigeOrthonormalsysterheif3tauchorthonormaleBasis.
Die Koefizienten(z,, f) nenntmandie Entwicklungsloefizientenvon f beziglich der Basis

Definition: Die Dimensioneines(separablenMilbertraumesH , dim# , ist abzahlbarunend-
lich, wenneine(unddamitjede)BasisvonH unendlichviele Elementeenthalt,
sieistgleich N (endlich),wenndie BasisausN Elementerbesteht.

Folgerung:dim# = Maximalzahlderlinearunabtangigenvektorenc H .



1.5.Direkte Summeund Tensomprodukt von Hilbertr aumen

Die direkteSummeweierHilbertraume
‘H1 undH, seienHilbertraume Dannist
H={ff=(fi,f2), f € Hi, f2 € Ha}

mit o f = (afi,afy), f+9=(f+9,fo+92)
und <f7 g) = <f1791>’}-[1 + <f2792>’){2

ein Hilbertraum.
H heildtdirekteSummevon #; und#, undwird mit

H=H ®Hs
bezeichnetEsgilt dim(H, @ Ha) = dimH, + dimH .
Satz: ‘H seiein Hilbertraumund M, ein vollstandigerlinearerTeilraumvon # . Dannkann
manjedesf € H eindeutigzerlegenals
f:f1+f2 mit f1€M1 und fQEMQEMiL.

Dabeiist Mi = {g € H| (g, f) = 0 furalle f € M} derzu M, orthogonaleTeilraum.

Beweis: M, istselbstein Hilbertraumundenttélt alsoeineOrthonormalbasi$y; } < s, die M,
aufspanntSeif; = > (y;, f)y; und fo = f — fi.

JjE€J
=1.) fie M, und 2.) (y;, fo) =0 furalle jeJ = fo € M =M.

DieseZerlegungist eindeutig.

Bemerkungn:
1.) H istisomorphzu® = M; & M, .
2.) Die direkteSummevon N Hilbertraumen?, ..., Hy

N
%:@%n:{f|f:(f1=f2a--'afN)7 anHH}
n=1

ist unmittelbarklar.

DasTensorpoduktzweierHilbertraume

H, und H, seienHilbertraumemit Orthonormalbasetz; }icr bzw {y,};c, . Wir bilden die

formalen Paarez; ® y; und die Linearkombinationen >’ «;; z; ® y; mit o;; € C und
iel,jed

Z |aij|2 <0,
irj
H= {f f=) o m®y;, > oyl < oo} bildet
i’j Z,J
mit <Z Q5 T;QY; ,Z/Bkl $k®yl> = Zafj Bij
Y] k,l Y]

einenHilbertraum,in dem{z; ®y; }ics, jes €ineorthonormaleBasisist.



Bemerkungn:

1.) DasErgebnishangtnichtvon dengewvahltenOrthonormalbaseah
2.) Mit a;j = v d; und; |il* < oo, 37;9; < oo erkenntman:

HS fL1Rfy mit fi € Hy, fo € He und
(1®f2, 1®g2)5, = (f1,91)2, - (f2, 92) s -

3.) H heil3tTensorprodukvon H; und #s undwird bezeichnemit H = H; %H, . Fur die
Dimensiongilt dim(H1®Hs) = dim#H; - dimH, .

4.) AuchdasTensorproduktasstsichverallgemeinermuf mehralszwei”Faktoren”.

2.Lineare Operatorenim Hilbertraum

Definition: Ein linearerOperatorl” aufeinemHilbertraum® ist einelineareAbbildungeines

linearenTeilraumesD(T") C # in denHilbertraumHX : D(T') > f I TfeH. D(T) heil3t
derDefinitionsbereiclvonT.

LineareAbbildung: T(a f+8g) =aTf + Tg furalle f,g € D(T) undalle o, € C.

Wir wollenimmervoraussetzerdassD(T') dicht A ist.

Alle betrachtetenOpermatorenseienlinear. Der Ausdrudk 'Operator’ bedeutetm folgendenm-
mer’linearer Opemator’.

1. Beispiel(Ortsoperator):H = L?(R) und
D(T) = {f €EH| /x2|f(x)\2d$ < oo} und (Tf)(z) =zf(x) .

2. Beispiel (Projektionsoperator): M sei ein vollstandiger Unterraum von A und
f=fm + fae dieeindeutigeZerlegungeinesbeliebigenf € . Dannist
Pf:=fy mit D(P)=H

ein UberalldefinierterOperator P heil3tProjektormit WertebereichM .
WertebereicleinesOperators:

W(T) ={g € H| esexistiertein f € D(T) mit Tf = g} = T[D(T)] .

Definition: Ein Operatotheif3tbeschankt,wenneseineZahl C > 0 gibt, sodass

ITfll< CllfIl furalle fe D(T).



DaskleinstemoglicheC' bezeichnemanmit || 7" || undnenntesdie NormvonT' .

T beschankt = esexistierteinC' > 0 mit

Trl = T-L || furalle f£0 € D(T).

11l 171

=|ITl= sup [Tf].
1eD(@), |flI=1

1
C>— |1 =

Der Ortsoperatorst unbeschinkt:

Man betrachte

falz) = (27r)*ie*i(‘”*”)2 = || fa ||2:/|fn(:v)\2d:v: 1 und

1
2__ 2
17511 [ o=

Alle Projektorersindbeschankt: Pf = fa ,

e 2@’ g =1 +n? = 0o mit n — oo .

H=MoM, f=fut+fur = 1L1P=0 I P+ 1 e 1220 frr |12
I)yM={0} = P=0 = ||P|=0.
2.) (1)) M#A{0} = [[Pfl=llfmulISIfIl= IP]I<T.
(i) 0£feM = Pf=f = | Pf|=[fIl. (i)und (i) =| Pl=1.

Satz: EsseiT ein beschankterOperatomit D(T)~ # H . Dannlasstsich T eindeutigfort-
setzerzu einembeschanktenOperator” mit D(T) =H und|| T || = || T || . Fortsetzung
bedeutetTf =T f furalle f € D(T) .

Beweis: Reed,Simon: Theoreml.7 (The BoundedLinear Transformatiortheorem).

Fur einenbeschéanktenOperatorl” kannmanalsoimmerannehmerD(T') = ‘H , unddie Norm
lasstsichberechnerals

I T ||= sup || Tf] -
Ifl=1

Summe Vielfachesund Produktvon Operatoren:
(A+B)f = Af+Bf, (aA)f=a(Af)=aAf, (AB)f=A(Bf)=ABf.

Aber Achtung:Im Allgemeinenist ABf # BAf .

Definition: 7! istderzuT inverseOperatoywenngilt:
DT YH=W(T) und T H(Tf) = f furalle g=Tf € W(T).

T-! existiertgenaudannwennausT' f = 0 folgt f =0.
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Definition: Ein Operatotheil3tunitar, wenngilt:
1.)DU)=W(U)=H und 2.)(Uf,Ug) = (f,g) furalle f,g € H .
Etwasallgemeiner:
U : H, — Ho heilBtunitar, wenngilt:
1.)DWU)=Hy, W({U) =Hy und 2.) (U, Ug)n, = {f,9)n, furalle f,g € H; .

Zwei HilbertraumeheiRensomorphwennzwischenhneneineunitareAbbildungexistiert.

Definition: T seiein (dichtdefiniertedinearer)Operatorauf#{ . Esseli

D(T") = {f € H |esexistiert g € H mit (Th, f) = (h,g) furalle h € D(T)} .
Fiir f € D(T") sei TTf =g.
T heiltderzuT adjungierteOperator(kurz: dasAdjungiertevonT) .

BemerkungnundFolgerungen:
1.) (Th,f)=(h,T'f) furalle h € D(T) undalle f € D(T") .
2.) WegenD(T) dichtin H , ist derVektor g derobigenDefinition eindeutig.
3.) Tt isteinlinearerOperator
4) (AB)' =Bt At (aA+BB)I=a* A"+ p* BT .
5.) T beschankt, D(T) =H = D(T') = H . Dieszeigtdernachfolgend&atz.

Definition: Ein beschanktedinearefrunktionall auf# isteinelineareAbbildungvon? nach
C,H>fr—L(f) e C,mit
I L [l:= sup |L(f)| <oo.
1flI=1
L heiBtauchstetigedinearesFunktional. ’H* = {L | L ist stetigedinearesFunktionalaufH }
heil3tDualraumvon # .
(L beschankt = |L(f)| <||L || f| furallefeH.)

Satz (DasRieszLemma): FurjedesL € ‘H* existiertgenauein g, € H mit
L(f) = {g., f) furalle f € H undesgilt || L |=| g. | -

Beweis: N = {f € H|L(f) = 0} ist ein abgeschlossendinearerTeilraumvon A . Falls
N=2H,dh L(f)=0furallefeH = L(f)={go,f) mit g, =0.N £H = H=
N &N+ und N+ # {0} .Sei0 # h e Nt = L(h) # 0. Wir definieren

LIV, gt

gL
[ A7
Fur jedesf € H gilt
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Dassg, eindeutigistunddass|| L ||=|| ¢, || findetmanin Reed,Simon: Theoremll.4 (the
Rieszlemma).

Folgerung:
EsseiT einbeschankterOperatorauf . = (Th, f)* = L(h) istfur beliebigesaberfestes
f € H einbeschanktedinearesFunktionalauf# , denn

[L(R)| = [Th, /)| <[ TR SN<IT RS-
= flrjedesf € H existierteing € ‘H mit
(Th, f) = L(h)* = {g,h)* = (h,g) . = DTN =H.

Fur einenbeschéanktenOperatorgeriigt zur Definition desAdjungiertenalso
(Tf,gy=(fTlg) furalle f,geH .

Beispiele:

1.) Essei # = L*(R), ¢(z) einebeschankteFunktionund (T'f)(x) := ¢(z) f(x) .
= [|Tf ||2=/\90(:v)\2\f(:v)\2d$ < sup[o(@)[* || f II*
T €R
= || T || < sup|p(z)] und D(T)="H.
T €R

Tt =? Dazu:

Tr9) = [ @ r dw—/f (2))da

= (f,T"g) mit (T1r )(@) = ¢"(x) g() -

2.) DerOrtsoperator:® = L*(R) , D(T) = {h € H| [ 2*|h(z)|*dz < oo} und (T'h)(z) =
zh(x).

(Th. 1) = [@h@) f@do = [ 0@ f@)is
- / W (@)g(@)dz = (h,g) mit g(z) =z f(z)

PerDefinitionmussgelteng e H = =z f(z) e H,d.h. f € D(T).
= D(T")=D(T) und T'f=Tf furalle f € D(T).

Definition: Ein OperatorT heildtselbstadjungierivenngilt
D(TY =D(T) und T'f =Tf furalle f € D(T), kurz: TF =T

Definition: DasSpektrumy(7T') desOperators’ bestehtausdenjenigerZahlen)\ € C , fur die
R)\(T) := (A1 — T)~! nichtexistiert odernicht beschanktist odernicht dicht definiertist.



12

EinVektor f € H, f # 0, hei3tEigervektorvonT mit EigenwertA ,wennT'f = \ f .

Folgerung:
f EigervektorvonT mit Eigenwert\ = A€ o(T) ,denn(A1—-T)f=0 mit f#0 =
R, (T) existiertnicht.

Die MengederEigenwertevon T’ nenntmandasPunktspektrunvonT .

Satz: T seieinselbstadjungierte®peratorauf einemHilbertraum? . Danngilt:
a) o(7T) isteineTeilmengevonR .
b) Eigervektorenzu verschiedenekigenwertersindorthogonal.

Beweis: Fur denallgemeinerfall sieheReed,Simon: TheoremV1.8 . Esseien)\ # u Eigen-
wertevon T mit Eigervektorenf , bzw g ,alsoTf =X f undTg= pug .

= XN\ fFIP=T5LH=TH=X|fI? = Areell,
A=w{f,9)=(Tf,9)—(f,Tg)=0, X#p = (f,9)=0.

3. Die Fouriertransf ormation

Der SchvartzscheTestfunktionenrauns (R" ) :

f(z) = f(z1,9,...,z,) seieinekomplexwertige FunktioniberR" , die beliebigoft partiell
differenzierbasei.a = (ay, ay, . .., ay,) seiein Multiindex,
v aa1+a2+"ﬂn
o 1 2 Qn o
z* =z x9? -+ -0 und D = 5 Oz - Ozan

Man definiert|| f ||a, 5= sup |z D? f(x)] .
zeR?

SR*)={f(z)| || f |
heilRtSchwartzscheTestfunktionenrauniberR” .
Beispiel: f(z) = e~©®~%* € S(R") .

Wichtig: S(R™) istdichtin L?(R") .

a,f < O fur alle Ot:(Oél,OéQ,...,Oén), /6:(,61;52;---75n)}

Definition: Esseif(z) € S(R") . Die Fouriertransformierteon f(x) ist die Funktion
£ _ 1 —ikx n
f(k)—W/Rn@ fla)d'z.

Dabeiistk -z = kix1 +koxo+- - -+ kyx,, . Die inverseFouriertransformiertgon f , bezeichnet

als f , ist die Funktion
§ 1 - )
Fk) = oy /R ek f(z)d"z .

Manchmalschreiberwir auchf = Ff .
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Bemerkung:f € S(R*) = [ |f(z)|d"z < oo = dieobigenintegralesindwohldefiniert.
Rn

Satz: Die Fouriertransformatiorst eineumkehrbareindeutigdineareAbbildung von S(R™)
aufS(R™) . Die dazuinverseAbbildungist die inverseFouriertransformation
Daruiberhinausgilt

A |f(z)Pd"z = If( )[?d"k .
Baweis: sieheReed,Simon:TheoremlX.1.
Folgerungen:

1.) Wir betrachterS(R*) C L2(R*) . || Ff ||=|| f || furalle f € S = (Ff, Fg) = {f,9)
furalle f,ge S.

2.) Satz: Die Fouriertransformatiomasstsich eindeutigfortsetzernzu einemunitarenOpe-
rator 7 von L?(R") auf L?(R"™) . Die inverseFouriertransformatiomasstsich eindeutig
fortsetzerzu einemunitarenOperatorF—! , undesgilt 7~ = FT .

Definition: Esseienf,g € S(R”) Unter der Faltung von f und g , bezeichnemit f * g,
verstehtmandie Funktion(f * ¢)(y) = [g. f( (z)d"z .

Satz:Fur f, g € S qilt m = (2#)%]?9, d.h. die FouriertransformierteinerFaltungist gleich
(27)® mal demProduktder FouriertransformierterDie Umkehrung:f g = (271) ™5 f % § .

Wichtig: 5
f@)=nt [ ik - 2@ = ent [ i fee

Zusammenstellunder Formeln:
1) f(z)reell & f(k)= f*(—k).

2) o(0) = 9L & gty =ik f(h).

3) [l@lds = [ 1fwPeE.

4) h(z) = f(z) 9(z) & h(k) = 2m)"E(f*9)(k),
hz) = (f*g)(x) & h(k) = (2m)2 f(k) §(k) .

4. Die d—Funktion

a) Naive Definition deré—Funktion:

d(z —y) =0fiirz # y und /5(x—y)dac=1.
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b) ExaktereDefinition:d(z —y) alsGrenzwertvonglattenFunktionern, (z—y) : Abhangig-
keit vom Parameterr so,dass

/(5a(:c —y)dz =1furalle«und

0 =lim [ f@)0ulz=p)ds * =" [ 1@)8(o -

furalle f(z) € S(R) .

Beispiele:

1 L (om 1 @
Gale —y) = e WOV oder dola—y)= LT

¢) d(z — y) undvollstandigeOrthonormalsysteme:
{vn ()}, seieineOrthonormalbasisn L*(R) . = f = > (v, f)v, furalle f €
n=1

L?(R). Fur geriigendglatte Funktionengilt sogar

100 =3 (i) 01t = g[St a1
= 0w =y) = 3 (@) ()

Formeln:

DefinierendaGleichung: / 5z —y) f(z)dz = f(y) .
1) f(@)é(z—y)=f(y)o(z—y), = zé(x)=0.
2) 6z —y) = 0 —).
3)d(z—y)=0(y—=).

1 /6iik(z_y)dk.

~or
5.) d(g(z)) = % '

Dabeiist g(x) einestetigdifferenzierbaré-unktion,

4) é(xz —y) =

die N einfacheNullstellenzy, z,, . . ., zx hat.
6.) 6(7) = 6@ () := 6(x) 6 (y) 8(2) .

— 1 ik 137
7) 800 = G /R Tk




