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Vorwort

Der beriihmte Physiker und geschatzte Dozent Richard Feynman schrieb 1990 in seinem
Buch Vom Wesen physikalischer Gesetze folgende Worte: ,,Friiher konnte man in den
Zeitungen lesen, es gebe nur zwolf Menschen, die die Relativitatstheorie verstiinden. Das
glaube ich nicht. [...] Andererseits kann ich mit Sicherheit behaupten, dafl niemand die
Quantenmechanik versteht.“! Aufgrund seines Wissens um die Komplexitit der Quan-
tenphysik machte er es sich zur Aufgabe, die abstrakten Zusammenhange dieser physika-
lischen Disziplin méglichst anschaulich und verstéandlich zu erkléren und fur Studenten
leichter zugénglich aufzubereiten. Angelehnt an diese Idee ist es das Ziel dieser Arbeit,
die mathematische Struktur der Quantenmechanik in einem flr Studenten interessanten

Umfang schrittweise zu erldutern und mit anschaulichen Beispielen zu umrahmen.

Lvgl. Richard P. Feynman. Vom Wesen physikalischer Gesetze. Miinchen 1990, S. 159 f.
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1 Ein Streifzug durch die Quantenmechanik

Um die Wende vom 19. zum 20. Jahrhundert kristallisierten sich bei der Erklarung von
Phanomenen aus der mikroskopischen Welt immer deutlicher die Grenzen der Kklassi-
schen Physik heraus. Fur Teilchen wie Elektronen und Atome oder fur das Licht galten
offensichtlich andere GesetzmalRigkeiten als fir Objekte, die mit bloRem Auge beobach-
tet werden konnten. Uber die Jahre entwickelte sich daher ein neuer Fachbereich, dem es
zunehmend besser gelang, die Phdnomene auf Teilchenebene zu erkléaren: Die Quanten-
physik. Ihren Anfang nahm sie im Jahr 1900, als Max Planck bei der Entwicklung seines
Strahlungsgesetzes die Annahme traf, die Energie des Lichtes kdnne in einem schwarzen
Kaorper nur in diskreten Quanten vorkommen.? Trotz dieser Erkenntnis herrschte weiter-
hin die Vorstellung, dass Strahlung in Form von Licht oder bewegten Quantenteilchen
entweder als Welle oder als Teilchen beschrieben werden muss, diese Eigenschaften aber
nicht in sich vereinen kann.® Erst finf Jahre spater postulierte Albert Einstein nach Un-
tersuchungen des photoelektrischen Effekts den Teilchencharakter von Licht. Diese Vor-
stellung wurde lange Zeit kritisiert und von vielen Physikern nicht anerkannt. So auch
von Max Planck, der Einsteins Deutung noch 1913 als ,iiber das Ziel hinausgeschossen‘*
bezeichnete. Im Jahr 1924 postulierte der franzdsische Physiker Louis de Broglie auch
fur materielle Teilchen, wie beispielsweise Elektronen, den Welle-Teilchen-Dualismus.
Nach seiner Theorie besitzt nicht nur Licht, sondern auch Materie Welleneigenschaften

und jedem Quant mit dem wohldefinierten Impuls p kann die Wellenldnge 4 = % zuge-

ordnet werden. Diese wurde zu seinen Ehren als De-Broglie-Wellenlédnge bezeichnet. Das
in dieser Beziehung vorkommende h ist eine als Planck’sches-Wirkungsquantum be-
zeichnete Naturkonstante. Nach bereits friiheren experimentellen Nachweisen dieser The-
orie, darunter der 1923 beobachtete Compton-Effekt oder das 1927 durchgefiihrte Davis-
son-Germer-Experiment, gelang es dem deutschen Physiker Claus Jénsson im Jahr 1962
das zuvor von Thomas Young fir Licht entwickelte Doppelspaltexperiment mit Elektro-
nen durchzufuhren und dadurch die Welle-Teilchen-Hypothese fur Materie abermals zu
bestatigen. Hierbei schoss der Physiker Elektronen so auf einen Doppelspalt, dass er da-
hinter auf einem fluoreszierenden Schirm ein Interferenzmuster beobachten konnte, wel-

ches dem Muster von monochromatischem gebeugtem Licht sehr stark &hnelte.

2vgl. Alfred Ziegler und Rahel Vortmeyer-Kley. Physik verstandlich. Haan-Gruiten 2016, S. 363 ff.
3 vgl. Torsten FlieRbach. Quantenmechanik. Berlin 2018, S. 1.
4 Alfred Ziegler. Physik verstandlich, S. 367.
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Abb. 1: Doppelspaltexperiment mit Elektronen® Abb. 2: Intensitatsverteilung Doppelspaltexperiment®

Der fiur Licht und auch fiir Materie entdeckte Welle-Teilchen-Dualismus stellt eine wich-

tige Erkenntnis der Quantenmechanik dar.

Far ihre mathematische Beschreibung wurden 1925/26 zunédchst zwei verschiedene An-
satze verfolgt. Erwin Schrodinger benutzte hierfur die Wellenmechanik und entwickelte
die nach ihm benannte Schrodingergleichung. Im Gegensatz zur klassischen Mechanik,
in der die Bewegung eines Objektes eindeutig durch eine Bahn beschrieben werden kann,
existieren in der Quantenmechanik keine solchen Bahnen. Die Quantenobjekte werden
durch Wellenfunktionen (X, t) dargestellt, welche den Zustand des Teilchens und die
Wahrscheinlichkeiten fir Messergebnisse charakterisieren. Der Zustand ist beispiels-
weise durch den Ort, den Impuls oder die Energie charakterisiert. Die Wellenfunktionen
sind die Losungen der Schrodingergleichung, welche in Form einer partiellen Differenti-
algleichung eindeutig die zeitliche Entwicklung des quantenmechanischen Zustands ei-
nes nichtrelativistischen Systems beschreibt. Flr ein einzelnes Teilchen der Masse m im
orts- und zeitabhangigen Potential U (¥, t) lautet diese wie folgt:
ih% = —%Az Y&, )+ UE OYE, L)
Der Messprozess sorgt allerdings fur ein Eingreifen in dieses Quantensystem, wodurch

der Zustand geandert wird und nur noch statistische Aussagen maoglich sind.

Heisenberg, Born und Jordan verwendeten dagegen eine diskrete Matrizenmechanik flr
die mathematische Darstellung der Quantenmechanik. Die Grundidee besteht darin, die
linearen Operatoren, welche die Messung eines Zustandes beschreiben, durch Matrizen
darzustellen. Je nach untersuchtem Problem konnen diese endlich oder unendlich dimen-

sional sein, was eine Beschreibung erheblich erschweren kann.

5 Johannes Kalliauer. An illustration of the 'Double-slit experiment' in physics. In: Wikipedia Doppelspaltexperiment.
erst. 06.08.2017. https://de.wikipedia.org/wiki/Doppelspaltexperiment [11.03.2019.] license: CCO 1.0.

6 Klaus-Dieter Keller. Intensitatsverteilung beim Doppelspalt mit der Einhiillenden. In: Wikipedia Doppelspaltexperi-
ment. erst. 02.05.2013. https://de.wikipedia.org/wiki/Doppelspaltexperiment [11.03.2019.] license: CC BY 3.0.

6


https://de.wikipedia.org/wiki/Doppelspaltexperiment
https://de.wikipedia.org/wiki/Doppelspaltexperiment
https://www.google.de/url?sa=i&rct=j&q=&esrc=s&source=images&cd=&cad=rja&uact=8&ved=2ahUKEwiy_LWZz4TgAhXS_aQKHS4aAQQQjRx6BAgBEAU&url=https://de.wikipedia.org/wiki/Doppelspaltexperiment&psig=AOvVaw3mF1i4Kh5HHoyndHOKxDqy&ust=1548357435599229

Obwohl die Wellen- und Matrizenmechanik &uRerlich sehr verschieden waren, fiihrten
sie nicht nur zu denselben Ergebnissen, sondern waren mathematisch sogar voéllig aqui-
valent, was Schrodinger einige Jahre spater nachweisen konnte.” In den Jahren 1930 und
1932 gelang es Paul Dirac bzw. John von Neumann diese beiden Ansétze zu vereinen und
die fir heute malgebende mathematische Beschreibung der Quantenmechanik zu entwi-
ckeln. Bei dieser Darstellung werden die quantenmechanischen Zustinde als abstrakte
Elemente eines besonderen Vektorraumes, eines Hilbert-Raumes, behandelt. Dies ermég-
licht eine sehr vorteilhafte koordinatenunabh&ngige Beschreibung des Systems. Obwohl
dies auf Kosten der Anschaulichkeit geschieht, tiberwiegen fir die Wissenschaftler deut-
lich ihre Vorteile, sodass sich diese abstrakte Beschreibung als Standardsprache der
Quantenmechanik durchgesetzt hat. In den folgenden Kapiteln soll auf Grundlage der
Funktionalanalysis der mathematische Formalismus der Quantenmechanik nach von
Neumann und Dirac schrittweise erklart und in verschiedenen physikalischen Beispielen
umgesetzt werden. Dafur wird zunéchst der zu Grunde liegende mathematische Raum,
der Hilbert-Raum, definiert und mit dem £, ein fiir die Quantenmechanik wichtiges Bei-
spiel erlautert. Anschlielend soll eine besondere Teilmenge des Hilbert-Raumes, das
vollstandige Orthonormalsystem, untersucht werden, mit welchem eine strukturiertere
Beschreibung des Raumes ermdglicht wird. Bevor der Drehimpuls in einem abschlie3en-
den Beispiel naher analysiert werden kann, wird der quantenmechanische Messprozess
auf physikalischer und mathematischer Ebene untersucht. Dieser ermdglicht es, Informa-

tionen Uber das System und dessen mdgliche Zustdnde zu gewinnen.

2  Der Hilbertraum

Der Physiker Erwin Schrodinger verwendete zur Beschreibung quantenmechanischer Zu-
stdnde Wellenfunktionen. Diese kdnnen je nach Wahl der Basis sowohl im Ortsraum als
auch im Impulsraum aufgestellt werden. Um fir eine Funktion die Darstellung wechseln
zu koénnen und sie beispielsweise vom Ortsraum in den Impulsraum zu tbertragen, muss
mit Hilfe einer Fourier-Transformation ein Basiswechsel durchgefiihrt werden. Dies kann
unter Umstanden sehr aufwandig und umstandlich sein und erfordert viel mathematisches

Geschick. Stattdessen ist es v

7vgl. Eckhard Rebhan. Theoretische Physik: Quantenmechanik. Heidelberg 2008, S. 2.



orteilhaft, die Zustande unabhangig von ihren Koordinaten zu beschreiben und nach dem
Rechenprozess die richtigen physikalischen Schlusse zu ziehen. Genau dies leistet die
von von Neumann und Dirac entwickelte Formulierung der Quantenmechanik, welche
den mathematischen Apparat der Analysis und Funktionalanalysis benutzt. Auf Kosten
der Anschaulichkeit und Intuition hat diese gegenuber der Wellenmechanik den Vorteil,
guantenmechanische Zustande allgemein und unabhangig von einer speziellen Darstel-

lung zu formulieren.

Ausgangspunkt ist die Betrachtung eines quantenmechanischen Systems, das sich in ei-
nem bestimmten Zustand befindet und in dem es verschiedene beobachtbare GroRen,
sogenannte Observablen, gibt. Dabei handelt es sich beispielsweise um den Ort, den Im-
puls, die Energie oder den Spin eines Teilchens. Wie in der klassischen Physik kénnen
Informationen Uber die Eigenschaften eines Systems nur gewonnen werden, indem eine
Messung hieran durchgefihrt wird. Dieser Prozess unterscheidet sich allerdings grund-
legend von denen der makroskopischen Welt und kann daher nicht aus der klassischen
Perspektive heraus betrachtet werden. Wie diese Besonderheiten aussehen, soll im Ver-
lauf dieser Arbeit genauer beleuchtet werden. Um die theoretischen Begriffe System, Zu-
stand, und Observable etwas greifbarer zu machen, sollen sie nun anhand des quanten-

mechanischen linearen harmonischen Oszillators beispielhaft untersucht werden.

Beispiel fur quantenmechanisches System: linearer harmonischer Oszillator

Beim harmonischen Oszillator kommt einem vermutlich zunéchst derjenige aus der klas-
sischen Physik in den Sinn. Dieser beschreibt einen Massepunkt, auf welchen eine Kraft
wirkt, die proportional zum Abstand von der Ruhelage ist. Je groRer die Auslenkung aus
der Ruhelage, desto starker ist die Kraft, die auf den Kdrper in Richtung der Ruhelage
wirkt. Beim linearen harmonischen Oszillator werden nur Auslenkungen entlang einer
Achse, also der eindimensionale Fall, betrachtet. Bei diesem System handelt es sich al-
lerdings nur um ein Modell, das nicht exakt so auf reale Falle Ubertragen werden kann,
fiir viele Systeme aber eine gute N&herung darstellt. So beispielsweise auch ein Masse-
stiick, das an einer Feder hangt und nur kleine Auslenkungen aus der Ruhelage erféhrt.
Wird das Massestuck aus der Ruhelage ausgelenkt, sorgt die Ruckstellkraft fiir eine

Schwingung der Masse um seine Ruhelage.



Auch beim quantenmechanischen linearen harmonischen Oszillator handelt es sich um
ein Modellsystem, welches sich in guter N&herung auf verschiedene physikalische Kons-
tellationen anwenden ldsst. Beispielsweise konnen hierdurch die Bindungsverhéltnisse
zwischen Atomen in einem Molekul gendhert sowie Molekul- und Kristallschwingungen
beschrieben werden.® Obwohl es grundsétzlich problematisch ist, sich quantenmechani-
sche Phanomene bildlich vorzustellen und damit die Gefahr einzugehen, diese klassisch
zu interpretieren, kann dies teilweise dennoch helfen, ein Grundverstandnis fur die abs-
trakten Phanomene zu entwickeln. Allerdings sollte dabei immer im Hinterkopf behalten
werden, dass diese Bilder nicht der Realitét entsprechen und nicht verabsolutiert werden
durfen. Eine Schwingung von Atomen in einem Molekdl kénnte man sich anschaulich als
Massepunkte vorstellen, die durch Federn miteinander verbunden sind und gegeneinan-
der ausgelenkt werden. Je nach Form des Molekiils sind hierbei verschiedene Schwin-
gungsmoden mdoglich. Welche Grenzen dieses Bild allerdings mit sich bringt, wird in
Kdrze deutlich werden.

Das Modell des quantenmechanischen harmonischen Oszillators beschreibt ein Teilchen,

beispielsweise ein Elektron, das sich in einem Potential der Form
1
U(x,t) = Ekx2

befindet, wobei k eine Konstante und x die Auslenkung aus der Ruhelage beschreiben.
Die quadratische Ortsabhangigkeit dieses Potentials kann graphisch durch eine Parabel

veranschaulicht werden:

U(x)

X

Abb. 3: Potentialverlauf des linearen harmonischen Oszillators®

Die Besonderheit des quantenmechanischen harmonischen Oszillators gegeniiber dem
klassischen Modell liegt in der Quantelung der Energiezustédnde. Der Oszillator und damit

das Teilchen im Potential kann nicht beliebige Energiemengen aufnehmen, sondern nur

8 vgl. Albert Messiah. Quantenmechanik. Berlin 1991, S. 385.
9 selbst erstellt.



Portionen fester GrolRe in Form von Energiequanten, sodass nur ganz bestimmte diskrete
Energiezustande fiir dieses System maglich sind. Beim klassischen Modell ist dies an-
ders. Hier ist bekannt, dass die Feder kontinuierlich um beliebige Strecken ausgelenkt
werden kann und sich die potentielle Energie des Massestiicks dementsprechend konti-
nuierlich andert. Damit werden bereits die ersten Grenzen der klassischen Verbildlichung
der Molekilschwingungen deutlich. Diese kénnen nicht wie die klassische Feder belie-
bige Energiemengen aufnehmen, sondern nur ganz bestimmte diskrete Werte. Ein weite-
rer Unterschied besteht im Energiewert des Grundzustandes. Ist das Massestlick in Ruhe
an der Feder montiert, ohne ausgelenkt zu sein, so besitzt es keine potentielle Energie.
Der quantenmechanische harmonische Oszillator besitzt allerdings auch im Grundzu-
stand, also am absoluten Temperaturnullpunkt bei T = 0K, einen von null verschiedenen
Energiewert, die Nullpunktsenergie E,. Die Ursache hierfiir liegt im Pauli-Prinzip. Dies
soll allerdings erst spater genauer betrachtet werden. Abhéngig von der Energie, die im
harmonischen Oszillator gespeichert ist, befindet er sich auf einem anderen Energieni-
veau. Wird von aulRen Energie zugefiigt, beispielsweise durch das Einstrahlen von Licht,

wechselt er auf ein hdheres Energieniveau.

Nun kénnen diesem quantenmechanischen Beispiel die oben eingefiihrten Begriffe zuge-
ordnet werden: Beim betrachteten System handelt es sich um den quantenmechanischen
linearen harmonischen Oszillator. Dieser kann verschiedene Zustande annehmen, bei-
spielsweise den Grundzustand. Der Zustand ist abh&ngig davon, wie viel Energie im Sys-
tem gespeichert ist. Als messbare GroRe, als Observable, interessiert dementsprechend

dieser Energiewert.

Physikalisches Konstrukt Beispiel

System S quantenmechanischer linearer
harmonischer Oszillator

Zustand = Energiezustand

Observable S Energie

Das Beispiel des quantenmechanischen harmonischen Oszillators soll wéhrend der ge-
samten Arbeit schrittweise untersucht und anhand dessen sollen die jeweiligen Definiti-

onen und mathematischen Strukturen verdeutlicht werden.
10



Nachdem mit dem quantenmechanischen harmonischen Oszillator ein konkretes physi-
kalisches Beispiel eingefuhrt wurde, soll nun die mathematische Beschreibung der vier

Elemente System, Zustand, Observable und Messprozess untersucht werden:

Das quantenmechanische System wird nach der Abhandlung von Neumanns durch einen
speziellen Vektorraum, einen Hilbert-Raum # tber dem Korper der komplexen Zahlen
C, dargestellt. Bei diesem handelt es sich um eine Menge von Vektoren, auf der bestimmte
Rechenoperationen und Strukturen definiert sind. Die Elemente des Hilbert-Raumes,
sprich die Vektoren y € #, beschreiben die Zustéande dieses Quantensystems. Unter der
Bezeichnung Vektoren sind allerdings keine vektoriellen GroRRen zu verstehen, die durch
Betrag und Richtung charakterisiert werden, wie es fir einen Physiker zundchst intuitiv
denkbar ware, sondern ganz allgemein die Elemente eines Vektorraumes und damit ins-
besondere auch eines Hilbert-Raumes. Handelt es sich hierbei aber beispielsweise um den
R? oder den R3, so kann durchaus zur Veranschaulichung auf die Pfeildarstellung zu-
riickgegriffen werden. In dem fur die Quantenphysik wichtigen Hilbert-Raum £, sind die
Elemente, sprich die Zustandsvektoren, dagegen Funktionen bzw. Funktionenklassen, bei
denen eine solche Darstellung nicht méglich ist. Dieser Raum wird spater detaillierter

betrachtet werden.

Zur Darstellung einer Observablen dient ein selbstadjungierter Operator A, der auf dem
Hilbert-Raum definiert ist. Bei einem solchen Operator handelt es sich um eine lineare
Abbildung von H in H, welche einen Vektor aus diesem Raum auf einen anderen Vektor
hieraus abbildet und nur reelle Eigenwerte besitzt.!® Zur Beschreibung des quantenme-
chanischen Messprozesses muss die Eigenwertgleichung des entsprechenden Operators
gelost werden. Die zugehorigen Eigenwerte bilden dann die mdglichen Messwerte fiir die
Observable. Soll also beispielsweise die Energie eines Zustands bestimmt werden, so
muss die Eigenwertgleichung des Energieoperators geltst werden. Die so bestimmten

Eigenwerte stellen die mdglichen Energiewerte des Systems dar.

In Gbersichtlicher Weise sieht die Zuordnung der physikalischen Konstrukte zu den ma-

thematischen Beschreibungen demnach wie folgt aus:

10 ygl. Hans Jiirgen Korsch. Mathematik der Quantenmechanik. Hannover 2013, S. 13.
11



Physikalisches Konstrukt Mathematische Beschreibung

System = Hilbert-Raum H (ber C

Zustand = Vektory € H

Observable = selbstadjungierter Operator A auf #
Messprozess S Eigenwertproblem11

Wie diese Zusammenstellung bereits deutlich macht, bildet der Hilbert-Raum die grund-
legende Struktur, die fur die mathematische Beschreibung der Quantenmechanik notwen-
dig ist. In ihm leben die Zustande des Systems und die Operatoren bilden lineare Abbil-

dungen vom Hilbert-Raum in ihn selber. Dieser ist wie folgt charakterisiert:
Ein Hilbert-Raum ist

1) ein Vektorraum uber dem Kdorper der komplexen Zahlen C
2) auf welchem ein Skalarprodukt definiert ist

3) und welcher vollstandig ist.

Diese drei Eigenschaften sollen im Folgenden schrittweise erldutert und anhand von Bei-

spielen plausibel gemacht werden.

2.1 Vektorraum Uber einem Zahlenkorper

Bei einem Vektorraum handelt es sich um eine Menge von Elementen, die nach ganz
bestimmten Regeln miteinander verkniipft werden kdnnen. Hierzu zahlen die Addition
zweier Vektoren sowie die Multiplikation eines VVektors mit einer Zahl, die sogenannte
skalare Multiplikation. Diese Zahl stammt allerdings nicht aus der Menge der Vektoren,
sondern aus dem zugrundeliegenden Korper, beispielsweise den komplexen Zahlen. Um
den Vektorraum mathematisch in seiner Gesamtheit definieren zu kénnen, werden zu-
néchst die Strukturen Gruppe und Korper betrachtet und anschlieend zu dem grél3eren

Gebilde Vektorraum zusammengesetzt.

11 ygl. Hans Jirgen Korsch. Mathematik der Quantenmechanik, S. 13.
12



2.1.1 Gruppe

Eine Gruppe (G,°) ist eine Menge von Elementen G = {g, h, k ...} versehen mit einer

Verknupfung
o:GXG—QG, (g h)— goh,
sodass folgende Eigenschaften erfillt sind:

e Esgibt ein neutrales Element, also ein Element e € G mit der Eigenschaft
ecg=gundgoe=gfiralleg €G.
e Furjedes g € G gibt esein inverses Elementh e Gmitgoeh=eundho g =e.

e Firalle g, h, k € G gilt das Assoziativgesetz (g o h) ok = go (hok)

Ist zusatzlich die Reihenfolge bei der Verknlpfung der Elemente vertauschbar, also stim-
men ho g und g o h fur alle g, h € G berein, so wird G als abelsche (kommutative)
Gruppe bezeichnet.

Beispiel fir eine Gruppe: Die ganzen Zahlen Z

Ein Beispiel fir eine abelsche Gruppe sind die ganzen Zahlen mit der Addition als Ver-

kniipfung. In verkirzter Schreibweise sagt man: (Z, +) bildet eine Gruppe.

= Neutrales Element ist die 0, denn fir alle x € Z gilt: x + 0 = x und 0 + x = x.
= Das Inverse zu einem Element x wird durch dieselbe Zahl mit umgedrehtem Vor-
zeichen dargestellt: —x. Es gilt x + (—x) = 0und (—x) + x = 0.
= Das Assoziativgesetz ist fur alle g, h, k € Z erfullt.
Beispiel: 2+ 3+ (—4))=1=(2+3) + (—4)

Weitere Beispiele fiir Gruppen bilden die reellen Zahlen mit der Addition (R, +) oder die
reellen Zahlen ohne Null mit der Multiplikation (R \ {0}, - ). Bei letzterem Beispiel ist

die eins das neutrale Element und die reelle Zahl x besitzt das Inverse % Die gesamte

Menge der reellen Zahlen einschlie3lich der Null bilden aber beztglich der Multiplikation
keine Gruppe, da die Null kein multiplikatives Inverses besitzt. Diese Erkenntnis spielt

im Folgenden bei der Kdrperkonstruktion eine wichtige Rolle.

13



2.1.2 Korper

Jeder Vektorraum benétigt einen Korper, ber dem er definiert werden kann und mit des-
sen Elementen die skalare Multiplikation ausgefuhrt wird. Anders als bei einer Gruppe
werden bei einem Korper zwei Verknlpfungen auf einer Grundmenge definiert, welche

ebenfalls besondere Eigenschaften erfullen missen.

Die Menge K, wobei hier K = {a, b, c, ...} gelten soll, heil’t Kdrper, wenn auf ihr die
beiden Verknupfungen Addition und Multiplikation definiert sind und diese folgende Be-

dingungen erfillen:
Die Menge K ist beziiglich der Addition
+: K XK - K, (a,b) — a+b
eine abelsche (kommutative) Gruppe.
Die Menge K* = K \ {0} muss beztglich der Multiplikation
K*x K*-> K*, (a,b) — a-b
eine abelsche Gruppe bilden.
Zudem muss fur alle a, b, ¢ € K das Distributivgesetz erfiillt werden:
a-(b+c)=a-b+a-c und (a+b)-c=a-c+b-c

Dieses Rechengesetz schreibt die Verknulpfung der zuvor getrennt behandelten Addition
und Multiplikation vor.

Fir einen Korper muss die Grundmenge ohne Null beziiglich der Multiplikation eine
Gruppe bilden. Dies ist, wie oben untersucht, bei den reellen Zahlen der Fall. Da diese
auch die Gbrigen Bedingungen erftllen, bilden sie einen Korper. Weitere bekannte Ver-
treter sind die rationalen Zahlen (Q, +,-) und die komplexen Zahlen (C, +,). Die Menge
der ganzen Zahlen Z bildet keinen Korper, da diese bezlglich der Multiplikation keine

Inversen besitzen.

Wie in der Zusammenstellung unter Kapitel 2 bereits angedeutet, gentigt es flr die Quan-
tenmechanik nicht, den Korper der reellen Zahlen als Grundlage fir den Vektorraum zu
verwenden. Stattdessen muss auf den Korper der komplexen Zahlen zurtickgegriffen wer-
den, welcher im Folgenden genauer behandelt werden soll.
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Beispiel fiir einen Korper: Die komplexen Zahlen C

Die komplexen Zahlen, abgekirzt durch das Symbol C, bilden eine Erweiterung der reel-
len Zahlen. Ursache daftir, den Korper der reellen Zahlen vergrofRern zu missen, ist die
folgende Gleichung, welche in R nicht geldst werden kann, da es hier nicht méglich ist,

aus negativen Zahlen die Quadratwurzel zu ziehen:
z2+1=0 (Gleichung 2.1)

Ziel ist es, den Korper der reellen Zahlen so zu einem grofieren Korper C zu erweitern,
dass die Losung von Gleichung 2.1 und ganz R enthalten sind. Dieser wird Korper der
komplexen Zahlen genannt. Da C einen Korper bilden soll, missen hier die Verkntpfun-
gen Addition und Multiplikation definiert sein. Wie diese genau aussehen wird deutlich,

wenn man die Darstellung der komplexen Zahlen untersucht.

Jede komplexe Zahl kann als Paar zweier reeller Zahlen geschrieben werden. Fiir z € C
mit z = (x,y) beschreibt x € R den Realteil und y € R den Imaginéarteil von z. Eine
weitere Schreibweise ist durch z = x + iy gegeben. Hierbei bezeichnet der Buchstabe i
die imaginare Einheit, welche zum einen den Imaginarteil einer komplexen Zahl kenn-

zeichnet und zum anderen Gleichung 2.1 16st:
i?=-1

Die zuletzt prasentierte Darstellung legt die Berechnung von Summe und Produkt zweier
komplexer Zahlen nahe. Fir z;,z, € C mit z; = x; + iy; und z, = x, + iy,, wobei

X1,%2,Y1, Y2 € R, seien diese Rechenoperationen wie folgt definiert:

Summe: Bei der Addition werden die Realteile und die Imaginéarteile der komplexen

Zahlen jeweils addiert:
7y + 25 = (g +iy1) + O +iy2) = (1 +x2) +i(y1 + ¥2)

Die imaginére Einheit i kann dabei wie eine Variable gehandelt werden. Diese Regelung

kommt auch bei der Multiplikation zweier komplexer Zahlen zur Anwendung.

Produkt: Dies funktioniert wie das Ubliche Ausmultiplizieren von Klammern. Einziger

Unterschied ist, dass die Potenz i? durch die Zahl —1 ersetzt wird:

Z1 2y = (X +iyp) - (xp +iy2) = x1%3 + ix1y, +iy1x, + iz}’l}’z
= (x1x2 — y1y2) + i(x1Y2 + X2)1)
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Zu jeder komplexen Zahl z = x + iy kann durch Z = x — iy die komplex konjugierte
Zahl angegeben werden. Diese kommt also dadurch zustande, dass das Vorzeichen des

Imaginéarteils umgekehrt wird.

Eine reelle Zahl kann als Punkt auf der Zahlengerade dargestellt werden, wie beispiels-

weise hier die Zahl 3 markiert ist.

-1 0 1 2 X 4 5 6 7

w

Abb. 4: Zahlenstrahl zur Illustration der reellen Zahlen*?

Anders sieht die graphische Darstellung der komplexen Zahlen aus. Wie die Schreibweise
einer solchen als Paar zweier reeller Zahlen z = (x, y) bereits nahelegt, ist hierfiir eine
zweidimensionale Ebene notwendig. Diese wird als komplexe Zahlenebene bezeichnet.
Der Realteil von z legt die Koordinate in Richtung der reellen Achse (Abszisse) und der
Imaginarteil von z die Koordinate in Richtung der imagindren Achse (Ordinate) fest. Die
komplexen Zahlen z; = 4 4+ i und z, = 2 + 3i kdnnen demnach wie folgt dargestellt

werden:

)

Re

Abb. 5: Darstellung zweier komplexer Zahlen in der komplexen Zahlenebene®®

Ein beliebiger Punkt z besitzt dementsprechend den Abstand

r=|z| =x2+y2 =+/zz

vom Ursprung des Koordinatensystems. Dies entspricht der Berechnung mit Hilfe des

Satzes von Pythagoras, wobei das betrachtete Dreieck durch den Verbindungsvektor von

12 selbst erstellt.
13 selbst erstellt.
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z zum Ursprung sowie durch die Achsenabschnitte erzeugt wird. Mathematisch wird hier-
durch der Betrag der komplexen Zahl z berechnet, der mit der L&nge des Pfeils (iberein-

stimmt.

Die Addition von komplexen Zahlen entspricht der Vektoraddition in der reelle Zahlen-

ebene:

Firz; = (4,1) =4 +iund z, = (2,3) = 2 + 3i lasst sich dies exemplarisch wir folgt

darstellen:

Z3=21+2,=(4,1)+2,3) =4 +2,1+3)=(6,4) =6+ 4i

Im

Re

-2

Abb. 6: Addition zweier komplexer Zahlen in der komplexen Zahlenebene!*

Die zu z = x + iy komplex konjugierte Zahl Z = x — iy kann ebenfalls graphisch inter-
pretiert werden. Sie entspricht dem an der y-Achse gespiegelten Punkt in der komplexen

Zahlenebene:

zi=(,-1)=4-i

Re

Abb. 7: Komplexe Konjugation in der komplexen Zahlenebene®®

14 selbst erstellt.
15 selbst erstellt.
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2.1.3 Vektorraum

Mit der Gruppe und dem Korper sind nun die grundlegenden Strukturen beschrieben,
sodass hieraus der Vektorraum zusammengebaut werden kann. Dieser besteht aus einer
Menge IV von Vektoren und den zwei Verknlpfungen Vektoraddition und skalare Multi-
plikation, welche bestimmte Axiome erfullen missen. Die Vektoraddition legt fest, wie
die Elemente aus V untereinander addiert werden kdnnen. Die skalare Multiplikation be-
schreibt die Multiplikation eines Vektors mit einem Skalar, wodurch der Vektor anschau-
lich gesehen entsprechend gestreckt oder gestaucht wird. Das skalare Element stammt
dabei aus dem vorher festgelegten Korper, iber dem der Vektorraum definiert worden ist.
Ein Vektorraum kann demnach nicht ohne einen Kdrper angegeben werden. Aufgrund
der Notwendigkeit fur viele physikalische Anwendungen soll in dieser Arbeit der Vek-

torraum immer tber dem Korper der komplexen Zahlen definiert sein.

In Vorausschau auf die Verwendung von griechischen Buchstaben wie y (Psi), ¢ (kleines
Phi) oder ¢ (grof3es Phi) fiir die Beschreibung der Zustdnde des quantenmechanischen
Systems als Elemente des Hilbert-Raumes, werden diese bereits hier als Vektorraumele-

mente benutzt.
Die formale Definition des Vektorraumes lautet schlieRlich wie folgt:

Eine Menge V = {1, ¥, Y3, ...} von Vektoren heilit Vektorraum beziiglich eines Kor-
pers (K,+, -), wenn die beiden Verknupfungen Vektoraddition und skalare Multiplika-

tion wie folgt definiert sind:
Bezuglich der Vektoraddition
@: VXV, W1, ¥2) » Y1 B Y,
muss die Menge V eine abelsche Gruppe bildet.
Far die skalare Multiplikation
KXV -V, ALY) P10 Y,
mussen fir alle ¥4, y,, Y3 € V und A, u € K folgende Bedingungen erfillt sein:

e AbgeschlossenheitinV: 1 ©@y, €V
e Die skalare Multiplikation ist distributiv beztglich der Vektoraddition:
20 ¥ ®Y2) = (10 Y1)® (10 Y2)
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e Die skalare Multiplikation ist distributiv beziglich der skalaren Addition:

A+ OY;=A0Y)® (UOYPy)
e Esgilt das Assoziativgesetz: A - (u @ ;) = (A- 1) © Y,

Aus den Axiomen ergeben sich unmittelbar diese Folgerungen:

00Y; =0 10y, =Y, —10YP;, = —P, 100=0

Um in den folgenden Kapiteln das Lesen zu vereinfachen, wird fiir die Vektoraddition
analog zur Addition in einer Gruppe oder einem Korper das Symbol + und fir die skalare
Multiplikation ebenfalls wie fur die Multiplikation im Koérper das Symbol - verwendet.
Die intendierte Verknupfung ergibt sich eindeutig aus dem Kontext, sodass keine Ver-

wechslungsgefahr mit der skalaren Addition und der Multiplikation besteht.

Beispiel 1 fir einen Vektorraum: Die euklidische Ebene R?

Das erste Beispiel, das einem bei dem Begriff Vektorraum in den Sinn kommt, ist der
reelle Koordinatenraum R™, welchen Euklid in seinem Werk Stoicheia (Die Elemente)
als "Raum unserer Anschauung” bezeichnete. Dieser Raum ist sehr anschaulich und auch
die in den nachsten Kapiteln behandelten Begriffe Norm und Metrik sind hier intuitiv
verstéandlich. Beim R™ handelt es sich per Definition automatisch um einen Vektorraum
uber dem Korper der reellen Zahlen, weshalb der zugrundeliegende Korper hier nicht
extra benannt werden muss. Fiir n = 2 wird der Vektorraum R? als euklidische Ebene
bezeichnet. Seine Vektoren sind die 2-Tupel mit Elementen aus dem Korper der reellen
Zahlen. Die Vektoraddition und die skalare Multiplikation sind komponentenweise defi-

niert:
. V1 Uuq 2 . .
Seienv = v,) %= u, € R* mit v, vy, uy,u, € Rundsei 1 € R.

Dann gelten fiir die Vektoraddition und die skalare Multiplikation:

Ve + ul)
(%) + U,

_ /1'171
A v—(/l_v)

v+u=(
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Entsprechend diesen Definitionen werden in jeder Komponente Verknlpfungen nur zwi-
schen Korperelementen gebildet, sodass alle Vektorraumaxiome erfillt werden. Bei R?
handelt es sich also um einen Vektorraum. Eine analoge Argumentation ist allgemein fiir
den reellen Koordinatenraum R™ giltig, denn auch hier werden die Vektoraddition und

die skalare Multiplikation koordinatenweise durchgefiihrt.

Beispiel 2 fiir einen Vektorraum: C|[a, b]

Durch C[a, b] wird die Menge der komplexwertigen stetigen Funktionen tber dem end-
lichen Intervall [a, b] definiert. Komplexwertig bedeutet, dass die Funktionen in den Kor-
per der komplexen Zahlen abbilden. Dieser Vektorraum beinhaltet dementsprechend alle
stetigen Funktionen, welche die Elemente aus dem Intervall [a, b] auf eine komplexe Zahl
abbilden.

Der Vektorraum C[a, b] ist Giber den komplexen Zahlen definiert und erklart die Vekto-

raddition und die skalare Multiplikation fir f(x), g(x) € C[a, b] und a € C wie folgt:
Addition: (f+9)(x) =f(x)+ g(x) € Cla,b]
Skalare Multiplikation: (af)(x) = af(x) € C[a, b]

Dieser Raum wird spater noch einmal aufgegriffen und auf die Gbrigen Eigenschaften des

Hilbert-Raumes hin untersucht.

Die Vektoraddition und die skalare Multiplikation ermdglichen es also, Elemente des
Raumes zu addieren, sie zu strecken und zu stauchen. Sie erlauben eine lineare Uberla-
gerung der Vektoren. Genau diese mathematischen Mdglichkeiten sind notwendig, um
die quantenmechanischen Zustande ganzlich und den experimentellen Befunden entspre-
chend beschreiben zu kdnnen. Wie in der Einleitung kurz angesprochen wurde, beschreibt
die Schradingergleichung die zeitliche Entwicklung der méglichen Zustande, die diese
Gleichung lésen. Betrachtet man ihre Struktur genauer, wird deutlich, dass es sich um
eine lineare Differentialgleichung handelt. Im Ortsraum ist sie wie folgt definiert:

(X, t) h?

—— A% Y&, t) + UE, OY(E, )

ih ot T 2m
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Die Eigenschaft der Linearitat hat wichtige Konsequenzen. Angenommen die Zustands-
vektoren i, (X, t) und ¥, (%, t) sind fur ein bestimmtes quantenmechanisches System mit
dem Potential U(X,t) Lésungen der Schrédingergleichung, dann ist auch eine Linear-

kombination v, (X, t) und ¥, (X, t) der Form
Y, t) = 1,,(%, ) + 1,0, (%, t) (Gleichung 2.2)
mit komplexen Zahlen A, und A, eine LAsung.

Dies wird beispielsweise bei der Untersuchung des Interferenzversuchs von Elektronen
am Doppelspalt deutlich, welcher eine Uberlagerung der Materiewellen demonstriert. Ist
nur der linke bzw. nur der rechte Spalt gedffnet, so werden die Elektronen alleine durch
die Wellenfunktion 1, bzw. 1, beschrieben. Bei der Offnung beider Spalte ergibt sich
eine Uberlagerung dieser beiden Wellenfunktionen gemaR Gleichung 2.2. Erst hier
kommt es zu einer Interferenz der Elementarwellen, welche die in Abbildung 2 gezeich-

nete Intensitatsverteilung erzeugen.®

2.2 Das Skalarprodukt

Mit dem vorherigen Kapitel wurde die Grundstruktur des Hilbert-Raumes als Vektorraum
uber den komplexen Zahlen behandelt. Nun ist es laut Punkt 2 der Definition des Hilbert-
Raumes notwendig, den Vektorraum neben der Vektoraddition und der skalaren Multi-
plikation mit einer weiteren Rechenoperation zu versehen. Dem Skalarprodukt. Dieses
wird auch als inneres Produkt bezeichnet und legt fest, wie zwei Vektoren, miteinander
multipliziert werden konnen. Als Ergebnis entsteht beim Skalarprodukt allerdings kein
Vektor, sondern ein Element aus dem zugrundeliegenden Kdrper, also ein Skalar, woher
auch die Bezeichnung Skalarprodukt stammt. Dieses Produkt ermdglicht es, die Lange
eines Vektors sowie Abstdnde und Winkel zwischen zwei Vektoren formal zu beschrei-
ben.!” Ein Vektorraum iiber dem Korper der komplexen Zahlen, versehen mit einem Ska-

larprodukt, wird als unitarer Raum bezeichnet.8

16 vgl. Wolfgang Kinzel. Skript Theoretische Physik 1, S. 79.
7 vgl. Siegfried GroRmann. Funktionalanalysis im Hinblick auf Anwendungen in der Physik. Wiesbaden 2014, S. 31.
18 ygl. Jens Jordan, Skript: Lineare Algebra, S. 44.
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Eine Abbildung

() : VXV -, W, ) = (P, @)

heilt Skalarprodukt (oder inneres Produkt), wenn fir alle ¥, ¥41,v¥,, @, 91,9, € V und

a € C folgende Eigenschaften erfillt sind:

e Hermitizitat: (i, @) = (@, )
Diese Eigenschaft legt fest, dass das Skalarprodukt zweier Vektoren nur genau
dann kommutativ ist, wenn das Ergebnis eine rein reelle Zahl ist, denn nur hier
stimmen die urspringliche Zahl und ihre komplex konjugierte tberein

e Linearitat im zweiten Argument: (Y, a - @) = a(y, ),
W, 01+ @2) =Y, 01) + (Y, 92)

e Positive Definitheit: (Y, y) = 0und (Y, P) =0 P =0

Aus den Axiomen folgen fur alle ¥, Y4, ¥, ¢ € V und Va € C diese Eigenschaften:

= {a-p,p)=a-(Y,e)denn(a-P, @) =(p,a )= alp,P) =a- (Y, ¢)
= (Y1 + Yo, 0) = (Y1, @) + (Y, @), denn (Y1 + Yo, @) =@, Y1 + P,) =

((Pr 1,[)1> + <§0: 1!)2) = (lplr QD) + (ll)Zl (p>

= (,y) ist sicherlich reell, denn es muss gelten: (y, ) = (Y, ) © P € R. Eine
komplexe Zahl stimmt ndmlich nur dann mit ihrer komplex konjugierten Gberein,
wenn ihr Imaginérteil null und die Zahl damit rein reell ist.

= Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung ist erfullt: [(y, @)| < |[¥] - el

Beispiel fiir einen unitdren Raum: Der reelle Koordinatenraum R™

Im reellen Koordinatenraum ist das Skalarprodukt zweier Vektoren

Uy Uy
v= < : ),u = ( : ) € R™, mitvy, ..., v, Uy, ..., U, ER
UTL un

komponentenweise definiert:

Un un
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In einem unitaren Raum V gibt es verschiedene Ursachen dafir, dass das Skalarprodukt

zweier Vektoren null ist. Es ist zwangslaufig dann null, wenn einer der Faktoren null ist:
Aus Y =0o0derp =0 folgt (Y,p)=0
Die umgekehrte Folgerung gilt im Allgemeinen aber nicht. Der Fall
Y =(10€eR? ¢=(01) € R?
(¥, 9)=(1-0,0-1) =(0,0)

zeigt ein Gegenbeispiel. Hier ist das innere Produkt der Elemente 1 und ¢ eines unitaren
Raums null, ohne dass einer der Vektoren null ist. Diese Gleichung liefert eine wichtige

Information Uber die Konstellation der Vektoren iy und ¢.

Zwei Vektoren i, @ € V eines unitdren Raumes werden als orthogonal oder senkrecht

zueinander bezeichnet, wenn deren Skalarprodukt null ergibt:

(¥, 9) = 0.
In diesem Fall wird die Schreibweise i L ¢ verwendet.

Hier ist nicht gefordert, dass beide Vektoren ungleich null sein missen. Dies bedeutet der

Nullvektor steht auf allen anderen Vektoren aus dem unitaren Raum senkrecht.®

Diese Eigenschaft wird furr die Konstruktion des vollstandigen Orthonormalsystems noch
eine wichtige Rolle spielen. Hierbei handelt es sich um eine Teilmenge des Hilbert-Rau-
mes, wobei mit deren Elementen jeder beliebige Vektor des Hilbert-Raumes durch eine
Linearkombination dargestellt werden kann. Es wird sich herausstellen, dass jeder quan-
tenmechanische Zustand eine Uberlagerung aus sogenannten Eigenvektoren darstellt, die

gemeinsam ein vollstandiges orthonormales System bilden.

Das Skalarprodukt leistet sogar noch mehr als die Multiplikation zweier Vektoren und
die Uberprifung von deren Orthogonalitat. Es ermdglicht jedem Element aus dem Vek-
torraum anschaulich gesehen eine Art La&nge zuzuordnen, eine sogenannte Norm. Sym-
bolisch durch doppelte Betragsstriche dargestellt, wird sie durch das Skalarprodukt wie

folgt definiert:

lll: = v, )

19 vgl. Siegfried GroRmann. Funktionalanalysis im Hinblick auf Anwendungen in der Physik, S. 43.
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Mit Hilfe der Norm lasst sich unmittelbar auch eine Metrik d, also eine Abstandfunktion

zwischen zwei Elementen v, ¢ aus dem Vektorraum definieren als

a@, ) = llY — ell.

Diese Vorschriften erfiillen die Axiome einer Norm bzw. einer Metrik, welche in den

folgenden Unterkapiteln beschrieben werden sollen.?

2.2.1 Normierter Raum

Bei einer Norm handelt es sich um eine Abbildung || - || von einem Vektorraum V Uber

einem Korper K in die Menge der nichtnegativen reellen Zahlen R{,
[I-11:V - R, Y= |l

welche fiir alle 1p € V und a € K folgenden Eigenschaften erfillt:21

e Positive Definitheit: ]l = 0, wobei gilt: ||y =0 &y =0
e Homogenitat: |- Yl = la] - 1]l
e Dreiecksungleichung: Y+ vl < [lYll + vl

Ein Vektor y € V heilst normiert oder Einheitsvektor, wenn seine Norm eins betragt.

Wl =1

Beispiele fiir Normen in der euklidische Ebene R?

Far einen Vektorraum gibt es aber nicht nur die eine Norm, sondern meist existieren meh-
rere Moglichkeiten eine solche zu definieren. Um dies plausibel zu machen, soll unsere

Zeichenebene, der VVektorraum R?, betrachtet werden.

20 ygl. Siegfried GroBmann. Funktionalanalysis im Hinblick auf Anwendungen in der Physik, S. 27 f.
21 ygl. Siegfried GroRmann. Funktionalanalysis im Hinblick auf Anwendungen in der Physik, S. 27.
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e Hier kann beispielsweise die euklidische Norm eines Vektors v € R? durch die
Vorschrift

lvll.: = fvlz + v2

definiert werden. Diese beschreibt anschau-

lich die L&nge des Vektors und entspricht

deren Berechnung mit dem Satz des Pytha-

goras. Abb. 8: Illustration der euklidischen Norm??
e Auch durch die Vorschrift
lvlly = lvy| + |v2]

wird auf der euklidischen Ebene eine Norm definiert, die sogenannte 1-Norm.
Umgangssprachlich wird sie auch als Manhattan-Norm bezeichnet. Da es in die-

sem Stadtteil New Yorks nur StralRen von Nord

1 D]

nach Sud und von West nach Ost gibt, be- E | I‘: ]
. L =i (W sl [

schreibt diese Norm anschaulich die Lange der  ______ _____. Vg--
Strecke, die man von einem definierten Null- i x| -] D

1 1
punkt aus zu einem bestimmten Haus zurtickle- DO 1']1 =) (B
gen muss. % -

Abb. 9: lllustration der 1-Norm?3

Wie diese Beispiele zeigen, ist es nicht der Normalfall die Norm durch ein Skalarprodukt
zu definieren. Aber gerade dies ist die wichtige Voraussetzung fur den Hilbert-Raum. In
diesem Raum wird genau die Norm verwendet, welche vom Skalarprodukt erzeugt wird.

Oben wurde die vom Skalarprodukt induzierte Norm wie folgt definiert:

Wl = V¥, )

Diese Vorschrift beschreibt tatsachlich eine Norm, wie folgende Uberpriifung der einzel-

nen Axiome beweist:

22 selbst erstellt.
23 selbst erstellt.
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e Die positive Definitheit ist erfullt, da das Skalarprodukt selbst die positive Defi-

nitheit erfillen muss. Die Wurzel andert daran nichts.
e homogen, denn: [la - Yll: = {a -, a - ) = Jaa@, ¥) = |al - [Pl
e Mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung gilt:
lp+oll>=W+o,v+0)=W+oP)+ Y+, )

<l + ol llpll + llp + oll llell
Wenn ||y + ¢|| = 0, so ist die Dreiecksungleichung definitiv erfulit.

Fur [l + ¢l # 0 kann die Norm [|y) + ¢|| auf beiden Seiten gekiirzt werden und

die Dreiecksungleichung ist ebenfalls bewiesen.?*

2.2.2 Metrischer Raum

Uber die Norm wird anschaulich die Linge eines Vektors, also der Abstand vom Ur-
sprung zu einem Punkt, definiert. Durch die Metrik kann dies verallgemeinert und auch
der Abstand zwischen zwei beliebigen Elementen des Vektorraums berechnet werden.
Sowohl bei der Norm, als auch bei der Metrik mussen die Bezeichnungen Lange und
Abstand vorsichtig behandelt werden, denn bei weniger anschaulichen Rdumen als im
R™, wie beispielsweise in einem Funktionenraum, ist diese Interpretation nur noch im
Ubertragenen Sinne moglich. Um von der bildlichen Vorstellung etwas Abstand zu ge-
winnen, wird fur die Metrik h&ufig auch die Bezeichnung Unterschied verwendet. Ma-
thematisch gesehen handelt es sich bei dem Strukturelement Metrik um eine Abbildung,

welche je zwei Elementen aus dem Vektorraum eine nicht negative reelle Zahl zuordnet.
Fur den Vektorraum V heil3t die Abbildung

d: VxXV-RY, W, ) » d@W, 9)
Metrik auf V, wenn fiir alle ¢, ¢, ¢ € V folgende Bedingungen erftillt sind:

e Positive Definitheit: d(y, @) = 0, wobei gilt d(,9) =0 @Y =¢

o Symmetrie: d(¥, ) = d(¢,¥)
e Dreiecksungleichung: d(¥, @) < d, ¢) + d(¢p, p)

Das Paar (V, d) wird dann als metrischer Raum bezeichnet.?®

24 ygl. Siegfried GroRmann. Funktionalanalysis im Hinblick auf Anwendungen in der Physik, S. 33.
25 ygl. Siegfried GroRmann. Funktionalanalysis im Hinblick auf Anwendungen in der Physik, S. 24.
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Beispiel fiir metrischen Raum: Die euklidische Ebene R?

Der Abstand zwischen zwei Elementen u, v aus der euklidischen Ebene kann mit Hilfe

des Satzes von Pythagoras berechnet werden:

d(u,v) = \/(u1 —v1)% + (uy — v,)?

Der Abstand dieser beiden Vektoren u, v kann auch als die Lange des Verbindungsvek-

tors u — v interpretiert werden.

Wie dieses Kapitel zeigt, ist das Skalarprodukt ein wichtiges Strukturelement fiir Vektor-
raume. Dementsprechend groB ist seine Bedeutung flr die Physik und spielt auch in der
Quantenmechanik eine wichtige Rolle. Um dies zu demonstrieren, soll der Interferenz-
versuch von Elektronen an einem Doppelspalt erneut aufgegriffen werden. Hierbei wer-
den Elektronen, mathematisch durch die Zustandsfunktion iy beschrieben, von einer
Quelle ausgehend auf einen Doppeltspalt geschossen und dahinter auf einem Schirm de-
tektiert. Je hoher die Intensitat an einem Punkt ist, desto mehr Elektronen sind an dieser
Stelle auf den Schirm getroffen. Es besteht ein proportionaler Zusammenhang zwischen
der Intensitatsverteilung I(x) und der Auftreffwahrscheinlichkeit P(x) eines Elektrons
auf dem Schirm in einem bestimmten Bereich um den Punkt x dividiert durch die Aus-
dehnung Ax dieses Bereichs. Der Quotient P(x)/Ax gibt die Wahrscheinlichkeitsdichte
an und wird mathematisch durch das Betragsquadrat der Wellenfunktion berechnet, wel-

ches wiederum durch das Skalarprodukt bestimmt werden kann:

I~y

Die Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Elektrons in einem bestimmten Raumvolumen
lasst sich durch die Summe Uber die Wahrscheinlichkeitsdichten in allen Punkten bestim-

men. Da der Raum allerdings kontinuierlich ist und unendlich viele Punkte besitzt, muss

das Integral verwendet werden. Der Ausdruck fV ||%dx gibt die Wahrscheinlichkeit da-

fur an, das Teilchen im VVolumen V zu messen.

Wird davon ausgegangen, dass das behandelte Teilchen wirklich existiert, so ist es sicher,
dass es sich irgendwo im Raum aufhalten muss. Das Integral der Wahrscheinlichkeits-

dichte Gber den gesamten Raum muss also eins ergeben.
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lep(f, H2d3x =1

Hierbei handelt es sich allerdings um eine Darstellung im Ortsraum. Ziel dieser Arbeit ist
jedoch eine darstellungsunabhéngige Formulierung zu finden, was ja gerade durch den
Hilbert-Raum maglich wird. Hierin I&sst sich die Aufenthaltswahrscheinlichkeit durch

das Skalarprodukt beschreiben:

W) = f (&, O)[2d% = 1

Dementsprechend ist auch die Norm fur die Quantenzustéande hdochst bedeutsam. Da diese
direkt durch das Skalarprodukt induziert wird und sie sich durch die Wurzel des Skalar-

produktes berechnet, muss auch sie fur die hier behandelten Zustande eins ergeben:

lwll = (b, ) = J[TWE t)[2d3x = 1%

2.3 Vollstandiger Raum

Ein wichtiger Inhalt im mathematischen Teilgebiet der Analysis ist die Untersuchung von
Folgen, also von Auflistungen endlich oder unendlich vieler fortlaufend nummerierter

Elemente. Die Aufzéhlung
(Newton, Maxwell, Einstein, Schrodinger, Heisenberg, Feynman, Heisenberg, Hawking)

stellt eine endliche Folge dar, welche die Nachnamen bedeutender Physiker, geordnet
nach dem Geburtsdatum, aufzéhlt. Dabei ist die Reihenfolge der Namen entscheidend
und Elemente dirfen doppelt enthalten sein. Also darf insbesondere Jochen Heisenberg
also Sohn von Werner Heisenberg extra aufgefihrt werden, obwohl deren Nachnamen

Ubereinstimmen.

Auch in der theoretischen Physik spielen Folgen eine wichtige Rolle. Im Raum der Zu-
stdnde eines quantenmechanischen Systems muss namlich gelten, dass jede Cauchy-
Folge gegen einen Grenzwert konvergiert. Dieses Kriterium entspricht der dritten Eigen-

schaft eines Hilbert-Raumes: der Vollstandigkeit.

% Wolfgang Kinzel. Skript Theoretische Physik 1, S. 117.
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,,Ein metrischer Raum heift vollstandig, wenn jede Cauchy-Folge ein Limeselement im
Raum besitzt“?’. Dies bedeutet die Folgenglieder 1,, einer bestimmten Art von Folge, der
Cauchy-Folge, mussen sich mit wachsendem n immer mehr einem Grenzwert i, der im
Vektorraum liegen muss, annahern. Diese Definition impliziert bereits, welche Rolle die
Metrik flr die Konvergenz spielt, und warum ein Vektorraum alleine hierbei als Grund-
struktur nicht ausreichend ist. Nur wenn erklart ist, was der Unterschied zwischen zwei
Elementen in dem betrachteten Raum ist, kann in diesem die Konvergenz einer Folge
Uberprift werden. In einem unitdren Raum ermdglicht es die Metrik diesen Unterschied

zu beschreiben, sodass es hier gelingt, Untersuchungen auf Vollstandigkeit anzustellen.?

Ausgangssituation flr die Konvergenz ist diese: Es wird eine bestimmte Folge (¥,) nen
mit Elementen aus einem metrischen Raum betrachtet, also eine Auflistung von Vektoren

(Y1, ¥, Y3, ...). Wie oben gezeigt wurde, bilden die reellen Zahlen R einen Vektorraum.

Daher kann als Beispiel die Folge (i) y hergenommen werde, wobei die einzelnen Fol-
ne

genglieder%fﬂrn € N in R liegen. Deren erste Folgenglieder lassen sich durch Einsetzen

vonn=1,2,3,4,5,..zu (1,

N |-
[SSE T
Ul | =

, ...) berechnen. Eine Folge auf Konvergenz zu un-

N

) ) )

tersuchen bedeutet nun zu Uberprifen, ob sich die Folgenglieder fortlaufend einem Ele-
ment aus dem Vektorraum immer weiter anndhern, dieses aber nie erreichen. Diese Kon-
vergenz wird mathematisch mit Hilfe der Metrik Gberpruft. Hierzu wird fir wachsende n
der Unterschied d (¥, y,,) zwischen dem jeweiligen Folgeglied y,, und einem Grenzwert

bestimmt, der immer Kleiner, ja sogar beliebig klein werden soll. Nach diesem Kriterium
lasst sich schon anhand der ersten Elemente der Beispielfolge G) y als solcher Grenz-
ne

wert die Zahl 0 € R vermuten. Im Anschluss an die formale Definition des Konvergenz-

kriteriums kann diese Vermutung auch mathematisch korrekt bewiesen werden.

Es sei (3, )nen €ine Folge von Elementen i, € V eines metrischen Raumes V. Diese
heil’t konvergent, falls es ein y € V gibt, sodass zu jeder Zahl € > 0 ein N, € N existiert
mitd(y,Y,) < e firallen > N,.

Das Element y heil3t Grenzwert oder Limes der Folge und wird geschrieben als

n—-oo

Y = lim Y, oder Y, — Y

n—-oco

27 Siegfried GroBmann. Funktionalanalysis im Hinblick auf Anwendungen in der Physik, S. 45.
28 ygl. Siegfried GroRmann. Funktionalanalysis im Hinblick auf Anwendungen in der Physik, S. 44.
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Beispiel flr eine Konvergente Folge: ¥, = %

Die Folge (¥,)nen, Wobei ¢, = % mit n € N, ist eine unendliche Folge mit Elementen
aus dem Korper der reellen Zahlen.

Formal kann die obige Behauptung der Konvergenz dieser Folge gegen die Null wie folgt

bewiesen werden:

Beweis: Sei € > 0 beliebig klein. Nun kann durch die Ungleichung N, >§ zu jedem

solchem ¢ eine natirliche Zahl N, € N gefunden werden, welche die obige Bedingung

erfullt.

Sei ndmlich n > N, beliebig. Es ist

|-=0|=|>|=><—<e?
n

S|
S|

1
Ng¢
Dies zeigt, die Folge (¥,,)nen konver-

giert gegen Null. Es gilt also

lim y,, = 0.

n-—-oo

Abb. 10: Graphische Darstellung der Folge (¥, )nen = 3

n

Das eben vorgestellte Konvergenzkriterium hat allerdings einen Nachteil. Um eine Aus-
sage Uber die Konvergenz der betrachteten Folge treffen zu kdnnen, ist es notwendig, den
potentiellen Grenzwert 1 zu kennen. Daher kann es nutzlich sein ein Kriterium fur die
Konvergenz zu verwenden, das unabh&ngig von einem Grenzwert argumentiert und statt-
dessen den Unterschied der Folgenglieder untereinander untersucht. Die Idee dahinter
lautet wie folgt: Nahert sich eine Folge mit wachsendem n einem Grenzwert immer weiter
an, so mussen auch die Abstande zwischen den einzelnen Folgegliedern immer geringer
werden. Eine in sich konvergente Folgen, deren Folgenglieder sich zunehmend anglei-

chen, wird auch als Cauchy-Folge bezeichnet:

2 ygl. Christiane Tretter. Analysis I. Basel 2013, S. 25.
30 selbst erstellt.
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Eine Folge (y,),.en heiBt Cauchy-Folge oder in sich konvergente Folge falls zu jedem

e > 0 ein N, € N existiert, sodass folgende Ungleichung erftllt ist.
d(i ;) <e Vi,j > N

Durch diese Definition wird bereits ein charakteristischer Unterschied in der Definition
von Konvergenz und Cauchy-Folge deutlich. Dieser besteht darin, dass bei der Cauchy-
Folge nicht der Abstand d (¥, y,,) zwischen dem Grenzwert y und den Folgegliedern i,
untersucht wird, sondern der Abstand d(l/)i,ll)j) zwischen zwei beliebigen Folgeglie-

dern.®

In einem metrischen Raum ist jede Folge, die konvergiert, automatisch schon eine
Cauchy-Folge. 3 Die Umkehrung gilt allerdings nicht in jedem beliebigen metrischen

Raum. Dies zeigt auch das folgende Gegenbeispiel.

Beispiel einer nicht konvergenten Cauchy-Folge

n
Die Folge (W )neny Mit Y, = (1 + %) soll im Raum @ der rationalen Zahlen definiert

sein. Um eine bessere Vorstellung von dieser Folge zu erhalten, werden die ersten Fol-
genglieder notiert: (2; 2,25;2,37;2,44; ...)

Mit Hilfe des Cauchy Kriteriums lasst sich beweisen, dass es sich bei dieser tatsachlich

um eine Cauchy-Folge handelt.

n
Der Grenzwert dieser Folge lim (1 + %) = e ist jedoch die eulersche Zahl e = 2,72,

n—-oo

welche irrational ist und damit nicht in den rationalen Zahlen liegt. Damit konvergiert die
Folge (¥,)nen hichtin Q.

Dieses Beispiel beweist die Existenz einer Folge rationaler Zahlen, die in sich konvergent,
also eine Cauchy-Folge, ist, deren Grenzwert allerdings nicht in Q liegt. Daher ist Q nicht

vollsténdig.

3L vgl. Siegfried GroBmann. Funktionalanalysis im Hinblick auf Anwendungen in der Physik, S. 45.
32 ygl. Jirgen Grahl. Analysis 1/2. Version 12. Januar 2016, S. 79.
33 vgl. Jirgen Grahl. Analysis 1/2. Version 12. Januar 2016, S. 79.
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Es gibt aber auch Raume, in denen diese Umkehrung giiltig ist, in denen also jede Cauchy-

Folge konvergiert. Diese Raume heiRen vollstandig.®*

Genau diese Eigenschaft ist fiir den Hilbert-Raum verlangt. Dieser ist per Definition ein

vollstdndiger Raum. Hierin muss somit jede Cauchy-Folge konvergieren.

1

Beispiel fiir eine Cauchy-Folge in den reellen Zahlen: (¥,) peny = -

Wie zuvor gezeigt ist die Folge () pey Mit Y, = % Uber den reellen Zahlen konvergent
und damit automatisch auch eine Cauchy-Folge.

Da diese Folge in dem vollstandigen Raum R definiert ist, gilt auch die Umkehrung. Da-
her konnte anstelle der Konvergenz auch bewiesen werden, dass es sich bei 1,, um eine

Cauchy-Folge handelt und hieraus direkt auf die Konvergenz der Folge geschlossen wer-

den. Mit dem Cauchy-Kriterium kann dies wie folgt bewiesen werden:

Beweis: Sei ¢ > 0 beliebig und N € N, sodass N > i Sind nuni > j > N beliebig ge-

waéhlt, dann gilt:

Dieses konkrete Beispiel beweist selbstverstandlich nicht die Vollstandigkeit der Reellen

Zahlen. Diese miisste auf andere Weise nachgewiesen werden.

Mit dem Vektorraum, dem Skalarprodukt und der Vollstandigkeit wurden alle drei Puzz-
lestiicke des Hilbert-Raumes zusammengetragen und dieser vollstandig definiert. Nun ist

es an der Zeit Beispiele fur Hilbert-Rdume zu betrachten.

Bei den reellen und komplexen Koordinatenrdumen R™ bzw. C™ handelt es sich mit der

vom Skalarprodukt induzierten Norm um Hilbert-Raume.

34 vgl. Siegfried GroRmann. Funktionalanalysis im Hinblick auf Anwendungen in der Physik, S. 45.
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2.4 Der Aquivalenzklassenraum £, als Beispiel fiir einen Hilbert-Raum

Ziel dieses Beispiels ist es, schrittweise einen Hilbert-Raum zu konstruieren, der dafur
geeignet ist, ein quantenmechanisches System zu beschreiben. Als Elemente soll er kom-
plexwertige Funktionen bzw. Funktionenklassen beinhalten, welche die Zusténde des be-
trachteten Systems darstellen kénnen.

2.4.1 Die Unvollstandigkeit des Raumes C|a, b]

Zur Definition des £, soll zunéchst der unter 2.1.3 bereits behandelte Vektorraum C[a, b]
der komplexwertigen stetigen Funktionen uber dem endlichen Intervall [a, b] aufgegrif-
fen werden, welcher bereits mit der Vektoraddition und dem Skalarprodukt versehen

wurde. Hierauf wird nun, mit Hilfe des Riemann-Integrals, die Abbildung

(+): Cla,b] X Cla,b] — R¢

b
(f,9) — f.g) = j FG)g() dx

definiert, welche den Skalarprodukt-Axiomen genlgt und C[a, b] damit zu einem unité-

ren Raum macht. Das Skalarprodukt induziert dann folgende Norm:

1
b 2
11l = ( f F G012 dx>

Allerdings ist der so entstandene Raum nicht vollstandig beziglich obiger Norm und kann

daher keinen Hilbert-Raum bilden.3®

% vgl. Georg Reents. Einfilhrung in die Funktionalanalysis, S. 4.
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Gegenbeispiel zur Widerlegung der Vollstandigkeit von C[a, b]

Die Intervallgrenzen werden wie folgt gewdhlt: a = —1 und b = 1. Die folgende Vor-

schrift definiert eine Funktionenfolge auf dem Intervall [—1,1]:

f0x) &

1 fur —-1<x<0

fnx)=3VJ1=nx fir 0<x<1/n,

0 fir 1/n<x<1
n=12,..

Abb. 11: Graphische Darstellung der Folge f;, (x)3¢

Diese Folge ist in sich konvergent, also eine Cauchy-Folge, denn

1
1 nm-owo

1
1
”fn _fmllz = .I-lfn _fm|2dx < f 2(|fn|2 + Ifmlz)dx = ;4—%—) 0
0

0

lhre Grenzfunktion ist durch

fgrenz(x)
(1 fir—-1<x<0
fgrenz () = {0 firo<x<1 —
definiert und damit nicht stetig, also kein Ele- 0s
ment der Menge C[—1,1]. Dies bedeutet, die x
Folge f,, konvergiert nicht in C[—1,1] und damit - ’ o ‘

ist dieser Raum nicht vollstandig.
Abb. 12: Grenzfunktion der Folge £, (x)%"

Das entscheidende Problem fir die Vollstandigkeit von C[a, b] ist also die geforderte
Stetigkeit der Funktionen. Obwohl ein Gegenbeispiel gentigt um die Vollstandigkeit eines
unitdren Raums zu widerlegen, lielRe sich sogar zeigen, dass es ,.keine stetige Funktion
f(x) € C[a,b] gibt, sodass die Konvergenzbedingung f;lf(x) — fn()|?dx > 0 mit

n — oo erfiillt ist3®. Damit ist fir jede beliebige Cauchy-Folge die Grenzfunktion nicht

36 Siegfried GroBmann. Funktionalanalysis im Hinblick auf Anwendungen in der Physik, S. 47.
37 selbst erstellt.
38 Georg Reents. Einflihrung in die Funktionalanalysis, S.4.
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stetig und der unitire Raum C[a, b] nicht vollstandig.®® Der Vektorraum C[a, b] kann also
keinen Hilbert-Raum bilden und ist daher nicht in der Lage ein quantenmechanisches

System zu beschreiben.

2.4.2 Der Vektorraum £, (E, F, 1) der messbaren Funktionen

Kdnnte allerdings auf die Stetigkeit der Funktionen verzichtet werden, so lieRe sich die
Vollstandigkeit des Vektorraums konstruieren. Dies gelingt mit dem Raum £,, der als

Elemente quadratsummable Funktionen enthélt. Er ist wie folgt definiert:

Ly,(E,F,) = {f(x)| f(x)komplexwertige,
messbare Funktion tber einem Mafdraum (E,F, ),

[ir1d < o)

Hier taucht, im Gegensatz zum Vektorraum C[a, b], nicht mehr die Stetigkeit als Bedin-
gung auf. Stattdessen wird die Messbarkeit der Funktionen tUber einem MaRraum ver-

langt. Was dieser Begriff genau bedeutet, soll nun untersucht werden:

Ein MalRraum (E, F, i) setzt sich aus drei Bestandteilen zusammen. Dem Grundraum E,

dem Sigmakdrper F sowie dem Mald u.

Das erste Element, die Menge E, gibt den Grundraum an. Diese Bezeichnung ist hier
etwas irrefilhrend, da es sich mathematisch nicht um einen Vektorraum handeln muss.
Eindeutiger wére stattdessen die Bezeichnung Grundmenge. Diese legt den Definitions-
bereich fir die Funktionen f(x) fest, wobei hier typischerweise die Mengen

R, R™, [a, o) oder [a, b] gewahlt werden.

Als zweites enthélt der MaRraum den Sigmakorper F Gber dem Grundraum E. Dieser ist
mathematisch tatsachlich ein Korper und enthélt als Elemente Teilmengen des Grundrau-
mes. Die trivialen Beispielelemente dieses Korpers sind die leere Menge @ sowie der
gesamte Grundraum E. Die Elemente dieses Mengensystems F = {F|F < E} werden als
messbare Mengen bezeichnet. Da F die Korperaxiome erfullt, ist er abgeschlossen be-

zuglich Komplement-, Durchschnitts- und Vereinigungsbildung.

3 vgl. Georg Reents. Einfilhrung in die Funktionalanalysis, S.4.
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Das u im MaRraum (E, F, u) wird als Mal bezeichnet und ist eine reellwertige, positiv-
definite Mengenfunktion u(F), welche den messbaren Mengen F € F reelle Zahlen zu-

ordnet und dabei folgende beiden Eigenschaften erfullt:

w@®@ =0
u(U; F) = X; u(F;), wenn die F; paarweise disjunkt sind.

Durch dieses Mal} wird den messbaren Mengen gewissermalen ihre GrélRe zugeordnet.
Ein Element F aus dem Sigmakdrper, eine messbare Menge, besitzt demnach beispiels-

weise das MaR Null, wenn gilt: u(F) = 0.

Sei F eine beliebige messbare Menge vom Mal? null aus dem Sigmakorper F. Diese
Menge kann selber in Teilmengen T; zerlegt werden. Liegen alle diese Teilmengen T;
wiederum in F, also sind diese Mengen selber messbar, so wird der Maliraum als voll-
standig bezeichnet.*® Diese Bedingung muss nur fiir die messbaren Mengen vom MaR
null gelten. Es ist mdglich jeden nicht vollstdndigen MalRraum zu vervollstdndigen, wes-
halb ab sofort jeder Mal3raum als vollstandig betrachtet werden kann.

Uber dem MaRraum (E, F, 1) kann nun die Eigenschaft der messbaren Funktion erldutert

werden. Hierfir soll zunéchst eine komplexwertige Funktion
f(x):F->C

definiert werden, wobei der Kdrper C hier ebenfalls als Maliraum aufgefasst werden soll.
Diese Funktion wird als messbar bezeichnet, wenn das Urbild jeder messbaren Menge

C € Cunter der Funktion f ein Element aus F, also eine messbare Menge in (E, F, i) ist:
ffiOerF furalle C € C.

Eine komplexwertige Funktion f(x) ist messbar, wenn sowohl der Realteil als auch der
Imaginarteil messbar sind.** Nur solche Funktionen sind in der Menge £, enthalten. Bei-
spiele fir messbare Funktionen bilden die Stufenfunktionen, stetige Funktionen und die

Limites von diesen.*

40vgl. Siegfried GroBmann. Funktionalanalysis im Hinblick auf Anwendungen in der Physik, S. 38.
41 ygl. Siegfried GroRmann. Funktionalanalysis im Hinblick auf Anwendungen in der Physik, S. 39.
42 ygl. Siegfried GroRmann. Funktionalanalysis im Hinblick auf Anwendungen in der Physik, S. 39.
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Zum vollistandigen Verstandnis des Raumes Z,(E,F,u) muss nun das Integral
[1f1?du < o analysiert werden, das als zweite Eigenschaft verlangt wird. Diese Bedin-
gung muss gefordert werden, damit auf die Stetigkeit der Funktionen f(x) verzichtet
werden kann. Sie schrénkt die enthaltenen Funktionen auf diejenigen ein, deren Integral
im Sinne der 2-Norm konvergiert, also einen endlichen Wert annimmt. Erfullt eine Funk-
tion f(x) diese Eigenschaft, so wird sie als quadratsummabel bezeichnet. Das zuvor ver-
wendete Riemann-Integral ist allerdings nur auf stetige Funktionen anwendbar, sodass
hier, fiir die nicht zwangsweise stetigen Funktionen, ein allgemeinerer Integralbegriff ein-
gefiihrt werden muss: Das Lebesgue-Integral. Dieses wird anschaulich gesehen nicht
durch die Einteilung der Abszisse, sondern durch die Zerlegung der Ordinate in Teilin-
tervall angenahert. Die genauen Details dieses Integralbegriffs sollen hier jedoch nicht
betrachtet werden. Fur die Physik ist vor allem folgender Zusammenhang interessant:
Handelt es sich bei f(x) um eine beschréankte Funktion, welche (ber einem endlichen
Intervall E ¢ R™ Riemann-integrierbar ist, dann ist f(x) Lebesgue-summabel Gber E
und beide Integrale haben den gleichen Wert. Der Buchstabe £ in der Notation geht auf
den franzdsischen Mathematiker Henri Léon Lebesgue zurlick, der maRgeblich bei der
Entwicklung des Lebesgue-Integrals beteiligt war. Der Index 2 bei £, stimmt mit der

Potenz im Integral (berein und wird in der Bezeichnung quadratsummabel aufgegriffen.

Nun, da die Definition des £, (E, F, i) ausfihrlich untersucht wurde, kann Gberpriift wer-

den, ob es sich hierbei um einen Hilbert-Raum handelt.

Seien die Funktionen f(x), g(x) € £L,(E,F,u) und a, B € C gegeben, die also insbeson-
dere messbar und quadratsummabel sind. Dann ist auch af(x) + Bg(x) messbar und

wegen
If +g1> < 201> + 191»)
auch guadratsummabel.

Durch die bereits definierten Verknipfungen (f +g)(x) =:f(x)+g(x) und
(af)(x) = af (x) wird £, (E, F, u) zu einem Vektorraum. Durch das mit dem Lebesgue-

Integral definierten Produkt

(f.9) = f fgdu
E
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wird hieraus allerdings kein unitérer Vektorraum, denn diese Abbildung besitzt nicht alle

an das Skalarprodukt geforderten Eigenschaften. Insbesondere misste gelten
(f.r=0 o f=0 (Gleichung 2.3)

Im £, (E, F, 1) gibt es allerdings Funktionen, die nicht konstant null sind, deren Produkt
mit sich selbst allerdings dennoch null ergibt. Wenn also das Integral tber eine positiv-
definite Funktion null ist, so kann nicht geschlossen werden, dass die Funktion tberall,

sondern nur, dass sie fast Gberall (f.0.) null ist:
JIfIdu=0 = Ifl =0 f.0.

Diejenige Punktmenge, flr welche die Funktion andere Werte als die null annimmt, be-
sitzt dann das Mal3 null. Beispielsweise erflllt eine Funktion, die auf allen rationalen
Punkten null ist f(x) = y; # 0 diese Bedingung. Dies hat die Konsequenz, dass

L,(E,F, u) kein unitarer Raum und damit auch kein Hilbert-Raum ist.

Um dieses Problem zu beheben, kann ein mathematischer Trick angewendet werden, der
dafiir sorgt, dass alle Funktionen f(x), g(x), h(x), usw. aus £, (E, F, i), welche fiir fast
alle x € E Ubereinstimmen, zu einem Element zusammengefasst werden. Fur diese ver-
schiedenen Elemente ist dann insbesondere auch Gleichung 2.3, welche zuvor Probleme
gemacht hat, erfullt. Mathematisch gesehen sind diese neuen Elemente sogenannte Aqui-
valenzklassen, welche mit Hilfe einer passend definierten Aquivalenzrelation gebildet
werden kénnen. Ehe auf dem Funktionenraum £, (E, F, i) die geeignete Agivalenzrela-
tion definiert werden kann, soll zundchst allgemein erkléart werden, worum es sich bei
einer Relation handelt und welche Eigenschaften eine solche erfullen muss, damit sie eine

Aquivalenzrelation darstellt.

2.4.3 Die Aquivalenzrelation

Bei einer Relation auf einer Menge M handelt es sich um eine Teilmenge R € M x M
des kartesischen Produkts. Die Elemente dieser Teilmenge sind also Paare (x,y) von
Elementen x,y aus M. Ein Element x € M steht in Relation zu einem Element y € M,
wenn das Tupel (x,y) in der Teilmenge R enthalten ist. Abkiirzend wird dafir folgende

Notation verwendet:
x~y falls (x,y) €R
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Eine Relation auf M heift

a) reflexiv, falls flr jedes x € M gilt: x ~ x
b) symmetrisch, falls x ~ y auch y ~ x impliziert

c) transitiv, fallsx ~ y und y ~ z auch x ~ z impliziert

Eine Relation, die alle diese drei Eigenschaften erfiillt, wird als Aquivalenzrelation be-

zeichnet.

Ist M eine Menge, auf der eine Aquivalenzrelation definiert ist. Dann heilt die zu x € M

definierte Menge

[x] ={y €M |x~y}
die Aquivalenzklasse von x.*

Dank der drei charakterisierenden Eigenschaften einer Aquivalenzrelation kann bewiesen
werden, dass zwei Aquivalenzklassen [x] und [y] zu verschiedenen Elementen x bzw. y
entweder vollstandig Gbereinstimmen oder kein gemeinsames Element haben. Die Aqui-

valenzklassen zerlegen die Menge vollstandig in disjunkte Teilmengen.

Diese sehr abstrakten Definitionen sollen nun anhand eines anschaulichen Beispiels plau-
sibel gemacht werden. Die folgende Menge M enthélt die wohlbekannten beriihmten Phy-

siker aus dem Beispiel fiir eine Folge.

Richard Feynman
(USA) Werner Heisenberg
Isaac Newton (Deutschland)

(England) .
Erwin Schrodinger ~ Jochen Heisenberg
Stephen Hawking (Osterreich) (Deutschland)
England
(England) Albert Einstein
James Clerk Maxwell (Deutschland

(Schottland)

Abb. 13: Mengendarstellung beriihmter Physiker mit Geburtsland**

Nun ist allerdings nicht das Geburtsjahr von Interesse, weshalb die Reihenfolge irrelevant
ist, sondern das in Klammern notierte Geburtsland soll als charakterisierendes Merkmal

betrachtet werden.

Auf dieser Menge kann wie folgt eine Relation definiert werden:

43 vgl. Jens Jordan. Skript Lineare Algebra, S. 8.
4 selbst erstellt.
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Physikerl steht in Relation zu Physiker2, falls das Geburtsland der beiden tGbereinstimmt.

Oder formal ausgedriickt soll fiir zwei Elemente P;, P, € M die Bedingung
P, ~ P, &  Geburtsland(P,) = Geburtsland(P,)

gelten. Dementsprechend wiirde beispielsweise Werner Heisenberg in Relation zu Albert

Einstein stehen, da beide in Deutschland geboren wurden.

Nun kann bewiesen werden, dass es sich hierbei sogar um eine Aquivalenzrelation han-
delt:

a) Sie ist reflexiv, da jeder Physiker selbstverstdndlich im selben Land geboren
wurde wie er selbst.

b) Wurde Physikerl im selben Land geboren wie Physiker2, so wurde logischer-
weise auch Physiker2 im selben Land geboren wie Physikerl, weshalb die
Relation auch symmetrisch ist.

c) Auchdie Transitivitat ist erfillt. Denn wurde Physikerl im selben Land gebo-
ren wie Phyisker2 und wurde Physiker2 im selben Land geboren wie Physi-

ker3 dann wurde auch Physikerl im selben Land geboren wie Physiker3.

Nun kommt der wichtigste Teil der Definition. Die Aquivalenzklasse. Dafiir soll zunachst
ein beliebiger Physiker P aus der Menge M ausgewahlt werden und dessen Aquivalenz-

klasse betrachtet werden:
[P] = {P; |Geburtsland(P) = Geburtsland(P;)}

Die Aquivalenzklasse eines Physikers ist demnach die Menge aller Physiker, die im sel-
ben Land geboren wurden wie er selbst. In dieser Menge muss naturlich Physiker P selber

auch enthalten sein, schliefflich steht er nach der Reflexivitat zu sich selbst in Relation.
Beispielsweise sieht die Aquivalenzklassen von Albert Einstein wie folgt aus:
[Albert Einstein] = {Albert Einstein, Jochen Heisenberg, \Werner Heisenberg}

Die Aquivalenzklassen von Jochen Heisenberg und Werner Heisenberg sehen selbstver-
standlich analog aus. Die Aquivalenzklasse von Richard Feynman dagegen enthalt nur
einen Physiker, namlich ihn selber, da aus der betrachteten Menge M sonst niemand in

den USA geboren wurde.

Wird nun die Menge M entsprechend ihrer Aquivalenzklassen eingeteilt, so fallt auf, dass

diese tatsachlich in disjunkte Teilmengen gegliedert wird:
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Richard Feynma M
(USA) Werner Heisenberg
Isaac Newton (Deutschland)

(England)

Jochen Heisenberg

Erwin Schrodinger
(Deutschland)

(Osterreich)

Stephen Hawking
(England)

Albert Einstein

James Clerk Maxwell (Deutschland

(Schottland)

Abb. 14: Einteilung der Physiker in Aquivalenzklassen®

Nach diesem anschaulichen Beispiel soll nun zum Funktionenraum £, (E, F, u) zuriick-
gekehrt werden. Hierauf kann die folgende Relation fiir alle £, g € £,(E, F, 1) definiert

werden:
f~g © f—g=0 fi.
Diese Relation ist

a) Reflexiv,denn f — f = 0 f.0.
b) Symmetrisch, dennaus f —g=0fi.= g—f =0f%.0.
c) Transitiv,dennaus f —g=0fl.undg—h=0fl.= f —h=0f.L0.

Dies beweist, dass es sich hierbei um eine Aquivalenzrelation handelt. Diese Relation
definiert also zwei Funktionen als dquivalent, wenn deren Differenz fir fast alle Element
x € E aus dem Definitionsbereich verschwindet, also wenn die Funktionen fir fast alle

Elemente aus E Ubereinstimmen.

Auf dieser Aquivalenzrelation kann nun entsprechend obiger Definition die Aquivalenz-

klasse von einer Funktion f € £, (E, F, 1) wie folgt angegeben werden:

[f] = {9 € L,If ~ g}

Diese Menge umfasst also alle Funktionen g € Z,(E,F, i), die mit f fir fast alle Ele-
mente aus E Ubereinstimmen. Damit ist die gewiinschte Gruppierung der quadratintegrab-
len Funktionen gefunden, denn analog zum Beispiel der Physiker, wird auch die Menge
L, (E,F,u) durch die Aquivalenzklassen in Teilmengen unterteilt, die entweder vollstan-
dig Ubereinstimmen oder kein gemeinsames Element besitzen. Diese disjunkten Teilmen-

gen bilden nun die Elemente eines neuen Vektorraumes, der wie folgt definiert ist:

45 selbst erstellt.
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L,(E)={fl f=(F)
f(x) komlexwertig,
messbare Funktionen uber dem Malraum (E,F, u},

JIf1?dp < oo,
gefasert nach Aquivalenzklassen [f] f.1i. gleicher Funktionen}*6

Dieser unterscheidet sich vom Funktionenraum £,(E,F,u) also maRgeblich dahinge-
hend, dass er anstelle von Funktionen nun Funktionenklassen enthélt. Die auf £, schon

gultigen Vektorraumaxiome Ubertragen sich allerdings vollstandig auf den neuen Raum.

Das Skalarprodukt (f, g) = fE fg du ist unabhangig vom Vertreter und kann daher als

Integral fiir die Aquivalenzklassen gelesen werden. Nun ist auch das zuvor problemati-

sche Axiom aus Gleichung 2.3 erfullt.

Das im Raum C|a, b] festgestellte Problem der Vollstandigkeit ist fiir diesen Raum eben-
falls behoben. Genau dies beweist ein wichtiger Satz der Funktionalanalysis, welcher
1907 von den Mathematikern F. Riesz und E. Fischer unabhangig voneinander bewiesen
wurde. Dieser sagt aus, dass fir eine Folge (f,,) im Vektorraum £, genau dann eine Li-

mesfunktion f € L, existiert, wenn die Folge £, in sich konvergent ist, also

J1fa = finlPdu < g, n,m = N(¢)

Im Raum L, ist also jede konvergente Folge schon eine Cauchyfolge, was genau der Be-
dingung der Vollstandigkeit entspricht. Diese wichtige Eigenschaft kann im Raum £, im
Gegensatz zum C|[a, b] erreicht werden, da hier die Stetigkeit der Funktionen nicht mehr

gefordert wird.

Der so definierte Vektorraum ist also auch vollstdndig beziglich der Norm
l£1l = f1f1?dw und bildet damit den gewiinschten Hilbert-Raum.

46 Siegfried GroRmann. Funktionalanalysis im Hinblick auf Anwendungen in der Physik, S. 43.
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3 Vollstdndiges Orthonormalsystem

Mit den Verknipfungen Addition, skalare Multiplikation und Skalarprodukt, sowie durch
die dadurch induzierten Abbildungen Norm und Metrik wird dem Hilbert-Raum eine ge-
wisse Struktur verliehen. Eine Struktur, welche die Grundmenge tberhaupt zu einem Hil-
bert-Raum werden lasst. Sie erlaubt es, Vektoren aus dem Raum miteinander zu verkniip-
fen und sie auf L&nge, Abstand und Winkel zueinander zu untersuchen. Trotz dieser Ver-
knupfungen und Abbildungen muss bisher jedes Element des Hilbert-Raumes einzeln fir
sich beschrieben werden, was bei einer unendlich grofRen Menge sehr schwierig werden
konnte. Daher ist es das Ziel dieses Kapitels dem Hilbert-Raum noch mehr Ordnung zu
verleihen und mit dem vollstandigen Orthonormalsystem eine Teilmenge zu definieren,
die den gesamte Raum beschreiben kann. Als gleichwertige Alternativbezeichnung wird

hierfur auch der Begriff Orthonormalbasis verwendet.

Der erste Bestandteil des Wortes Orthonormalsystem umfasst die beiden Eigenschaften
orthogonal und normiert, welche diese Teilmenge bereits wesentlich charakterisieren. In
den Raumen R? oder R3 ist es anschaulich klar was es bedeutet, wenn zwei Vektoren
orthogonal sind. Sie stehen senkrecht aufeinander, schlieBen also einen 90° Winkel ein.
Auf diese Anschauung kann in abstrakten Raumen, wie beispielsweise in einem Funkti-
onenraum, nicht zurtickgegriffen werden. Im Kapitel Gber das Skalarprodukt wurden zwei
Vektoren eines Vektorraumes ganz allgemein als orthogonal zueinander definiert, wenn
deren Skalarprodukt null ergibt. Ein Vektor wird als normiert bezeichnet, wenn seine
Norm, in diesem Fall die durch das Skalarprodukt induzierte Norm, den Wert eins besitzt.
Dies entspricht der Tatsache, dass das Skalarprodukt des Vektors mit sich selbst den Wert

eins ergibt.

Ein Orthonormalsystem ist also eine Menge von Vektoren {y;} ¢ #, welche die fol-

gende Beziehung erfullt.

_ _ (1 furi=j (Normiertheit)
(Wi thj) = 8 = {0 furi#j (Orthogonalitit)’
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Beispiel flr ein Orthonormalsystem im euklidischen Raum R3

In diesem Hilbert-Raum soll nun untersucht werden, ob die Menge

o)

ein Orthonormalsystem bildet.

Dafiir wir das Skalarprodukt zwischen den Vektoren und jedes einzelnen Vektors mitsich

selbst untersucht:

1 0
( 0), 1>) =1-04+0-1+0-0=0 = m, und m, sind orthogonal zueinander
0/ \O

1 1
(0), 0>)=1-1+0-O+0-0=1 = my ist normiert

0 0
0 0

({1),{1])p=0-0+1-14+0-0=1 = m, ist normiert
0 0

Demnach sind alle Voraussetzungen des Orthonormalsystems erfullt.

0
Nun lasst sich mit (o) & M aber noch ein weiterer VVektor finden, der normiert ist und zu
1

den beiden anderen Vektoren aus der Menge M orthogonal ist. Dies kann analog mit dem
Skalarprodukt tberprift werden. AuBerdem ist es nicht moglich mit den Vektoren aus
dem gefundenen Orthonormalsystem M jeden Vektor des Hilbert-Raumes R3 als Linear-
kombination darzustellen. Mit m,; und m, kénnen nur die Vektoren gebildet werden, die
in der x-y-Ebene liegen. Um das oben gesteckte Ziel zu erreichen und eine Teilmenge zu

finden, mit welcher der gesamte Vektorraum beschrieben werden kann, ist das Orthono-

0
rmalsystem M somit nicht ausreichend. Es muss noch durch den Vektor <0> vervollstén-
1

digt werden.
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Eine Teilmenge {1;} des Hilbert-Raumes H wird als vollstdndiges Orthonormalsystem
oder auch als Orthonormalbasis bezeichnet, wenn in  \ {y;} kein Vektor ¢ # 0 exis-
tiert, der zu allen Vektoren des Orthonormalsystems senkrecht steht.*” Dementsprechend
kann eine solche Basis nicht vergroRert werden. Sie enthélt eine maximale Anzahl von
Vektoren, die alle orthogonal zueinander stehen. Ist ein Orthonormalsystem {y;} ¢ H
nicht vollstéandig, so kann, wie im obigen Beispiel, ein Vektor in H \ {;} gefunden wer-
den, der auf eins normiert ist und zu allen Vektoren des Orthonormalsystems senkrecht
steht. Werden der Reihe nach alle solche Vektoren der Menge {y;} hinzugefiigt, so kann

dieses zu einer Orthonormalbasis vervollstandigt werden.

Beispiel fir ein vollstandiges Orthonormalsystem im R3

Fir den euklidischen Raum wurde oben bereits eine Orthonormalbasis

(s

gefunden. Aufgrund ihrer einfachen Struktur und der entsprechend haufigen Anwendung,
wird sie als Standardbasis des R3 bezeichnet. Wie oben teilweise gezeigt wurde, sind alle
drei Vektoren orthogonal zueinander und jeder besitzt bezuglich der euklidischen Norm

die Lange eins.

Des Weiteren konnen aus den drei Vektoren alle anderen Elemente des R3 gebildet wer-

X
den, denn fir alle (y) € R3 mitx,y,z € R gilt:

)=+ () )

Die Entwicklungskoeffizienten x, y und z kdnnen hierfir mit dem Skalarprodukt wie

folgt berechnet werden:

1\ /x
(<0> , <y>) =1x+0-y+0-z=x analog fir die Koeffizienten y und z.
0/ \z

47 Eckhard Rebhan. Theoretische Physik: Quantenmechanik, S. 252.
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Die Menge B erfiillt somit alle notwendigen Kriterien eines vollstdndigen Normalsystems

fiir den Hilbert-Raum R3.

Im Folgenden wird sich zeigen, dass die eben vorgestellte Entwicklung der Koeffizienten
nicht nur fir dieses konkrete Beispiel mdglich ist, sondern prinzipiell in allen anderen

Hilbert-Rdume angewendet werden kann.

Mit der Orthonormalbasis wurde bereits eine vielversprechende Teilmenge gefunden, um
den gesamten Hilbert-Raum zu beschreiben. Die ndchsten Schritte bestehen nun darin
diese Vermutung zu bestéatigen und zu beweisen, dass mit den Elementen aus einem voll-
stdndigen Orthonormalsystem tatsachlich jeder Vektor aus dem Hilbertraum dargestellt

werden kann.

Damit dies grundsatzlich moglich ist und fiir alle beliebigen Hilbert-Raume verallgemei-
nert werden kann, muss zunéchst sichergestellt werden, dass jeder Hilbert-Raum eine Or-
thonormalbasis besitzt. Diese Existenzfrage lasst sich ganz grundlegend bejahen und soll

nun bewiesen werden.
Aussage: Jeder Hilbert-Raum besitzt ein vollstandiges Orthonormalsystem

Beweis: Wahle ein beliebiges Element ¢ € H aus dem Hilbert-Raum. Dieses kann
nun durch Multiplikation mit dem Inversen seiner Norm auf eins normiert werden.

Definiere also:

Damit bildet die durch dieses Element entstandene Menge {¢} bereits ein Orthonor-
malsystem.

Nun soll die Menge aller Orthonormalsysteme § = {5, S,, ..., S4, ... } VOn H mita €
I untersucht werden, wobei I eine beliebige Indexmenge ist. Da mit der Menge {¢}
bereits ein solches System gefunden wurde, ist S nicht leer.

Definiere die Relation < auf der Menge S wie folgt:

S<S§ & (peS=>¢€ES)
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Diese Relation ist
e Reflexiv,denn S < S
e Antisymmetrisch, dennaus § < S und S” < S folgt automatisch S = §*

e Transitiv,dennaus S < S”und §” < §” folgt automatisch S < S”
furalle S,S,S" €S

Mit dieser reflexiven, antisymmetrischen und transitiven Relation wird S zu einer
teilgeordneten Menge. Angenommen § ist eine linear geordnete Teilmenge von S,
dann ist die Vereinigung aller S, € $ sicher wieder ein Orthonormalsystem und bildet
eine obere Grenze von S in S.

Nun kann das zornsche Lemma angewendet werden, welches folgende Aussage
macht: ,,Hat jede linear geordnete Teilmenge einer teilgeordneten Menge X eine obere
Grenze in X, so enthalt X (mindestens) ein maximales Element.**3

Da die obige Teilmenge S beliebig gewahlt war, ist die Bediungung dieses Lemmas
erfullt. Die Menge S besitzt also ein maximales Element S, bei dem es sich um ein
Orthonormalsystem handelt. Dieses muss sogar vollstandig sein, denn andernfalls
kdnnte ein weiteres Element i hinzugefuigt werden, das zu allen Elementen aus S,

senkrecht steht.

Damit folgt die Behauptung.9 ]

Was diese Teilmenge genau leisten kann, soll nun untersucht und ebenfalls anschlieend

bewiesen werden.

Aussage: Fir einen beliebigen Hilbert-Raum # sei die Menge {i,,},,¢; €ine Orthonor-
malbasis. Dann kann jedes Element ¢ € H wie folgt als Linearkombination nach dieser

Basis entwickelt werden:

¢ = 2(%,@ Yn

nel

Die Koeffizienten (1, ¢), mit denen die Basisvektoren i,, bei der Entwicklung des Vek-
tors ¢ multipliziert werden, heilen Entwicklungskoeffizienten von ¢ beziglich der Basis

{1,}. Die Indexmenge I kann dabei beliebig groR sein.*

48 Siegfried GroBmann. Funktionalanalysis im Hinblick auf Anwendungen in der Physik, S. 63.
49 vgl. Siegfried GroRmann. Funktionalanalysis im Hinblick auf Anwendungen in der Physik, S. 63.
%0 vgl. Georg Reents. Einfilhrung in die Funktionalanalysis, S. 6.
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Beweis: Sei {1,,},,c; ein vollstandiges Orthonormalsystem und ¢ ein beliebiger

Vektor im Hilbert-Raum. Definiere einen Vektor m auf folgende Weise:

= 0= ) (o),

nel

wobei I eine beliebige Indexmenge ist. Dieser Vektor liegt ebenfalls im Hilber-
traum, da er aus Summen und Produkten zwischen Vektoren aus H konstruiert

ist. Dieser Vektor soll nun von links mit ¥,,, € H multipliziert werden.

Dann gilt fir alle m € I: (¥, T) = (Wrm, @) — Znerltm, Yo X, @)

Da die Elemente des vollstdndigen Orthonormalsystems alle senkrecht aufeinan-
der stehen und normiert sind, ist das Skalarprodukt (i, ¥,,) entweder gleich null,
im Falle m und n verschieden, oder gleich eins, wenn m = n gilt. Damit bleibt in

der Summe nur der Summand Ubrig, fir den n = m erfillt ist.
Hieraus folgt also:

(l/)m: T[) = (lpm: <,0) -1 (wm' <,0> = 0.

Dies bedeutet, der konstruierte Vektor 7 steht auf allen Elementen aus {y,,},¢;
senkrecht. Wegen der Vollstandigkeit des Orthonormalsystems, darf es jedoch au-
Ber dem Nullvektor keinen Vektor mit dieser Eigenschaft geben, d.h. es gilt T =

0 und damit lasst sich die anfangs aufgestellte Gleichung wie folgt umformen:

0=0=) balibno),

nel

= ¢ = Znel lpn(lpn' QD);

Damit ist die Behauptung erftllt.51 [

Ebenso wie bei der Norm, kann auch hier nicht pauschal von der einen Orthonormalbasis

des Hilbert-Raumes gesprochen werden. In vielen Raumen gibt es mehrere Mdglichkei-

ten eine solche Basis anzugeben. Besitzt ein Hilbert-Raum mehrere Basen, so enthalten

diese jedoch alle dieselbe Anzahl von Elementen. Diese Aussage soll nun nicht bewiesen

werden, liefert aber ein wichtiges Charakteristikum des Raumes: Die Machtigkeit aller

51 vgl. Eckhard Rebhan. Theoretische Physik: Quantenmechanik, S. 252.
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vollstandigen Orthonormalsysteme eines Hilbert-Raumes ist gleich und wird als die Di-

mension des Hilbert-Raumes bezeichnet.*?

Die Raume R?, R3, bzw. ganz allgemein R™ besitzen eine endliche Orthonormalbasis
mit zwei, drei bzw. n Elementen. Da diese Machtigkeit mit der Dimension des Hilbert-
Raumes Ubereinstimmt, handelt es sich in diesen Beispielen also um zwei-, drei- bzw. n-
dimensionale Hilbert-Raume. Die endliche Machtigkeit der Basis impliziert allerdings
nicht, dass im Hilbert-Raum selbst nur endlich viele Elemente liegen kénnen, sondern
beschreibt lediglich die maximale Zahl linear unabhangiger Vektoren in diesem Raum. 53
Dies zeigt auch der euklidische Raum R3 beispielhaft. Er besitzt die Dimension drei. Jede
seiner moglichen Orthonormalbasen bestehet also aus drei Elementen, wahrend er selber

aber unendliche viele Elemente enthélt.

Die Untersuchung des endlich dimensionalen Falls ist fur die Physik jedoch nicht ausrei-
chend. Ein Beispiel hierflr ist das Wasserstoffatom. In diesem lassen sich unendlich viele
Eigenwerte beobachten, was eine Beschreibung mit einem endlich dimensionalen Hil-
bert-Raum unméglich macht. Daher missen auch unendlich-dimensionale Rdume unter-

sucht werden.>

Unendlich ist aber nicht gleich unendlich, zumindest in der Mathematik. Hier muss zwi-
schen den Féllen abzéhlbar-unendlich und (berabzéhlbar unterschieden werden. Eine
Menge wird als abzahlbar-unendlich bezeichnet, wenn sie gleiche Machtigkeit hat wie
die Menge der natirlichen Zahlen und jedes Element der Menge dementsprechend durch-
nummeriert werden kann. Sie wird als Uberabzédhlbar bezeichnet, wenn sie nicht endlich

und nicht abzahlbar-unendlich ist.>® Zwei Beispiele sollen diese Definitionen erlautern.

Beispiel fur eine abzéahlbar-unendliche Menge: Die Primzahlen

Eine Primzahl ist bekanntermaRen eine naturliche Zahl, die nur durch eins und sich selbst
teilbar ist. Der griechische Mathematiker Euklid zeigte bereits im Jahr 300 v.Chr., dass

es unendlich viele solcher Zahlen gibt. Da die Primzahlen eine Teilmenge der natlrlichen

52.ygl. Siegfried GroRmann. Funktionalanalysis im Hinblick auf Anwendungen in der Physik, S. 64.
33 vgl. Siegfried GroBmann. Funktionalanalysis im Hinblick auf Anwendungen in der Physik, S. 58.
>4 vgl. Siegfried GroRmann. Funktionalanalysis im Hinblick auf Anwendungen in der Physik, S. 58.
55 vgl. Christiane Tretter. Analysis I, S. 56.
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Zahlen bilden, welche per Definition abz&hlbar sind, ist diese Menge abzéhlbar-unend-
lich. Wie folgender Ansatz zeigt, konnen sie der GréRe aufsteigend der Reihe nach num-

meriert werden:

1. Primzahl; 2
2. Primzahl:; 3
3. Primzahl: 5

Jeder Primzahl kann auf diese Weise einer naturlichen Zahl zugeordnet werden. Dement-

sprechend sind diese beiden Mengen gleichméchtig.

Beispiel fur eine Uberabzahlbare Menge: Die Reellen Zahlen

Versucht man eine Liste aller reellen Zahlen zwischen null und eins zu erstellen, so kann
diese niemals vollstandig sein. Egal wie viele Zahlen aufgeschrieben werden, es kann

immer eine gefunden werden, die noch in der Liste fehlt.
Der Versuch einer Auflistung konnte wie folgt beginnen:

1. Zahl: 0,34567 ...
2. Zahl: 0,34568 ...
3. Zahl: 0,34569 ...
4. Zahl: 0,34570 ...

Egal, wie weit diese Liste fortgesetzt wird, es lasst sich mit folgender Strategie immer
eine noch nicht notierte reelle Zahl ergédnzen. So wird fir diese neue Zahl als erste Nach-
kommastelle eine Ziffer gewahlt, die mit der ersten Nachkommastelle von Zahl 1 nicht
ubereinstimmt. Die zweite Nachkommastelle der neuen Zahl darf nicht mit der zweiten
Nachkommastelle von Zahl 2 aus der Liste Ubereinstimmen usw. Eine mégliche neue

Zahl nach diesem Verfahren wére dann folgende:

Neue Zahl: 0,4568 ...
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Dieses von Georg Cantor entwickelte Diagonalverfahren beweist, dass die Menge der

reellen Zahlen tiberabzahlbar ist.>®

Die reellen Zahlen kénnen also nicht bijektiv auf die natlrlichen Zahlen abgebildet wer-
den, da deren Méchtigkeit groRer ist als die Machtigkeit der nattrlichen Zahlen. Sie sind

Uberabzéhlbar.

Diese Arbeit beschrankt sich im Folgenden auf diejenigen Hilbert-Raume, deren vollstan-
diges Orthonormalsystem hdchstens abzéhlbar-unendlich viele Elemente enthélt. Diese
Raume werden als separabel bezeichnet. Diejenigen mit Uberabzahlbarer Dimension, die
nicht separablen Hilbert-Rdume, sollen nicht weiter untersucht werden. Unter der ge-
troffenen VVoraussetzung nur abzéhlbare Basen zu betrachtet enthalt die Entwicklung ei-
nes Vektors nach dieser Basis automatisch nur abzahlbar viele Summanden. Es kann so-
gar bewiesen werden, dass auch bei einer Orthonormalbasis mit Uberabzahlbar vielen

Vektoren die Entwicklung nur aus abz&hlbar vielen Summanden besteht.

Nun wurde mit dem vollstdndigen Othonormalystem eine Teilmenge des Hilbert-Raumes
gefunden, die es erlaubt den gesamten Raum darzustellen. Das Ziel, im Hilbert-Raum

mehr Struktur zu schaffen, ist gelungen.

4 Der Messprozess in der Quantenmechanik

Der Messvorgang eines quantenmechanischen Systems ist von dem eines makroskopi-
schen Systems grundlegend zu unterscheiden. Eine erste Divergenz ist in der VVorhersag-
barkeit des Ergebnisses festzustellen. Wahrend die klassische Mechanik vollstandig de-
terministisch ist und unter Berlcksichtigung aller Parameter der genaue Bewegungsab-
lauf berechnet werden kann, ist es in der Quantenmechanik nur méglich Wahrscheinlich-
keitsaussagen uber den Ausgang eines Experiments anzustellen. Soll beispielsweise die
Bewegungskurve eines Balles beim Kugelstol3en bestimmt werden, so ist es moglich Ort,
Impuls und Drehimpuls des Balles unmittelbar nach dem Abwurf, bis auf kleine Fehler

durch die Messapparatur, gleichzeitig korrekt zu bestimmen und unter Ber{icksichtigung

% vgl. Walter Purkert. Georg Cantor. Leipzig 1985, S. 30.
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aller einflielenden Parameter, wie beispielsweise der Erdbeschleunigung und dem Luft-
widerstand, die Flugkurve zu berechnen. Kénnte der exakt gleiche Wurf unter denselben
Bedingungen ein weiteres Mal durchgefiihrt werden, so wiirde sich theoretisch wieder
dieselbe Flugkurve wie zuvor ergeben. Wird dagegen ein Doppelspalt mit Elektronen o-
der Photonen befeuert, so kann nicht vorhergesagt werden, auf welchem Punkt am De-
tektor das Objekt auftreffen wird. Es ist lediglich bekannt, dass, je nach Wellenlange und
Spaltabmessungen, bestimmte Bereiche auf dem Schirm mit einer groReren Wahrschein-
lichkeit als andere Gebiete getroffen werden. Auch bei einer wiederholten Durchfiihrung
des Experiments unter denselben Bedingungen wirden nicht dasselbe Ergebnis wie zuvor
eintreten. Stattdessen konnte wie zuvor nur eine Wahrscheinlichkeitsaussage ber den
Auftreffort gemacht werden. Bei dieser Gegeniberstellung und der Betonung des Deter-
minismus in der klassischen Mechanik konnte einem, mit Blick auf das mathematische
Teilgebiet der Stochastik, ein scheinbarer Widerspruch auffallen. Gotz Kersting und An-
ton Wakolbinger definieren in threm Lehrbuch ‘Elementare Stochastik® diese als “die
mathematische Lehre von Zufall“ . Stochastische Zufallsexperimente, wie das Werfen
eines Wurfels oder einer Miinze, sind jedoch eindeutig klassische Phdanomene. Wider-
spricht dies nicht dem klassischen Determinismus? Nein. Hierbei handelt es sich ndmlich
nur um einen scheinbaren Zufall. Beim Werfen eines Wirfels scheint es vom Gliick ab-
zuhdngen, welche Zahl geworfen wird. Jede Zahl wird im Schnitt schliel3lich gleich hdu-
fig, also in einem Sechstel aller Félle, geworfen. Tatséchlich ist das Ergebnis aber ein
Resultat einer Vielzahl aus deterministischen Bewegungen, welches aus samtlichen phy-
sikalischen Parametern von Wiirfel, Tisch und Luft berechnet werden kénnte. Da bei je-
dem Waurfelwurf allerdings unterschiedliche Bedingungen herrschen und diese Details
mit bloRem Auge nicht wahrgenommen werden konnen, erscheint das Ergebnis nur zu-
fallig.® In der Quantenmechanik dagegen ist der Zufall nach heutigem Wissensstand
nicht durch unbestimmte Parameter bedingt, sondern eine Grundeigenschaft des Systems.
Wie in der Stochastik ist es durch die Angabe von Wahrscheinlichkeitsverteilungen, Er-
wartungswert und Standardabweichung allerdings dennoch mdglich, das System néher

Zu beschreiben.

Ein zweiter wesentlicher Unterschied zwischen Messvorgéngen in der makroskopischen
und mikroskopischen Welt besteht in der Moglichkeit zwei GroRen eines Systems, bei-

spielsweise den Ort und den Impuls eines Teilchens, gleichzeitig genau bestimmen zu

57 Gotz Kersting, Anton Wakolbinger. Elementare Stochastik. Basel 2010, S. 1.
%8 vgl. Jan-Markus Schwindt. Tutorium der Quantenmechanik. Heidelberg 2016, S. 135.
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kénnen. Dies ist in der klassischen Mechanik bis auf kleinere Messfehler durch die Mess-
apparatur problemlos maéglich. Mit geeigneten Messverfahren gelingt es alle Parameter
eines bewegten Objekts gleichzeitig genau zu messen. So kann bei der gestol3enen Kugel
sowohl der Ort, als auch der jeweilige Impuls und Drehimpuls bestimmt werden ohne,
dass die Messung der einen GroRRe die Genauigkeit der anderen beeinflusst. In der Quan-
tenwelt ist die Sachlage anders. Hier ist es nicht mdglich den Ort und den Impuls eines
Quantenteilchens, wie beispielsweise eines Elektrons, gleichzeitig genau zu bestimmen,
was auch in der Unschérferelation nach Werner Heisenberg Berucksichtigung findet. Je
genauer der Ort eines Objekts angegeben werden kann, desto gréRRer wird der Fehler bei
der Impulsbestimmung und umgekehrt. Das Produkt aus beiden Fehlern kann einen be-
stimmten Wert nicht unterschreiten. Bei Ort und Impuls handelt es sich um eines von
vielen Paaren abhéngiger GroRen, die der Heisenbergschen Unschérferelation gehorchen.
Ob zwei quantenmechanische GroRen voneinander abhdngen oder ob sie gleichzeitig
scharf messbar sind, kann mathematisch mit Hilfe des Kommutator-Operators bestimmt

werden. Wie dies funktioniert, wird in den folgenden Kapiteln naher untersucht.

Nachdem nun bereits zwei wesentliche Unterschiede zwischen dem Messprozess der
klassischen Mechanik und der Quantenmechanik untersucht wurden, ist es an der Zeit
den quantenmechanischen Messprozess in seiner Gesamtheit genauer nachzuvollziehen.
Dafiir sollen die Prinzipien und mathematischen Werkzeuge zunéchst allgemein unter-
sucht und anschlieend jeweils auf den quantenmechanischen harmonischen Oszillator

angewendet werden.

Grundlage bildet zunéchst ganz allgemein ein quantenmechanisches System, das abstrakt
durch den Hilbert-Raum H beschrieben wird. Dieser enthélt als Elemente alle mdglichen
Zustande |y;), die das System annehmen kann. Vor dem Messvorgang befinde sich das
System in einem uns unbekannten Zustand, der durch den Zustandsvektor [i) reprasen-
tiert werden soll. Alle Vielfachen dieses Elements, also alle VVektoren der Form c|y) mit
c € C \ {0}, beschreiben denselben quantenmechanischen Zustand. Da diese alle die glei-
chen Eigenschaften charakterisieren, kann ein Beliebiger dieser Vektoren als Reprasen-
tant ausgewdahlt werden.>® Um das Rechnen so einfach wie moglich zu gestalten, wird
daher schlicht der vorteilhafteste, also der auf eins normierte, Zustandsvektor aus der

Schar aller moglicher Vektoren ausgewabhlt.

5 vgl. Matthias Bartelmann u.a. Theoretische Physik 3 — Quantenmechanik. Berlin 2018, S. 94.
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An diesem System soll nun eine Messung durchgefuhrt werden. Mathematisch wird der
Messprozess, beispielsweise eine Energiebestimmung, durch den zugehérigen Operator,
in diesem Beispiel den Energieoperator, auch Hamiltonoperator genannt, dargestellt. Bei
einem Operator handelt es sich um eine lineare Abbildung, welche den Zustandsvektor
aus dem Hilbert-Raum auf ein anderes Element aus dem Hilbert-Raum abbildet. Seine
Eigenwerte bestimmen die fiir das System mdglichen Messwerte der betrachteten Obser-
vablen. Im Allgemeinen sind die Eigenwerte genau die komplexen Zahlen A € C, welche

die Eigenwertgleichung

Al =2 1Ya)

erfiillen. In dieser Gleichung beschreibt A den zur zu messenden Observable gehdrenden
Operator, A einen Eigenwert und [y,) einen Eigenvektor von A. Auf diese Weise gibt der
Operator die moéglichen Messwerte der Observablen an. Da als physikalisch sinnvolle
Werte allerdings nur reelle Zahlen in Frage kommen, werden spezielle Operatoren beno-
tigt, die ausschlieRlich reelle Eigenwerte besitzen, die selbstadjungierten Operatoren.

Der Zustand [y), in dem sich das System vor der Messung befand, entscheidet dar(iber,
wie grol3 die Wahrscheinlichkeiten fur die einzelnen méglichen Messwerte sind. Diese

kann mit dem Skalarprodukt wie folgt bestimmt werden.

P = (4l

Durch den Messvorgang wird der Zustand [i) auf den zum Eigenwert A gehtrenden Ei-
genraum J; projiziert, sodass er sich nach der Messung in dem Eigenzustand befindet,
dessen Eigenwert gemessen wurde. Dieser kann als |y;) bezeichnet werden. Der Zustand
des Systems wird also durch den Messprozess verandert. Das genaue Prinzip, das dem
Kollaps der Wellenfunktion zu Grunde liegt und das die Messung eines konkreten Wertes
an Stelle von Wahrscheinlichkeitsaussage zul&sst, ist noch nicht geklart. Dieses Ratsel
gilt es noch zu l6sen. Eine Anderung des Zustandes tritt nur dann nicht ein, wenn sich das
System vor der Messung bereits in dem Eigenzustand [i;) befand. Dann l&sst sich auch

das Resultat der Messung zu hundert Prozent auf den Wert A vorhersagen.
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Beispiel: quantenmechanischer linearer harmonischer Oszillator

In diesem Beispiel soll eine Energiemessung am harmonischen Oszillator schematisch
beschrieben werden. Dieses System wird nach der mathematischen Beschreibung der
Operatoralgebra erneut aufgegriffen und anhand dieser Losungsmethode untersucht. Hier
geht es zunéchst nur darum grob das analytische Losungsprinzip zu beschreiben und die
Ergebnisse anzugeben.

Nach obiger Zusammenstellung muss dafir zundchst der Energieoperator, bei dem es sich
um den Hamiltonoperator handelt, aufgestellt werden. Dieser setzt sich aus einem Teil

fiir die kinetische Energie und dem Beitrag der potentiellen Energie zusammen. Letztere
ist durch das charakteristische quadratische Potential V(x) = %ma)zxz gegeben. Damit

hat der Hamiltonoperator folgende Gestalt:

Um nun die moéglichen Energiewerte des harmonischen Oszillators bestimmen zu kon-
nen, muss die zugehdrige Eigenwertgleichung (stationdre Schrodingergleichung) geldst

werden. Diese lautet wie folgt:

HW’) = Enllp)
Mit obigem Hamiltonoperator kann direkt folgende Differentialgleichung im Ortsraum
aufgestellt werden:

h? d? mw?

—%@lp(x) +—

x*P(x) = Enp(x)
Als Losungen dieser Differentialgleichungleichung lassen sich folgende Eigenwerte
Enzhw(n+%) mitn € N,

als mogliche Messwerte fir die Energie berechnen. Der Quantenoszillator kann demnach

nur diskrete Energiewerte annehmen. Mit dieser Formel lasst sich beispielsweise die
Nullpunktsenergie firn = 0 zu E, = %hw berechnen, die, wie oben angedeutet, von null

verschieden ist. Direkt nach dem Messprozess befindet sich das System in dem Eigenzu-

stand, dessen Eigenwert gemessen wurde.®° Dies lasst sich durch die Schreibweise |n)

80 vgl. Hans Jurgen Korsch. Mathematik der Quantenmechanik, S. 103.
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ausdrucken. Wurde also beispielsweise die Nullpunktsenergie E, gemessen, so nimmt
das System den Zustand |0) ein. ,,Falls sich das System bereits vor der Messung in einem
Eigenzustand der zu messenden Observablen befand, dann misst man diesen Eigenwert

mit Sicherheit, also mit Wahrscheinlichkeit eins."®!

Zusammenfassend werden fir die quantenmechanische Messung folgende mathemati-

sche Bestandteile bendtigt:

e Operator
e Eigenwert und Eigenvektor

e Projektor

In dieser kurzen Ausfiihrung wurden die Begriffe Operator, Eigenwert und Eigenvektor
bereits wie selbstverstandlich verwendet. Auch wurde fur einen Zustandsvektor anstelle
der Ublichen Schreibweise ¥ eine andere Notation |y) benutzt. Worum es sich bei diesen

mathematischen Objekten genau handelt, soll auf den folgenden Seiten erklart werden.

4.1 Operatoren

Bei einem Operator A auf einem Hilbert-Raum 7 handelt es sich um eine Abbildung, die
jedem Element i aus einem linearen Teilraum D; S H ein Element aus dem Hilbertraum

H zuordnet:
A:D; -, Y — Ay

Die Menge D der Elemente 1, auf die der Operator A angewendet werden darf, wird als
Definitionsbereich bezeichnet, die Menge aller Bildvektoren A(D3) = W als Wertebe-

reich.62

61 Hans Jirgen Korsch. Mathematik der Quantenmechanik, S. 103.
62 vgl. Georg Reents. Einfilhrung in die Funktionalanalysis, S. 8.
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Beispiele fur Operatoren: Orts-, Impuls- und Hamiltonoperator im Ortsraum

Der Ortsoperator beschreibt die Ortsmessung eines Teilchens und bewirkt bei Anwen-

dung auf die Funktion 1 eine Multiplikation mit dem Ortsvektor x:
XY = XP63

Mit dem Impulsoperator kann der Impuls eines Teilchens gemessen werden. Dieser be-
schreibt als Abbildung die Differentiation nach X in Form des Gradienten:

0y

dx

oy |

i =—Vip = —| — |
py Y 3y |
0y

h h
i i

0z

Wie oben beim harmonischen Oszillator durchgefiihrt, lassen sich die Energiewerte eines

Systems mit Hilfe des Hamiltonoperators bestimmen. Dieser lautet wie folgt:

2m

Hy = (ﬁ—+ V(@)w

Hierbei sind p und X die eben definierten Impuls- und Ortsoperatoren. Die Operatorfunk-

tion V(X) beschreibt das Potential des jeweils behandelten Systems. Fir den harmoni-
schen Oszillator wurde an dieser Stelle das quadratische Potential V(%) = %ka?z einge-

setzt.

Wie im Hilbert-Raum die quantenmechanischen Zustéande, kénnen auch Operatoren mit-
einander addiert und mit einem Skalar multipliziert werden. Diese Rechenoperationen

sind auf der Menge der Operatoren fir A € C, y € H wie folgt definiert:

Bei der skalaren Multiplikation wird der Operator A mit einem Element aus dem Korper

K, Gber dem der Hilbert-Raum definiert ist, multipliziert. In diesem Zusammenhang also
mit einer komplexen Zahl A € C. Hierdurch entsteht ein neuer Operator AA, der im Falle

der Linearitat von A ebenfalls linear ist. Dieser angewendet auf einen Vektor i entspricht

83 vgl. Hans Jurgen Korsch. Mathematik der Quantenmechanik, S. 103, S. 80.
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der Operation von A auf 1 und der anschlieBenden Multiplikation der entstandenen Bild-

punkte mit dem Skalar A:
(28) W) = A(Ap)*

Auch die Summe zweier Operatoren A und B mit den jeweiligen Definitionshereichen D 3
bzw. Dz kann gebildet werden. Anwendbar ist der so entstandene Operator A + B aller-
dings nur auf die Vektoren, die sowohl im Definitionsbereich von A als auch im Defini-

tionsbereich von B liegen. Es gilt dann:
(A+B)y = Ay + By fur alle Y €EDsNDg=Dj,

Die eben definierten Verknipfungen Addition und skalare Multiplikation erfillen alle
unter Kapitel 2.1.3 vorgestellten Vektorraum-Axiome, sodass die Menge der Operatoren

auf dem Hilbert-Raum # einen Vektorraum tiber den komplexen Zahlen bildet.

Durch die im Folgenden definierte Multiplikation wird diese Struktur zu einem Vektor-

raum mit Skalarprodukt erweitert:

Das Produkt zweier Operatoren wird formal durch die Hintereinanderausfuihrung der ein-

zelnen Abbildungen beschrieben. Dafiir sollen die Operatoren
A:Djy > W, und  B:Dg - Wpg, wobei Di, Dg, Wi, Wg € H.

behandelt werden. Deren Produkt ist ebenfalls ein Operator auf dem Hilbertraum % und

wie folgt definiert:
BA:D; - W, - Wy mit  (BA)W) = B(Ay)

Damit dieses Produkt gebildet werden kann, muss eventuell der Operator A so einge-
schrankt werden, dass sein Wertebereich W ; im Definitionsbereich D des Operators B
liegt. Wiirde bei der Anwendung des Operators A auf den Vektor ¥ ein neuer Vektor y) €
H herauskommen, der nicht im Definitionsbereich des Operators B liegt, so konnte B
nicht auf 1) angewendet und die Hinereinanderausfiihrung von A und B nicht vollstandig
ausgefiihrt werden. Das Produkt BA zweier Operatoren A und B kann also nur dann de-

finiert werden, wenn gilt: W3 € Djp

64 Hans Jiirgen Korsch. Mathematik der Quantenmechanik. Hannover 2013, S. 50.
58



Die Operatormultiplikation ist im Allgemeinen nicht kommutativ. Eine Anwendung der
Operatoren A und B in umgekehrter Reihenfolge auf 1 ergibt in der Regel einen anderen

Vektor aus dem Hilbertraum:
(BA) () stimmt meist nicht mit (AB)(y) tberein.

Dies kann an folgendem anschaulichen Beispiel plausibel gemacht werden.

Beispiel 1 fiir nicht kommutative Operatoren

Uber dem Hilbert-Raum H = R3 konnen die Drehungen eines Quaders um die beiden
Achsen x; und x5 als Operationen nach obiger Definition beschrieben werden. Diese

seien wie folgt definiert:
A = Drehung um Achse x; um 90° MZ
B = Drehung um Achse x; um 90°

Nun werden diese beiden Operatoren in unterschiedlicher Reihenfolge hintereinander auf

einen Quader angewendet und die Resultate miteinander verglichen:

I'x3

<

Abb. 15: Veranschaulichung der Rotation eines Quaders®®

Je nach Reihenfolge der Abbildungen entstehen zwei verschiedene Orientierungen des

Quaders im Raum.

85 selbst erstellt.
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Beispiel 2 fiir nicht kommutative Operatoren: Orts- und Impulsoperator im Ortsraum

Das Paradebeispiel nicht kommutativer Abbildungen in der Quantenmechanik stellen der
Orts- und der Impulsoperator dar. Werden diese in vertauschter Reihenfolge auf einen

Zustand y angewendet, ergeben sich verschiedene Ergebnisse:

h

o PEROEN) = POp(0)) =1L cp(0) =2 (W) +x Zy))

o 2(p@) =2 (2Lye0) = ¥ Ly

Hierbei wurden beide Operatoren im Ortsraum dargestellt.

411 Der Kommutator

Die Rotation des Quaders zeigt, dass die Reihenfolge, in der zwei Abbildungen hinterei-
nander ausgefuhrt werden, entscheidend fir das Resultat sein kann. In der Quantenme-
chanik liefern der Orts-und der Impulsoperator ein wichtiges Beispiel fir nicht vertausch-
bare Operatoren. Ein Mittel, um zwei Abbildungen A und B auf Kommutativitét zu prii-

fen, bildet der Kommutator, der wie folgt definiert ist:
[4,B] = AB - BA
Dieser ist selbst wieder ein Operator und besitzt folgende Eigenschaften.

A, B sind kommutativ < [4,B] = 0

Einige dieser Rechenregeln werden beispielsweise benétigt, um die Eigenwerte des Dreh-

impulsoperators zu bestimmen. Dieses Beispiel wird in Kapitel 5 behandelt.
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Beispiel fur den Kommutator: Orts- und Impulsoperator im Ortsraum

Der Kommutator liefert eine einfache Methode, zwei Operatoren auf Kommutativitat zu

Uberprifen. Fir den Orts- und den Impulsoperator berechnet er sich wie folgt:

[X,p] = Xp — px = e i ih
Nach dem gleichen Prinzip kann der Kommutator fir samtliche Kombinationen der Kom-

ponenten in drei Dimensionen gestimmt werden:

Fir gleiche Komponenten ist der Kommutator also von Null verschieden, was die oben
nachgewiesene Nichtvertauschbarkeit bestatigt. Verschiedene Komponenten vertauschen

allerdings.

Die Vertauschbarkeit zweier quantenmechanischer Operatoren und damit auch der Kom-
mutator haben eine wichtige Bedeutung fiir die Messung der zugehdrigen Observablen.
Sie entscheiden dartber, ob die zugehdrigen Messgrof3en gleichzeitig genau gemessen
werden konnen oder nicht. Wie die Unscharferelation von Heisenberg beschreibt, kénnen
beispielsweise der Ort und der Impuls eines Quantenobjekts nicht gleichzeitig ohne einen
Mindestfehler angegeben werden. Wie oben gezeigt wurde, ist der Kommutator dieser
Operatoren nicht null, die Abbildungen also nicht vertauschbar. Der Zusammenhang zwi-
schen Kommutativitat und Unschérferelation ist nicht nur fir dieses konkrete Beispiel
gultig, sondern lasst sich als Gesetzméaliigkeit auf alle Operatoren tbertragen. Demnach
sind zwei Observablen genau dann gleichzeitig scharf messbar, wenn der Kommutator
der zugehorigen Operatoren verschwindet. Woran dies im Genaueren liegt, wird in Kapi-
tel 4.7 n&her untersucht. Um diesen Beweis allerdings bewerkstelligen zu kénnen, miissen
zundchst weitere mathematische Werkzeuge gesammelt werden. Darunter insbesondere

das Konzept von Eigenvektoren und Eigenwerten.
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4.1.2 Lineare Operatoren

Bei Operatoren auf Hilbert-Rdumen handelt es sich jeweils um Abbildungen von einem
Hilbert-Raum in sich selbst. Sie sind also insbesondere Abbildungen zwischen Vektor-
raumen und konnen daher auf Linearitat untersucht werden. Bei einer linearen Abbildung
ist es egal, ob der Operator zundchst auf jeden Vektor einzeln angewendet und anschlie-
Rend die Bildvektoren miteinander addiert werden, oder ob die Addition der Vektoren
bereits vor der Abbildung ausgefuhrt wird. Der entstandene Bildvektor ist bei beiden Ver-
fahren der gleiche. Dasselbe Prinzip gilt auch fir die skalare Multiplikation. Die Eigen-
schaft der Linearitat konnen allerdings nur Abbildungen zwischen zwei Vektorrdumen
besitzen, die Uber demselben Korper definiert sind. Diese VVoraussetzung ist bei den Ope-
ratoren im Hilbert-Raum selbstverstandlich gewahrleistet.

Ein linearer Operator A auf dem Hilbertraum # ist eine Abbildung von dem Definitions-
bereich Dy € H in den Hilbertraum, fuir welche der Definitionsbereich Dj ein linearer
Teilraum ist und bei der fur alle 4,5, € D, 44,1,,4 € C folgende Bedingungen

erfullt sind:
Additiv: A, +1,) = Ay, + Ay,
Homogen:  A(Ay) = 1Ay,

In der Standard-Quantenmechanik treten nur lineare Operatoren auf, sodass im Folgenden

auch nur solche betrachtet werden sollen.

Insbesondere sind auch der Orts-, Impuls- und Hamiltonoperator linear.

4.1.3 Uberall definite Operatoren

Wie der Name schon andeutet, sind berall definite Operatoren auf dem gesamten Hil-

bert-Raum definiert. Es gilt also
Dy=H

Somit kann der Operator A auf jedes Element 1 aus 7 angewendet werden. Diese Eigen-
schaft wird im Folgenden noch eine wichtige Bedeutung fir den quantenmechanischen
Messprozess haben. Sie stellt neben anderen Voraussetzungen sicher, dass zu einem Ope-

rator auf jeden Fall ein adjungierter Operator existiert und er damit auch selbstadjungiert
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sein kann. Und nur genau die selbstadjungierten Operatoren kénnen, dank ihrer besonde-
ren Merkmale, die Beschreibung quantenmechanischer Messprozesse leisten. Es wird
sich zeigen, dass auch nicht uberall definite Operatoren unter bestimmten Voraussetzun-

gen selbstadjungiert sind und damit ebenfalls Messprozesse darstellen konnen.

Ob der Ortsoperator tberall definit ist, hdngt davon ab, auf welchem Hilbert-Raum er

definiert ist.

4.1.4 Gleichheit von Operatoren

Zwei Operatoren A und B werden als gleich bezeichnet, wenn deren Definitionsbereiche
Dz und Dg identisch sind, also D3 = Dg = D gilt, und fir alle y € D die Bildvektoren

Ubereinstimmen:

~

Al/) — Blp%

Sind zwei Operatoren A und B linear, so gilt deren Gleichheit zudem genau dann, wenn

sie in allen Erwartungswerten (|Ay) = (y|B1) identisch sind.

4.1.5 Beschréanktheit von Operatoren

Wird ein Operator A auf ein Element v aus seinem Definitionsbereich D; angewendet,
so erzeugt dies einen Vektor Ay aus dem Hilbert-Raum, also einen Zustand, dessen Norm
definiert ist. Daher kann sowohl von v, als auch von Ay die Norm gebildet und diese
miteinander verglichen werden. Ist nun die Norm des Wertebereichs A nach oben be-

schrankt, also gibt es eine Zahl C, sodass
1Ay < cliyl fiir alle € D;

erfullt ist, wird A als beschréinkter Operator bezeichnet.®” In endlich dimensionalen Hil-

bert-Rdumen sind alle linearen Operatoren beschrénkt.®

8 vgl. Eckhard Rebhan. Theoretische Physik: Quantenmechanik, S. 256.
67 vgl. Siegfried GroRmann. Funktionalanalysis im Hinblick auf Anwendungen in der Physik, S.110.
8 vgl. Hans Jurgen Korsch. Mathematik der Quantenmechanik, S. 9.
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4.1.6 Stetigkeit von Operatoren

Es sei A ein Operator, der auf dem Definitionsbereich D definiert ist. Dieser ist an der
Stelle ¢ € D, stetig, wenn fur jede Cauchyfolge ¢,, € D3, die gegen ¢ konvergiert fol-
gende Bedingung erfullt ist:

~

Apn = Ag

Der Operator angewendet auf die Cauchyfolge muss also dasselbe Ergebnis liefern, wie
die Anwendung des Operators auf deren Grenzwert. Gilt diese Bedingung fir alle Ele-
mente aus dem Definitionsbereich, sprich ist A an jeder Stelle ¢ € Dy stetig, so wird er
als stetiger Operator bezeichnet.®® Bei linearen Operatoren sind die Begriffe Beschrankt-
heit und Stetigkeit gleichwertig. So kann von der Stetigkeit eines linearen Operators un-

mittelbar auf dessen Beschranktheit geschlossen werden und umgekehrt.

Aus den bisher definierten Eigenschaften kann nun der linear-beschrankte Operator defi-

niert werden. Dieser vereint folgende drei Merkmale in sich:
Der linear-beschrankte Operator ist

- linear
- beschrankt (und damit automatisch stetig)

- Uberall definit

Er bildet die Grundlage fiir den Darstellungssatz von Riesz, welcher fir einen gegebenen

Operator die Existenz eines adjungierten Operators sicherstellt.

4.1.7 Der inverse Operator

Dieser Operator ermdglicht es, eine Abbildung umzukehren und aus dem Bild ¢ = Ag
einer Operationsvorschrift A auf D; das Urbild ¢ zu erzeugen. Dies ist allerdings nur
dann moglich, wenn es genau ein ¢ gibt, das durch A auf ¢ abgebildet wird. Der inverse

Operator A1 bildet dann den Vektor ¢ auf das urspriingliche Urbild ¢ ab:

89 vgl. Siegfried GroRmann. Funktionalanalysis im Hinblick auf Anwendungen in der Physik, S.111.
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P y 6 9y
D; w; W3 =Dz W31
Abb. 16: Urspriinglicher Operator™ Abb. 17: Inverser Operator’™

Gibt es allerdings mehrere Elemente ¢4, ¢, in Dz, die auf das Element ¢ abgebildet
werden, dann kann die Umkehrabbildung dem Element ¢ nicht ein eindeutiges Bild zu-

ordnen. Die Umkehrabbildung ist dann nicht definiert.

v P41 | ¢
v, ) 0
) ¥
D; W3
Abb. 18: Urspriinglicher Operator’? Abb. 19: Inverser Operator existiert nicht™

Der Operator A~ ist genau dann der zu A inverse Operator, wenn die Bedingungen

° DA—1 = WA und
o A (dp)=0¢ fir alle Ap € W;

erfiillt sind. ™

Beispiel: Inverser Operator in der Elektrostatik

Das Prinzip der inversen Operation findet auch auRerhalb der Quantenmechanik eine hau-
fige Anwendung in der Physik. Dafir soll ein materiefreier Raum betrachtet werden, der

von einem sich raumlich veréandernden elektrisches Feld E (1), erzeugt durch die ruhende

0 selbst erstellt.
" selbst erstellt.
72 selbst erstellt.
73 selbst erstellt.
" vgl. Siegfried GroRmann. Funktionalanalysis im Hinblick auf Anwendungen in der Physik, S.108.
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Ladungsverteilung p(7), durchsetzt wird. Mit Hilfe der Maxwellgleichungen kann zwi-
schen der Ladung p(#) und dem Potential ¢ (#*) folgende Operationsvorschrift aufgestellt

werden:

n b0 (7
b = ). %{” = —amp(7)

k=1

Ap(@) = p(¥)
Diese ermoglicht es, aus dem gegebenen Potentialverlauf ¢(7) die Ladungsverteilung
p(7) zu bestimmen. Ist man jedoch an der umgekehrten Fragestellung interessiert und

mochte aus einer bekannten Ladungsverteilung p(7) das Feld ¢ (#) bestimmen, so ist der

zu A inverse Operator von Néten:
() =4"p

In diesem konkreten Beispiel handelt es sich bei dieser inversen Operation um ein geeig-

netes Integral.”

4.1.8 Eigenvektor und Eigenwert

Mit diesem Unterkapitel ist einer der Kernpunkte des quantenmechanischen Messprozes-
ses erreicht. Am Beispiel des harmonischen Oszillators wurden die Messwerte der Ener-
gie als Eigenwerte des Hamiltonoperators zu den zugehérigen Eigenfunktionen bestimmt.

Nun ist es an der Zeit zu untersuchen, worum es sich hierbei mathematisch genau handelt.

Wird ein Operator auf ein Element aus dem Hilbert-Raum angewendet, so bildet er dieses
auf einen anderen Vektor aus dem Hilbert-Raum ab, der meist weder in seiner Richtung,
noch in seiner Lange mit dem urspriinglichen Vektor tbereinstimmt. Nun existieren fir
einen linearen Operator aber auch ganz besondere Hilbert-Raum-Vektoren, die durch eine
Abbildung nicht ihre Richtung, sondern hochstens ihre Lange verandern. Der Operator
beschreibt in diesen Féllen also eine einfache Streckung oder Stauchung des Vektors um
einen bestimmten Faktor. Vektoren, die diese besondere Eigenschaft erfiillen, werden als

Eigenvektoren und die zugehorigen Faktoren als Eigenwerte des Operators bezeichnet.

5 vgl. Siegfried GroRmann. Funktionalanalysis im Hinblick auf Anwendungen in der Physik, S.10.
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Dementsprechend gibt es auch fur die quantenmechanischen Operatoren bestimmte Zu-
stdnde, welche auf ein A-faches von sich selbst abgebildet werden. Genau diese mogli-
chen Zahlen, diese A, sind dann die Eigenwerte, also die mdglichen Messwerte des Sys-

tems.

Betrachte den linearen Operator A auf dem Hilbert-Raum 7. Wenn es einen Vektor y €

H\{0} gibt, sodass fur ein 1 € C die Eigenwertgleichung
AY =21y
erfiillt ist, so wird v als Eigenvektor von A zum Eigenwert A bezeichnet.

Der Nullvektor muss bei dieser Definition ausgeschlossen werden, da dieser fiir alle 1 €

C die notwendige Bedingung erfiillt.”

Beispiel fir Eigenvektoren und Eigenwerte

0 1
-1 0

torraum R? in den Vektorraum R? und besitzt die Eigenwerte 4, = i und A, = —i.

Betrachte die Matrix M = ( ) Diese beschreibt eine lineare Abbildung vom Vek-

Die zugehdrigen Eigenvektoren lassen sich zu i, = (3) und ¥, = (_11) berechnen.

Dies kann mit folgender Rechnung nachgepruft werden:

M3, = (—01 (1)) (1) = (—l1) = ‘(1) =AY,

(0 D)= (=) =rm

Wird die Matrix M auf die Eigenvektoren 1; und ,, angewendet, so sorgt dies nur fir
eine Streckung um die Faktoren A; bzw. A, aber nicht fiir eine Richtungséanderung der

Vektoren.

76 vgl. Hans Jurgen Korsch. Mathematik der Quantenmechanik, S. 62.
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Die Menge aller Eigenwerte eines Operators wird als Spektrum bezeichnet. Das Eigen-
wertspektrum eines quantenmechanischen Operators kann verschiedene Strukturen auf-
weisen. Es kann entweder diskret, kontinuierlich oder eine Kombination aus beidem sein.
Im Folgenden sollen nur rein diskrete Spektren behandelt werden. Dies ist der Fall, wenn
alle Eigenvektoren des Operators im Hilbert-Raum liegen. Andernfalls sind die Eigen-

vektoren keine Elemente des Hilbert-Raumes, da sie nicht quadratintegrabel sind.”

Angenommen 1 ist ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A. Das bedeutet es gibt ein 1 €
C mit Ay = Ay. Nun soll untersucht werden, ob ein Vielfaches von 1, sprich gy mit u €
C, ebenfalls ein Eigenvektor ist. Mit der oben definierten skalaren Multiplikation fiir Ope-

ratoren lasst sich folgende Gleichung aufstellen:

AQ) = p(Ay) = p() = A(uyp)

Diese Rechnung zeigt, dass uy sogar zum selben Eigenwert A ein Eigenvektor ist. Der
Eigenwert legt also nicht die L&nge des Eigenvektors fest. Da das Skalar u € C beliebig
gewahlt war, kénnen folglich zu einem bestimmten Eigenwert unendlich viele Eigenvek-
toren gefunden werden. Die eben konstruierten Eigenvektoren der Form py sind aller-
dings alle linear abhangig. Daruber hinaus ist es mdglich, dass zu einem Eigenwert auch
mehrere linear unabhangige Eigenvektoren existieren. In diesem Fall hei3t der Eigenwert

entartet.

Fir die Eigenvektoren zu einem Eigenwert ist das Superpositionsprinzip giltig und jede
mdogliche Linearkombination aus Eigenvektoren bildet wieder einen solchen. Die Menge
aller Eigenvektoren zu einem bestimmten Eigenwert plus dem Nullvektor bildet mit der
Vektoraddition und der skalaren Multiplikation einen Vektorraum, welcher als Eigen-

raum bezeichnet wird. Der Eigenraum besteht demnach aus folgender Menge:
Eig(4,2) = |4y = 1}

Der Nullvektor ist selber kein Eigenvektor, allerdings muss er zwingend ein Element des
Eigenraumes sein. Er bildet das notwendige neutrale Element bezuglich der Vektoraddi-

tion. In der Menge Eig(A, 1) ist der Nullvektor per Definition enthalten. Es gilt ndmlich:

A0=0=10 firalledeC

"7 vgl. Jan-Markus Schwindt. Tutorium Quantenmechanik, S. 117.
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Der Eigenraum ist ein Teilraum des Hilbert-Raumes und wird von den linear unabhéngi-
gen Eigenvektoren aufgespannt. Deren Anzahl legt damit die Dimension des Eigenrau-
mes fest und wird als Entartungsgrad bezeichnet. Der Eigenraum zu einem Eigenwert A

besitzt folglich genau dann die Dimension eins, wenn er nicht entartet ist.”

Eine Entartung im umgekehrten Sinne ist allerdings nicht mdglich: Zu jedem Eigenvektor

existiert nur genau ein Eigenwert.

In den letzten Kapiteln wurde erldutert, wann ein Operator linear, beschrankt und tberall
definit ist, wann zwei Operatoren als gleich bezeichnet werden und, dass es sich bei einem
inversen Operator um die passende Umkehrabbildung handelt. Auch wurde behandelt,
was die Eigenwerte und Eigenvektoren eines Operators darstellen. Fir die mathematische
Beschreibung von Messprozessen wird allerdings eine ganz besondere Art von Operato-
ren bendtigt. Der selbstadjungierte Operator. Neben der Linearitét spielen bei diesem vor
allem die Eigenwerte eine entscheidende Rolle. Um den selbstadjungierten Operator al-
lerdings vollstandig klassifizieren zu konnen, ist es notwendig, etwas weiter auszuholen

und einen neuen Raum einzufthren.

4.2 Der Dualraum

Eine besondere Art von Operatoren bilden die linearen Funktionale. Dies sind lineare
Abbildungen, die einem Element aus einem Vektorraum, der in diesem Fall sogar ein
Hilbert-Raum ist, ein Element aus dem zugrundeliegenden Karper, hier also eine kom-
plexe Zahl, zuordnen. Von den bisher definierten Operatoren sind dies somit genau die
linearen Abbildungen L tiber dem Hilbert-Raum #, deren Bildraum W; = C ist. Formal

lasst sich dies wie folgt ausdriicken:
Lp;>C Y— L)

Eine wichtige Unterklasse der linearen Funktionale beschreiben diejenigen, welche tber-
all definit und stetig sind. Sie werden als linear-stetige Funktionale bezeichnet. Die drei
hier vereinten Eigenschaften wurden bereits im vorherigen Abschnitt allgemein fur Ope-

ratoren definiert und lassen sich daher eins zu eins auf Funktionale Ubertragen.

8 vgl. Gerald Gravert. Quantenmechanik. Wiesbaden 1977, S. 125.
69



Uber der Menge der linear-stetigen Funktionale iiber dem Hilbert-Raum A kann nun ein
Vektorraum gebildet werden. Wie im betreffenden Kapitel erlautert, mussen hierfur auf
dieser Menge die Verknlpfungen Vektoraddition und skalare Multiplikation definiert
werden. Diese wurden bereits fiir Operatoren allgemein und damit insbesondere auch fir

Funktionale als spezielle Operatoren wie folgt eingefiihrt:

Skalare Multiplikation: (AL)(¥) = A(Ly)
Vektoraddition: (L, + L, )y = Ly + L, firalley € Dy, p

Es lasst sich nachrechnen, dass mit diesen Verknupfungen auf der Menge der linear-ste-
tigen Funktionale die Vektorraumaxiome erfullt werden. Mittels der Abbildungsvor-
schrift

EzzﬁDLAl - Wi, - Wi,  mit (LL) @) = L (Lyy)

kann hierauf zusatzlich ein Skalarprodukt definiert werden. Entstanden ist aus der Menge
der linear-stetigen Funktionale Uber H ein Vektorraum mit Skalarprodukt, im Folgenden
als H’ bezeichnet. Die Vorgehensweise erinnert sehr stark an die Definition des Hilbert-
Raumes, bei dem es sich bekanntermafRen ebenfalls um einen Vektorraum mit Skalarpro-
dukt handelt.

Ziel dieses Kapitels ist es, nachzuweisen, dass diese beiden Rdume sogar isomorph zuei-
nander sind. Zwei Raume werden als isomorph bezeichnet, wenn sie sich in ihrer Struktur
absolut gleichen, mathematisch also identisch sind und lediglich die Elemente unter-
schiedlich benannt werden. Damit dies fur diese zwei Rdume mdglich ist, mussen beide
exakt gleich viele Elemente besitzen. Zu jedem Element aus dem Hilbert-Raum muss es
also genau ein Element im Vektorraum der linear-stetigen Funktionale geben. Exakt diese
Voraussetzung gewabhrleistet ein wichtiger Satz, der nach dem Mathematiker Friedrich

Riesz benannt ist. Der Darstellungssatz von Riesz macht folgende Aussage:

Aussage: ,,Jedes linear-stetige Funktional L tiber einem Hilbert-Raum # ist darstellbar in

der Form

L) = (p|y), fir alle YEH

Dabei ist ¢ € 3 eindeutig durch das Funktional L bestimmt und ||Z]| = [lyl].«"®

7® Siegfried GroRmann. Funktionalanalysis im Hinblick auf Anwendungen in der Physik, S. 140.
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Beweis: Nach der Definition des Skalarproduktes ist klar, dass {¢|y) ein Gberall
definites, lineares und stetiges Funktional Gber # ist. Nun soll fur ein beliebiges
lineares Funktional L ein geeignetes ¢ € # konstruiert werden, sodass der Satz

erfullt ist.

Betrachte hierfiir eine Teilmenge $ = {¢|¢ € H, L(¢p) = 0} des Hilbert-Rau-
mes, in der alle ¢ enthalten sind, die L(¢) = 0 erfiillen. Da das Funktional als
linear und stetig vorausgesetzt war, muss $ sogar einen Teilraum des Hilbert-

Raums bilden.

Falls es sich hierbei bereits um den gesamten Raum handelt, also $ = H gilt,

dann ist der Satz fiir ¢ = 0 und L(y) = (0]y) erfillt.

Ist $ < H, dann gibt es mindestens einen Vektor a # 0, welcher auf allen Vek-
toren aus $ senkrecht steht. Hierliber kdnnen nun Vektoren wie folgt definiert

werden:

B =L@y - La = B(a,P).
Aus dieser Konstruktion folgt unmittelbar L(8) = 0. Daher liegt 8 in dem Teil-
raum $ woraus folgt, dass 8 L a also {a|B) = 0 = L(a){a|y) — L(Y){a|a). Da
L(a) # 0, kann das gewiinschte ¢ wie folgt passend definiert werden:

L(a)
_ .
TIE

Diese Darstellung ist durch ein inneres Produkt eindeutig definiert, denn ange-
nommen es gilt {¢,|yY) = (@, |y) dann folgt fiir alle ¥: (¢, — @,|y) = 0. Also

muss gelten ¢; — @, = 0.

Mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung kann folgende Abschatzung fiir die
Norm des Funktionals getroffen werden:

ILap)| = Kelp)] < llelliwll

Es muss sogar ||L|| = Il gelten, da in der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung

das Gleichheitszeichen erreichbar ist. ]
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Alle méglichen linear-stetigen Funktionale L (iber einem Hilbert-Raum A sind demnach
durch das innere Produkt darstellbar, wodurch jedem Hilbert-Raum-Element eindeutig

ein L zugeordnet werden kann.8° Damit ist die Existenz der Elemente sichergestellt.

Nun ist noch zu begriinden, dass die beiden Rdume dieselbe Struktur tragen. Das in H
existierende vollstandige Orthonormalsystem {@;} €  erzeugt in I eine duale Basis,
sodass die Struktur von H eins zu eins auf " Gbertragen wird. Damit ist die Isomorphie

vollstandig begriindet.

Die linear-stetigen Funktionale Uber 7 bilden also selbst einen Hilbert-Raum, den zu H
isomorphen Raum #”. Dieser Dualraum bildet die mathematische Grundlage fiir die Bra-
Ket-Notation, eine Darstellungsweise der Quantenmechanik, die der britische Physiker
Paul Dirac mit seinem Werk ,, The Principles of Quantum Mechanics* aus dem Jahr 1930

verbreitete. Zu Ehren ihres Entwicklers wird sie auch als Dirac-Notation bezeichnet.

Ein Vektor ¢ € H wird bei dieser Schreibweise in der Form

l)

dargestellt. Von links durch einen senkrechten Strich und von rechts durch eine spitze
Klammer begrenzt, représentiert diese Darstellung ein Element aus dem Hilbert-Raum.
Um einen konkreten physikalischen Zustand zu charakterisieren, beispielsweise das
n —te Energieniveau des harmonischen Oszillators, wird an Stelle von |¢,,) meist nur der
fiir die Besetzungszahl bzw. das Energieniveau stehende Index in die Klammer geschrie-

ben: |n)

Wie oben mit dem Rieszschen Darstellungssatz bewiesen wurde, existiert zu jedem Hil-
bert-Raum Element | @) genau ein linear-stetiges Funktional, also genau ein Vektor (| €
A’ im Dualraum. Dieses ist entsprechend zu obigem Satz durch folgende Abbildung de-

finiert:

(p|: H — C, @) — (pld) = {lp) |P))

80 vgl. Siegfried GroRmann. Funktionalanalysis im Hinblick auf Anwendungen in der Physik, S. 141.
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Das zum Hilbert-Raum Vektor |¢) zugehorige Dualraum Element (¢| wird als adjungier-
ter Vektoren bezeichnet und umgekehrt. Die Notation erfolgt durch ein hochgestelltes
Kreuz:

=)t o 1o =(ol

Die gespiegelte Klammer

(ol

stellt also ein Element ¢ € H" aus dem zugehdrigen Dualraum, also ein linear-stetiges
Funktional, dar. Als Abbildung kann {¢| ebenso wie ein Operator A von links auf den
Vektor aus dem Hilbert-Raum |¢) angewendet werden. Hierdurch entsteht nach obiger

Definition eine komplexe Zahl:

(ollgp) = {(plp) =z €C

Der Klammerschreibweise (¢ |y) fur das Skalarprodukt verdankt die Dirac-Notation ihre
alternative Bezeichnung ,,Bra-Ket-Schreibweise®, die in Anlehnung an das englische
Wort bracket flir “"Klammer” entstanden ist. Die linearen Funktionale (¢| aus dem Dual-
raum werden daher auch als "bra”-Vektoren und die Hilbert-Raum Elemente [y) als “"ket’-

Vektoren betitelt.

Bei der Notation muss eine wichtige Regel beachtet werden. Der zum Vektor [¢") = 1|¢@)
mit A € C duale Vektor (¢’| kann nicht durch A(3| dargestellt werden. Stattdessen muss

der komplexe Vorfaktor komplex konjugiert werden:

(@'l = ANt = Ko|

Die folgenden Beispiele sollen dazu dienen, bereits behandelte Rechenregeln in der
Dirac-Notation darzustellen und damit den Umgang mit der neuen Schreibweise zu trai-

nieren.
Die Addition und die skalare Multiplikation lassen sich nun wie folgt notieren:
|91) + |92) = |91 + @2), Al) = [1p)

(1] + (2] = (@1 + 2|, Mol = (2g|
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In dieser neuen Notation kann auch die Anwendung eines Operators A auf einen Hilbert-

Raum-Vektor [) verkiirzt geschrieben werden. An Stelle von

A(lY) = [¥)
wird diese Abbildung durch
App) = |Ap) = |y) € 3¢
dargestellt.

Die Bedingung der Orthonormiertheit, wie sie bei der Definition des vollstandigen Or-

thonormalsystems aufgetaucht ist, kann demnach durch die Gleichung
(i,)) = &

beschreiben werden, die sowohl die Normierung auf die Lange eins, als auch die ortho-
gonale Orientierung der Vektoren berlicksichtigt.

4.3 Der adjungierte und der selbstadjungierte Operator

Bereits bei einem oberfl&chlichen Studium der Quantenmechanik tauchen viele Inhalte
auf, die aus klassischer Sicht ungewohnt erscheinen und der eigenen Intuition widerspre-
chen. Um die Bedeutung des adjungierten Operators fur den Messprozess nachvollziehen
zu konnen, ist es ausnahmsweise an der Zeit, der eigenen Intuition zu vertrauen und das

Wissen aus der klassischen Mechanik anzuwenden.

Dem quantenmechanischen Atommodell zufolge haben die Elektronen keine festen Po-
sitionen und kreisen auch nicht auf Bahnen um den Atomkern, wie es Bohr einst postu-
lierte. Stattdessen besitzen sie nach heutigem Kenntnisstand eine ortsabhdngige Aufent-
haltswahrscheinlichkeit, welche je nach Atomsorte eine andere Form aufweist. Anders
als bei der Ortsmessung in der klassischen Mechanik kann hier kein sicherer Wert fiir den
Aufenthaltsort angegeben werden, sondern nur einer von vielen mgglichen Messwerten.
Eine Gemeinsamkeit zur klassischen Mechanik ist aber dennoch vorhanden. Der Mess-
wert des Ortes muss eine reelle Zahl sein. Diese intuitiv logische Tatsache ist nicht nur
auf den Aufenthaltsort eines Elektrons in einem Atom zu beschrénken, sondern auf alle
messbaren quantenmechanischen Grofien zu erweitern. Diese Eigenschaft steht in der

klassischen Physik auBer Frage. Hier in der Quantenmechanik, im Raum der komplexen
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Zustandsvektoren, scheint dies allerdings nicht selbstverstandlich. Wie die letzten Kapitel
gezeigt haben, werden in der Quantenmechanik die physikalischen MessgréRen mathe-
matisch durch die Eigenwerte der zugehérigen Operatoren beschrieben. Die Eigenwerte
des Ortsoperators geben also den mdglichen Ort des Teilchens und die Eigenwerte des
Impulsoperators den méglichen Impuls des Teilchens wieder. Die Eigenwerte stellen also
die mdglichen Messwerte der messbaren Gréf3en des Systems dar und mussen daher im-
mer reell sein. Aber genau dies ist der entscheidende Punkt. Der Hilbert-Raum der quan-
tenmechanischen Zustande ist Gber dem Korper der komplexen Zahlen definiert. Daher
haben auch die meisten Operatoren keine reellen, sondern komplexe Eigenwerte, so wie

0 1
-1 0

besal3. Dieser Operator kdme dementsprechend nicht in Frage, um eine physikalische Ob-

im obigen Beispiel, bei welchem der Operator M = ( ) die Eigenwerte i und —i

servable zu beschreiben. Es gibt allerdings eine bestimmte Art von komplexen Operato-
ren, die nur reelle Eigenwerte besitzen. Dies sind genau die selbstadjungierten Operato-
ren, zu denen auch der Orts- und der Impulsoperator z&hlen. Nur als solche besitzen sie
ausschlieBlich reelle Eigenwerte und kdnnen den Ort bzw. den Impuls eines quantenme-

chanischen Objekts sinnvoll beschreiben.

Um das Geheimnis des selbstadjungierten Operators zu luften und seine besonderen
Merkmale bestimmen zu kénnen, muss zunéchst der sogenannte adjungierte Operator be-

handelt werden.

Bei diesem Operator wird das gleiche Prinzip wie bei der inversen Abbildung angewen-
det. Es muss bereits ein Operator A gegeben sein, zu dem sein adjungierter Operator de-
finiert werden kann. Und &hnlich wie bei der Inversenbildung existiert nicht zu jedem
linearen Operator ein adjungierter, sondern nur zu denjenigen, deren Definitionsbereich
bestimmte Anforderungen erfillt. Der zuvor behandelte Rieszsche Darstellungssatz leis-
tet allerdings schon eine wichtige Existenzaussage, die auch hier genutzt werden kann.
Da dieser Satz jedoch nur fur linear-beschrankte Operatoren giiltig ist, sollen zunéchst
nur solche behandelt werden. Im Anschluss daran kann das Prinzip auf unbeschrénkte

und nicht tberall definite lineare Operatoren verallgemeinert werden.

Daher sei A zunéchst ein linear-beschrankter Operator im Hilbert-Raum . Nun kann fiir

ein festes ¢ € H ein lineares Funktional E(p,A wie folgt definiert werden:

~

Lpa® - C, ¥ — (p|Ay)
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Der Operator A und das innere Produkt (¢|-) sind tiberall in £ definiert, linear und
stetig, also linear-beschrénkt. Damit hat auch das eben definierte lineare Funktional Z(p,A
diese Eigenschaften.®! Der Rieszsche Darstellungssatz sagt nun, dass das linear-stetige

Funktional Z(p,A (y) als inneres Produkt dargestellt werden kann. Es existiert also ein ein-

deutiger Vektor ¢ = <ﬁ(<p|/i), welcher folgende Gleichung erfullt:

(o|Ap) = L, 4() = (PI¥) furalley € 3

Der Vektor @ ist firr einen festen Operator A eindeutig durch den Vektor ¢ bestimmt,
sodass die Abbildung ¢ — @ einen (berall definiten Operator im Hilbertraum darstellt.
Der so entstandene und von A abhangige Operator wird der adjungierte Operator A* ge-

nannt.?
Zusammenfassend l&sst sich folgende Aussage treffen:

Ist ein Operator A auf dem Hilbert-Raum 7 linear beschrénkt, dann kann ihm ein adjun-

gierter Operator AT eindeutig wie folgt zugeordnet werden:

(p|Ay) = (ATp|y) firr alle @,y € 1%

Der zu einem Operator A Adjungierte AT beschreibt die Operation im Dualraum, die der-

jenigen von A in # entspricht:

Alpy=19) o  @PIAT =

Aus dieser Bedingung kann folgender Zusammenhang abgeleitet werden:

(o|AT|w) = (pAT[w) = (") = Wlp)) = (Y]Ap) = (¥]A]e)

bzw. fur den Spezialfall (| = [¥):

(W|AT[) = (p|4|p)*® (Gleichung 4.1)

Stimmt ein linear-beschrankter Operator mit seinem adjungierten Operator berein, so

wird er als selbstadjungierter Operator bezeichnet: AT = A

81 vgl. Siegfried GroRmann. Funktionalanalysis im Hinblick auf Anwendungen in der Physik, S. 199.
82 vgl. Siegfried GroRmann. Funktionalanalysis im Hinblick auf Anwendungen in der Physik, S. 199 f.
8 vgl. Siegfried GroBmann. Funktionalanalysis im Hinblick auf Anwendungen in der Physik, S. 200.
84 vgl. Hans Jurgen Korsch. Mathematik der Quantenmechanik, S. 54.

8 vgl. Hans Jurgen Korsch. Mathematik der Quantenmechanik, S. 54.
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Da A und damit auch A* (iberall definit sind, stimmen die Definitionsbereiche beider
Operatoren vollstandig tberein. Es gilt: Dz = Dz+ = H. Der so definierte selbstadjun-

giert-beschrankte Operator wird verkirzt auch als hermitescher Operator bezeichnet.

Der Rieszsche Darstellungssatz stellt also sicher, dass zu jedem linear-beschrankten Ope-
rator A im Hilbert-Raum ¢ ein eindeutiger zu A adjungierter Operator A existiert. Nun
gibt es allerdings auch quantenmechanische Operatoren, die unbeschrankt und nicht tiber-
all definit sind. Darunter fallt beispielsweise der Impulsoperator. Auch flr diesen kann
ein adjungierter Operator gefunden werden, allerdings ist hierfur eine zusétzliche Ein-

schréankung erforderlich.

Wie zuvor kann die Abbildung

~

LoitDi—C Y (p|Ay)

betrachtet werden, wobei der Operator A nun zwar linear, aber auch unbeschrankt und
nur auf einem kleineren Definitionsbereich D; c # definiert sein soll. Dies hat zur Kon-
sequenz, dass das eben definierte Funktional ebenfalls linear, unbeschrankt und nicht
uberall definit ist. Nun ist es wiederum das Ziel, ein eindeutiges ¢ zu finden, sodass die

Beziehung

(p|dy) = (@ly)  firalley € D;

gilt. Da der Operator A nun nicht linear-beschrankt ist, kann der Rieszsche Darstel-
lungssatz nicht angewendet werden. Die Existenz eines solchen ¢ ist durch die Lineari-
t4t des Operators A sichergestellt. Daher muss nur noch die Eindeutigkeit bewiesen wer-
den. Angenommen es gibt mehrere @, $,, welche die Gleichung erfillen, dann wiirde

gelten:
(p|Ap) = (@1 1) = (@, 1) fiir alle 1 € D;.
= (@1 — P2lP) fir alle y € D;.

Wenn diese Bedingung erfillt ist, sagt man, dass die Teilmenge D ; nicht dicht im Hilbert-
Raum H liegt. Andersrum formuliert ist das @ genau dann eindeutig bestimmt, wenn der
Definitionsbereich des Operators A dicht im Hilbert-Raum liegt, wenn also jeder Punkt
des Gesamtraums beliebig genau durch einen Punkt aus der Teilmenge approximiert wer-

den kann.
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Zusammenfassend kann nun folgende Bedingung formuliert werden:

Ist A ein linearer, dicht definierter Operator auf Dz, so kann diesem durch folgende Glei-

chung ein adjungierter Operator A" auf D ;+ zugeordnet werden:
(AT o|) = (p|Ay) furalley € Dz und alle ¢ € D4+

Fast analog zum linear-beschrénkten Operator oben kann nun der selbstadjungierte Ope-
rator definiert werden. Allerdings muss nun explizit auf die tbereinstimmenden Defini-

tionsbereiche geachtet werden:
Ein linearer, dicht definierter Operator A auf D4 heiRt selbstadjungiert, wenn
D;z=Ds  und A=At
Dies ist der Fall, wenn folgende Bedingung erflllt ist.
(o|dy) = (Aglp) furalle ¢, € Dz = Dgi™

In der Motivation zum selbstadjungierten Operator wurde die Behauptung aufgestellt,
dieser konne nur reelle Eigenwerte besitzen. Nun, da seine Eigenschaften und seine Struk-

tur geklart sind, kann diese wichtige Aussage bewiesen werden.

Aussage: Sei A ein selbstadjungierter Operator auf einem Hilbertraum 7, dann besitzt A
nur reelle Eigenwerte und die Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind ortho-

gonal.

Beweis: Es soll die Eigenwertgleichung AJy) = Ay) gelten, also A sei ein Eigen-
wert zum Eigenvektor 1y vom hermiteschen Operator A. Nach Gleichung 4.1 gilt

dann

(W|ATw) = (w]4]p)

Mit der Bedingung A = AT, da A hermitesch, gilt folgende Umformung:

MKplp) = lAlyp) = (W|Alp) = (w|AT]p) = (w|Alyp) = Hplp)

8 vgl. Siegfried GroRmann. Funktionalanalysis im Hinblick auf Anwendungen in der Physik, S. 298.
87 Siegfried GroRmann. Funktionalanalysis im Hinblick auf Anwendungen in der Physik, S. 306.
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Da fiir einen Eigenvektor (|y) # 0 gilt, folgt aus dieser Gleichung die behaup-

tete Eigenschaft 2 = 1. Daher ist der Eigenwert A eine reelle Zahl.

Um die zweite Aussage zu beweisen, soll mity” ein weiterer Eigenvektor zum

Operator A mit dem Eigenwert A" betrachtet werden. Fiir diese gilt dann analog:
Al =),
Insgesamt folgt nun
(wldy) = @lAy) = 1 @ly)
= (Ayly’) = W) = AWy

Die Gleichung A’ (y|y") = A(Y|y’) kann wegen A # A" nur genau dann erfillt
sein, wenn (Y’[y) = 0, sprich, wenn die beiden Eigenvektoren zu verschiedenen

Eigenwerten orthogonal sind.®®

Die selbstadjungierten Operatoren, wie beispielsweise Orts-, Impuls-, Spin- oder Dreh-
impulsoperator, liefern als Eigenwerte die moglichen Messwerte des Systems fiir den Ort,
Impuls, Spin bzw. den Drehimpuls. Die Eigenwerte geben demnach entscheidende Infor-
mationen tber das System. Nun ist es an der Zeit, auch die zugehtrigen Eigenvektoren
genauer zu untersuchen. Dafir gilt es, die Erkenntnis der eben bewiesenen Aussage mit
den Informationen aus dem Kapitel Uber vollstdndige Orthonormalsysteme und dem Wis-
sen Uber Eigenvektoren miteinander zu verknlpfen und neue Schlussfolgerungen zu zie-
hen. Der folgende Abschnitt ist allerdings nur flr selbstadjungierte Operatoren giiltig, da
nur hier die orthogonale Orientierung der Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten

sichergestellt ist.

Zu einem bestimmten Eigenwert A gibt es unendlich viele verschiedene linear abhéngige
Eigenvektoren, die durch die Vielfachen u|y;,) beschrieben werden kénnen. Daher ist
insbesondere auch der auf Eins normierte VVektor |i;) ein solcher Eigenvektor. Nach der
eben bewiesenen Aussage stehen die Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten A;
orthogonal zueinander. Daher bilden die auf eins normierten Eigenvektoren |z/)li) ein Or-
thonormalsystem. Gibt es nun zu einem selbstadjungierten Operator so viele verschiedene
Eigenwerte, wie die Dimension des Hilbert-Raums ist, dann bilden die zugehérigen Ei-

genvektoren ein vollstdndiges Orthonormalsystem dieses Raumes. Aber auch wenn es

8 vgl. Hans Jurgen Korsch. Mathematik der Quantenmechanik, S. 65.
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weniger Eigenwerte gibt, kann aus den Eigenvektoren eine solche Basis gebildet werden.
Dann wird das Orthonormalsystem noch durch die linear unabhéngigen Eigenvektoren
von entarteten Eigenwerten erganzt. Da diese in der Regel nicht orthogonal zueinander
stehen, muss hier zun&chst ein Trick angewendet werden. Dank des Superpositionsprin-
zips entsteht durch Linearkombination zweier Eigenvektoren |1), |17) zum selben Eigen-
wert A wieder ein solcher. Wird diese geschickt gebildet, so kann daraus ein neuer Eigen-
vektor |A”) konstruiert werden, welcher orthogonal zum Vektor |1) steht. Diese Vorge-
hensweise lasst sich nun fir alle entarteten Eigenwerte so oft wiederholen, bis die Dimen-
sion des Hilbert-Raumes erreicht ist und ein vollstandiges Orthonormalsystem, die soge-
nannte Eigenbasis, gebildet wurde. Jeder Vektor aus dem Hilbert-Raum kann als Linear-

kombination der hierin enthaltenen Eigenvektoren |y;) entwickelt werden.

) = > i) o)

Diese Aussage liefert wichtige Erkenntnisse fir die Physik. Jeder fur das Quantensystem
mogliche Zustand kann als Linearkombination aus den Eigenzustanden zu einem selbst-
adjungierten Operator gebildet werden. Denn dessen Eigenvektoren bilden ein vollstén-

diges Orthonormalsystem des Hilbert-Raumes.

4.4 Der Projektor

Nachdem bisher die mathematischen Prinzipien von Operator und Eigenwertgleichung
behandelt wurden, kann nun der dritte wesentliche Bestandteil des Messprozesses unter-
sucht werden. Dieser besteht darin, dass der urspriingliche Zustand auf den zugehorigen
Eigenzustand projiziert wird, sofern sich das System nicht bereits in diesem befunden hat.
Das Prinzip dieser Projektion kann in gewisser Weise alltagssprachlich interpretieren.
Scheint die Sonne auf einen in der Erde steckenden Stab [, so kann auf dem Boden ein
Schatten betrachtet werden. Der Stab wird im dreidimensionalen Raum, mathematisch
der Vektorraum R3, auf die zweidimensionale Ebene (der Vektorraum R?) projiziert.

Nachstehende Skizze soll dies veranschaulichen.
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Abb. 20: Projektion eines Stabes in die x-y-Ebene®®

Bei dem Stab [ handelt es sich mathematisch um einen Vektor |l) im dreidimensionalen
Raum R3, der als Linearkombination der Basisvektoren der Standardbasis {|x), |v), |z)}

entwickelt werden kann:
1) = 2 |x) + 4, |y) + A,|2)

Bei einer Projektion auf die x-y-Ebene werden diese beiden Komponenten beibehalten

und die z-Komponente auf null gesetzt:

ILey) = A 1) + 24, [y)

Der so entstandene Vektor ist der Bildvektor, welcher bei der Projektion von |I) auf die

x-y-Ebene entsteht. Dabei berechnen sich 4, und A, durch das Skalarprodukt von |I) mit

den Basisvektoren |x) bzw. |y). Der Projektor ist der Operator, der die Abbildung des

Vektors |1) auf die Ebene beschreibt. Fir diesen gilt demnach:
Py = |x)x|l) + [yXyll)

= P = |x)x|+ [y)yl

Nach diesem konkreten Beispiel soll der allgemeine Fall eines Projektionsoperators be-
trachtet werden. Dafiir sei H wie gewohnt ein Hilbert-Raum. Als solcher besitzt er ein

vollstdndiges Orthonormalsystem
{In),n € N} mit (nlm)=0 und |n|=1

Dieses kann aus Eigenvektoren eines selbstadjungierten Operators oder aus beliebigen
orthonormierten Vektoren bestehen. Jeder Zustandsvektor |y) € H kann als Linearkom-

bination dieser Basis dargestellt werden:

89 selbst erstellt.
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)= aln)

n

Der Entwicklungskoeffizient a; lasst sich mit Hilfe des Skalarprodukts bilden:

a; = (n|y)

Damit kann der Zustandsvektor [i) wie folgt dargestellt werden:

)= aln) Y (i) n) = )l

Bei einem Vergleich von der der linken Seite, auf der ausfiihrlich geschrieben 1|y) steht,
mit der rechten Seite dieser Gleichung, ergibt sich eine neue bedeutsame Schreibweise

des Eins-Operators.
1=),n)n| (Gleichung 4.2)

Hierbei ist |n){n| ein Operator, welcher den Vektor [i) auf den Zustand |n) projiziert

und wird daher Projektor genannt.
Bl) = |n) (nlyp) = a;|n)
B, = In)(n|*

Der Eins-Operator besteht folglich aus der Summe sé&mtlicher Projektionsoperatoren. Mit
diesem kann auf die Vollstandigkeitsrelation hergeleitet werden, mit Hilfe derer eine po-
tentielle Basis {(n|} verifiziert werden kann. Hierflir wird der Eins-Operator wie folgt

geschickt eingefgt:

@ly) = (p|1lp) = > (pln)nly)
n
Daraus folgt direkt die Vollstandigkeitsrelation:

Wlp) = ) [nlp)?

9% vgl. Wolfgang Kinzel. Theoretische Physik 1, S. 117 f.
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Ist Gleichung 4.2 erfullt, so ist ebenfalls die Vollstdndigkeit des Orthonormalsystems
{(n|} sichergestellt, weshalb auch diese Gleichung haufig als Vollstandigkeitsrelation be-

zeichnet wird.*!

Ein Vektor |3) kann aber nicht nur auf einen einzigen Zustand, sondern auf einen gesam-
ten Unterraum Hy projiziert werden, so wie es im obigen Beispiel beim Stab der Fall war.
Hierflr muss zunéchst ein System orthogonaler VVektoren {|r),r € I} der Lange eins aus-
gewahlt werden, welche den gesamten Unterraum aufspannen. Der Projektor ist dann wie

folgt definiert:

Palp) = ) 1) (rl)

T
Pe= ) [r)r
T

Hierbei ist zu betonen, dass der Projektor nicht von der speziellen Basis {|r),r € I}, son-
dern ausschlieRlich vom Unterraum R abhangt. Wird der Projektor P, auf ein Element

¢r aus dem Unterraum R angewendet, so wird dieses auf sich selbst abgebildet:

PR|¢R> = |¢R>93
Die Projektionsabbildung bewirkt also keine Anderung.

Mit dem Wissen um den Projektionsoperator kann nun besser nachvollzogen werden, was
beim quantenmechanischen Messvorgang passiert: VVor der Messung befindet sich das
System in irgendeinem Zustand, der eine Uberlagerung samtlicher Eigenzustande dar-
stellt. Es nimmt also gewissermalien mehrere Zustande gleichzeitig ein. Mathematisch
lasst sich dies durch die Linearkombination aus den Eigenvektoren beschreiben.®* An-
schaulich kann dieses Prinzip eindrucksvoll am Doppelspaltexperiment nachvollzogen
werden. In einer seiner Durchfiihrungsvariationen werden Photonen immer nur einzeln
auf den Doppelspalt geschossen und damit sichergestellt, dass nicht mehrere Photonen

miteinander interferieren. Dennoch kann nach einiger Zeit auf dem dahinterliegenden

9 vgl. Jan-Markus Schwindt. Tutorium Quantenmechanik, S.30 f.

9 vgl. Gerald Grawert. Quantenmechanik, S. 127.

9% vgl. Gerald Grawert. Quantenmechanik, S. 128.

9 vgl. Matthias Bartelmann u.a. Theoretische Physik. Heidelberg 2015, S. 800.
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Schirm das bekannte Intensitatsmuster beobachtet werden, das sich durch Interferenz ei-

ner von Spalt 1 ausgehenden Welle mit einer von Spalt 2 ausgehenden Welle erklaren

Abb. 21: Doppelspaltexperiment ohne Messung®®

l&4sst.

Das Photon muss also immer gleichzeitig beide Spalte passieren, um anschlieend mit
sich selbst interferieren zu kdnnen.® So lautet zumindest die Erkldrung dieses Phanomens
nach momentanem Wissensstand. Im nachsten Versuchsschritt soll fir jedes Photon ein-
zeln gemessen werden, welchen der beiden Spalte es passiert. Dies ist in der Praxis durch
geschickte Experimentieranordnungen, wie beispielsweise durch die Positionierung eines
Lasers unmittelbar hinter dem Spalt, zu bewerkstelligen. Werden wieder einzelne Photo-
nen in diese Anordnung gebrach, kann genau beobachtet werden, durch welchen der bei-
den Spalte das Photon fliegt. Allerdings wird nun auf dem Schirm an Stelle eines Interfe-
renzmusters eine klassische Verteilung beobachtet, wie sie beispielsweise beim Werfen

mit Farbbéllen auf eine solche Anordnung zustande kame.

Abb. 22: Doppelspaltexperiment mit Messung des durchdrungenen Spalts®’

Bevor die Interferenz stattfinden kann, wird das Photon durch den Eingriff in das System
dazu gezwungen einen der Eigenzustiande einzunehmen und die Uberlagerung aufgeho-
ben. % Mathematisch kann dieser Prozess, der auch als Kollaps der Wellenfunktion be-

zeichnet wird, mit dem eben erlauterten Projektionsoperator beschrieben werden.

9 selbst erstellt.
% vgl. Jan-Markus Schwindt. Tutorium Quantenmechanik, S. 326.
97 selbst erstellt.
% vgl. Jan-Markus Schwindt. Tutorium Quantenmechanik, S. 326.
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Durch die Messung des Eigenwertes A wir der urspriingliche Zustand |y), sprich die Li-
nearkombination aus Eigenzustanden, auf den zugehérigen Eigenraum H;,, ein Unter-
raum des Hilbert-Raumes, projiziert und befindet sich daher anschlielend im zugehdrigen
Eigenzustand ;). Wie zuvor allgemein erldutert, lasst sich diese Projektion wie folgt

beschreiben:

Pyal) = alpdlin),

wobei der Projektor Py, ; wie folgt definiert ist:

Py s = Y)Wl

4.5 Beispiele fur quantenmechanische Operatoren

Wie der Impuls-, aber auch der Ortsoperator in den folgenden Beispielen deutlich ma-
chen, sind die meisten Operatoren nicht auf dem gesamten Hilbert-Raum definiert. Der

Definitionsbereich muss sehr haufig auf eine dichte Teilmenge eingeschrankt werden.

Beispiel flr quantenmechanischen Operator: Der Ortsoperator

Dieser Operator wird bendtigt, um die Ortsmessung eines Quantenobjekts zu beschreiben.

Zundchst muss ein Hilbert-Raum gewahlt werden, auf dem der Operator definiert werden
kann. Im Folgenden soll der bereits untersuchte Raum £, (a, b) der quadratsummablen
Funktionen die Grundlage bilden, wobei das Intervall entweder endlich von a bis b oder

beidseitig unendlich gewahlt wird.

Die Operationsvorschrift im Ortsraum entspricht der Multiplikation mit x:

(Xf)(x) = xf (x)

e Endliches Intervall

Ist das Intervall I = [a, b] endlich, so ist der Operator linear, Gberall definit, beschrénkt
und selbstadjungiert. Als Definitionsbereich kann somit der gesamte Hilbert-Raum ge-

wahlt werden: D = £, (a, b). Zudem sind die Eigenwerte in jedem Fall reell.
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Fiir beschrankte Funktionen f(x) in £,(a, b) entspricht dem adjungierten Operator ¥

die Multiplikation mit der komplex konjugierten Funktion f(x):

RTHC) = xf (%)%

e Unendliches Intervall

Ist das Intervall beidseitig unbeschrénkt, sprich der Hilbert-Raum ist durch £, (—oo, c0)
gegeben, so ist der Ortsoperator nicht tGberall definit und der Definitionsbereich muss

eingeschrankt werden:

Dz = {fIf € L, und xf(x) € L;}

Dieser Definitionsbereich liegt dicht im Hilbert-Raum £, (—o0, ), sodass der Multipli-
kationsoperator auch in diesem Fall selbstadjungiert ist. Der adjungierte Operator x”
stimmt mit dem urspriinglichen Orstoperator x {iberein.’® Der Ortsoperator ist auf diesem

Hilbert-Raum zudem ebenfalls linear aber nicht beschrankt und daher nirgends stetig.

Sowohl fir das endliche Intervall [a, b], als auch flr das unendliche Intervall (—oo, o)
ist das Spektrum des Multiplikationsoperators X nicht-diskret, sondern erstreckt sich rein

stetig Uber das gesamte Intervall.

Beispiel: Der Impulsoperator

Bei diesem fir die Impulsmessung zustandigen Operator handelt es sich um einen Diffe-

rentiationsoperator, der im Ortsraum folgender Operationsvorschrift genligt:
. d
(f () === f(x)

Dieser Operator soll zunachst im Hilbert-Raum £, (0, b) untersucht werden. Der Defini-
tionsbereich muss so eingeschrénkt werden, dass die Ableitung %f(x) fast Gberall ge-

bildet werden kann und die Bildfunktion wieder in £, (0, b) liegt und damit quadratsum-
mabel ist. Diese Bedingungen sind erfullt, wenn die Funktion f (x) absolut stetig ist und
f7in L, liegt.

9 vgl. Siegfried GroRmann. Funktionalanalysis im Hinblick auf Anwendungen in der Physik, S. 201.
100 vgl. Siegfried GroRmann. Funktionalanalysis im Hinblick auf Anwendungen in der Physik, S. 315.
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Der maximale Definitionsbereich kann nun folgendermafen angegeben werden:
D, = {fIf € L;(0,b), f absolut stetig, f" € L,(0,b)} S L;(0,b)

Der so definierte Operator ist linear, aber nicht beschrankt und damit nirgends stetig.

Die Unbeschranktheit kann mit Hilfe der Folge f,, = \/%ez’”?" € D, nachgewiesen wer-

den, welche im geforderten Definitionsbereich liegt. Nun sollen zunéchst die Ableitung
und anschlielend die Konvergenz der Norm untersucht werden:
!

d 2misn . 1
- — b —
7 fn - e (2mi 5 n)

1 Znizn < -1 > 1 Zmin ( 1 )
= —e“" b |2mi—m]) || —=e"" b |2m—n

Iz
dx fn

Nun kann der Grenzwert untersuch werden:

I 21
= lim —n = o

im |12
im dxfn

n—>0oo

Dies beweist die Unbeschranktheit des Operators. Der Definitionsbereich liegt allerdings
dicht im Hilbert-Raum, sodass ein adjungierter Operator existiert. Er ist jedoch nicht
selbstadjungiert und kann daher auf diese Weise keine physikalische Messung reprasen-
tieren. Um dies dennoch auf einem endlichen Intervall zu erméglichen, kann der Operator
zu einem selbstadjungierten Operator erweitert werden. Wie genau das funktioniert soll

hier jedoch nicht weiter thematisiert werden.%*

101 vgl. Siegfried GroRmann. Funktionalanalysis im Hinblick auf Anwendungen in der Physik, S. 119 f.
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e Der Impulsoperator in £, (—oo, ©)

Auf dem Definitionsbereich D, = {f|f, f* € L,} ist die Operationsvorschrift p = i% li-

near, dicht definiert, unbeschrankt und selbstadjungiert. Die Eigenwerte sind folglich alle
reelle Zahlen. Ebenso wie beim Ortsoperator ist das Eigenwertspektrum rein kontinuier-

lich und erstreckt sich iiber die gesamte reelle Achse.%

Neben dem Orts- und dem Impulsoperator sind der Hamilton-, der Drehimpuls- sowie der
Spinoperator die haufigsten Abbildungen in der Quantenmechanik. Bei der Fortsetzung
der exemplarischen Untersuchung des harmonischen Oszillators werden mit dem Auf-

und dem Absteigeoperator noch zwei weitere besondere Operatoren behandelt.

Beispiel: Auf- und Absteigeoperator im harmonischen Oszillator

Bisher wurde der harmonische Oszillator nur im Ortsraum beschrieben. Durch das Ldsen

der stationaren Schrédingergleichung konnten hierin die Zustandsfunktionen |y,,) und
die Energieeigenwerte E,, = hw(n + %) berechnet werden. Mit Hilfe der Dirac-Notation

ist es nun maglich, eine allgemeinere, darstellungsunabhéngige Beschreibung des Sys-

tems zu entwickeln. Diese wird algebraische Methode genannt.

Dafiir soll zunachst erneut der Hamiltonoperator

A2
qg_P_ 52
H—2m+ > X

betrachtet werden. An dieser Stelle wird nun ein Trick verwendet, der auch bei anderen
guantenmechanischen Problemen, wie beispielsweise bei dem spater behandelten Dreh-
impulsoperator, nitzlich ist. Durch die geschickte Definition zweier neuer Operatoren

wird der Hamilton-Operator wie folgt umgeschrieben:

—

q = hw (d*d + %) (Gleichung 4.3)

102 ygl. Siegfried GroRmann. Funktionalanalysis im Hinblick auf Anwendungen in der Physik, S. 318.
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Der hierbei verwendete Operator @ und der dazu adjungierte Operator sind dieserart de-

finiert;
~ 1 (\/—A+ i A>
a=— mwx
V2h Vma)p
~4 1 ( L A)
a' = — mwx —
V2h \/ma)p

Bei der expliziten Ausmultiplikation des Operatorprodukts @t ist zu erkennen, dass der
Summand +% aus einem Beitrag der verallgemeinerten dritten Binomischen Formel

stammt, der aufgrund der Nichtvertauschbarkeit der beiden Operatoren nicht verschwin-
det. Mit dem Kommutator von Orts- und Impulsoperator [, p] = Xp — pX = ih gilt ndm-
lich:

= i(ma)x2 +—p2+ixp — lﬁ)?)
2h w

_mo _, 1, M, 1 Az_i
2n > P aman? topMPl =g P o

Dies eingesetzt in Gleichung 4.3 bestatigt obige Behauptung:

J=n (AT”+1>—h <mwA2+ 1, 1+1>—h (mw 2 4 1 Az)
e\ AT TR Y T men? 2727 P

p?  mw?

“om T 2

2

Wie zu Beginn von Kapitel 4.1 erldutert, definiert das Produkt zweier Operatoren selbst
wieder einen Operator. Im Fall von a™ und @ wird dieser als Besetzungsoperator

N = a'a bezeichnet. Hiermit kann der Hamilton-Operator zu
— ~ 1
H = hw (N + —)
2
umgeschrieben und die Eigenwertgleichung
~ 1
ho (R +5) [9) = El)
aufgestellt werden. Bei deren Betrachtung fallt auf, dass die Eigenwerte der Energie E,

durch die Eigenwerte n vom Operator N ausgedriickt werde kénnen:
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1
En:hw(n+§>

Die Eigenzustiande von N stimmen also mit denen von H (iberein.'®® Sie sollen von nun

an durch die verkurzte Schreibweise |n) dargestellt werden.

Das Ziel der folgenden Beweisschritte besteht darin, die mdglichen Eigenwerte n des
Operators N und damit die Energie-Eigenwerte E,, zu bestimmen. Bei n handelt es sich
um die Besetzungszahl. Sie ist ein MaR flr die Anzahl der Energiequanten der Grolie
AE = hw, die im System gespeichert sind. Dies l&sst sich unmittelbar aus der Differenz

zweier benachbarter Energieniveaus berechnen:

1 1
AE=En+1—En=(hw(§+n+1)>—<hw(§+n)>=ha)

Der Operator N zahlt also die Anzahl der Quanten und gibt sie als Eigenwerte des Zu-

standes aus.'%

Der erste Schritt zur Bestimmung der moglichen Werte von n besteht darin, den Opera-
tor N auf den Zustand @|n) anzuwenden. Dafiir werden folgende Zusammenhange be-

notigt:

[a,a’] = aat — ata

mw 1 1) (m‘“Az 1 1)
—_ =1

— | 22 A2 _ A2
_<2hx tomon? T 27) T\ Zn Y T Zmeon?” T 2n

Wobei das hier verwendete Produkt @a* nach demselben Prinzip wie zuvor fir ata de-

monstriert berechnet werden kann. Mit dieser Erkenntnis l&sst sich folgern

A

[N,a] = Na — aN = ataa — aata = —(aata — ataa) = —[a,afla=-a

108 vgl. Jan-Markus Schwindt. Tutorium Quantenmechanik, S. 175.
104 vgl. Wolfgang Kinzel. Skript Theoretische Physik 1, S.113.
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Hieraus konnen nun folgende Eigenwertgleichungen abgeleitet werden:
Najn) = a(N — 1)|n) = (n — 1)a|n) (Gleichung 4.4)
Nat|n) = at(N + 1)|n) = (n + Dat|n) (Gleichung 4.5)

Bei n handelt es sich um den Eigenwert vom Operator N zum Eigenvektor |n), womit
das jeweils zweite Gleichheitszeichen begriindet ist. Gleichung 4.4 liefert folgende Er-

kenntnis:
d@|n) Eigenzustand von N mit Eigenwert n — 1

Der Operator a sorgt also dafiir, die Energie des Systems schrittweise zu verringern und
bei jeder Anwendung auf den Zustand ein Energiequant zu vernichten. @|n) ist somit

proportional zu |n — 1):

aln) = pjn — 1)
Aufgrund dieser Eigenschaft wird a als Vernichtungsoperator bezeichnet.
Analog lasst sich Gleichung 4.5 wie folgt interpretieren:

at|n) Eigenzustand von N mit Eigenwert n + 1.

Der Operator at erhéht die Energie des Systems, indem er ein Energiequant erzeugt.

at|n) ist proportional zu |n + 1):
aln) = pjn— 1)
Daher wird @t als Erzeuger betitelt.

Nun kann untersucht werden, welche Werte fir n in Frage kommen. Da es sich hierbei
um ein Mal fur die gespeicherte Energie handelt, ist es sinnvoll nur positive Werte zuzu-
lassen. Folgende Rechnung beweiset, dass n tatsachlich nicht negativ werden kann. Sei

dafir der Zustand |v) := @|n) definiert. Dann gilt

P

n = (n|N|n) = (n|ataln) = (vlv) > 0

Das Ungleichheitszeichen stammt von der positiven Definitheit des Skalarproduktes. Die
Energie des Systems wird demnach durch wiederholte Anwendung des Vernichters in
Einserschritten immer weiter bis zu einem minimalen n verringert, das nicht weiter ver-

kleinert werden kann. Es muss also einen Zustand |n,) minimaler Energie geben, sodass

91



die Anwendung des Vernichters hierauf keinen weiteren Zustand ergibt. Hier muss statt-

dessen gelten @|ny) = 0.1% Daraus folgt dann:
0 = llalno)lI? = (nolatalno) = (no|N|no) = ng

Demnach kommt nur |0) als Grundzustand des Systems in Frage. Es gibt keinen Zustand
geringerer Energie. Mit diesen Informationen kann nun die Grundzustandsenergie be-

rechnet werden:

E_hw
07 2

Angefangen bei dem Wert n = 0 und durch die schrittweise Erh6hung um eins kénnen

die Energieeigenwerte nun wie folgt charakterisiert werden:
1 .
Enzha)(n+5) mitn =0,1,2, ...

Graphisch lasst sich das System wie folgt durch aquidistante Energieniveaus veranschau-

lichen, die in einem parabelférmigen Potential angeordnet sind.

“
137

2y D ™
1D s +
o) =

Abb. 23: Energieniveauschema des quantenmechanischen harmonischen Oszillators®

Diese Grafik macht plausibel, weshalb der Erzeuger auch als Aufsteigeoperator und der
Vernichter als Absteigeoperator bezeichnet werden. Sie sorgen dafur, dass das System in
ein hoheres Energieniveau aufsteigt, bzw. in ein niedrigeres Niveau absteigt, so wie die

Pfeile in der Skizze dies veranschaulichen.

105 vgl. Jan-Markus Schwindt. Tutorium Quantenmechanik, S. 176.
106 Wolfgang Kinzel. Skript Theoretische Physik 1. S. 113.
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4.6 Stochastische GroRen beim Messprozess

Mit dem selbstadjungierten Operator wurde das Werkzeug gefunden, mit dem die quan-
tenmechanischen MessgrofRen bestimmt werden kénnen. Als Besonderheit der Quanten-
mechanik gegenuber der klassischen Physik wurde zu Beginn des Kapitels die Unbe-
stimmtheit der Messwerte erwahnt. Dieses Phdnomen, einem bestimmten Zustand keinen
eindeutigen Wert zuordnen zu kdnnen, sondern lediglich eine statistische Verteilung fur
alle moglichen Messwerte angeben zu kdnnen, lasst sich mit dem entwickelten mathema-
tischen Konstrukt aus Eigenwerten und Eigenvektoren beschreiben. Ebenso wie einer
qguantenmechanischen Observablen nicht genau ein Messwert zugeordnet werden kann,
besitzt auch ein Operator im Allgemeinen nicht genau einen Eigenwert. Die Menge aller
maoglichen Eigenwerte des selbstadjungierten Operators entspricht den mdglichen Mess-
werten flr die physikalische GroRe. Mit Hilfe von Wahrscheinlichkeit, Erwartungswert
und Standardabweichung ist es aber dennoch méglich, mehr Informationen Gber den Zu-

stand anzugeben.

Unter der Einschrankung, nur diskrete Eigenwertspektren zu betrachten, kann das Prinzip
mit einem stochastischen Zufallsexperiment mit diskreter Verteilung, wie beispielsweise
dem Warfelwurf mit zwei Wurfeln, verglichen werden. In beiden Féllen existiert eine
diskrete Menge von Ergebnissen, die mit unterschiedlichen Wahrscheinlichkeiten eintre-
ten konnen. Beim Wiirfel sind dies beispielsweise die Zahlen von zwei bis zwo6lf, also die
Summe der geworfenen Wiirfelaugen, im physikalischen Fall die Messwerte in Form von
Eigenwerten. Fir die unterschiedlichen Wahrscheinlichkeiten der Quantenzustéande sind
diverse physikalische Prinzipien, wie beispielswiese die Stabilitat, und quantenmechani-
sche Einflisse wie das Pauli-Prinzip, verantwortlich. Wie grof3 die Wahrscheinlichkeit
fiir einen bestimmten Eigenwert A bei der Messung einer Observablen A ist, wird durch

den Zustand |y) des Systems festgelegt und kann wie folgt berechnet werden:
Wiy (D) = [(Pl)?
Hierbei ist [y, ) der Eigenzustand zum Eigenwert A.

Kdnnte eine bestimmte quantenmechanische Messung nun viele Male hintereinander un-
ter exakt denselben Bedingungen durchgeftihrt werden, wére die Wahrscheinlichkeitsver-

teilung jedes Mal identisch.
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Wie in der Stochastik kann auch der Erwartungswert bestimmt werden. Dieser beschreibt
den Wert, der bei vielen Messungen unter gleichen Bedingungen im Mittel herauskom-
men wirde:

- _ (wl4y)

A==

Die hier beschriebene Division durch die Norm des Zustandsvektors ist nur dann notwen-
dig, wenn der gewéhlte Reprasentant |i) des Zustandes nicht auf eins normiert gewahlt
wurde. Andernfalls wiirde die Norm eins ergeben und die Division keine Veranderung
bewirken. Ebenso wie es beim Werfen mit einem Wirfel der Fall ist ((Z) = 3,5), muss
der so berechnete Erwartungswert kein tatsachlich moglicher Messwert, d.h. hier kein
Eigenwert des Operators, sein. Bei diesem Wert handelt es sich nur um ein mathemati-
sches Konstrukt und nicht um die VVorhersage des tatsachlichen Messergebnisses. Befin-
det sich das System vor der Messung in einem Eigenzustand, so kann der Erwartungswert
analog wie oben berechnet werden. Hier kann das Ergebnis allerdings konkret angegeben

werden:

(WalAlwa)  oaldlgn)  Aaln)

A S N A S TN T S

Dieses Resultat stimmt mit der zuvor getroffenen Aussage Uberein, dass der Messwert
eines Eigenzustandes mit hundertprozentiger Sicherheit vorhergesagt werden kann. Hier

wird immer der zugehdrige Eigenwert gemessen.

Als MaR fir die Streuung der Messwerte um den Erwartungswert werden wie beim Zu-

fallsexperiment die Grofen
Varianz (AA)2 = (A?) — (A)?und

Unscharfe  AA =+ A2A = /(A2) — (A)?

angegeben. Die Unscharfe wird auch als Fehler des Messwertes bezeichnet und gibt In-

formation dartiber, wie genau durch die Messung ein Wert bestimmt werden kann.

4.7 Die Unscharferelation

Im Gegensatz zur klassischen Mechanik konnen in der Quantenmechanik zwei Grofien

nur unter bestimmten Bedingungen gleichzeitig scharf gemessen werden. Anderenfalls
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konnen die Observablen nur auf einen Mindestfehler genau angegeben werden. Die Ur-
sache dieser Unschérfe liegt allerdings nicht in begrenzten technischen Mdglichkeiten
oder in Fehlern der Messapparatur. Stattdessen handelt es sich hierbei um eine immanente
Eigenschaft der Quantenmechanik, die selbst bei idealen Messungen zu beobachten wére
und nicht behoben werden kann. In seiner ersten Formulierung der Unschérferelation be-
schrankte sich der Physiker Werner Heisenberg im Jahr 1927 auf den Zusammenhang
zwischen der Orts- und der Impulsunschérfe und erkannte, dass die Bestimmung des Or-
tes Einfluss auf die Genauigkeit des Impulses nimmt und umgekehrt. Diese Gesetzma-
Rigkeit wurde schliel3lich auch fir andere Paare von Observablen festgestellt und konnte
in folgender allgemeiner Aussage zusammengefasst werden: Fur zwei nicht vertausch-

bare Operatoren A und B, deren Kommutator durch
[A,B] = 4B - BA
gegeben ist, kann das Produkt der Unschérfe durch den Erwartungswert der Operatoren

wie folgt nach unten beschrankt werden:

AAAB < = |(4|B)|17

N[ =

Speziell fir den Orts- und den Impulsoperator hat dies die nachfolgende Abschétzung zur

Folge:
1
AxAp < > h

Verschwindet also der Kommutator zweier Operatoren, so kdnnen die zugehérigen Werte
gleichzeitig scharf bestimmt werden. Dieser Zusammenhang kann wie folgt plausibel ge-
macht werden: Wird eine Einzelmessung, reprasentiert durch den Operator A4, an einem
System durchgefuhrt, so wird der urspriingliche Zustand auf einen Eigenzustand 1y, die-
ses Operators projiziert. Soll nun gleichzeitig eine zweite Messung B stattfinden, so muss
Y, auch ein Eigenzustand des Operators B sein. Nur wenn beide Operatoren eine gemein-
same Eigenfunktion besitzen, ist eine gleichzeitige fehlerfreie Messung der Observablen

maoglich. Es missen also die folgenden Gleichungen gleichzeitig erfullt sein:

AW’O) = alyy) BWJO) = blo)

107 vgl. Albert Messiah. Quantenmechanik, S. 269.
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Hierbei sind a und b die Eigenwerte der Operatoren A bzw. B zum zugehdrigen Eigen-
zustand [y,).

Aus diesen Zusammenhéangen kénnen nun folgende Terme gebildet werden:
(Alwo)) - (Blwo)) — (Blwo)) - (Alwho)) = (aliho)) - (Blpo)) — (bliho)) - (altho))
= (4B — BA)[yo) = (ab — ba) o)

Die Klammer auf der linken Seite entspricht genau dem Kommutator der Operatoren A
und B. Auf der rechten Seite stehen in der Klammer nur reelle Zahlen. Da die reellen
Zahlen kommutativ beziglich der Multiplikation sind, gilt ab = ba. Damit ergibt sich
folgende Gleichung:

[AIB]‘IJO =0Yy=0

Zwei quantenmechanische GréRen kénnen also nur dann gleichzeitig scharf bestimmt
werden, wenn deren Kommutator verschwindet. Dies ist wiederum genau dann der Fall,
wenn sie ein vollstdndiges Orthonormalsystem von gemeinsamen Eigenvektoren besit-

zen. In diesem Fall handelt es sich um kompatible Variablen.%®

5  Der Drehimpulsoperator

In der klassischen Mechanik ist der Drehimpuls fur Drehbewegungen das Pendant zum
Impuls flr Translationen. Auch in der Quantenmechanik spielt diese Grél3e eine wichtige
Rolle und beschreibt sowohl den Bahndrehimpuls, als auch den Eigendrehimpuls, den
sogenannten Spin, eines Teilchens. Obwohl es intuitiv naheliegend ist sich ersteren als
kreisformige Bewegung eines Teilchens um ein festes Zentrum und letzteren als Rotation
um die eigene Achse vorzustellen, muss mit diesen klassischen Bildern kritisch umge-
gangen werden, da sie die Gefahr bergen, Fehlvorstellungen zu implizieren. Wie in dieser
Arbeit schon mehrfacht betont, beriicksichtigen sie weder die Quantisierung der mogli-
chen Zustande noch die Einschrédnkung, nicht alle Observablen gleichzeitig messen zu

konnen. Diese zwei Prinzipien sind aber auch beim Drehimpuls zu bericksichtigen.

Nach dem Korrespondenzprinzip kann der Drehimpulsoperator L analog zum Vektor des

Drehimpulses in der klassischen Physik wie folgt definiert werden:

108 ygl. Albert Messiah. Quantenmechanik 1, S. 181.
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Der Drehimpulsoperator und die drei Komponenten dieses Vektoroperators sind selbst-
adjungiert und besitzen daher ausschlieBlich reelle Eigenwerte.''° Wie diese Eigenwerte
und die zugehdrigen Eigenzustande der Operatoren L2, L,, L, L, genau aussehen, soll im
Folgenden hergeleitet werden. L? beschreibt den Operator zum Betragsquadrat des Dreh-

impulses.

Mit Hilfe des Kommutators fir Orts- und Impulsoperator
[#, ;] = ihdy; (Gleichung 5.1)

kann aus obiger Definition des Drehimpulses der Kommutator fir die Vektorkomponen-
ten Ex,iy und L, hergeleitet werden. Dafiir muss im ersten Schritt das Kreuzprodukt

komponentenweise berechnet werden:

~

x :yﬁz_ZAﬁy’ iy = ZPyx — XPz, Lzzfﬁy_yﬁx

~

Diese Terme kdnnen nun in den Kommutator eingesetzt und mit den Rechenregeln aus

Kapitel 4.1.1 wie folgt umgeformt werden:
(L2 Ly = (962 — 2By, 2Dx — RP4] = (952, 2D] — (9P, 2D, — |20y, 2D| + [2Py, RB,]
= (B, 21px — 0 — 0 + X[2,p,1p, = —ihPp, + ihXp, = ihL,
Mit analoger Rechnung kénnen auch die anderen Kombinationen bestimmt werden.
|L,,L,] = ihL,, |L, L] =ihL,

Werden die Indizes x, y, z durch die Ziffern 1, 2, 3 ersetzt, kann mit dem Epsilon-Tensor

folgende allgemeine Regel aufgestellt werden:

[Zl', E]] = iheijkiklll

109 vgl. Wolfgang Kinzel. Skript Theoretische Physik 1, S. 123.
110 ygl. Jan-Markus Schwindt. Tutorium Quantenmechanik, S. 193.

111 ygl. Jan-Markus Schwindt. Tutorium Quantenmechanik, S. 191.
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Der Epsilon-Tensor ist wie folgt definiert:

+1, wenn (i,], k) eine gerade Permutation von (1, 2, 3) ist
gjr =1—1, wenn (i, ], k) eine ungerade Permutation von (1, 2, 3) ist
0, wenn mindestens zwei Indizes gleich sind
Der Kommutator zweier Drehimpulskomponenten verschwindet demnach, wenn L; und

Zj ubereinstimmen. Daher kdnnen zwei verschiedene Komponenten nicht gleichzeitig

scharf gemessen werden.

Der Operator L? kommutiert mit allen Komponenten des Drehimpulses, was sich eben-

falls aus Gleichung 5.1 und aus den eben berechneten Kommutatoren ergibt.

~

~2 ~ ~ 2 = ~ 2 PPN
[L°L]= [ + |1, 1| + |2, L.

= Lol L) + [Loo, L)L+ Ly [Ly L) + [y, Ly} Ly + Lo[L,, L] + [L2) Ly )L,

=0+0+in(-L,L,—L,L,+L,L,+L,L,)

=0
In gleicher Weise lasst sich dies flr die Komponenten Zy und L, nachweisen.
Zusammenfassend wurden bisher folgende Erkenntnisse gewonnen:

[EL,E]] = ih&'ijkz:k
L] =0

Diese beiden GesetzmaRigkeiten ergeben zusammen, dass der Operator L2 und genau eine
der drei Komponenten des Drehimpulses eine gemeinsame Eigenbasis besitzen und damit
gleichzeitig scharf bestimmt werden kénnen. Diese Komponente kann prinzipiell frei ge-
wahlt werden. In der Wissenschaft hat sich hierftr einheitlich die z-Komponente als Vor-
zugsrichtung etabliert, welche im Folgenden Gbernommen werden soll. Eine weitere

Komponente, beispielsweise L,, kann nicht zusétzlich diese Eigenschaft erfiillen, da sie

nicht mit L, vertauscht. Analoges Prinzip gilt fur L,.

Zur Charakterisierung der Eigenzustdnde werden die beiden Quantenzahlen [ und m aus
folgendem Grund eingefiihrt. Ahnlich wie der harmonische Oszillator nur die diskreten

Energiewerte E,, annehmen kann, sind fiir den Drehimpuls und seine z-Komponente nur
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ganz bestimmte diskrete Eigenwerte mdoglich. Diese werden nach festen Regeln durch-
nummeriert und den zugehérigen Eigenvektoren die entsprechenden laufenden Nummern
m und [ zugeordnet. Die Quantenzahl [ wird auch als Drehimpulsquantenzahl bezeichnet
und charakterisiert die Eigenwerte des Drehimpulsoperators. Die magnetische Quanten-

zahl des Bahndrehimpulses m beschreibt die z-Komponente des Drehimpulses.

Mit Hilfe dieser Quantenzahlen kann nun eine Basis |lm) flr den Hilbert-Raum, beste-
hend aus gemeinsamen Eigenzustanden von L? und L,, definiert werden. Ziel ist es nun
das Spektrum der mdglichen (1, m)-Kombinationen herzuleiten. Dafur miissen die Eigen-

wertgleichungen
I?|lm) = A?A|lm) und  L,|lm) = Am|lm)

geldst werden. Hier lasst sich derselbe Trick wie beim harmonischen Oszillator anwenden

und die Operatoren Erzeuger L. und Vernichter L_ wie folgt definieren.
L,=Ly+il,  L.=L,—il,
Fur diese gelten folgende Kommutator Relationen:
L, L] =L, L] +i[L, L] =in@, —ily) = h(L, +iL,) = hL,
Auf dieselbe Weise lasst sich
[L,L_]=—hi_
berechnen. Nun kann der Operator L, auf den Zustand L |lm) angewendet werden.
L,(Li|m)) = (L, Ly] + Ly L,)|tm) = AL, |tm) + L, (L,|im))
= hL,|lm) + AmL,|lm) = A(m + 1)(L,|lm))

Analog gilt L,(L_|tm)) = A(m — 1)(L_|im))

Betrachtet man jeweils nur das erste und das letzte Element der Gleichungen ist festzu-
stellen, dass L. |lm) bzw. L_|lm) Eigenzustande von L, zu den Eigenwerten A(m + 1)
bzw. A(m — 1) sind. Der Erzeuger und der Vernichter erh6hen bzw. verringern demnach

die Magnetquantenzahl um den Wert eins.!'?

112 ygl. Jan-Markus Schwindt. Tutorium Quantenmechanik, S.194.
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Um die Eigenwerte konkret bestimmen zu kénnen, missen zundchst die Gleichungen
Li|lm) = py|l, m+ 1) und  L_|lm) = pus|l,m—1)

von Auf- und Absteigeoperatoren geldst werden. Dafur gilt es die Normierungskonstan-
ten p, und p_ zu berechnen. Hierbei wird der Ausdruck L_L, auftauchen, der sich wie

folgt ausfuhren l&sst:

~ ~ ~

L.Ly=(L,—il,)(Ly+il,)=12+13—i[L, L] =1*-1%2-nhL,
Da der Vernichter der Adjungierte zum Erzeuger ist, gilt: Eﬂ =1I_
Mit diesen zwei Gleichungen kann nun folgender Term geldst werden:
I tm)|” = (L4]m) (Z4]tm)) = (im|EL L, |im) = (im|L_L|tm)
= (Im|[? — I2 — AL,|lm) = (Im|A?A — A?2m? — K2L,|Im)

= (%A — A?m? — R2L,)(Im|lm) = h?(A — m? — m)
= hz(l —m(m + 1))

= ,u+=h\//1—m(m+1)

Nach dem gleichen Schema kann auch die Normierungskonstante

= u_zh\//l—m(m—l)

berechnet werden. Hieraus lassen sich schon wichtige Informationen tiber den Wertebe-
reich der Quantenzahl m ableiten. Es kann ndmlich folgende Abschétzung gemacht wer-

den:
0 < ||Zeltm)||* + [|Zy |tm)||* = (Im|L2 + 12 |tm) = (tm|12 — [2|im) = A2(A — m?)

Damit diese Ungleichung erfillt ist, muss |m| < VA gelten. Die Werte von m sind also
nach oben und unten beschrankt. Durch das Anwenden von Erzeuger und Vernichter wird
die Magnetquantenzahl allerdings immer um einen Wert erhoht bzw. verringert. Daher
miissen bestimmte obere und untere Grenzen m,,,4, und m,,,;,, existieren, sodass L, bzw.
L_ angewendet auf die entsprechenden Zustande |Im,,q,) bzW. |Im,,;,,) die Nullfunktion

ergeben.
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Dies ist der Fall, wenn folgende Bedingungen erfullt sind:

- ~ 2

L+|lmmax) =0 & 0= ||L+|lmmax>” = hz(l - mmax(mmax + 1)) (5-2)
~ ~ 2

L+|lmmin) =0 & 0= ”L—llmmin)” = hz(l - mmin(mmin - 1))

Die Grenzen werden so gewahlt, dass sie mit + bzw. mit —[ (ibereinstimmen. Damit ist
bereits die Quantenzahl m vollstandig charakterisiert. Sie lauft in Einserschritten von —I[

bis +1. Fur ein festes [ gibt es also 21 + 1 verschiedene mogliche Zustande.

Dank der Auf- und Absteigeoperatoren ist bekannt, dass die Differenz zweier magneti-
scher Quantenzahlen ganzzahlig sein muss. Da es sich bei 4+ und —[ ebenfalls um solche
handelt, muss auch deren Differenz eine naturliche Zahl sein. Daraus ergibt sich die Be-

dingung
l—(—=1) =2l eNy13

Wird die obere Grenze m,,,, =l in Gleichung 5.2 eingesetzt und diese anschlieRend

nach A aufgeldst kann folgende Lésung bestimmt werden:
A=1(l+1)

Zusammenfassend wurden fiir die Eigenwerte und Eigenzustande der Operatoren L? und

L, folgende Regeln gefunden.

B2lim) = R2L(L+ D|lm)  mitl =0,

N |-

)1)

N | W

)2,

L,|lm) = Am|lm) mit—l<m<|1

6  Ein Kkleiner Einblick in die Welt der Quantencomputer

Mit den Abhandlungen (ber die mathematische Struktur der Quantenmechanik gibt diese
Arbeit eine kleine Vorstellung davon, weshalb die Mathematik oft als eigene Sprache
bezeichnet wird. Sie ermdglicht es physikalische Phdnomene und Theorien sauber zu for-
mulieren und noch so abstrakte Zusammenhénge zu verschriftlichen. Doch wie theore-

tisch und ungreifbar die Quantenmechanik auch scheinen mag, ihre praktische Relevanz

113 Matthias Bartelmann u.a. Theoretische Physik, S. 905.
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ist enorm. Die in der Medizin angewendete Kernspinresonanz basiert ebenso auf quan-
tenmechanischen Phanomenen wie der Laser oder das Elektronenmikroskop. Doch auch
auBerhalb der Naturwissenschaften trifft dieses Thema seit einigen Jahren zunehmend auf
gesteigertes Interesse. Das Ziel von Wissenschaftler aus den Bereichen der Informatik,
Physik und Mathematik aber auch von Geheimdiensten und Banken besteht akutell darin,
funktionstiichtige Quantencomputer zu entwickeln und damit bisherige Grenzen in der
Datenverarbeitung zu uberschreiten. Mit diesen, so lauten auch die Hoffnungen der In-
vestoren, soll es moglich werden grofiere Datenmengen in kirzerer Zeit zu verarbeiten
und dadurch Prozesse durchzufuhren, die mit den heute vorhandenen Supercomputern
nicht maoglich sind. Wirde dies gelingen, so kdnnten heute noch unmégliche Primfak-
torzerlegungen sehr groRer Zahlen in kurzer Zeit berechnet und damit bisher sicher ver-

schliisselte Daten enkodiert werden.

Wie der Name Quantencomputer bereits zum Ausdruck bringt, handelt es sich hierbei um
einen Rechner, der Algorithmen ausfuhren und mit Zahlen rechnen kann, dafiir aber die
GesetzméaRigkeiten der Quantenphysik ausnutzt.'* Hier sind im Wesentlichen zwei quan-
tenmechanische Prinzipien von Bedeutung: die Superposition und die Quantenverschréan-

kung.

Bei einem klassischen Computer werden die Informationen in Form von Bits gespeichert.
Eine einzige solche minimale Informationseinheit kann entweder die Information O oder
die Information 1 tragen, was praktisch durch einen getffneten oder geschlossenen Schal-
ter realisiert werden kann. Erst durch die Aneinanderreihung vieler Bits und die unter-
schiedlichen Kombinationen aus Nullen und Einsen kdnnen vielfaltigere Informationen
gespeichert werden. Bei einem zwei Bit System sind beispielsweise die vier Kombinati-

onen
00, 10, 01, 11

maoglich. Werden drei Bits hintereinander betrachtet, konne bereits die acht Moglichkei-

ten

000, 001, 010, 100, 011, 110, 101, 111

114 vgl. Max Rauner. Wie funktioniert ein Quantencomputer. Zeit Wissen Nr. 1/2018 in https://www.zeit.de/zeit-wis-
sen/2018/01/quantencomputer-funktion-technologie-investition/komplettansicht.

102



realisiert werden, usw. Mit einem n Bit System lassen sich demnach genau 2™ verschie-
dene Kombinationen bilden. Da sich jedes Bit allerdings immer nur in genau einem Zu-
stand befinden kann, wird zu jedem Zeitpunkt immer nur genau eine der 2™ maoglichen
Binérzahlen dargestellt. Wir nun ein Rechenprozess durchgefihrt, so wird der Ausgangs-
zustand durch eine bestimmte Operation in einen neuen Zustand Uberfihrt. An diesem
kann nun der zweite Rechenschritt ausgeftihrt werden, der ebenfalls einen neuen Zustand
erzeugt. Das Prinzip wird so lange durchgefiihrt, bis der gesamte Rechenprozess abge-
schlossen und ein Endzustand erreicht ist. Da jeweils nur genau eine Binarzahl dargestellt

werden kann, miissen samtliche Rechenprozesse nacheinander durchgefuhrt werden.

Bei Quantencomputern werden die kleinsten Informationseinheiten als Quantenbits oder
auch als Qubits bezeichnet und sind durch besondere quantenphysikalische Eigenschaften
charakterisiert. Ein Quantenbit kann sich zusatzlich zu den Basiszustanden |0) und |1)
fiir eine gewisse Zeitspanne, die sogenannte Koharenzzeit, auch in einem Uberlagerungs-

zustand der Form
a|0) + B[1)
mit der Normierungsbedingung la|?> + b2 =1

befinden. Es kann demnach zwei klassische Zustidnden zur selben Zeit annehmen.*®
Noch eindrucksvoller wird die Superposition, wenn nicht nur ein einzelnes Qubit, son-
dern ein ganzes Register betrachtet wird. Besteht dieses aus n solchen Informationsein-
heiten, so sind neben den 2™ verschiedenen Basiszustanden auch Uberlagerungszustinde
aus diesen moglich und das System kann sich wahrend der Kohdarenzzeit gleichzeitig in
allen 2™ klassischen Zustéanden gleichzeitig befinden. Nach dieser Zeitspanne findet die
sogenannte Dekohdrenz statt und das System geht in einen der klassischen Zustande

tber. 16

Bei der Zusammenschlielung mehrerer Quantenbits zu einem Register ist noch eine wei-
tere besondere quantenmechanische Eigenschaft zu beobachten. Die sogenannte Quan-
tenverschrankung. Anders als die klassischen Bits, laufen die Prozesse der Qubits in ei-
nem Register nicht unabhangig voneinander ab, sondern sie sind miteinander verschrankt.
Wird auf ein Qubits im Register Einfluss genommen und sein Zustand geéndert, so sorgt

die Verschrankung fiir eine simultane Anderung der anderen Qubits ohne, dass direkt auf

115 Matthias Homeister. Quantum Computing verstehen. Wiesbaden 2018, S. 20.
116 ygl. Matthias Homeister. Quantum Computing verstehen, S. 254.

103



diese eingewirkt wird. Daher kénnen mit einer einzigen Rechenoperation alle Zustande
des Registers gleichzeitig, statt wie im klassischen Fall nacheinander, berechnet werden.
Dank dieser parallelen Rechenschritte wird eine erhebliche Verkiirzung der Rechenzeit
ermoglicht.*'” Die Beeinflussung der Quantenbits untereinander ist nicht durch klassische
Effekte zu erkl&ren und sogar bei tausenden Kilometern Distanz zwischen den Qubits
nachzuweisen.!'® Damit auch die quantenmechanische Superposition wihrend eines Re-
chenprozesses ausgenutzt werden kann, missen die Rechenschritte innerhalb der Kohé-
renzzeit stattfinden. Diese Bedingung ist auch in einem der finf von David DiVincenzo
im Jahr 1996 veroffentlichten Kriterien fiir einen verwertbaren Quantencomputer veran-
kert: Die Kohérenzzeit des Systems muss maglichst lang sein, um maoglichst viel Rechen-

schritte innerhalb dieser Zeitspanne durchfithren zu konnen.*°

Technisch werden Qubits beispielsweise durch lonen in verschiedenen Zusténden reali-
siert, die mit Hilfe von elektrischen Feldern in sogenannten Paul-Fallen fokussiert wer-
den. Befindet sich das lon im Grundzustand, so entspricht dies dem Zustand |0), der an-
geregte Energiezustand entspricht dem Befehl |1). Durch die dosierte Einstrahlung von
Laserpulsen kann dem lon Energie zugefihrt und es aus dem Grundzustand in einen an-
geregten oder einen Superpositionszustand gebracht werden. Nach David DiVincenzo ist
es fur ein funktionierendes System unerlasslich, die Qubits in einem mdglichst reinen
Zustand zu préparieren. Nur dann ,.,kdnnen [die Wissenschaftler] durch die L&nge der
Bestrahlung die Wahrscheinlichkeit festlegen, mit der das lon anschlieBend im angereg-
ten oder nicht angeregten Zustand gemessen werden kann“*?°. Dies I4sst sich an einem
konkreten Beispiel plausibel machen. Wird ein lon im Grundzustand flr eine Dauer von
zehn Mikrosekunden mit dem Laser bestrahl, so befindet es sich anschlieBend zu 100%
im angeregten Zustand. Wird die Bestrahlungsdauer fur ein lon im Grundzustand halbiert,
so befindet es sich nach diesem Prozess zu 50% immer noch im Grundzustand und eben-
falls zu 50% im angeregten Zustand. Um eine derart prézise Manipulationen zu erreichen,
werden die lonen auf den absoluten Grundzustand heruntergekihlt, die Anordnung unter

Vakuum gesetzt und Laser mit sehr scharfer Wellenldnge verwendet.'?!

17 vgl. Wolfgang Kinzel, Skript Theoretische Physik 1, S. 152 f.

118 ygl. Anna Schughart. Was genau sind Quantencomputer — und was kénnen sie? Wired: https://www.wired.de/ar-
ticle/was-genau-sind-quantencomputer-und-was-koennen-sie, 13.11.2017.

119 ygl. Mikio Nakahara. Physical Realizations of Quantum Computing, Singapur 2006, S.5.

120 Nora Kusche. Wie funktioniert ein Quantencomputer. Welt der Physik: https://www.weltderphysik.de/gebiet/tech-
nik/quanten-technik/einfuehrung-quantencomputer/, 26.02.2016.

121 ygl. Nora Kusche. Wie funktioniert ein Quantencomputer. Welt der Physik: https://www.weltderphysik.de/ge-
biet/technik/quanten-technik/einfuehrung-quantencomputer/, 26.02.2016.
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Die Theorie funktioniert. Bereits im Jahr 2001 gelang es Wissenschaftlern in Kalifornien
ein System mit 7 Quantenbits zu realisieren und damit die Zahl 15 in ihre Primfaktoren
zu zerlegen. Fr leistungsfahige Systeme sind allerdings deutlich mehr Qubits notwendig.
Erst ab einer Anzahl von 20 solcher Informationseinheiten soll ein funktionierendes Com-
putersystem moglich sein.?? Genau hier liegt allerdings ein besonderes Problem. Mit ei-
ner wachsenden Anzahl von Qubits steigen die Fehler exponentiell an, die jedoch mit
klassischen Fehlerkorrekturen nicht zu beheben sind.'? Je mehr Qubits miteinander ver-
schrankt sind, desto schwieriger wird es diese einzeln zu isolieren und damit Superposi-
tionszustande zu ermdglichen.?* Dank intensiver Forschungsarbeiten sind innerhalb der
letzten achtzehn Jahren allerdings enorme Fortschritte erzielt worden. So konnte das ame-
rikanische Computerunternehmen IBM im Januar dieses Jahres einen funktionsttichtigen
20 Qubit Quantenrechner présentieren, der aul3erhalb der Forschung genutzt und mittels
einer Cloud kommerziellen Kunden zuganglich gemacht werden soll. Damit ist bereits
ein wichtiger Schritt in der Entwicklung von Quantencomputern erreicht. Inwieweit in
den néachsten Jahren allerdings ein Quantensprung maglich ist und Systeme geschaffen
werden konnen, die momentane Supercomputer bertreffen und zu revolutiondren Re-

chenleistungen im Stande sind bleibt abzuwarten.

122 ygl. Manfred Lindinger. Der Quantencomputer verlasst das Labor. FAZ: https://www.faz.net/aktuell/wissen/com-
puter-mathematik/ibm-praesentiert-den-ersten-kommerziellen-quantencomputer-15980196.html, 10.01.2019.

123 ygl. Nora Kusche. Wie funktioniert ein Quantencomputer. Welt der Physik: https://www.weltderphysik.de/ge-
biet/technik/quanten-technik/einfuehrung-quantencomputer/, 26.02.2016.

124 ygl. Max Rauner. Wie funktioniert ein Quantencomputer. Zeit Wissen Nr. 1/2018.
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