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Vorwort

Der Computer ist heutzutage ein wichtiges Werkzeug deriRHy& Erfassung und
Auswertung umfangreicher Mef3daten und die Steuerung lkempExperimente
sind ohne den Einsatz von elektronischen Rechnern kaumvogdiellbar. Auch in
der theoretischen Physik hat sich der Computer von eineemeRechenmaschine
zu einem umfassenden Hilfsmittel gewandelt. GraphischestBijungen, numeri-
sche und algebraische Losungen von Gleichungen und &s¢eBisnulationen von
mikroskopischen Modellen sind wichtige Methoden zur B8étrung physikalischer
GesetzmaRigkeiten geworden.

Aber der Computer ist nicht nur ein Werkzeug, sondern egttiefer Physik auch
neuartige Betrachtungsweisen, aus denen neue Frageg@iluesultieren. Friher
haben Physiker die Natur hauptsachlich mit Different&tdiungen beschrieben,
heute werden dazu auch diskrete Algorithmen benutzt. Fincime, scheinbar ein-
fache physikalische Modelle gibt es bisher nur eine nurdlegAntwort. Wir ken-
nen universelle GesetzmaRigkeiten, die ein Schiler enrf Gaschenrechner nach-
vollziehen kann, fur die es aber (noch?) keine analytistheorie gibt. Dartiber
hinaus erschliel3t der Computer der Physik neue DiszipliNenironale Netzwer-
ke, kombinatorische Optimierung, biologische Evolutitraktale Strukturbildung
und Synergetik sind nur einige Schlagworte aus dem wackse@dbiet komplexer
Systeme.

Fast jeder Diplomand und Doktorand der Physik nutzt alssnidgvann den Com-
puter. Dennoch ist der Einsatz des Rechners in der Lehre ignflugbildung am
Rechner heute noch keinesfalls selbstverstandlich,esareher die Ausnahme. Die
Literatur zu diesem Gebiet ist dementsprechend spafidse Licke zu fullen,
dazu mochte unser Lehrbuch ein wenig beitragen.

Es entstand aus Vorlesungen an der Universitat Wurzhinrgtfudierende der
Physik ab dem 5. Semester, also nach den Grundvorlesungtredectischen Phy-
sik, und es soll der Erganzung der herkdmmlichen Physi&gangen dienen, in
denen die Moglichkeiten des Computereinsatzes bisheigvgamutzt werden. Wir
mochten die Leser dieses Buches anleiten, physikaliscingeBbtellungen mit dem
Rechner zu beantworten. Erfahrungen mit Computern unchdgpeachen sind er-
winscht, aber nicht notwendig, denn wir wollen eine Emfing geben und erste
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Schritte mit Rechnern und Algorithmen erklaren. DiesesiBenthalt keine Details
Uber numerische Mathematik, es bietet keinen Kurs tbsmgmmiersprachen und
es lehrt keine fortgeschrittenen Methoden der computanterten theoretischen
Physik. Aber es fihrt in eine Vielzahl zum Teil sehr akteelhysikalischer Pro-
bleme ein und versucht, diese mit einfachen Algorithmerdzen.

Ein Ziel unseres Buches ist, Anregungen zum eigenen Pragienen zu geben.
Obwohl fertige Programme beiliegen, sind diese nicht aisitzerfreundliche Ex-
perimentierumgebungen gedacht. Wir hoffen, dald man aesitemnen kann, und
ermuntern unsere Leser, sie zu modifizieren, oder bessér, sgcneu und effizi-
enter zu schreiben. Manchmal ergeben sich beim Probiemawsvermeintlichen
Fehlversuchen sogar neue Fragestellungen. Man sollteda&hysik und die zu
untersuchenden GesetzmaRigkeiten nicht aus dem AugereerlUbungsaufgaben
zu jedem Abschnitt erganzen diese Einfuhrung.

Als Programmiersprachen haben wiathematicaund C gewahlt. Beides sind
moderne Sprachen, die besonders an heutige Arbeitsglatae(z. B. RISC-Work-
stations unter UNIX) angepaldt sind. Diese Auswahl ist ddibjeind keinesfalls
notwendig zur Bearbeitung der Probleme dieses LehrbudakiseBhenzeitintensi-
ven Computersimulationen wird haufig die Sprache FORTRAN&hIt, deren neue
Version FORTRAN90 Elemente der SpradBdibernommen hat. Fur die Compu-
teralgebra ist auch MAPLE recht beliebt. Eine Reihe anderegrammiersprachen
ware also ebenso geeignet. Alle unsere Programme lauébih mir auf schnellen
Workstations, sondern auch unter DOS oder LINUX auf einem PC

Von vielen Kollegen und Studenten haben wir Anregungenlenaihnen dan-
ken wir hiermit sehr herzlich. Wir mdéchten erwahnen: MeBj H. Dietz, A. En-
gel, A. Freking, Th. Hahn, W. Hanke, G. Hildebrand, A. JungKarch, U. Krey,
J. Nestler, M. Opper, M. Schreckenberg und D. Stauffer. Gmsonderen Dank
aber mochten wir drei Personen aussprechen: Martin Istlitrdas Programmpa-
ket Xgraphicsentwickelt, Martin Schroder hat den Abschnitt Uber UNIZrfal3t
und Ursula Eitelwein hat dieses Buch fiigXgeschrieben.

Wirzburg, im Marz 1996

W. Kinzel
G. Reents
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Einleitung

Dieses Lehrbuch soll den Leser an die Losung physikalisEhegestellungen mit
dem Computer heranfuhren. Die Beispiele sind moglichdbeh gehalten, um sie
mit wenig Aufwand algebraisch, numerisch und graphischusetzen. Die Anwen-
dung von Computern lernt man hauptsachlich durch eigebeidr ohne standiges
Ausprobieren, ohne spielerische Neugier und ohne den Wiunsforschen ist die-
ses Buch nur von geringem Nutzen.

Fast jeder Abschnitt enthalt drei Teile mit den folgend#yerschriften: Physik,
Algorithmus und Ergebnisse. Im Physik-Teil wird das Prab®rmuliert und das
Modell eingefiihrt. Im mittleren Abschnitt wird das Comergrogramm beschrie-
ben, das die Fragestellungen aus dem ersten Teil loserDsdilki werden nur die
wesentlichen Befehle erklart, damit der Leser selbstuarsn kann, das Programm
zu vervollstandigen. Man kann aber auch den komplettenpitencode aus dem
Anhang entnehmen und damit weiterarbeiten; der Quell- emcdsfuhrbare Code
sind auf der beiliegenden Diskette vorhanden. Im Ergebihiserden dann einige
Resultate der Computerrechnungen, meist in Graphikforiéitert.

Wir haben bewul3t eine grof3e Zahl von Beispielen — z.T. austdauaktuellen
Forschung — behandelt. Die Darstellung der theoretischhandiagen kann deshalb
nur als erste Einfuhrung angesehen werden. Viele Abgehkiinnten zu ganzen
Vorlesungen ausgearbeitet werden, wir miissen auf diewigirende Literatur ver-
weisen. Dazu haben wir zu jedem Problem einige von uns adgd@a_ehrbicher
oder Originalliteratur zitiert. Die Auswahl dieser Zitatg naturgemal sehr sub-
jektiv und erhebt keinerlei Anspruch auf Vollstandigkedm Schluf3 eines jeden
Abschnittes wird einéJbungsaufgabe gestellt.

Die PC-Programme sind auf 386-Rechnern mit KoprozessoW@#-Karte ge-
laufen. Dies gilt auch fur didMathematicaBeispiele (Version 2.1). Auf dem PC
wurde fir dieC-Programme Turbo C (2.0) von Borland verwendet. Damit kann
man bequem Programme entwickeln und Graphik erzeugen.

Von allen Programmen gibt es auch Versionen fur Workgtatigetestet sind sie
auf solchen vom Typ Hewlett Packard HP 9000 Serie 700. Le#lers dort sehr
viel schwieriger als auf dem PC, Graphik zu erzeugen. Sclmomur eine Linie
oder einen Kreis auf den Bildschirm zu zeichnen, mussepl®js gesetzt, Fenster
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erzeugt, Farbpaletten und gegebenenfalls EreignissesiMaler Tastaturbefehle)
definiert und der Inhalt des Bildspeichers auf den Monit@cheieben werden. Da-

zu muld man komplizierte neue Sprachen wie X11, Motif oderG%lernen. Um
dies zu erleichtern, hat Martin Liders das Programmp#ieaphicsauf der Basis

der X11-Bibliothek entwickelt, das mit relativ wenig Befeh elementare Graphik
auf hoffentlich jedem Bildschirm einer Workstation erzeujeses Paket ist auf der
beiliegenden Diskette vorhanden. Dartiber hinaus kaniclegesler Interessent tiber
das weltweite Internet von unserem FTP-Server beschaffdrselbst kompilieren.

Die Versionen allelC-Programme, die diese Graphik benutzen, werden ebenfalls
mitgeliefert.

Alle C-Programme dieses Buches werden in der PC-Version belehri®ie
Abbildungen dagegen wurden ndgraphicserzeugt. Meist haben wir die Fenster
S0 gezeigt, wie sie auf dem Bildschirm erscheinen.

Die meistenC-Programme lassen sich wahrend ihres Laufes interaldivesh.
Sowohl die Versionen fiir den PC als auch diejenigen fuMdiekstation erlauben
es, mit Tastatureingaben einige Parameter oder Algorithmeandern oder das
Programm zu beenden. Auf der Workstation kann man zushtziit der Maus den
Lauf steuern.

Wir mochten noch einmal betonen, dald unsere Hard- und Safamsriistung
keinesfalls fur die Bearbeitung der physikalischen R¥otd zwingend notwendig
ist. Jedes Problem kann auch mit verschiedenen andereraRnmiersprachen ge-
lost werden. Wir hoffen, dal? die Leser dieses Lehrbuclgsibader Lage sein wer-
den, die Modelle in ihrer Lieblingssprache selbst zu forereh und zu bearbeiten.



Kapitel 1
Mathematica-Funktionen

Auf der untersten Ebene der Hierarchie der Programmieshpraarbeitet der Com-
puter kleine Packchen von An-Aus-Daten (= Bits) schrittg@ab. Jedes Datenpack-
chen gibt Anweisungen an elektronische Schalter, wodueEjebnisse von ele-
mentaren Rechenoperationen in Datenspeicher geschueldereue Daten gelesen
werden. Auf dieser Ebene des schrittweisen Abarbeitensegitarer Befehle in Bit-
form kann der Mensch allerdings kaum schwierigere Problemmulieren.

Komplexe Algorithmen sollten daher strukturiert sein. ensprechend besteht
eine hthere Programmiersprache aus Funktionen oder Eodum ein Programm
Uberschaubar zu halten, sollte man Module verwenden,adie @roben zum Fei-
nen gegliedert sind. Ein guter Programmierstil wird in deg8® mehrere Ebenen
davon benutzen, mit dem Vorteil, daf3 solche Programmetéiahodifiziert werden
konnen, weil eventuell nur einzelne Funktionen ausgetauserden missen.

Mathematicaist eine Programmiersprache, die eine grof3e Menge an Buekti
enthalt, deren Aufruf aber leichtfallt, da die meistemdPaeter Voreinstellungen be-
sitzen und nicht unbedingt angegeben werden miissen.t $adlesZeile, die man
in Mathematicaeingibt, kann als eine Funktion betrachtet werden, diersafias-
gefuhrt wird und fir alle folgenden und sogar vorherigesfdbile eine Rolle spielt.
In der Hierarchie der ComputersprachenN&thematicadaher in diesem Sinne
ganz oben anzusiedeln.

Dagegen sindC, FORTRAN, Pascal und Basic zwar ebenfalls hohere Program-
miersprachen mit numerischen und graphischen Funktiamehschlielich isMa-
thematicain C geschrieben, aber der Aufwand, um sich z.B. schnell einreal d
Graphen einer Besselfunktion im Komplexen anzuschauebeisliesen Sprachen
wesentlich groRer als bMathematica

Dieses Kapitel soll in die Nutzung vaviathematicaFunktionen einfilhren. An
einfachen Beispielen werden folgende Anwendungen vatieslliptische Inte-
grale, Reihenentwicklung, Fouriertransformatigf;Verteilung, 3D-Graphik, Vek-
tor-Multiplikation und -Integration, Bestimmung von Nstéllen nichtlinearer Glei-
chungen und lineares Optimieren.
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1.1 Funktion versus Prozedur

Der Unterschied zwischen einem schrittweisen Abarbeitan Refehlen, das wir
hier Prozedur nennen wollen, und einem Aufruf von vorhaeddrunktionen soll
an einem einfachen Beispiel erlautert werden: Der Mitgetwon 10000 gleichver-
teilten Zufallszahlen aus dem Intervadld , 1] ist zu bestimmen. Die Daten werden
in Mathematicawie folgt erzeugt:

dataset = Table[Random[], {10000}]

Das Ergebnis ist eine Liste von 10000 numerischen Werten.

Zur Bestimmung des Mittelwertes missen nun alle Zahlesweminiert und die
Summe durch die Anzahl der Werte geteilt werden. Dies l@Rtschrittweise pro-
grammieren und als Funkticnwverage schreiben. Die Iteration kann man als-
oderFor-Schleife schreiben, dabei schirmt die Funktieiock die lokalen Va-
riablen sum und average gegen Definitionen der Au3enwelt ab. Dies kann so
aussehen:

average[data_,length_]:=
Block [ {sum, average},
sum = 0. ;
Do[sum = sum + datal[i]l], {i,length}l];
average = sum/length ]

Hier wird also Schritt fur Schritt eine Zahl aus dem Daténsa ta zur Variablen
sum addiert, und dann wird das Ergebnis durch die anzugebeadgd Vvordata
geteilt. Ganz anders bei der modularen Struktur derselhdggabe:

average [data_] := Apply[Plus, data] /Length[data]

Diesmal werden Funktionen verwendet, die die StrukturdathematicaSprache
ausnutzendata wird als Liste von Zahlen eingegebexpply ersetzt den Kopf
List der Listedata durch den KopP1lus und summiert damit alle Koeffizienten
vondata auf. Length bestimmt die Lange der Liste.

Beachten Sie, daverage dreimal vorkommt: als abgeschirmte Variable und
als Name zweier Funktionen, von denen die eine zwei, dierardigegen nur ein
Argument hatMathematicaerkennt die Unterschiede und verwendet in jedem Fall
den richtigen Ausdruck.

Der Leser findet eine Einfuhrung Mathematicaim Anhang; trotzdem wollen
wir hier einige Besonderheiten dieser neuen Sprache wietisr.data_ bedeutet,
daR jedes Symbol dafiir eingesetzt werden und in die Definiter Funktion Uber-
tragen werden kann. Die Zuweisung mit wertet die rechte Seite jedesmal neu
aus, wenn die Funktion aufgerufen wird, wahreadnur einmal auswertet. Zum
Beispiel gibtr : =Random [] bei jedem Aufruf vonr einen neuen Wert, wahrend
wiederholte Aufrufe vorr fur r =Random [] denselben Wert liefern. Indizes von
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Listen (Felder, Vektoren, Matrizen, Tensoren usw. ) werignch Doppelklammern
[[1]] dargestellt.

Um den Unterschied voklathematicazur Programmiersprach@ zu erlautern,
geben wir hier die prozedurale Version unseres kleinenddsdées noch einmal in
C an. Die Anzahl 10000 erhohen wir auf eine Million, damithsicaufzeiten im
Sekundenbereich ergeben:

#include <stdlib.h>
#include <time.h>

#define LIMIT 1000000

main ()
{
double average(double *,long), dataset[LIMIT];
clock t start,end;
long 1i;
for (i=0;i<LIMIT;i++) dataset[i]=(double)rand () /RAND_MAX;
start=clock () ;
printf (" average = %f\n",average (dataset,LIMIT)) ;
end=clock () ;
printf ("time= %1f\n", (double) (end-start) /CLOCKS_PER_SEC) ;
}

double average( double *data,long n )
{

double sum=0. ;

long 1i;

for (i=0;i<n;i++) sum=sum+datal[i] ;
return sum/n;

}

Beachten Sie die Unterschiede zwisciMathematicaund C. In C mul} alles de-
klariert werden: Bibliotheksroutinen in den Kopfdateiename.h> und eigene
Variable und Funktionen mitnt, char, £loat, double usw. C benotigt ei-
ne Folge von Anweisungen mit klar definiertem Hauptprogranma Funktionen,
wahrendViathematicammer versucht, alle Symbole mit vorhandenen Definitionen
auszuwertenC ist maschinennah, mit Vor- und Nachteilen. So wird an diel§ion
average die Maschinenadresse des Feldes aset Ubergeben, insbesondere ist
dataset ein Zeiger (=Adresse) auf das Feld, und die einzelnen Wexd-eldes
werden mitdataset [0], ...,dataset [999999] angesprochen. Zeiger wer-
den mit* deklariert, alsodouble *data bedeutet, daRata eine Adresse auf
einedouble-Variable enthalt. Vorsichtdataset [1000000] ist irgend etwas
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Undefiniertes, dessen Aufruf zwar keine Fehlermeldungdreuit, aber meistens
vollig ratselhafte Ergebnisse produziert.

Leider bedeuten i€ und MathematicaKomma, Semikolon und verschiedene
Klammersymbole jeweils etwas vollig anderes. Aber waroliea es die Anwender
leicht haben?

Was ist nun das Ergebnis der drei Versionen unseres MitteRregrammes?
Gibt manaverage [dataset] in Mathematicaein, so erhalt man auf dem PC
nach etwa 10 Sekunden einen Wert in der Nahe von 0.5. Die @dtmogramm
nachempfundene Versioverage [dataset, 10000] dauert dagegen drei-
bis viermal langer und liefert naturlich dasselbe Ergebie Workstation berech-
net diese Ergebnisse jeweils etwa zehnmal schneller aB@er

DasC-Programm dagegen wird zunachst kompiliert, z. B. pifc -0 summe
summe.c -1m und dann mit dem File-Namesumme aufgerufen. Jetzt dauert es
auf dem PC nur 8.5 Sekunden und auf der HP 0.56 Sekunden Si&rgiebnis vor-
liegt, obwohl die Anzahl der Rechenschritte um den Fakt@ dtoht wurde. Hier
zeigt sich ein wesentlicher Nachteil viviathematica Bei numerischen Rechnun-
gen ist es extrem langsam gegeniBarder vergleichbaren Sprachen.

Literatur

B.W. Kernighan, D.M. RitchieProgrammieren in CCarl Hanser Verlag, 1990.

Stephen WolframMathematica: A System for Doing Mathematics by Computer
Addison Wesley, 1991.

1.2 Nichtlineares Pendel

Das mathematische Pendel ist ein Standardbeispiel deildivbglesung tiber klas-
sische Mechanik. Schon in der Schule wird die lineare Nafgedieses Problems
besprochen. In der Vorlesung wird die exakte Losung duirclkeléptisches Integral
ausgedriickt, aber erst der Computer bietet die Moglithsieh diese nichtelemen-
taren Funktionen anzuschauen und genauer zu analysiesber vollen wir dieses
Standardbeispiel der theoretischen Physik an den Anfasgras Lehrbuches stel-
len.

Physik

Wir beginnen mit dem physikalischen Modell: Eine punktiiye Massen an ei-
nem masselosen, starren Faden der Ldrsgdawingt im Schwerefeldp(t) sei der
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Winkel der Auslenkung aus der Ruhelage zur Zgitie Reibung sei vernachlassigt.
Nach den Gesetzen der Mechanik ist die Enefgiges Pendels konstant, also gilt

E=%12¢2—mglcos<p=—mglcos<p0, (1.1)

wobei ¢, der Maximalausschlag mif, = 0 sein soll undy = ffi—f die Winkel-
geschwindigkeit ist. Aus dieser Gleichung kann me) mit einem kleinen Trick

gewinnen: Man separiettund ¢, indem man (1.1) erst na((hiff)2 und dann nach
dem Differentialdt auflost. Fir eine Halbperiode, in dermit ¢ zunimmt, erhalt
man

(1.2)

dt = 1/i d¢ .
2g +/cos © — cos g

Bei passender Wahl des Zeitnullpunktes(Q) = 0, ©(0) > 0) ergibt sich hieraus
durch Integration:

%)
[ dy'
He) = /5 / s . (1.3)
g V/cos ¢ — cos
0

Die Schwingungsdaudr ist offensichtlich viermal die Zeit, die das Pendel bis zum
Maximalausschlag, braucht,

T =4 t(gp) - (1.4)
Da der Integrand von (1.3) fig’ — ¢, divergiert, ist es sinnvoll, die Substitution

sin) = sin g/ sin % (1.5)

durchzufuhren, mit der man folgendes Integral erhalt:

¥
[ di)’ l . o
e = \/; 0/ \/1 — sin’® > sin” ¢’ B \/; ! (1/),5111 %> . o

Hier divergiert der Integrand nur noch beim Maximalausagll, = 7. Die Funk-
tion F' nennt man elliptisches Integral der ersten Art. Eli= o, ist nach (1.5)
¢ = 7, die Schwingungsdaudr berechnet sich daher zu

T:4\/gF(g,sin%>:4\/gK(sin%>. (1.7)
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Die Funktion K heil3t vollstandiges elliptisches Integral erster Artw8bl F' als
auchK sind inMathematicavorhanden.

Fur kleine Auslenkungemp ist die potentielle Energie naherungsweise quadra-
tisch. Bekanntlich ist dann die Kraft linear ip, und die Losung der Bewegungs-
gleichung ist eine Sinusschwingung mit Schwingungsddues 27 \/l/_g Mit
groRerem Ausschlag, wird die Kraft eine nichtlineare Funktion vop, und T
hangt vonp, ab.

Wir wollen den EinfluR der Nichtlinearitat studieren. Unrsehiedene Kurven
©(t) vergleichen zu kdnnen, skalieren wirmit ¢, und¢ mit 7. AuRerdem be-
trachten wir im Phasenraumdiagramingegenp fir verschiedene Energieh.
Die Entstehung hdherer harmonischer Schwingungen mihseawler Nichtlinea-
ritat wird durch eine Fouriertransformation sichtbarhi&lich wollen wirT nach
der GroResin? % entwickeln, die ein Mal fUr die Nichtlinearitat ist.

Algorithmus

Die FunktionenX (k) und F' (v, k) stehen inMathematicazur Verfiigung und wer-
den aufgerufen als

EllipticK[k?] und EllipticF [, k?]

Man muR3 auf die Argumente achtgeben, weil es diesbezulglider mehrere ge-
brauchliche Konventionen gibt. Es gilt al§6(k) =E1liptick[k?] und ent-
sprechend fir die anderen elliptischen Integrale. Die difizieit erhalt man nach
(1.7) einfach mit

T[phi0_] = 4 EllipticK[Sin[phi0/2] " 2]

wobei wir \/I/g = 1 gesetzt haben. Der BefehlLot zeichnet die Umlaufzeit als
Funktion vonyy :

Plot[ T[phi0O], {phiO, 0, Pi}, PlotRange -> {0,30} ]

DaT fur ¢, — w divergiert, sollte marplotRange setzen und sich nicht daran
storen, daMathematicavor T'(7) warnt.

t(y) erhalt man mitt11ipticF nach (1.6). Wir wollen jedoch die Umkehr-
funktion ¢(¢) berechnen. Aber auch diese Funktionen sind vorhandenit éwig-

der mit\/1/g = 1)

psilt_,phi0_]=JacobiAmplitude[t, Sin[phi0] 2] bzw.

sinuspsi[t_,phi0_J]=JacobiSN[t, Sin[phi0] "2]

Nun ersetzen wir mit (1.5) die Variabig durchy, skaliereny mit ¢, undt mit T
(wir definierenz = ¢/T') und erhalten schlie3lich die skalierte Funktion
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phiscal [x_,phi0_]:=
2 ArcSin[Sin[phi0/2] sinuspsilx TI[phi0],phi0]]/phio0

Die FunktionJacobisN[t, Sin[phi0] ~2] hat Uiberdies die richtige Symme-
trie, so dafd sie nicht nur fifr < z < i sondern fir aller die Losung liefert.
Die Funktionp(t/T) /e wollen wir uns fur verschiedene Anfangsausschlage
ansehen. Dazu erzeugen wir uns ein Feld von ffVerten,phi0[1]1=N[0.1

Pil,...,phi0[5]= N[0.999 Pi] und bilden eine Liste von Funktionen
fliste = Tablelphiscal [x,phi0[1]], {i,5}]

Diese Liste kann man nun n#tLot zeichnen, allerdings muf3 man zuvor den Befehl
Evaluate darauf anwenden.

Um die Entstehung hoherer harmonischer Schwingungéamtéi wachsender
Nichtlinearitaty, zu beobachten, sol(¢) in eine Fourierreihe entwickelt werden.
Am einfachsten geht dies mit dem eingebauterurier-Befehl; man mul3 sich
dazu allerdings eine Liste von diskreten Werggn;),7 = 1, ..., N, anlegen (siehe
nachsten Abschnitt). Die Betrage der komplexen Fouoeeffizienten erhalt man
dann als Liste

fouliste = Abs|[Fourier[liste] ]

Setzt man in Gleichung (1.1) die Energie konstant, so erhah Kurven in der
(o, ¢)-Ebene, dem sogenannten Phasenraum. Diese Kurven kamkthHemati-
caverbluffend einfach gezeichnet werden: Man it tourPlot fur die Funkti-
on E(¢, ¢) auf. Dabei kann man mit der Opti@ontours ->{E;, Es, ...,
E,} n Hohenlinien mit verschiedenen Werten vbzeichnen lassen.

Zuletzt noch einige Bemerkungen zur Reihenentwicklung®i¢p, ). Im Prinzip
konnte Gleichung (1.7) einfach in eine Taylorreihe nack= sin’ 2> mit Series
entwickelt werdenMathematicaschreibt dann allerdings nur formale Ableitungen
vonEllipticKhin,undaucheimi[...] Befehl andert dies nicht.

Man muf3 daher beim Integral (1.6) fisr= 7 beginnen. Der Integrand ist

f = 1/Sgrt[l - m Sin[psi] "2]
£ kann man nach entwickeln, z. B. bis zur 10-ten Ordnungrirum den Wert O,
g = Series [f, {m,0,10}]

und dann jeden einzelnen Ausdruck mittegrate Uberey integrieren. Danach
wird m wieder mit/. m -> Sin[phi0/2] "2 auf den Wersin® 2> gesetzt.
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Ergebnisse

Wir haben untersucht, wie sich die Nichtlinearitat, geseesdurch den Maximal-
ausschlagp,, auf die Bewegung des Pendels auswirkt. Bild 1.1 zeigt diddufn
zeitT als Funktion des Maximalausschlages Das Pendel braucht eine unendlich
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4pi
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0 Pil4 pir2 3Pl Pi 1.1 Periodendau€r als Funktion des

phi0 Maximalausschlagegy.

lange Zeit, um genau am oberen Umschlagpypkt= 7) zum Stillstand zu kom-
men. Man sieht, daff’ mit wachsendenp, zunachst nur wenig von seinem Wert
T = 2x der harmonischen Schwingung abweicht, erst oberhalb deteAkung
von90° = 7 wird T" merklich grof3er.

Der Einfluf3 vony, auf die Kurvey(t) wird in Bild 1.2 deutlich.¢/¢, ist ge-
gent/T aufgetragen, um verschiedene Kurven miteinander vetgaieu kdnnen

1
0.5
=]
<
g o0
<
o
-0.5 1.2 Skalierte Amplitude des
Pendelso(t/T) /o fur ver-
1 schiedene Maximalausschlage
1 4 19 999
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 po = &, i, B, 200,
uT (von innen nach auf3en).

(man beachteT divergiert furp, — 7). Fur kleinep,-Werte erhalt man eine Si-
nusschwingung. Mit wachsendepg wird die Zeit an den oberen Umkehrpunkten
+¢, immer groBer; daher wirgh(¢) immer flacher, bis man fitp, = 7 eine Stu-
fenfunktion erhalt.

Zerlegt manp(t) in harmonische Schwingungen der Faimi“:?, so gilt wegen
der Periodizitatp(t) = ¢(t+T'), daR die Frequenzen ganzzahlige Vielfache von



1.2 Nichtlineares Pendel 11

27“ sind. Die inMathematicavorhandene diskrete Fouriertransformation benutzt bei
N Datenpunkte{o(t,), r = 1,..., N} die Frequenzefw, = 2Z(s — 1), s =

T
1,..., N} und berechnet die Koeffizienten nach der Formel
1 N
bs - 90(757«) 6271'2'(571)(7“71)/N .
i
Wegen der Symmetrig(t) = —¢(—t) verschwinden fur alle ungeraderdie Ko-

effizientenb,. Der erste nichtverschwindende, namligh ist die Amplitude der
Grundschwingungu, = 27“ Die weiteren Koeffizienterby, bg, bs, . .. geben die
Amplituden der Oberschwingung@mws, 5wy, 7 ws, ... Der Ausdruckfouliste

enthalt firy, = 0.9997 die Betrage der Koeffizientet,, die in Bild 1.3 mit
ListPlot dargestellt sind.

Abs[b(s)]
N N (2]

o
0
»

1.3 Betrag der Fourierkoeffizienten der an-
> 4 6 8 10 12 12 harmonischen Schwingung(t) fur den Ma-
ximalausschlagry = 0.9997 .

Das Wechselspiel zwischen Auslenkupgnd Winkelgeschwindigkeip kann man
im Phasenraunfy, ¢) deutlich machen; dabei wird die Zeiteliminiert. Bild 1.4
zeigt solche Kurven im Phasenraum fur verschiedene Egergi Fur kleine g

3
2

1

-1
3 v
-3 1.4 Phasenraum-Plgt gegenp fur verschiedene

P P20 P2 P Energienf.=—1,0,1,1, 2 und2 (von innen
. g 2 2
phi nach auf3en).

phidot
o

erhalt man einen Kreis, der sich mit wachsender Energinet. FurE > m gl
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schlagt das Pendel uber, es bewegt sich nur noch in eifguRig und hat eine
Winkelgeschwindigkeitp # 0 auch am oberen Umschlagpunkt.
Mit dem Befehl

tseries = 4 Integratelg, {psi,0,Pi/2}] /. m -> Sin[phi0/2]"2

erhalt man die symbolische Entwicklung vidmachsin® (¢, /2). Mathematicgpro-
duziert die folgende etwas unibersichtliche Bildschinegabe:

phi0 2 phi0 4 phi0 6
Pi Sin[----] 9 Pi Sin[----] 25 Pi sin[----]
2 2 2
2 Pi + ————————————— + o + o +
2 32 128
phi0 8 phi0 10 phi0 12
1225 Pi sin[----] 3969 Pi Sin[----] 53361 Pi Sin[----]
2 2 2
> e F o F o +
8192 32768 524288
phi0 14 phi0 16
184041 Pi Sin[----] 41409225 Pi Sin[----]
2 2
> t o +
2097152 536870912
phi0 18 phi0 20
147744025 Pi Sin[----] 2133423721 Pi Sin[----]
2 2 phi0 2 11
> B ikttt + Oo[sin[----1 ]
2147483648 34359738368 2

Wir werden deshalb in Zukunft bei solchen Ergebnissen dispeechende gX—
Form angeben, die man sich Ubrigens mit dem BefeldForm von Mathematica
erzeugen und mitgX oder BIpX Ubersetzen lassen kann:

7 sin’ % 97 sin? % 25 7 sin® % 1225 7 sin® %
_|_

2T+ 32 128 T 8102

3969 wsin'® £ 53361 7sin'2 €2 184041 7 sin' £

2 2

32768 + 524288 * 2097152

41409225 7 sin'® £2 N 147744025 7 sin'® £2
536870912 2147483648

2133423721 7 sin® 5 0o 11
2+ O0(sin” 7).
3as0masaes T OC )
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Ein Vergleich mit dem exaktefi(y,) zeigt, dad der Fehler dieser Naherungslosung
hochstens im Prozentbereich liegt, solangekleiner als120° ist, dann aber deut-
lich ansteigt.

Ubung

a) Berechnen Sie die Umlaufzditals Funktion vonp, einmal mitE11ipticK
und zum anderen mitIntegrate und vergleichen Sie die Rechenzeiten und
die Genauigkeiten.

b) Welchen Anteil haben die Oberschwingungem(i) als Funktion der maxima-
len Auslenkungp, (= wachsender Nichtlinearitat )? Berechnen Sie die Fourier-
koeffizienten|b,|/|b-| als Funktion vonp, .

¢) Programmieren Sie folgenden Algorithmus fur das valigige elliptische Inte-
gral K (sin o) und vergleichen Sie das Ergebnis mit1iptick [sin® a]:

Start: ag =1, by = cos «,
Iteration: Qi1 = %(az + bz) y bi+1 =V a,ibi )
StOp: | an — bn |< €,

Prife: EllipticK[sin®a] ~ .
2a,,

™

Literatur

G. BaumannMathematica in der Theoretischen PhysBpringer Verlag, 1993.
R. E. CrandallMathematica for the Sciencesddison Wesley, 1991.

1.3 Fouriertransformation

Erstaunlich oft kann man physikalische Probleme in guteh@tiing durch lineare
Gleichungen beschreiben. In solchen Fallen steht dentRergin machtiges Werk-
zeug zur Verfugung: die Zerlegung eines Signals in einerSBewon harmonischen
Schwingungen. Dieses Werkzeug, das mathematisch gusentoist, wird Fou-
riertransformationgenannt. Mit komplexwertigen Funktionen kann man die Trans
formation besonders kompakt formulieren. Fast jedes §igetbst ein unstetiges,
kann als Grenzwert einer Summe von stetigen Schwingungeyestallt werden.
Eine wichtige Anwendung der Fouriertransformation istldisung linearer Diffe-
rentialgleichungen. Nicht nur in der Physik, sondern auctier Bildverarbeitung,
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der Signaluibertragung, der Elektronik und in vielen ardébebieten spielt die Zer-
legung einer Funktion in einfache Schwingungen eine grafdke R

Haufig stehen Daten nur zu diskreten Zeit- oder RaumpurddeiNerfugung. In
diesem Fall sind die numerischen Algorithmen der Foudedformation besonders
schnell. Wegen dieses Vorteils wollen wir hier die Fourgrsformation diskreter
Daten untersuchen. In den folgenden Abschnitten werdesie/izur Glattung von
Daten, zur Berechnung elektrischer Schaltkreise und zafy&e von Gitterschwin-
gungen benutzen.

Mathematik
Es seia,, r = 1,..., N, eine Folge komplexer Zahlen. Dann ist deren Fourier-
transformierte die Folgk,,s = 1,..., N, mit

N
1 )
bs - = E a, e27rz(r71)(sfl)/N . (18)
v N r=1

Diese Formel hat den Vorteil, fast symmetrisclajrundb, zu sein, denn die inverse
Transformation ist

a, = % é by e 2mir=D—/N (1.9)
Das SignaKa,, ..., ay } ist also in eine Summe von Schwingungen
_ b ey
cs(r) = N (1.10)
mit den Frequenzew, = 2w (s — 1)/N zerlegt wordenb, = |b,|e’* enthalt

eine Amplitude und eine Phase. Beide Gleichungen (1.8) 119 kdnnen auf alle
ganzen Zahlem und s erweitert werden. Wegerxp(2mik) = 1 fur k € Z sind
danna, undb, periodisch inr bzw. s mit der PeriodeV:

Gp = Qpyk N, bs = bs+kN7 (111)

so dald man in jeder Summe den Indesders Uber jedes Intervall der Lang¥
laufen lassen kann. Die kleinste Frequenz der Schwinguisgen = 27/N (=
»Wellenlange“N), und alle anderen Frequenzen sind ganzzahlige Vielfache v
w.. Die groBte Frequenz isty = 2r™=L, denncy(r) hat wegerby.; = b
dieselben Funktionswerte wig(r).
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Wenn alle Signalwerte,. reell sind, haben deren Fourierkoeffizienterdie fol-
gende Symmetrie:

1 N
b: — —Zﬂi(r—l)(s—l)/N
—\/_ 2 e
N

— Z 27ri(r71)(7s+271)/N

= bfs+2 .

Dabei bedeutdi* das konjugiert Komplexe volh Daraus folgt

b - bis+2 - bN s+2 (112)

also sind nur die Wertd, , ..., by /241 relevantby,,.» bisby sind redundant.

Eine niitzliche Eigenschaft der Fouriertransformiertegilbe sich bei der Faltung
zweier Folgen{ f,.} und{g, }. Bei dieser Operation werden die Folgenelemehte
aufsummiert und dabei mit deyj gewichtet. Man kann dies als lokale Mittelung
interpretieren und auf diese Weise z. B. den Einflul von Md&fe mathematisch
behandeln. Die Faltung ist folgendermal3en definiert:

N
h, = Z fre125 95 (1.13)
j=1

Die entsprechenden Fouriertransformierten seien dieelﬁd;lg Js undfs. Fugt man
die Fourierentwicklungen

N
~ 1 )
hs _ § h’r 6271'2(7“71)(571)/N
VN = ’
1 N
g = ~ § g 6727r1,(m71)(]71)/N,

Il
-

m

2

fr+1—j — \/—Zf —27rz(n 1)(r—j)/N

nach Gleichung (1.13) zusammen, ergibt sich

. 1\? . .
ho= (—— F B (=)= (m=1) (=) =(n=1)(r=j)]
(wv) 2 n

Die Summen Uber undj lassen sich mit

rg,m,n

N
Z 627rilq/N = N6q7kN ,k € Z,

=1
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ausfiihren, und es verbleibt

;LS = \/N Z gm fn e%i(m—s) 5sfn,0 5nfm,0 = \/]vgs fs . (114)

Die Faltung wird also nach der Transformation zum einfadPderdukt. Die Rick-
transformation gibt dann die gefaltete Funktion

N
hr — Z gs fs 67271'2'(571)(7“71)/N . (115)
s=1

Wir werden die Faltung im nachsten Abschnitt zur Glattwng Mel3daten benut-
zen.

Algorithmus

In Mathematicaerhalt man eine Liste der Fourierkoeffizientgn , ..., by} mit
Fourier[{a;, ..., an}]
und deren Inverses mit
InverseFourier [{b;, ..., bx}]

Trotzdem ist es vielleicht interessant, sich einmal denoAtgmus der schnellen
FouriertransformationFast Fourier Transform = FFY anzuschauen. Um alle Fol-
gengliede, aus Gleichung (1.8) zu berechnen, kann man sich vorsteliheine
Matrix der Form

1 ,
Ws . N) = 6271'2(7“71)(571)/N
W) ==
mit einem Vektora = (a,, ..., ax) multipliziert wird; dies erfordertV? Rechen-
schritte. DieFFT kann dies aber in einer Anzahl von Schritten berechnen, wlie n
wie N log N anwachst. Dazu wird die Summe (1.8) in ungerade und ger&ierte
aufgespalten:

N/2 N/2

bs(N) = Z Wsoi—1(N) ag—1 + Z Wsai(N) as
=1 t=1

N/2 N/2

1 . 1

= > =W (N/2) ayy + "IN N — W, (N/2)a
£ /2 (N/2) a1 +e ~ 2 +(IN/2) as

= L(bfj(N/Z)+e2”i(s*1)/Nb§(N/2)). (1.16)

N
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Dabei sindh¥ (N /2) undb?(N/2) die Fouriertransformierten der Koeffizientém, ,
as,...,anx_1} bzw. {as, a4, ...,ax}, zweier Folgen also mifV/2 Gliedern ¢
und u stehen fiir gerade und ungerade). Wiederholt man die Alifsgafir je-
den der beiden Teile, so erhalt méifY, 27, b2 undb??. Diesen Prozel wiederholt
man solange, bis noch jeweils eip-Wert Ubrig bleibt, der dann irgendeinem Wert,
z.B. bgv99u9vt entspricht; die letzte Zuordnung kann angegeben werdeneMi
nigen zusatzlichen Buchhaltungstricks lal3t sich danmtsehneller Algorithmus
programmieren.

Weil dieser Algorithmus nur dann optimal funktioniert, weN eine Potenz von
2 ist, gehen wir im folgenden davon aus, d&3/on der FormV = 2/ ist. Was die
Anzahl F'(N') der Rechenschritte betrifft, die benotigt wird, um die ferdransfor-
mation einerN-gliedrigen Folge zu berechnen, so liest man von Gleich@uitf]
die folgende Rekursionsbeziehung ab:

F(N)=2F(N/2) +kN. (1.17)

Der Term2 F(N/2) ist unmittelbar klar wegeh?(N/2) undb?(N/2). Der Index

s in Gleichung (1.16) lauft vorl bis N, wobei anzumerken ist, dal3 wegen der
Periodizitat mitN/2 die Werte vonb¥(N/2) und b?(N/2) dabei zweimal durch-
laufen werden. Ein zuV proportionaler Anteil kommt hinzu, weiN Phasenfak-
toren e>7(s=V/N zy berechnen sind und auRerdé¥Multiplikationen und Ad-
ditionen auszufuhren sind. Auch das Sortieren fer} in gerade und ungerade
kann man hier unterbringen. Es ist eine leichlieung zu zeigen, da®' (N) =

N [F(1) + k log, N] die Losung der Rekursionsgleichung (1.17) ist, fi{il) =

0 als Startwert als@'(N) = k N log, N.

Anwendung

Als Beispiel wollen wir uns die Fouriertransformation esrfeechteckimpulses der
Breite 27 anschauen,

1
ft) = 3 (sign(7 + t) + sign(r — 1)) . (1.18)
Die Funktion f sei zunachst im Interval—Z, Z] mit T > 7 definiert und soll

periodisch mit der Period€ fortgesetzt werden. Deren Fourierentwicklung lautet

FOy =YY" foem (1.19)

n=—oo
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mit w = 2%, wobei dief,, durch Integrale ubef (t) bestimmt werden:

T/2

fn:% / Ft) e ™t dt. (1.20)

—T/2
Dieses Integral a3t sich fir den Rechteckimpuls leicisfiaghren, mit dem Ergebnis

j = 2 sin(nwr) . (1.21)
T nw
Je nach Lange der Periode wird die Funktidn(z)/z an verschiedenen Punkten
2mnT /T berucksichtigt, und die Koeffizientqﬁ verschwinden, wen2n /T eine
ganze Zahl ist.

Nun tasten wirf (¢) innerhalb einer Periode av diskreten Werten, = —7'/2+
rT/N ab, wenderFourier auf die Folge der Zahlefia, = f(t,)}_, an und
erhalten deren Fouriertransformief , b, . .., by }. Wir wollen den Zusammen-
hang zwischen den exakten Fourierkoeffizienfémnd denb, aus der diskreten
Fouriertransformation klaren. Dazu ersetzen wir in Giaitg (1.8) die Funktions-
wertea, = f(t,) durch die unendliche Fourierreihe (1.19) mit= 2%. Die r-
Summation ergibt Kronecker-Deltas, und fur geradesrhalten wir die folgende
Beziehung:

bS

VN
Der Vergleich der Betrage liefert also:

o
Z fl—s+kN

k=—o00

— im(N=2)(s—1)/N Z fiosirn - (1.22)

k=—00

bl _
VN

Weil |f,] — 0gehtfurn — oo, ist|b|/VN = |f; | furs = 1,2,..., 5.
Ob |b,|/V/N < |fi_,| oder|b,|/v'N > |f,_,| gilt, wie sich also das sogenann-
te aliasing auswirkt, lalt sich nicht generell beantworten. Es hasgt der Pha-
senbeziehung zwischefi_, und im wesentlicherf,_,. x ab. Gerade in dem hier
betrachteten Fall kann man durch Variation des Paramej&fsin (1.18) sowohl
den einen als auch den anderen Fall realisieren. Bild 1¢t fi& N = 64 und
7/T = 1/10 den Betrag vonf; , als durchgezogene Linie und die Betrage der
b,/V/N als Punkte.

Die Rucktransformation von den-Koeffizienten zu den urspriinglichen Werten
a, = f(t,) erfolgt mit Gleichung (1.9) und = N (% + 1). Diese Gleichung gibt
die exakten Werte des Rechteckimpulses an den diskretderSte Sie kann aber

. (1.23)
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0.2
0.15

0.1
1.5 Kontinuierliche und dis-

krete Fouriertransformation
eines Rechteckimpulses.
Die durchgezogene Linie ist
|fi_s| als Funktion vons,
die Punkte sind die Werte
s von|bs|N—%.

0.05

auch als Naherung firr die gesamte Funktfdn) aufgefaldt werden, wentn durch

kontinuierlichet-Werte ersetzt wird. Bild 1.6 zeigt, dal3 dies kein gutes Bmige
liefert. Der Grund fir die schlechte Qualitat der Nahmgyist der stark oszillatori-
sche Beitrag der hohen FrequenzensfiawischenN/2 und N. Im mathematischen
Teil (1.11) wurde gezeigt, dal man die Summe Uber jedesliigé Intervall der

1.25 N N
1 1 1y y
0.75 08
05 0.6
0.25 0.4
0 0.2
-0.25 0 nvnv/\ ,\UI\VI\V
-0.5
-4 2 0 2 4

1.6 Links die ungunstige und rechts die bessere Fortsetzung der diskreten Foulier-Riic
transformation auf kontinuierlichieWerte.

Lange N laufen lassen kann. Diese Freiheit nutzen wir, indem wir ldésrvall
symmetrisch zum Ursprung legen und nur die kleinsten Frezpreverwenden:

1 N/2
ft,) = — b, e 2Filr—1)(s—1)/N
N5§2+1
N/2

1 o
— Z b, e—Zﬁz(r—l)(s—l)/N_l_
\/N s=1
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+ Z bsuN/z e—27ri(r—1)(s’—N/2—1)/N
— Z b, e—Qﬂi(r—l)(s—l)/N

1 , )
+ Z b}k\r/2,s/+2 6727r1,(r71)(s —N/2—-1)/N .

Wird diese Version auf kontinuierlicheWerte erweitert, so sieht man in Bild 1.6,
daR die Stufe wesentlich besser approximiert wird. Allegdikdnnen die Sprung-
stellen des Rechteckimpulsgét) nur durch starke Oszillationen auf beiden Seiten
dargestellt werden.

Ubung

1. Spitzenspannung

Eine zeitabhangige Spannung wird Ah = 64 diskreten Zeitpunkten abgeta-
stet und liefert die Wert#/,, ..., Uy . Die Fouriertransformierte davon sei die
Folge {bi,...,bx} mit dem Leistungsspektrurb,|> = |by_si2|> = 1 fur

s =9,10,...,17 undb, = 0 sonst. Damit das Spannungssigfél, ..., Ux}
reell ist, mufdby_,,- = b} gelten.

a) Wie sieht das Spannungssigiéal,, ..., Ux} aus, wenn die Fourierkoeffizi-
entenb, konstante Phasen haben, zbB= 1, fallsb, # 0 ?

b) Wahlen Sie fir die von Null verschiedengreufallige Phasen, aldg = ei%:
mit zufalligenyp,. Wie sieht das Signal jetzt aus?

c) Wettbewerb: Gesucht sind die Phasen mdoglichst geringer Spitzenspan-
nung, alsq{ni? max |U,|.
s r

2. Aperiodischer Kristall
Gegeben sei eine Kette von Atomen mit periodischer Anorgnun

1100110011001100.

Mit Rontgenstreuung erhalt man den Betrag der Fouridfizeenten |b,| der
Funktiona, mit
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{ 1 Atom 1 amOrtr
A, =
0 sonst

a) Zeichnen Sie das Fourierspektram

b) Erzeugen Sie nun eine zufallige Folge vbrund 0 und zeichnen Sie deren
Fourierspektrum.

c) Erzeugen Sie mit folgendem Algorithmus einen aperidaiacKristall und
vergleichen Sie sein Fourierspektrum mit den beiden andéristallen.

1. Starten Sie mit: 0
1
10
2. Erzeugen Sie die nachste Zeile, indem Sie die vorletrthesletzte anhan-
gen.
3. lterieren Sie dies bis zur gewilinschten Lange.

Die Zahl der Atome in den-ten Zeile ist die Fibonacci-Zalf,,.

Literatur
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1.4 Daten ghtten

Experimentelle Daten sind meistens mit einem deutlichatistischen Fehler be-
haftet. Die Streuung der MeRwerte kann man bis zu einem gewiGrad besei-
tigen, indem man Uber benachbarte Daten mittelt. Beseriggirder graphischen
Aufbereitung von Daten ist eine solche Glattung nutzlidrer wollen wir das Ver-

fahren an Daten mit einer kiinstlich erzeugten Streuungpdstrieren. Diese Daten
werden geglattet, indem an jedem Punkt die Nachbarpuekteg¢h Abstand ge-
wichtet und aufsummiert werden. Damit dabei keine neuenkfiren entstehen,
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wird als Gewicht eing Gaul3glocke" verwendet. Die Daten werden also mit einer
Gaul3funktion gefaltet, eine Glattungsoperation, beidierFouriertransformation
aus dem vorigen Abschnitt verwendet werden kann.

Physik

Es seif(t) eine physikalische GroRRe, die an diskreten Zeitpunktegemessen
wird. Die exakten Wertef; = f(t;) sollen mit Zufallszahlem; Uberlagert sein, so
daf3 die MeRRdaten durch

gi=fi+ri,1=123,..,N, (1.24)

gegeben sind. Zu jedeimwollen wir neue Wertgy, berechnen, die den Mittelwert
uber eine Nachbarschaft vanbilden. Die Folge dep, ist dann viel glatter als
diejenige deg;-Werte und verdeutlicht besser die urspriingliche Funkfit).

Zur Berechnung vorg; konnte man nun einfach dig-Werte in einem Inter-
vall um<¢ aufsummieren. Aber es gibt eine bessere Methode, die kas#zichen
unerwiinschten Strukturen erzeugt. Dabei wird ein gewteltMittel benutzt, das
Nachbarn entsprechend ihrem Abstanéd- ;| vom Platz; beriicksichtigt. Weit ent-
fernte Nachbarn werden nur schwach gewichtet. Als Gewfighitsion, auch Kern
genannt, wird eingGaul3glocke” verwendet. Sei alépeine solche Gewichtsfunk-
tion, die wie vorher auf die Wertg = 1, .., N beschrankt wird. Dig:;-Werte fur
j < 1 werden durch die Symmetrie (1.11) ausgedriickt. Der Kerf3 matirlich
normiert sein:

> kj=1. (1.25)
Dann wirdg, folgendermafen konstruiert:
N
9, = Z Gr—j+1 kj; (1.26)
j=1

g ist also die diskrete Faltung der Funktiongmind k&, die schon in Abschnitt 1.3
besprochen wurde. Daher laft sie sich einfach als Founnesformation darstellen,

N
o= Gs ks e T OTDIDN, (1.27)
s=1

wobeig undk die Fouriertransformierten vapundk sind.
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Algorithmus

Die Daten, die wir glatten wollen, erzeugen wir iviathematicaals Listedata,
und zwar als Werte der Besselfunktion(z), die durch Zufallszahlen verrauscht
wurden:

data=
Table [N[BesselJ[1l,x]+0.2(Random[]-1/2)]1, {x,0,10,10/255}]

Fir den Kern wahlen wir eine Gaul3kurve der Breite
kern = Table[N[Exp[-x"2/(2*sigma"2)]], {x,-5,5,10/255}]

Allerdings stehen jetzt die grof3ten Funktionswerte inMite der Listekern. Wir
missen deshalb diese Liste zyklisch rotieren, so daf3 dasyen an den Beginn
der Liste, also nackern [ [1]] verschoben wird. Dies geschieht mit dem Befehl

kern = RotatelLeft [kern,127]
Nach (1.25) muf3 dieser Kern noch normiert werden:
kern = kern/Apply[Plus, kern]

Die geglatteten Daten (1.27) erhalt man dann mit (1.14zgginfach durch den
Ausdruck

Sgrt [256] InverseFourier[Fourier[data]l Fourier [kern]]

Das Produkt zweier Listen gibt dabei die Liste der ProdukteEdemente, ganz wie
Gleichung (1.27) verlangt.

Ergebnisse

Bild 1.7 zeigt das Ergebnis der Rechnungendii= 0.4. Die geglatteten Daten
werden mit den verrauschten Daten und mit der ursprurgtidhunktion vergli-
chen. Die Kurvey, ist tatsachlich glatt und hat eine etwas kleinere Ampétiadis
die Originalkurve. Das muf3 natiirlich so sein, da die gégfa Kurve Uiber die Nach-
barschaft mittelt und damit immer kleiner als die Maximatigeder Daten ist. Ins-
besondere die bei Anwendung der Fouriertransformatitiacttiveigend vorausge-
setzte Periodizitat der Daten fuhrt hier zu einer Vexdaling an den Randern.

Wir mdchten erwahnen, dald genau dieses Beispiel im Alis&8.3 dedMathe-
maticaHandbuches vorgefiihrt wird. Allerdings werden dort gemehrere Fehler
gemacht: Der Kern wird nicht normiert, der FaktdV wird bei der Faltung verges-
sen und als Kern wird nur die rechte Halfte g&aulRglocke” genommen. Wahrend
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1.7 Ausgangsfunktion (diinne
Linie) und verrauschte Da-
ten (Punkte). Die Punkte der
geglatteten Daten erscheinen
als fette Linie.

sich die ersten beiden Fehler bei den gewahlten Paramgteade aufheben, ver-
schiebt der dritte die geglattete Kurve etwas nach reahtgal3erernc-Werten hin.
AbschlieRend wollen wir noch darauf hinweisen, dal3 man beiMittelung vor-
sichtig sein muf3. Wahlt man die Breite des Kerns zu kleimndarhalt man of-
fenbar die urspriinglichen Daten ohne Glattung. LaRt degegen eine zu breite
Gewichtsfunktion zu, dann wird nicht nur die Streuung wegielt, sondern es
werden auch kurzwellige Strukturen in der ungestortenkion zerstort. Im Ex-
tremfall eines unendlich breiten Kerns besteht die gegkFunktion nur aus einer
einzigen Konstanten. Die Breite der Gewichtsfunktion maRet sorgfaltig an die
zu glattenden Daten angepalf3t werden.

Falls die Statistik der Streuung bekannt ist, so gibt esrédtsthe Ansatze, mit
denen man den optimalen Kern berechnen kann. Alternatin kaan auch eine
moglichst glatte Kurve durch die Daten legen, die den Kdem Wert vony? hat
(siehe nachsten Abschnitt). Zum Beispiel kann man durclatigbarte Stiitzpunkte
Polynome legen und minimale Krimmungen fordern. Diesefangreiche Gebiet
der statistischen Analyse von Daten kdnnen wir hier nigftamdeln, sondern wir
mussen auf die entsprechenden Lehrbiicher verweisen.

Ubung

Das Ergebnis des oben vorgestellten Algorithmus zum D#deg hangt von der
gewahlten Breiter des Kerns ab. Berechnen sie die geglatteten Daten fiin eine
grof3en Bereich vorr-Werten. Wenn die Breite des Kerns kleiner als der Abstand
der Datenpunkte ist, erhalt man fast die urspriinglichete®. Wenn dagegen die
Breite grof3er als das ganzedntervall ist, sind die geglatteten Punkte fast konstant
Bestimmen sie einem-Wert, der [hnen geeignet erscheint.
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1.5 Nichtlinearer Fit

Ein Ziel der Naturwissenschaft ist es, mathematische Gesdiigkeiten in gemes-
senen Daten zu finden. Deshalb werden haufig Modellfunitiamit freien Para-
metern an die Daten angepalit. Die Modelle entstehen — tlaffer aus Theorien,
und der Computer wird benotigt, um dibesten Parameter zu finden und ein Mal3
fur die Gute des Fits anzugeben. Dem Wissenschaftleestdazu umfangreiche
Werkzeuge aus der mathematischen Statistik zur Verfuguingbenso umfangrei-
chen Programmpaketen.

Gehen die Parameter linear in die Modelle ein, so ist die em#tische Theorie
dazu besonders gut entwickelt. Allerdings sind die Modéé#e Physiker oft kom-
plexer, so daf? haufig ein nichtlinearer Fit benotigt whtakr soll an einem einfachen
Beispiel das Prinzip der nichtlinearen Parametersucléitert werden. Wir wer-
den dabei die Qualitat eines Fits mit dggfr Test abschatzen, wobei wir selbst ein
Maf fur unser Vertrauen setzen missen. Niemals werdemewieisen konnen, dafld
unser Modell die Wirklichkeit wiedergibt; aber wir werdeardit falsche Model-
le mit groRer Wahrscheinlichkeit ausschlieRen konnen efiti akzeptiertes Modell
kdnnen wir auch ein MaR fir die Genauigkeit der verwernu@arameter angeben.

Am Beispiel einer gedampften Schwingung, die an nur elfdgikten gemes-
sen wird und deren Daten stark verrauscht werden, passeazindifodell mit vier
Parametern an die Daten an und bestimmen deren Fehler.

Theorie

Es seienNV DatenpaardY;,¢;} gegeben, an die eine Modellfunktigiia, ¢;) mit
unbekanntem Parametervekmmit A/ Komponenten angepalit werden soll. Da-
bei soll bekannt sein, dal3 zu jedepdie DatenY; mit einem Fehlee; gemessen
werden, der im Mittel Uber viele Experimente verschwindetl eine Varianz?
hat, also(e;) = 0 und (7} = o7. Als ,besten“ Parametersate definiert man
diejenigen Werten,, die die quadratische Abweichung minimieren, wobeiy?
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wie folgt definiert ist:
N 2
}fi —gla, ti
X’(a) = E <%> . (1.28)
i=1 v

Wenn g(ay,t;) ein angemessenes Modell ist und wenn die Fehle= Y; —
g(ag, t;) unkorreliert und gauRverteilt sind, dann ist die Vertejwon x?(a,) be-
kannt. Wie man durch haufige Wiederholung des Experimeisprufen konnte,
ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, da@ kleiner ist alsyZ , durch

X5 /2

1 N-M
PN_M(X?]) = S INZM\ / €7t tTil dt (129)

r(55%)

gegeben. Das Integral ist in der mathematischen Literdsunirasollstandige Gam-
mafunktiony((N — M) /2, x3/2) bekannt,?(a,) hat nurN — M unabhangige
Variable, daM Freiheitsgrade durch die Minimumbedingung fixiert sindr §ol3e
Werte vonN — M gilt der zentrale Grenzwertsatg? ist gauBverteilt mit Mittelwert
(x*) = N — M und Varian2(N — M).

Was bedeutet nun dig?-Verteilung (1.29) fur die Genauigkeit des Fits? Neh-
men wir an, unser Experiment gibt den Wegt = x?*(a,) fur das Minimum von
Gleichung (1.28). Ferner sei der Wdt{x3) = 0.99. Das heif3t, wenn das Modell
richtig ist, wirde in99% aller Experimente der Went? kleiner alsyz sein. Das
kdnnten wir noch als glltigen Fit akzeptieren, denn veinkén nicht ausschlie3en,
daR unser Experiment zu débt der Falle gehort, bei deney? groRer alsy? ist.
Ware aberP = 0.9999, dann ware unser Fit nur dann richtig, wenn er zu den
0.01% der Experimente mig> > x2 gehoren wirde. In diesem Fall wirde man
sicher schlieRen, da@ viel zu grof ist und daR deshalb unsere Voraussetzungen,
insbesondere unser Modell, nicht richtig sind. Ander¢ssearf der Wert vony?
nicht zu klein sein, denn unsere Daten haben einen stakistisFehler. Die Wahr-
scheinlichkeit, daf3 ein Experiment einen kleineren WesrUabetxg hat, ist wieder
durch die Verteilung (1.29) gegeben. Das Intervall fur dféert von x2, den wir
akzeptieren wollen, nennt mavertrauensintervall Wo wir die Schranke setzen,
bei 1% oder bei0.01%, hangt von uns selbst und unserer Erfahrung mit ahnlichen
Problemen ab.

Nehmen wir nun an, daf? wir mit der Qualitat unseres Fitsiedén sind, d.h.
x?(a) hat ein Minimum bei den Parametean, und der Wert vony?(a,) liegt
in unserem Vertrauensintervall. Konnten wir das Expentrmmeehrmals wiederho-
len, so wirden wir selbstverstandlich andere Mel3fehlend damit einen anderen
Parametervektat, erhalten. Wir machen aber nur ein Experiment und wollen den-
noch aus den Daten den Fehler wanabschatzen.

0



1.5 Nichtlinearer Fit 27

Hierbei hilft uns wieder die¢-Verteilung (1.29), denn Konturen i/ -dimen-
sionalena-Raum mit konstantem Wert vog? (a) sind ein MaR fur den Fehler von
a,. Bei kleinen Abweichungefa — a,| sind diese Konturen Ellipsoide mi/
Hauptachsen, deren Lange ein Mal3 dafirr ist, wie weit mgam dieser Richtung
andern kann, bis der Fit nicht mehr akzeptabel ist.

Diese Aussage kann man sogar quantifizieren. Dazu erzeuigemsvkiinstli-
che Dateny;, indem wir zum Modellg(a,, t;) einen gaul3verteilten Fehler mit
(e2) = o7 addierenY; = g(a,, t;) + ¢;. Mit diesen Daten lassen wir wiederum die
Fitprozedur laufen, suchen also mit den simulierten Dataaig ein Minimuma,
von x?(a). Mehrmals wiederholt liefert dies die Parametervektarena,, . . ., und
aus der Breite der Verteilung der Komponentendggewinnen wir Fehlerbalken
fur die Fitparametea,.

Falls die Abweichunga — a,| so klein ist, daR man die Entwicklung veri(a)
(aus den experimentellen Daten) wmp nach den quadratischen Gliedern abbre-
chen kann, so lait sich zeigen, daB die Grid3e= x?(a) — x*(ay) wieder mit
der VerteilungsfunktionP aus (1.29) verteilt ist, in diesem Fall mi/ statt mit
N — M Freiheitsgraden. Fordern wir daher wie vorher, da ungenuRilen99%
aller moglichen Fits beim korrekten Modell gehoren sdinn bestimmt die Un-
gleichung

Pu(x*(a) = x*(ao)) <0.99 (1.30)

ein Gebiet mit erlaubten Werten van Im Parameterraum sind die Gebiete mit
konstantemA Ellipsoide. Die Projektion diesdi\ — 1)-dimensionalen Flache auf
die Achsei gibt dann das Fehlerintervall fir den Parameter

Algorithmus

Auch beim nichtlinearen Fit ist es am einfachsten, die vodeaenMathematica
Funktionen zu nutzen. Zum Auffinden des Minimums vgi{a) verwenden wir
die FunktionNonlinearFit im PaketStatistics’NonlinearFit’. Es
gibt dort verschiedene Moglichkeiten, Daten und Staiitigaghgen einzugeben, au-
Berdem kann man die Methode der Minimumsuche andern uhdli@cZwischen-
ergebnisse anzeigen lassen. Natirlich kann man géd) selbst definieren und
mit FindMinimum den Werta,, finden.

Zur Erzeugung der Daten und als Modell wahlen wir eine gegfie Sinus-
schwingung

flt _]l:= a Sinf[om t + phi] Expl[-b t]

mit 4 Parameterm = {a, om, phi, b}. Diese Schwingung wird fir den Pa-
rametersatm = {1,1,0,0.1} anll Zeitpunktent; gemessen, und die Daten
werden durch gleichverteilte Zufallszahlen verrauscht:
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daten =
Table[{t,Sin[t]Exp[-t/10.]1+0.4*Random[]-0.2}//N,
{t,0,3P1,0.3Pi}]

Fur die (nicht gauRverteilten) Fehlergilt

0.2

1 2
(ei) =0, 052(5?>:Q—4/ $2d$:ﬁ-
—0.2

Die Suche nach dem Minimum wird erleichtert, wenn wir eineigefahren Wert
von a, angeben kdnnen. Nach dem Laden der benotigten Stafialikete mit

Needs ["Statistics’Master’ "]
rufen wir die Minimumsuche auf:

NonlinearFit [daten, f[t], t,
{{a,1.1},{om, 1.1}, {phi, .1}, {b, .2}},
ShowProgress->True]

Auch die x*-Verteilung ist in Mathematica vorhanden, und zwar im Paket
Statistics’ContinuousDistributions’. Sie hat den selbsterklarenden
NamenchiSquareDistribution[..]. Als Argument ist die Zahl der Frei-
heitsgrade einzusetzen, die hier iWit= 11 Daten undM = 4 Parametern durch
N — M = 7 bestimmt ist. MiteDF erhalt man die Dichte der Verteilung, also den
Integranden vor; (x3), Gleichung (1.29), wahrentDF das Integral, als@ (x2)
selbst, ergibt. MiQuantile wird die FunktionP; (x2) invertiert.

Quantile[ChiSquareDistribution([7], 0.95]

gibt also dasjenige?, fur das in95% aller Experimente der Wert vog? kleiner

als; ist. Fixiert man zwei Parameter, so kann man fiir die Ubrigeei die Flache
in der Parameterebene, fir di€(a) = x*(a,) + A ist, durchContourpPlot

darstellen.

Ergebnisse

Bild 1.8 zeigt die Funktionf [t] fur a=1, om=1, phi=0 undb=0.1 und die
11 Daten, die aug [t] mit dem Zufallsfehlers; gewonnen wurden. Nach dem
Start mita=1.1, om=1.1, phi=0.1undb=0.2 findetNonlinearFit das
Minimum a, von x*(a) in etwa funf Schritten. Das Ergebnis wird vibtathematica
in Form einer Regel ausgegeben.

{a -> 0.825,0m -> 0.976,phi -> 0.024,b -> 0.069} (1.31)
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1.8 Gedampfte Schwingung
t und verrauschte MeRRdaten.

Die Dichte dery?-Verteilung ist im Bild 1.9 gezeigt. Die Verteilung (1.29)Itg
zwar streng genommen nur fur gaul3verteilte Febjemaber wir erwarten keinen
grofRen Unterschied fur unsere gleichverteilten Streanrg. Fur den richtigen

o
ul

10 15 20 1.9 Dichte dery2-Verteilung
chi2 mit 7 Freiheitsgraden.

Parametersatz gibt diese Dichte die Verteilung ygifiur verschiedene Experimen-
te, d. h. fir verschiedene Realisierungenaer
Das Vertrauensintervall fur den Wert vgg erhalten wir mit

grenze[x_] = Quantile[ChiSquareDistribution[7], x]

und das Ergebnis vofgrenze [0.05], grenze [0.95] }ist {2.2,14.1}. Das
heiR3t, fur sehr viele Experimente sollten (mit den koreekParameterrj% davon
einen Wertyg > 14.1 und5% einen Wertyj < 2.2 haben. In unserem Fall erhalten
wir mit x3 = 9.4 einen Wert weit im Innern des Vertrauensintervalls; wir érab
daher keinen Grund, an dem Ergebnis des Fits zu zweifeln.
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Konturen mitP;(x*(a) — x3) = 0.68 und Py(x*(a) — x2) = 0.90 sind in der
Abbildung 1.10 zu sehen. Es sind dreidimensionale Fladinevierdimensionalen
Parameterraum, deshalb konnen wir nur Schnitte zeicHbenoptimale Parame-
tersatz liegt naturlich genau im Zentrum aller Kontutfiéw. Der (a, b) -Schnitt

0.2
0.14
0.15 0.12
0.1

0.1

5  0.08
0.05 0.06
0.04
0 0.02
0

04 06 08 1 12 0.9 0.920.940.960.98 1 1.021.04

a om

1.10 Konturen mit konstanteny? (a). Links: Schnitt mit dei-b-Parameter-Ebene. Rechts:
Schnitt mit defom-b-Ebene.

zeigt, da”RAnderungen in der Amplitude durch eineAnderung der Zeitkonstan-
tenb~! der Dampfung kompensiert werden konnen, ohne die Qualés Fits zu
verschlechtern. Daher darf man als Fehlerdimicht den Schnitt beim optimalen
b angeben, sondern man muf die Projektion auédfehse verwenden. Insbeson-
dere zeigt Bild 1.10 (links), daf3 es nicht moglich ist, edfeere Schranke fur die
Zeitkonstanté&—! zu bestimmen, da die Kontur der auReren Vertrauensflaatod d
den Punkb=0 (alsob~! = o) geht.

Variiert man die Frequenzm anstatt der Amplitude, so tritt die obige Kompen-
sation nicht auf, wie Bild 1.10 (rechts) zeigt. Der wahre Rusm=1 undb=0.1
liegt dicht am Rand der inneren Vertrauensflache; das a@trsintervall sollte
daher nicht zu eng gewahlt werden. Zeichnet ngre] fur zwei Extrema aus
Bild 1.10, namlicha=1.3,b=0.15 unda=0.5, b=0, so sieht man in Bild 1.11,
daf beide Kurven die Daten noch relativ gut wiedergeben.vidirigen Daten
(N = 11) und der grof3e Fehler erlauben keinen besseren Fit.

Wie im Theorie-Teil erlautert wurde, gibt es eine alteivetMethode, um den
Fehler fur die Parameter abzuschatzen. Man nimmt fuEgperiment den optima-
len Parametersatz, und erzeugt sich damit neue, kiinstliche Daten, die wigderu
gefittet werden. Wird dies mit demselbeg wiederholt, so erhalt man einen Satz
von Parametervektoras;. Bild 1.12 zeigt das Ergebnis fiif)0 Iterationen mit dem
a, aus Gleichung (1.31) zusammen mit den Konturlinien von BiltD. Man sieht,
dal die Werte in der( b)-Projektion sogar zu mehr als 90% innerhalb des aul3eren
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1.11 Zwei Fitkurven mit Para-
0 2 4 6 8 metern aus der au3eren Kontur

t von Bild 1.10 (links).

Konturschnitts liegen. Um die Fehlergrenzen wgrangeben zu kdnnen, berechnen
wir mit dem ursprunglichen Datens&ty; } zu jedem det 00 Parametervektorem;
das zugehorigg?(a;) und sortieren dier; nach wachsendery?. Fur ein Vertrau-

0.15

0.1

0.05

0
1.12 Parameterwerte undb aus den Fits
05 06 07 08 09 1 11 1.2 zu den kiinstlichen Daten zusammen mit
a den Konturlinien von Bild 1.10 (links).

ensniveau von z. Bi8% betrachten wir dann nur noch die erst&dieser Vektoren,
von denen der letzte eing-Grenzey?, = x”(ass) festlegt. Alle noch verbleiben-
dena; liegen dann innerhalb des Quasi-Ellipsojgdga) < x2.. Wir projizieren die
Punktea; auf die Achsen des Parameterraumes und erhalten so dieaudames-
sungen des Ellipsoids. Auf diese Weise konnen wir schitibldlie Aussage treffen,
daf3 mit einer Sicherheit vai8% der wahre Vektou.,. in einem Quasi-Ellipsoid
liegt, das in dem Quader

a=083+£026, b=0.07+0.06, om=0.98+0.05, phi=0+0.2
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enthalten ist. Naturlich gehort wegen der erwahnterréationen nicht jeder Punkt
a des Quaders zu defl8%-Bereich. Ob er dazugehort, 1ait sich an seinéifa)
feststellen.

Ubung
Die Daten{z;, f(z;)} im File twinpeak . dat sind das Ergebnis der Funktion

flag) = e %2 fae @05

wobei dier; normalverteilte Zufallszahlen mit Mittelweéx und Breiteo, = 0.05
sind. Die Daten kbnnen Sie mit

daten = << twinpeak.dat

wahrend eineMathematicaSitzung einlesen und mitistPlot [daten] anse-
hen. Finden Sie die Amplitude, den Ortb und die Breites des Zusatzpeaks und
geben Sie die Fehler der drei gefitteten Parameter an.

Literatur

S. Brandt,Datenanalyse: Mit statistischen Methoden und Computgnammmen
Bl Wissenschaftsverlag, 1992.

J. HonerkampsStochastische Dynamische Systeme: Konzepte, numeristhe-M
den, DatenanalysetVCH Verlagsgesellschaft, 1990.

W.H. Press, S.A. Teukolsky, W.T. Vetterling, B.P. Flannétymerical Recipes in
C: The Art of Scientific Computingambridge University Press, 1992,

Stephen WolframMathematica: A System for Doing Mathematics by Computer
Addison Wesley, 1991.

1.6 Multipol-Entwicklung

Ein méachtiges analytisches Werkzeug des TheoretikemidgsEntwicklung einer
physikalischen Gleichung nach einer kleinen GroRRe. Deb&tehen manchmal
Ausdriicke, die kompliziert und unanschaulich sind. Oftrhan kein Gefuhl dafir,
wie stark die Entwicklung vom wahren Wert abweicht.

Die Multipol-Entwicklung eines elektrostatischen Poialst ein beliebtes Kapi-
tel aus der Elektrodynamik-Vorlesung, ist ein einfachessel dafur. Von ferne
sieht eine Ladungsverteilung wie eine Punktladung aus. rdoer Beobachter
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naher, so bemerkt er das Dipolmoment, bei groRerer Aemidly auch das Qua-
drupolmoment. Diese approximative Beschreibung lat kampakt durch einen
Skalar, einen Vektor und einen Tensor mathematisch foeradi Jetzt — miMa-
thematica— konnen wir dies ebenso kompakt programmieren, aber aaqthigch
darstellen und uns die Abweichung vom exakten PotentiadleaTs

Physik

Fur N punktformige Ladungen; an den Orterr(?) ist das elektrostatische Potential
®(r) gegeben durch

N
e.
O(r) = § — . 1.32
(r) - r— 0| ( )
Das elektrische Feld ist durch den Gradienten ®dmestimmt:

o0d 0® 00
E=-Vo = —— — — . 1.33
vo(r), v (ax’ay’a) (1.33)

Betrachtet man nun dieses Potential von weiter Ferne, aide £~ »(V'| — oo, so
kann man®(r) entwickeln:

@(r)=g+p'r+1ir@r+(’)(l> (1.34)

73 2 rd r
mit » = |r|. Dabei istq die Gesamtladung das Dipolmoment un@ der Quadru-
poltensor:

N

N N
: -~ i) (i i)2
q= E €, P= E eﬂ'(l), Qu = E €; (37"12)7"1()—%17'() )a (1.35)
i=1 i=1

i=1

wobeir'” die k-te Komponente vom(? ist.

Algorithmus

Wir wollen diese Entwicklung am Beispiel von funf positiveind funf negativen
Einheitsladungen untersuchen, die wir in die)-Ebene legen, und zwar zufallig
verteilt innerhalb eines Quadrats mit Mittelpunkt im Unspg. Wir erzeugen uns
also zehn Vektoren mit

rpunkt:={2 Random[]-1, 2 Random[]-1, 0}
Do[r[i] = rpunkt, {i,10}]
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Jeder Vektorr [1] ist eine Liste von drei Zahlen. An den ersten funf Punkten
sollen sich positive, an den letzten funf negative Ladunbefinden. Wir wollen
nun die Ladungen graphisch darstellen. Dazu werden zsghaai der Funktion
Line[...] an den entsprechenden Stellen Plus- und Minussymboleojest)
wobei man mibrop [r [1], -1] die z-Koordinate beseitigt:

pl = Graphics[Table[Line[{Drop[r[i],-1]1-{0.08,0},
Drop[r[i] 1_1]+{O-O8/O}}] ’ {iIS}]]

p2 = Graphics[Table[Line[{Drop[r[i],-11+{0,0.08},
Drop[r[i],-1]1-{0,0.08}}]1,{1i,5}1]
p3 = Graphics[Table[Line[{Drop[r[i+5],-1]-{0.08,0},

Drop [r[i+5],-11+{0.08,0}}1,{i,5}1]
Dann wird mitcircle[ ] jeweils ein Kreis um die Symbole gezeichnet,

p4 = Graphics[{Thickness[0.001],
Table[Circle[Drop[r[i], =11, 0.11,{i,10}11}]

und danach werden mithow [p1,p2,p3,p4, Optionen alle vier Graphikob-
jekte zusammen gezeichnet. Bild 1.13 zeigt das Ergebnis.

2
15

1 ®
0.5 %

> 0 e B ©
-0.5
-1 ®
15

'2-2 -15-1-050 051 15 2 1.13 Positive und negative Ladungen zufallig
X verteilt in derz-y-Ebene.

Um das Potential angeben zu konnen, definieren wir zub@emsAbstand zwi-
schen zwei Vektoren,

dist[r_,s_]l=Sqgrt[(r-s).(r-s)]

Der Punkt zwischen zwei Listen von Zahlen — die vdlathematicaForm davon
istDot [11,12] —bewirkt ein Skalarprodukt der beiden Vektoren, also dia®e
der Produkte der jeweiligen Komponenten der Vektoren. QlamePunkt hingegen
wirden die Vektoren elementweise miteinander multipliziverden mit einer Liste
als Ergebnis. Nun kann ma(r) aus Gl. (1.32) direkt eingebdn; = +1):
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potlrh_]:=Suml[l/dist[rh,r[i]]-1/dist[rh,r[i+5]], {i,5}]

Wir prasentieren drei Moglichkeiten, wie man sich dieBegebnis veranschauli-
chen kann: Zunachst zeichnen wir mitot 3D das Potentialgebirge Uber dery-
Ebene, dann mitontourPlot die Hohenlinien dieses Gebirges, und schliel3lich
berechnen wir das elektrische Feld und zeichnen e®mitt vectorField aus
dem PaketGraphics’PlotField’. Allerdings sieht man im letzten Fall nur
etwas, wenn man das Feld normiert, also nur die Richtungginze

Das Dipol- und Quadrupolmoment kann man ebenso einfadddthematica
formulieren. Nach Gl. (1.35) gilt

dipol = Sum[r[i] - r[i+5], {i,5}]
quadrupol [r_] :=

Table[3 r[[k]] r([[1]] - If[k==1,r.r,0],{k,3},{1,3}]
gsum = Sum[quadrupol [r[i]]-quadrupol [r[i+5]], {i,5}]

Dabei wurde das Delta-Symbd)], durch folgenden Ausdruck beschrieben
If[k==1,1,0]

Den Betrag eines Vektors, den wir zwar alsdist [r, 0] ausdriicken kdnnten,
berechnen wir mit der Funktion

betrag[r_]=8Sqgrt[r.r]

Damit laRt sich die Entwicklung (1.34) des Potenti@l&") direkt definieren. In
unserem Beispiel gibt es keine Gesamtlad(ipng= 0), daher ist der erste Beitrag
pot1 der Dipolterm, undbot?2 enthalt zusatzlich den Quadrupolbeitrag:

potl[r_] = dipol.r / betraglr] 3
pot2[r_] potl[rl+1/2/betrag(r] "5 r.gsum.r

gsum ist eine Liste von Listen, in diesem Fall also ethe3-Matrix. r ist eine Liste
von Zahlen, also ein Vektor. Die Funktiamot [ , ] oder kurz mit dem Punkt
(.) bezeichnet, berechnet Kontraktionen von Tensoren miéltigl vielen Indizes
(= geschachtelten Listen). Hier 1alt sich daher die quidtee Form,Vektor mal
Matrix mal Vektor sehr einfach als . gsum. r schreiben. In einer herkommlichen
Programmiersprache wié mifdte man dagegen zwebr-Schleifen ineinander-
schachteln:

sum = 0;
for (i=0; 1i<3; i++) {
for (3=0; j<3; j++) {
sum = sum + r[il*gsuml[i] [F]1*r[j] }}

Das elektrische Feld erhalt man nach Gleichung (1.33) wie folgt:
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efeld =
-{D[pot[{x,y,z}],x],Dlpot[{x,y,z}],y],Dlpot{x,y,z}]1,2z]}

und seine Richtung erhalt man durch Division dufEH :
richtung = efeld/betraglefeld]

1.14 Potential ® der
10 Einheitsladungen in
der Ebene = 0.

Ergebnisse

In unserem einfachen Beispiel sind funf positive und fiilegative Ladungefe;| =

1 zuféllig in derz-y-Ebene verteilt (Bild 1.13). Sie erzeugen in dieser Eberse da
Potentialpot [{x,y, 0}], das in Bild 1.14 als Gebirge und in 1.15 durch seine
Hohenlinien (b = const) dargestellt ist.

2

1.15 Wie Bild 1.14, aber als Kontur-Darstel-
-2 -1 0 1 2 lung.
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Wir wollen nun die Dipol- und Quadrupolnaherung mit demidga Potential ver-
gleichen. Dazu betrachten wir in defy-Ebene(z = 0) einen Weg mitz = 0.6
parallel zur y-Achse, der dicht an zwei positiven Ladungein/o~ +1, einer nega-
tiven Ladung und einem Dipol bgi ~ 0 vorbeilauft. Bild 1.16 zeigt das Ergebnis.
Die durchgezogene Kurve ist das exakte Potential. Der Ripul (kurz gestrichelt)

2 o=~
= AN
§ 0 s
g \\ I
-2 \
vl
\ 1.16 Das exakte Potential
4 ~ (durchgezogen), der Dipol-
2 . 0 L 2 term (kurz gestrichelt) und die
{.6,y,0} Quadrupolnaherung.

kann wegerp - r nur einmal das Vorzeichen wechseln, er kann also nicht de zw
positiven Maxima bei den positiven Ladungen richtig wiggdren. Aber auch mit
der Quadrupolkorrektur (lang gestrichelt) beschreibtNgderung nur grob quali-
tativ das Potential in der Nahe der Ladungen. Die Richtuegyadektrischen Feldes
ist in Bild 1.17 zu sehen. Weit entfernt von den Ladungen st das Feld wie
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beim Dipol um den Ursprung. In der Nahe der Ladungen zedt dagegen eine
komplizierte Struktur.

Ubung

Es soll das Magnetfeld berechnet werden, das eine vom SIraharchflossene
kreisformige Leiterschleife erzeugt. Die Leiterschdeliege in derz-y-Ebene mit
Mittelpunkt im Ursprung und habe den RadiusDas Vektorpotentiald, aus dem
man das Magnetfeld = V x A berechnet, hat in Kugelkoordinatén, 0, ¢)
mit den Einheitsvektorer,, ey, e, eine besonders einfache Form. Nur sejre
Komponente ist von null verschieden, und im Lehrbuch von. Jldzkson findet
man dafur den Ausdruck

o Ta (2 — KK (k) — 2E(k)

Ay(r,0 — ‘
s(r:6) T Va2 + 12+ 2arsinf k?

mit

. 4ar sin @

a? + 72+ 2arsinf

K(k) =Elliptick[k?] undE(k) =ElliptickE [k?] sind die vollstandigen
elliptischen Integrale erster und zweiter Art.
Berechnen Sie das Magnetfel8(z, y, z) und zeichnen Sie in der-z-Ebene mit
der FunktionPlotVectorField[...] die Richtung desB-Feldes. Versuchen
Sie, durch Integration einer geeigneten Differentiatdieing das Feldlinienbild von
B in derz-z-Ebene zu zeichnen.
Hinweis:Die Schwierigkeit, da®lathematicamit den Ableitungere11lipticK’
undEllipticE’ nichts anzufangen weil3, laldt sich beheben, weil die Abigién
der elliptischen Integrale wiederum durch elliptischeegrale ausgedriickt werden
kdnnen. Die zwei Zeilen

EllipticK’ [x ]=1/(2x)* (EllipticE[x]/(1-x)-EllipticK[x])
EllipticE’ [x_]1=1/(2x)* (EllipticE[x]-EllipticK[x])

in lhrem Programm losen das Problem.

Literatur

I.S. Gradshteyn, |.M. RyzhiKTable of Integrals, Series, and Producfscademic
Press, 1980.

J. D. JacksorClassical Electrodynami¢gdohn Wiley & Sons, 1975.

R. SchaperGrafik mit MathematicaAddison Wesley, 1994.
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1.7 Wegintegrale
Physik

Arbeit = Kraft x Weg. Diese scheinbar einfache Gleichung aus der Schulphysi
wird sofort schwieriger, wenn man sich klarmacht, daf’ diafKein Vektorfeld

K (r) ist, also jedem Punkt im Raum einen Vektor zuordnet, und daf3 der \Wég
eine Kurver(¢) im Raum ist, die durch eine Zeitparametrisiert werden kann. Die
Arbeit A ist damit das Wegintegral

A= /K-dr - /K(r(t)) - fl—:dt. (1.36)

Das Skalarprodukt Kraft Geschwindigkeit wird also Uber das Zeitintervial, t.|
integriert. Dieses Integral wird einfach, wed(r) der Gradient eines Potentials
O (r) ist,

K=-Vo, (1.37)

dann giltA = ®(r(t.)) — ® (r(t.)). Im allgemeinen kann die Auswertung des
Wegintegrals allerdings milhsam sein.

Mathematicabietet die Moglichkeit, Vektoranalysis bequem auszudinh sogar
in symbolischer Form. Wir wollen dies an einem Wegintegeindnstrieren und
verweisen fur weitergehende Rechnungen und Vektordpagat in anderen Koor-
dinatensystemen auf das Packagé culus’VectorAnalysis”’.

Algorithmus und Ergebnis

Zunachst definieren wir drei Wegét) im Raum, die alle voq 1,0,0} nach{1,0,1}
fuhren sollen.

rl = {Cos[2Pi t], Sin[2Pi t], t}
r2 = {1, 0, t}
r3 = {1 - Sin[Pi t]/2, 0 ,(1 - Cos[Pi t])/2}

Der erste Weg ist eine Spirale, der zweite die Verbindungsgeund der dritte ein
Halbkreis in det-z-EbeneParametricPlot3D zeigt diese Wege in Abbildung
1.18. Dann definieren wir ein Vektorfeld, und zwar

kl{x ,v_,z }1={2x vy + z2°3, x°2, 3x z"2}

Die Geschwindigkeit, mit der der Weg durchlaufen wird, kaimfach mit der Ab-
leitungsoperatoD [...] definiert werdenp[...] ist Listable, wirkt also auf
Listenelemente:
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1.18 Drei verschiedene Integrationswege.

vir_]:=D[r, t]
Das Wegintegral kann sogar als Funktion definiert werdenadf Wege wirkt:
int[r_]:=Integratelk[r].vI[r],{t,0,1}]

Wir geben nunint [r1], int [r2] undint [r3] ein und erhalten fur alle drei
Wege dasselbe Ergebnis, namlich den WerDie Unabhangigkeit des Integrals
vom Weg laf3t vermuten, daK der Gradient eines Potentials ist. Dann muf3 nach
Satzen der Vektoranalysis die Rotation \vl&nverschwinden, die definiert ist als

rot[{kx_, ky , kz_}l1:={ DIlkz,y] - Dlky,z],
D[kX,Z] - D[kzlx] )
D[ky,x] - DIlkx,y] }

rot [k [{x,y,z}]] gibt tatsachlich den Nullvektof0, 0, 0}.
Wie findet man das Potenti@l(r), das bis auf eine Konstante eindeutig bestimmt
ist? Nach Gl. (1.36) gilt

r 1
d
<I>(r)=—/K-ds=—/K-d—idt, (1.38)
0 0

wobeiwirs (t) =r4=t{x,y, z} als Weg vorD bisr wahlen.int [r4] liefert
das Potentia® (z, y, 2) = 2%y + z2°.
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Wir kdnnen nun das Fel& () ein wenig verandern, z. B. durch
kl{x,v,z}] = {2x yv"2 + z°3, x°3, 3x z 3}

und erhalten dann fir jeden Weg ein anderes Ergebnis: NerthAhwenden von
Simplifyliefertint [r1]

1+ 3 +37r
42 4’

int [r2] gibt3/4 undint [r3] den Wert3/4 + 97/256 . Berechnen wir jetzt
erneut die Rotation, so ergikiot [k [ {x,y,z}]1] in Ubereinstimmung mit der
Abhangigkeit des Integrals vom Integrationsweg einen&errschiedenen Wert.

Ubung

1. Berechnen Sie die Langen der Kurueh, r2 undr3.

2. Wahlen Sie die Parametrisieruhg- 72 fir die Weger1, r2, r3, berechnen Sie

. . . . . . . . d21'

die Wegintegrale und zeichnen Sie die Betrage der drelkﬂesmgunger{W
als Funktion vorr.

3. Testen Sie die Gleichheit der Wegintegrale fur ein a@sl¥ektorfelda(z, y, z)
mit a = V® und® nach eigener Wahl.

Literatur

S. GroBmannyViathematischer Eifhrungskursiir die Physik Teubner Studienbi-
cher Physik, 1991.

1.8 Maxwell-Konstruktion

In der Physik treten haufig implizite nichtlineare Gleialgen fur die gegenseitige
Abhangigkeit von GroRRen auf, die nur noch numerisch gfelierden konnen. Ein
Beispiel dafur sind dig(V, T')-Kurven des van-der-Waals-Gases mit der Tempera-
tur T' als Parameter, die durch die sogenariitexwell-Konstruktioreine physika-
lische Bedeutung erlangen.

Die Isothermen der Zustandsgleichung, die als van-detdA@kichung bekannt
ist, haben bei tiefen Temperaturen Schleifen, die aus thdymamischen Grinden
verboten sind. Sie missen durch Geraden ersetzt wer@ediedbchleifen in einem
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bestimmten Sinn halbieren. Um diese sogenannten Maxverthden zu konstruie-
ren, mufd man eine nichtlineare Gleichung, die noch ein tategnthalt, numerisch
l6sen. Auf diese Weise erhalt man eine Beschreibung dasdriibergangs vom
Gas zur Flussigkeit.

Physik

Die Theorie der Warme gibt fur ein ideales Gas Auwechselwirkungsfreien, klas-
sischen Teilchen ohne innere Freiheitsgrade einen eiefaZasammenhang zwi-
schen VolumerV, Druckp und Temperatut™:

pV = Nk,T. (1.39)

Dabei istk;, die Boltzmannkonstante. Unter Beriicksichtigung der \Wethirkung
zwischen den Teilchen erhalt man in einer einfachen Natgedie van-der-Waals-
Gleichung

(p n %) (V —b) = Nk T (1.40)
mit Parameterma undb.

Diese Gleichung gibt z. B. die Isothermen an, also den Dpuels Funktion
des Volumengd/ fur konstante Temperaturéf. Fur hohe Temperaturen fallt der
Druck mit wachsendem Volumen, wahrend er bei tiefen Teatpeenp(V) in ei-
nem gewissen Bereich wieder ansteigt (siehe Bild 1.19).ilgshgn eine kritische
Temperaturl,, unterhalb derer diese Schleife auftritt. Fur< T, findet ein Pha-
senilbergang zwischen Gas und Flussigkeit statt; genaiii.beerschwindet der
Unterschied zwischen flissiger und gasformiger Phase.

T. undV sind dadurch bestimmt, daf3 die erste und zweite Ableitung (¥, T')
nachV verschwinden,

op 0%p
LV, T)=0 und ==(V,T) =0 1.41
8V( ) ) un 8‘/2( ) ) ) ( )
mit dem Ergebnis:
=50 y_3ph, p= 2 (1.42)
C T 9Nk ¢ 00 PeT o '

Skaliert man nun jeweilg, V' und T' mit p., V. und T, so erhalt man eine Glei-
chung, die keine Parameter mehr entfalt= z/x.):

<15 + %) (3(/ - 1) — 8T, (1.43)
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Fiur T < 1 gibt die Gleichung also die unphysikalische Schleife, dihn.einen
gewissen Bereich gibt es fur jeden Druckwgdrei VoluminaV;, V, und V. Der
Qbergang vom Gas mit groRem Volum&h zur Flussigkeit mit kleinem Volumen
V; findet aus thermodynamischen Griinden bei demjenigen Qiustatt, bei dem

gilt:

V3

[ 517 =5 (v - 17) (1.49)

i

Bei 5, sind Gas und Fliissigkeit fur alle Volumidia mit V; < V < V; gleich-
zeitig vorhanden, man beobachtet ein Zweiphasengemisebméltrisch bedeutet
die obige Gleichung, daf3 die Flache zwischen @lér)-Kurve und der Geraden
Py = const.im Bereich yonVl bis Vz genauso grof3 ist wie die entsprechende
Flache zwischerl;, und V; (siehe Bild 1.19). Die Kurves, = const, die man
Maxwell-Gerade nennt, wollen wir miathematicakonstruieren.

Algorithmus und Ergebnis

Zunachst uberprufen wir die Gleichung (1.42) fur deitisgchen Punkt. Wir geben
die van-der-Waals-Gleichung (1.40) €iNk,T = t),

p=t/(v-b) - a/v"2
und definieren die beiden Gleichungen (1.41):

gll=DI[p,Vv]==0
gl2=D[p,{v,2}]==

Dabei bedeutet das Zeichereine Zuordnung, wahreng-= die Gleichheit Uberprift
und zuerst ausgefuhrt wird. Diese Gleichungen losen adhit undv auf,

sol=Solve[{gll,qgl2},{t,v}]
mit einer Regel als Ergebnis:

8 a
{{t->-—-—-, v -> 3b}}
27 b

Da die Losung nicht immer eindeutig ist, liefexd1ve eine Liste von Regeln. Da-
her stammen die doppelten geschweiften Klammern. Dersdiniéin Druck erhalten
wir, indem wir den inneren Teil der Regel apfanwenden,

pc = p/.sol[[1]]



44 1 Mathematica-Funktionen

mit dem Ergebnis/ (27 b?). .
Jetzt definieren wir die skalierfg V") Gleichung (1.43):

plv_1=8t/(3v-1)-3/v"2

Fur die Maxwell-Gerade benotigen wir zwei Gleichungen,die beiden unbekann-

1.75¢

1.5¢

1.25f

0.75p

0.5¢

0.25¢

1 2 3 4 5

\'
1.19 Maxwell-Konstruktion fur die van-der-Waals-Gleichung. Isothermen zu deliesten
Temperature’ = 1.05, 1.0, 0.95, 0.92, 0.85 (von oben nach unten).

ten Voluminavl undv3, zwischen denen Gas und Flissigkeiten koexistieren, zu
bestimmen. Die erste Gleichung sagt, dal3 Koexistenz Gleitller Driicke ver-
langt:

gl3=p[vl]==p[v3]
Die zweite Gleichung setzt die beiden Flachen nach Gleigh{ti.44) gleich:
gld=p[vl] * (v3-vl)==Integratelp[v],{v,vl,v3}]

Ein Versuch mitsolve zeigt an, daMathematicakeine analytische Losung fin-
det. Wir werden deshalbindrRoot benutzen, um eine numerische Losung zu er-
halten. Allerdings mussen die Startwerte detrl, v3)-Suche ziemlich genau an-
gegeben werden, damit ein verniinftiges Ergebnis gefumdieh In der Funktion
plot [T_] werden deshalb fur Temperaturen< 1 zunachst diejenigen-Werte

bestimmt, an denep [v] ein relatives Minimum bzw. Maximum hat, und dar-
aus wird das arithmetische Mitteltest gebildet. Mit demMathematicaBefehl
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Solve[pl[vl==plvtest],v] erhalt man dann drei Loésungen, von denen die
beiden aufleren als Startwerte geeignet sind. Die englgiNtaxwell-Funktion ist

dann
pmax([v_]:= If[v < vl || v > v3, plv], plvl]l]

Falls v zwischen den Losungenl undv3 liegt, wird also die Maxwell-Gerade
Ubergeben, sonst [v] . Bild 1.19 zeigt das Ergebnis fir verschiedene Werte der
skalierten Temperatuf’ zusammen mit den unphysikalischeriv]-Funktionen.
Bei v — i divergiert der Druck. Die obere Kurve beschrejifi) in der Gas-
phase, und die darunterliegende gibt die Situation geradddy kritischen Tem-
peratur wieder. Die unteren drg{V')-Kurven zeigen bei tiefen Temperaturen eine
Trennung in eine flissige (kleines Volumen) und eine gasffe Phase. Auf der
Maxwell-Geraden koexistieren Flussigkeit und Gas imrtiischen Gleichgewicht.

Ubung

Betrachten Sie ein Quantenteilchen der Masse einem eindimensionalen Poten-
tialtopf vof
) =WV fur —a<z<a,
Viz) = { 0 sonst
Aus der Quantenmechanik-Vorlesung wissen Sie, dal diggemdreaust der ge-
bundenen Zustande durch folgende Gleichungen bestimmight si

E 2 . . ,
€=y = q—2—1 mitz = % v/ 2mV, undg Losung der transzendenten Gleichung
0 T
2 _ 42 /2 _ 42
tang = VI T oder —cotq = A
q q

Berechnen und zeichnen Sie alle Energieniveguals Funktion des Parameters

Literatur
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1.9 Beste Spielstrategie

Als letztes Beispiel fur die Anwendung vordefinieméathematicaFunktionen wol-
len wir uns eine Optimierungsaufgabe ansehen, die nickekdaus der Physik
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stammt. Lineares Optimieren wird zwar hauptsachlich in Wértschaftswissen-
schaften (Operations Research) angewandt, trotzdem gibueh in der Physik
immer wieder Probleme, die diese Methoden — meist mit Bemgtfertiger Pro-
grammpakete — benotigen.

Hier wollen wir uns mit einem Spiel beschaftigen, das zweisBnen mit Hil-
fe einer Auszahlungstabelle spielen. Um die beste Smgdstie zu finden, brau-
chen die beiden Kontrahenten einige Satze der mathemeatisépieltheorie, die in
den zwanziger Jahren von J. von Neumann begriindet wurdeaw®erdem das
MathematicaProgramni.inearProgramming.

Mathematik

Es spielen zwei Personen gegeneinander. Nach jedem Zug im8pieler dem
anderen einen Betrag bezahlen, der aus einer Tabelle abgedgrd. Jeder Spieler
versucht, seine Zuge so zu wahlen, dafl die Summe seinen@Gewnd Verluste
nach vielen Ziigen eine positive Bilanz aufweist.

Fir das Spiel wird eine Gewinntabeke= (K;;) benotigt, z. B.

0 1 31
K=| -1 10 4 2
T =2 37

Der SpielerZ kann bei jedem Zug eine der drei Zeiler- 1,2, 3 wahlen, wahrend
SpielerS vier Wahlmoglichkeiten fur die Spalten= 1, ...,4 hat. Ein Zug besteht
darin, daf3 Spiele¥ sich fur eine Zeilennummerund SpielerS sich fur eine Spal-
tennummerj entscheidet, ohne dal’ der eine von der Wahl des anderenDeif.
wird aufgedeckt, und danach erhalt Spiefergemall dem Padi, j) den Betrag
K;; vom SpielerS, bzw. zahlt K ;;| fur K;; < 0. Da der Gewinn vor¥ der Verlust
von S ist und umgekehrt, nennt man dieses Sgigki-Personen-Nullsummen-Spiel
Diese Prozedur wird viele Male wiederholt. Am Ende Fain Mittel pro Zug den
BetragK erhaltenZ sucht also eine Strategie, die einen moglichst grol3eteneitt
GewinnK ergibt.

Naturlich mochte auf der anderen Seftseine Verluste minimieren, er sucht al-
so das Minimum vorK. Fur jede Waht von Z sucht er alsanin; K;;. Da er aber
nicht weil3, welche Zeil&Z wahlen wird, kdnnte er auf die Idee kommen, diejenige
Spalte zu wahlen, die im schlechtesten Fall den geringéteinst ergibt. Fir jede
Wabhl j verliert S im schlechtesten Fall den Watiax; K;;. Er wahlt also dasje-
nige j, das zumin; max; K;; gehort, hier die Spalt¢ = 3. Bei entsprechender
Uberlegung wirdeZ die Zeile zum Wertnax; min; K;; wahlen, alsg = 1. Bei
dieser Strategie wirde nach jedem Zug an Spigleler BetragK,; = 3 ausge-
zahlt werden. Die von den jeweiligen Spielern ins Auge gefalfSrenzen haben
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unterschiedliche Werte:
0 = maxmin K;; # minmax K;; = 4. (1.45)
7 J 7 7

Was bedeutet nun ein Gewinn v8nfur SpielerZ, der bei dieser Strategie einen
Mindest;, Gewinn“ von 0 erwarten konnte? Und sollte Spiel8t der im ungiin-
stigsten Fall mit einem Verlust vo# hatte rechnen missen, mit derzufrieden
sein? In der Tat hat Spieléf allen Grund, seine Strategie zu Uberdenken. Eine ge-
nauere Inspektion der Gewinntabelle sagt ihm namlich, fdafede Wahl vonS
sein Gewinn im Mittel mindesterfssein wird, wenn er die Zeile? und 3 zufallig
wechselnd gleich haufig auswahlt. Und wenn er Z&itlabei ein wenig bevorzugt,
wird er den Gewinn vors sogar tibertreffen. Man sieht an dieséserlegung, dai
es zweckmaRig ist, die Zeilen und Spalten mit einer gewi¥gahrscheinlichkeip;
bzw. ¢; zu wahlen. Eine Strategie fir den Spiefeibesteht also aus den 3 Haufig-
keitenp,, p> undps (Mit p; + p» + p3 = 1), Mit denen er unkorreliert die Zeilen
wahlt. Im Mittel erhalt er den Betrag

1Y)

WennZ nun eine Strategig, , p», undp; wahlt, bekommt er im schlechtesten Fall
min,, 4, >, pi Kij q; . Z wird daher eirp}, p, p3 wahlen, das den Gewinn im
unglinstigsten Fall maximiert, er sucht also
max min Z i Kijq; - (2.47)
i

P1...p3 q1...9a
S sucht analog eine Strategjg...q}, die den Wert

i i K q; 1.48
min max ZJ pi Kij g (1.48)
liefert. Entgegen dem deterministischen Spiel (1.45) gatie optimalen stochasti-
schen Strategien (1.47) und (1.48) denselben Wert:

m;ix rnqin Z pi Kijq; = mqin mgx Z pi Kijq; = %: P} Kij q? =K,.

’ ’ (1.49)
Dies ist das berihmte Minimax-Theorem, das J. von Neum&8aé im Alter von
23 Jahren bewiesen hat. Wir wollen die Bedeutung von (1.8 im Worte fassen:
Wenn SpieletZ eine optimale Strategje!, . . . , p; wahlt, so ist sein Gewinn fur jede
Strategieyy, . . . , g, des Spielers nach sehr vielen Spielziigen mindestéfis Es
gilt also fur jede Wahly,, ..., g, mitg; > 0und ¢; +¢q> + g3 + ¢4 = 1:

(]
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Aus dieser Ungleichung kann man ein System von 4 Bedinguabksiten, denn
mit ¢; = 1 undg, = g3 = ¢, = 0 wird daraus) _, p? K;; > K, und analog:

> P Ki; > K, furallej. (1.51)

Nehmen wir an, da&, > 0 gilt, so wird dies mitz} = p?/ K, zu

> @) Ki; > 1 furallej. (1.52)

Nach Satzen der linearen Optimierung ist nun die optimatet&jiep?, pS, p9
durch den maximalen WeK, im Gleichungssystem (1.51) bestimmt, oder wegen
>, 29 = 1/K, durch das Minimum vory ;9.

Dieser Sachverhalt 1aRt sich in Vektorschreibweise narhgakter formulieren:
Es seierK die Matrix (K;;) und KT die Transponierte voK, = (1, %2, 3)"
mitz; > 0, ¢ = (1,1,1)7, b = (1,1,1,1)". Dann ist die optimale Strategie
P, = Koo und deren mittlerer Gewink,, durch ein Minimum vore -  unter
der Nebenbedingun§™ = > b bestimmt, wobei letzte Vektorungleichung kompo-
nentenweise gemeint ist. Es gy = 1/(c - xy).

Nach dem Dualitatssatz der linearen Optimierung kann Migauch aus folgen-
dem Problem gewinnen:

Suche das Maximum vobr y unter der Nebenbedinguiy < c fur den Vektor
Y= (yh "'ay4)T mit Yj 2 0.

Die Losungy, dieser Aufgabe gibt aber gerade die optimale Strategieldir
SpielerS. Denn mitg, = K, y,, erhalt man

Y Ky q) <K, furallei (1.53)

J

und damit analog zu (1.50) und (1.51) fur jede Stratggien Z:

i,J

Im schlechtesten Fall verliert also der optimal spieleSd#en Betragk,. SpieltS
nicht mit der Strategig,, kann er allerdings hoher verlieren.

Ein nitzlicher Satz soll noch erwahnt werden: Addiert rmajedem Matrixele-
ment die Konstanté, so bleiberp, undg, optimale Strategien mit dem Spielwert
K, + d. Die obigen Aussagen zu (1.51) gelten streng nur fur Mextrinit positiven
WertenK;;. Wegen des Verschiebungssatzes kann aber jede M&irs Positive
verschoben werden; danach wird das Optimierungsprogramgevaendet.
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Algorithmus und Ergebnis

Das Minimum einer linearen Funktian- = unter den Nebenbedingungkd = >
b, x > 0 kann mitMathematicdeicht bestimmt werden. In unserem Beispiel ist

c= {1, 1, 1}
b= {1, 1, 1, 1}
k {{OI 11 31 1}1{_11 101 4! 2}1{71 _21 31 7}}

und
LinearProgramming [c, Transpose [k] ,b]

gibt einen optimalen Vektae,,, aus denp, durchp, = z,/(c - ;) und K, durch
K, =1/(e- x,) bestimmt werden.

Anstatt das Maximum voib - y kdnnen wir auch das Minimum voab - y
suchen. AuK y < cfolgt —-Ky > —c . Also ldsen wir das duale Problem mit

LinearProgramming [-b, -k, -c]

Dies liefert den Vektoy, und damitK, = 1/(b - y,) undg, = K, y,.
Fur unser Beispiel ergibt die Rechnung

D, = (0, 0.45, 0.55)T, q, = (0.6, 0.4, 0, 0)7, K, = 3.4.

Damit spieltZ optimal, wenn er die Zeile und 3 mit den Haufigkeiter).45
bzw.0.55 wahlt, wahrends in jedem Fall nicht mehr al&, = 3.4 verliert, wenn er
die Spalteri und2 mit den Wahrscheinlichkeiteh6 bzw.0.4 nennt. Beide miissen
aber dafur Sorge tragen, dal3 sie die Wahl wirklich zuféitffen, denn sonst konnte
der Gegner auf die Korrelationen zu seinem Vorteil reagiere

In unserem Beispiel funktioniert der Algorithmus auch fisgativeK;;-Werte.
Bei anderen Matrizen fanden wir aber erst eine Losung, derohwir die MatrixK
ins Positive verschoben hatten.

Zur Unterhaltung haben wir schlie3lich dasProgramnepiel . ¢ geschrieben,
mit dem die Leser unseres Buches sichdwei-Personen-Nullsummen-Sgiglgen
den Computer versuchen konnen. Der Rechner erzeugt anm@\nié Zufallszah-
len eine4 x 4-Auszahlungsmatrix mi&k, = 0 und berechnet dazu mit dem Pro-
grammsimplx aus derNumerical Recipesdie optimalen Strategien. Der Spieler
wahlt bei jedem Zug eine der vier Zeilen, gleichzeitig tidar Computer eine der
Spalten mit den Wahrscheinlichkeitq?u. Nach der obigen Theorie konnte der Le-
ser daher durch eine optimale statistische Auswahl dee@@ih Mittel verlustfrei
spielen. Allerdings wird jeder sofort merken, daRR der Coraplangfristig gewinnt,
es sei denn, der Gegenspieler berechnet seine beste Btydtegd handelt danach.
Am Ende des Spiels (Tastg wird gezeigt, wie der Spieler hatte spielen miussen,
um im Mittel verlustfrei zu bleiben.
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Ubung

Das wohlbekannte Knobelspiel mit den drei Symbolen Sci8tesn, Papier wollen
wir auf die vier Symbole Schere, Stein, Papier und Brunnesmigern. Zwei Spieler
setzen dabei jeweils auf eine dieser vier Moglichkeiteth ggwinnen, bzw. verlieren
einen Punkt nach folgenden Regeln:

e Brunnen verschluckt Stein, Brunnen verschluckt Schere,
e Papier deckt Brunnen zu, Papier umhillt Stein,

e Schere zerschneidet Papier,

e Stein zerschlagt Schere.

Formulieren Sie fur dieses Spiel eine Auszahlungsmatitk herechnen Sie damit
die optimale Strategie der beiden Spieler.

Literatur
John von NeumanrCollected Works, Volume VI : Zur Theorie der Gesellschafts-
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Kapitel 2
Lineare Gleichungen

Viele Phanomene der Physik kdnnen durch lineare Gleigbnrbeschrieben wer-
den. Doppelte Ursache gibt doppelte Wirkung — dieser Sabhitesrlaubt es, solche
Probleme mathematisch zu losen. Haufig lassen sich ér@égsteme durch Vekto-
ren beschreiben, Vektoren mit manchmal wenigen, manchemehselen Kompo-
nenten. In den Bewegungsgleichungen tauchen dann Matazgrderen Eigen-
werte und Eigenvektoren die Energien und die stationamgstande des Systems
beschreiben. Jede andere Form der Bewegung istiieelagerung dieser Eigen-
zustande.

Es gibt eine Vielzahl von numerischen Methoden, linearédBiengen zu losen.
Diese weit entwickelten Standard-Algorithmen werden in Hehrbiichern zur nu-
merischen Mathematik ausfihrlich erklart. Wir habenigsém Kapitel, abgesehen
vom Hofstadter-Schmetterling, die Beispiele so gewddf sie sich mit vordefi-
nierten Funktionen untersuchen lassen. Beim elektrisbletrwerk geht es darum,
ein lineares Gleichungssystem zu losen, und auRerdenekdnir noch einmal die
Fouriertransformation anwenden. Andere Fragestellundiensowohl der Mecha-
nik als auch der Quantenphysik entstammen, filhren unsigahtertgleichungen,
also auf das Problem, Eigenwerte und Eigenvektoren vortesttgro3en Matrizen
zu bestimmen.

2.1 Quantenoszillator

Die Bewegungsgleichung der Quantenmechanik, die SamgédiGleichung, ist li-
near: Jed&berlagerung von Lésungen ist wieder eine Losung. Déstetl man Er-
folg mit dem Verfahren, die Gleichung in Raum und Zeit durtctea Produktansatz
zu separieren und spater diese Produktlosungen zueigieen. Der raumliche Anteil
ist die sogenannte stationare Schrodinger-Gleichurige-Eeigenwertgleichung, die
in der Ortsdarstellung die Form einer linearen Differdgte&ichung hat. Die Losun-
gen dieser Gleichung sind Wellenfunktionérr), die jedem Ort eine komplexe
Zahl'¥ zuordnen, und zwar beschreiben sie diejenigen Zustargdetgesikalischen
Systems, deren Aufenthaltswahrscheinlichk@i{r)|*> sich zeitlich nicht andert.
Zur numerischen Losung der Schrodinger-Gleichung kaan emtweder die linea-
re Differentialgleichung naherungsweise diskretigianad in Matrixform bringen,
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oder man kannl'(r) nach einem vollstandigen Satz von Wellenfunktioger{r)
entwickeln und nur endlich viele davon betrachten. In beiBallen fuhrt die stati-
onare Schrodinger-Gleichung auf eine Eigenwertgleigheiner endlichen Matrix.
Wir wollen den zweiten Ansatz am Beispiel des anharmonis&@ezillators studie-
ren.

Physik

Wir behandeln ein eindimensionales Problem, namlich eiiciien der Massen
im quadratischen Potentidf(q) = imw?¢®. Dabei istq die Ortskoordinate des
Teilchens. Der Hamiltonoperator dazu lautet in dimendas®s Form

Hy, = % P>+ ). (2.1)

Dabei werden Energien in Einheiten vht, Impulse in Einheiten vor/ Amw und
Langen in Einheiten voR/7/(mw) gemessen. Die Eigenzustanide von H,, fin-
det man in jedem Lehrbuch der Quantenmechanik, sie laueri@rtsdarstellung:

pi(q) = (27 41 vr) 2 e 2 Hy(q), (2.2)

wobei H;(q) die Hermitepolynome sind . Es gilt:
I04) = €014 it 20— s 1 di=0.12
0|.7>_6]|.7> mi ‘gj_j+§un J=U L2

e sind die Energien der Eigenzustande Vi und die Matrix(j| H, %) ist diago-
nal, weil die Eigenwerte nicht entartet sind.
Wir flgen nun zuH,, ein anharmonisches Potential hinzu,

H=H,+\q", (2.3)

und suchen die Matrixj|H|k). Dazu ist es zweckmaRig,als Summe von Erzeu-
gungs- und Vernichtungsoperatorghunda zu schreiben:

q:§;d+@, (2.4

wobeia unda' die folgenden Eigenschaften haben:

allj) = Vi+1li+1),

al0) =0 und alj) = /j|j—1) fiir 7 >0. (2.5)
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Die Matrixdarstellung vory im Raum der ungestorten Zustanide liefert also die
Tridiagonalmatrix

' 1 1 1 ~
Qe = (jlalk) = % VE+16; 41 +ﬁ\/E Ojk-1 = 5VJi+k+10k—j1-
(2.6)

Die Naherung, die wir jetzt vornehmen, besteht darinaiegendlich-dimensionale
Matrix nur fur 5,k = 0,1,...,n — 1 zu definieren. Der Hamiltonoperatédf =
H, + \g¢*, bzw. seine Matrixdarstellung, soll ebenfalls als n-Matrix genahert
werden, wobeH,, durch die Diagonalmatrix mit den Elementjamé undg* durch
das vierfache Matrixprodukt vo@;; mit sich selbst dargestellt wird. Den Fehler
der Approximation kann man abschatzen, indem man die Rigega vonH fur
verschiedene-Werte miteinander vergleicht.

Algorithmus

Die obigen Matrizen lassen sich Mathematicabesonders kompakt definieren.
(j]q|k) ist nach Gleichung (2.6)

glij_,k_]:= sgrt[(j+k+1)1/2 /; Abs[j-k]l==1
glj_,k 1:=0 /; Abs[j-k] !=1
Die Konstruktionlhs := rhs /; test bedeutet, daR die Definition nur dann

benutzt wird, wenn der rechte Ausdruck wahr ist, also dentWene hat. Die
Matrix g wird als Liste von Listen definiert

gln_]:= Tablelqglj, k], {3,0,n-1}, {k,0,n-1}]
und H, ergibt sich gemaf Gleichung (2.2) zu
hO[n_]:= DiagonalMatrix[Table[j+1/2, {j,0,n-1}1]
Damit lafdt sichH schreiben als
h[n_]:= hO[n] + lambda gln].gln].gln].qgln]

Die Eigenwerte vor erhalt man mittigenvalues|[...], entweder algebra-
isch (nur fur kleinen-Werte) oder numerisch mitigenvalues [N[h[n]]1,
wobeilambda zuvor ein numerischer Wert zugewiesen werden muf3.
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Ergebnisse

Der Aufruf h[4] // MatrixForm liefert die Hamiltonmatrix

T30 A 0
0 +Ey 0 3/n
2 4 2 (2 7)
Y '
0 3/ 0 I+

Deren Eigenwerte lauten

6 + 15X +2v/2 /2 + 12X + 27)2 nd 10 + 15X & 2¢/2 /2 + 27)2
4 4

. (2.8)

Diese vier Eigenwerte sind in Abbildung 2.1 als Funktion vorau sehen. Ohne

9
8
7
“;,’, 6
g5
w4
3 :
5 2.1 Naherungswerte fur die un-
1 tersten vier Energie-Eigenwerte
des Quantenoszillators  mit
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 der Anharmonizitat A¢* in
lambda Abhéangigkeit von\.

Storung(A = 0) erhalten wir die Energied}, 2, 3 und Z des harmonischen Os-
zillators. Mit wachsender Storungheben die oberen beiden Eigenwerte sehr stark
von den unteren ab. Dies ist ein Effekt der endlichen Graévthtrizen. Der Ope-
ratorq* verkntipft den Zustangy) mit |j +4), und daher sollten die Matrixelemente
(7l¢*|7 £ 4) in der Hamiltonmatrixh [n] enthalten sein, wenn die Energigeei-
nigermaf3en genau berechnet werden soll. Auf jeden Fal isioht verwunderlich,
wenn die Eigenwerte,, ¢,,_; unde,,_, grof3e Abweichungen vom exakten Resultat
haben.

Wie gut ist die Naherung? Dies zeigt Abbildung 2.2 am Bekgder Grundzu-
standsenergie,. Fur die Anharmonizitat mif = 0.1 ist &y als Funktion vonl/n
aufgetragen, und zwar fiir = 7, ..., 20. Diese Funktion ist offenbar nicht mono-
ton. Obwohl wir ihr asymptotisches Verhalten nicht kenrlaft sich der Wert fur
n — oo sehr gut angeben. Mit den Befehlen
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0.55915

0.55914

0.55913

EO(n)

2.2 Naherungswerte fur die
0.55912 Grundzustandsenergie des an-
harmonischen Oszillators als
. Funktion der Matrixdimension
0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 nfiurn = 7, 8’ cee, 20, aufge_

1/n tragen Ubet /n.

0.55911

mat = N[h[n] /. lambda -> 1/10, 20
[[

1:
1i Sort [Eigenvalues [mat]]l; 1i[[1]]

erhalten wir furn = 20 undn = 40 die Werte

£0(20) = 0.559146327396...
£0(40) = 0.559146327183... .

Firn = 20 haben wir also eine Genauigkeit von etwa neun relevantdieste
Hohere Energien sind nur mit geringerer Genauigkeit besti wir erhalten

610(20) = 17.333... s
610(40) = 17.351... s

also nur eine Genauigkeit von drei Stellen.
Im Bild 2.1 haben wir nur vier Niveaus fur unsere Naheruegicksichtigt. Da-

10
9
8
o 7
® 6
2 5
3
2 //
1 2.3 Die funf niedrigsten
Energie-Eigenwerte als Funk-

o
[Eny

0.2 0.4 0.6 0.8 tion des \orfaktors A der
lambda Anharmonizitat.
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her sind die oberen zwei Energien vollig falsch dargestefl Bild 2.3 dagegen ha-
ben wir zwanzig Niveaus mitgenommen. In diesem Fall gibhdieerische Losung
der Eigenwertgleichung ein sehr genaues Ergebnis furidierfiedrigsten Energi-
en. Sowohl die Energien als auch deren Abstande wachseatemid/orfaktor der
Anharmonizitat.

Ubung

Wir betrachten ein Quanten-Teilchen in einer Dimension ioppelmuldenpotenti-
al. Der Hamiltonoperator sei in dimensionsloser Form

2 4

p 2 q
H=2 _9p+1
5~ T

1. Zeichnen Sie das Potential.
2. Berechnen Sie die vier tiefsten Energieniveaus.

3. Zeichnen Sie die Wellenfunktionen der vier tiefsten Mive zusammen mit dem
Potential.

4. Man kann auch die Matrixelemente wghundq* direkt angeben, indem man die
Operatoren analog zu (2.4) duretunda' ausdriickt. Verbessert das die Ergeb-
nisse?

Literatur

J. Schnakenberdlgorithmen in der Quantentheorie und Statistischen R{ysim-
mermann-Neufang, 1995.

F. SchwablQuantenmechanjiSpringer Verlag, 1988.

2.2 Elektrisches Netzwerk

Das Ohmsche Gesetz ist eine lineare Beziehung zwischem 8tid Spannung. Es
gilt sogar noch fur monofrequente Wechselstrome und W&spannungen, wenn
Kondensatoren und Spulen durch komplexe Widerstandessi@itf werden. Auch
fur allgemeine passive elektrische Netzwerke bleiberGdgchungen linear, wenn
man fUr Strome und Spannungen eine geeignete Darstelrigaum der kom-
plexen Zahlen wahlt. Sie konnen bei vorgegebener Fregreativ leicht mit dem
Computer gelost werden, und mit Hilfe der Fouriertransfation kann dann zu je-
dem Eingangssignal die Ausgangsspannung berechnet werden
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Physik

Wir betrachten eine Wechselspannuiigt), den zugehdrigen Wechselstraf(x)
und schreiben beide als komplexwertige Funktionen:

V(t) — ‘/Oeiu)t’
I(t) = Iye“", (2.9)

wobeiV, und I, komplexe GrofRen sind, deren Phasendifferenz geradetangib
stark die Strom- der Spannungsschwingung vor- oder nacBEdientlich hat nur
der Realteil von (2.9) eine physikalische Bedeutung, aePtiasenbeziehungen
sind in komplexer Schreibweise besonders leicht zu foeretti. Das Ohmsche Ge-
setz lautet damit

Ww=71, (2.10)

mit einem komplexen Widerstand. Firr einen ohmschen Widerstait] fiir eine
KapazitatC' und fur eine Induktivitat. gilt

Z=R,Z=;,Z=iwL, (2.11)
1wC

wobei R, C und L reelle Grof3en sind, z. B. in den Einheit®hm, FaradundHen-
ry. FUr ein elektrisches Netzwerk gelten die folgenden Hunglssatze, auch als
Kirchhoffsche Regeln bekannt:

1. Wegen der Ladungserhaltung ist an jedem Knoten die Sunemeimlaufenden
Strome ist gleich der Summe der auslaufenden Strome.

2. Entlang eines jeden Weges addieren sich die Teilspaenuilger jedem Bau-
element zu der Gesamtspannung Uber den Weg.

Diese beiden Bedingungen ergeben zusammen mit dem OhmSelsete ein Glei-
chungssystem, das alle unbekannten Strome und SpannbesgEnmt.

Als einfaches Beispiel betrachten wir einéaC-Schwingkreis, der mit einem
WiderstandR in Serie geschaltet ist (Bild 2.4}, und V, seien die komplexen
Amplituden der Eingangs- und AusgangswechselspannungenikKreisfrequenz
w, und Iy, I und I, seien die Amplituden der Strome, die nach dem Einschwin-
gen dieselbe Frequenzwie die Eingangsspannung haben. Damit gelten folgende
Gleichungen:

Spannungsaddition: Vy +V, =V,,
Stromerhaltung : Iy = Ic + I,

Ohmsches Gesetz Vg = R Ir, (2.12)
1
‘/a = —I )
iwC " ©

Vo =twl I, .
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Ve c—/— L Va

2.4 Serienschaltung von ohmschem
Widerstand und.-C-Schwingkreis.

Fur eine gegebene Eingangsspannungestimmen diese 5 Gleichungen die 5 Un-
bekanntenk, V., I, Ic undIy,, die man in diesem einfachen Fall leicht ohne Com-
puter ldsen kann. Der Betrag der Ausgangsspanfgmimmt unabhangig voik
jeweils ein Maximum bew = \/% an; bei dieser Frequenz ist der Widerstand des
Schwingkreises unendlich grol3.

Im Bild 2.5 haben wir die Schaltung erweitert und einen Swieis hinzugefiigt.
Wenn ein Kondensataf' und eine InduktivitatZ in Reihe geschaltet sind, so ist
der Widerstand bei der Frequetaz= \/%_C minimal. Daher erwarten wir fur diese
Schaltung bei dieser Frequenz eine maximale Ausgangsspgnieses Netzwerk

Ve CcC— L Va

2.5 Serienschaltung vonR-C-L-
Glied undL-C-Schwingkreis.

wird durch die folgenden zwei Gleichungen beschrieben.

Spannungsaddition: I (R + -5 + iwL) + V, = V.,
Stromerhaltung: Iy = (iwC + ) Vi, (2.13)

iwl
wobei das Ohmsche Gesetz schon eingefligt wudtherraschenderweise ist das
Ergebnis furV,(w) ganz anders als das, was wir (als Nichtelektroniker) erwar-
tet haben. Es entstehen namlich zwei neue Resonanzenwtitunterhalb von

w = \/% dort wird V, bei kleinen WiderstandeR sehr viel groRer al¥,. Das

kann man sich durch folgendgberlegung plausibel machen: Fiir kleine Frequen-
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zen wird das Verhalten des Parallelkreises durch die Imdtét dominiert. Ver-
nachlassigen wir die Kapazitat im Parallelkreis einmizlig, so haben wir es mit
einer Serienschaltung aus den ElememRe@'- L-L zu tun. Weil die gesamte Induk-
tivitat jetzt 2 betragt, erhalten wir eine Resonanz bei= ;L —. Wird dagegen
fur hohe Frequenzen im Parallelkreis nur die Kapazitmagtet, so ergibt sich
eine R-C-L-C Serienschaltung mit einer Gesamtkapazitat ¢of2 und dement-

sprechend eine Resonanzfrequenz ugn= ,/%. Im Ergebnisteil werden wir

diese Naherung mit den exakten Resultaten vergleichen.

Bisher haben wir nur monofrequente sinusformige Spanauingd Strome be-
trachtet. Nun wollen wir ein beliebiges periodisches EmgssignalV, (t) an die
Schaltung anlegen. Das Netzwerk ist linear, also erhaitt swes Gberlagerten Ein-
gangssignalen die entsprechend Uberlagerten Ausgangasmen. Insbesondere
kann man jede periodische Eingangsspanridiig) mit der Periodd” in eine Fou-
rierreihe entwickeln:

Vo(t)y= Y vmermint/T, (2.14)

n=-—oo

Fur jeden Summanden mit der Amplitutig™ erhalt man aus der Gleichung (2.13)
fir die Frequenzy,, = 27 n/T eine Ausgangsspannuig(w,) = V., so daB
das gesamte Ausgangssignal gegeben ist durch

V;(t) _ Z V'a(n) e2'frint/T . (215)

n=-—oo

Algorithmus

In Mathematicakonnen die Gleichungen (2.12) und (2.13) direkt eingegeter-
den. Obwohl man beide Systeme sofort per Hand losen kanlgnweir das Prinzip
doch an den einfachen Beispielen demonstrieren. Mit demiidoungV, = 1 lauten
die Gleichungen (2.12) daher

gll = {vr + va == 1, ir == ic + il, vr == ir r,
va == ic/ (I omega c¢), va == I omega L 1il}

Man beachte, dal3 das erste Gleichheitszeiehgine Zuordnung bedeutet, wahrend
== einen logischen Ausdruck ergibt. Der Variablghl wird also eine Liste von
Gleichungen zugeordnet. Mit

Solve[gll, {va, vr, ir, ic, il}]
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wird das Gleichungssystem nach den angegebenen Varialfigel@st. Weil Glei-
chungssysteme im allgemeinen mehrere Losungen habéert B 1ve eine Li-
ste mit Listen von Regeln. Da es hier aber nur eine Losung gikifen wir mit
Solvel[...][[1]] davon die erste —und in diesem Fall die einzige — heraus.

Als Anwendung filr eine nicht-sinusformige EingangsspangV, (¢) wahlen wir
eine Sagezahnspannung mit der Peridddie wir anN aquidistanten Zeitpunkten
abtasten, um die diskrete Fouriertransformation benwaénnen. Wir definieren
also diskrete Spannungswerte durch

a.=Vo(t,) =Ve((r—1)T/N), r=1,...,N,

und erhalten durch Anwendung der inversen Fouriertrangftion die Koeffizien-
tenb, mit der Eigenschaft

N
Z bs e27ri(s71)(r71)/N

s=1

%\H

bzw.
V; tr b P27 (s— 1)t
-~ Z

Nicht die Fouriertransformation dlrekt sondern deren tsge mussen wir hier be-
nutzen, damit das Vorzeichen im Exponenten @€unktion mit Gleichung (2.9)
Ubereinstimmt. Obwohl die Autoren vddathematicaerklaren, sie wollten, was
diese Vorzeichenwahl bei der Fouriertransformation afjgéér Konvention der
Physiker folgen, haben sie doch genau das Gegenteil védichirk

Die Amplitudeb,/v/N gehbrt also zur Frequenz, = 2% = (s — 1). Am Ausgang
wird jede Amplitudeb, mit der Ausgangsspannuﬁg(ws) multipliziert, die wir
vorher mitsolve[...] aus den obigen Gleichungen erhalten haben. Allerdings
gilt das nur furs = 1, ..., N/2. Hohere Frequenzen geben eine schlechte Naherung
fur V. (¢), wie im Abschnitt 1.3 ausfuhrlich gezeigt wurde. Man muf3ctith, =
b, die hohen Frequenzen in niedrige negative verschiebeor bean mitV, (w,)
transformieren darf. Die transformierten Fourierkoedfiten sind also

N
b = b, Va(w,), s:l,...,E,
N
be = b, Va(ws_n), 3=§—|—1,...,N.

Die Rucktransformation, in diesem Fall also die Fourarsformation, liefert damit
das Ausgangssignal.
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Ergebnisse

Die Losung des Gleichungssystems (2.12), das die in deild\bly 2.4 gezeig-
te Serienschaltung aus ohmschem Widerstand liddt Schwingkreis beschreibt,
steht imMathematicaProgramm in der Variablenas ; in lesbarer Form lautet sie

—twl
—iwL — R+ RCLw*’

Valw) =

Offensichtlich hat das Netz eine Resonanzde= 1/\/L_C, wie man auch in der
Abbildung 2.6 fur verschiedenB-Werte sieht.

Wir habenL = 1mH undC = 1uF gewahlt, was eine Resonanzfrequenz
von 31622.8 s~! ergibt. FUurR = 0 erhalt manV, (w) = 1, also keine Resonanz,
wahrend furR — oo ein scharfes Spannungsmaximum an der Stelle der Resonanz-
frequenz entsteht. Beb. geht die Phase der Ausgangsspannung Jarach—7.

1 1.5
08 ~ 1
g os
—06 z
©
> g O
04 £ -05
0.2 -1
-15
000 30000 40000 20000 30000 40000
omega omega

2.6 Frequenzabhangigkeit von Betrag und Phase der Ausgangsspahplng fir das
Netzwerk aus Abbildung 2.4. Die Kurven entsprechen den Widerstaiden 100 (2,
300 €2, 900 ©2, und2700 2. Je grdRRer der Widerstand, um so scharfer ist die Resonanz.

Legen wir nun die Sagezahnspannurigt) an dieses Filter an, so wird das Er-
gebnis natirlich von der Scharfe der Resonanz.heind von dem Verhaltnis der
Grundfrequenz der Sagezahnspannung zur Resonanzfeegblkeangen. Wir para-
metrisieren die Period& von V,(t) deshalb in der Forrﬁrﬂ = fw,; f gibt also
das Verhaltnis von Eingangsgrundfrequenz zu Resonapnere an. Furf = 1
und einer entsprechend schmalen Resonanzkurve solltecagfigezahnformigen
Schwingung gerade eine Sinusschwingung mit der Frequenzv, herausgefiltert
werden.

Furf < % und z.B.R = 200 Q2 wird im wesentlichen nur das Vielfache v@}ﬁ in
der Nahe vonw, herausgefiltert. Dagegen werden flit> 1 und breiter Resonanz
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1 0.6
o5 0.4
0.2

Va(t)
o

T 0
>
-0.2)
03 -0.4
-1 -0.6
0 05 1 15 2 25 3 0 05

1 15 2 25 3
T vT

2.7 Links die urspriingliche Sagezahnspanndfgt) und rechts die Spannurig,(t) am
Ausgang des Filters fif = 1 und R = 2700 Q.

alle Harmonischen vo&* mitgenommen, es entsteht ein verzerrtes Eingangssignal.

Diese Erwartung wird in den Abbildungen 2.7 und 2.8 begtati

0.8
0.6 : :
0.4: : :
> 0 : :
-0.4 i i i
-0.6
0 05 1 15 2 25 3
T T

2.8 Links die Ausgangsspannung fifir= 1/3 und R = 200 (2, rechts das verzerrte Ein-
gangssignal, das sich mfit= 3 und R = 5 (2 ergibt.

Fur das zweite Beispiel, die Serienschaltung ¥64'- L-Glied undL-C'-Schwing-
kreis, liefert dasviathematicaProgramm, wiederum mit, = 1, die Losung:

l R c - CLw?
Te C

L Va Va= CLw2+(0Lw2_1)(1_CLw2+iCRw)

Fur R = 0, wenn also der ohmsche Widerstand gleich null und damit dieaffing
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verlustfrei ist, verschwindet der Nenner bei

w_3iﬁ
N 2LC

Mit den WertenL. = 1mH, C = 1uF divergiertV, also bei den Frequenzan=
19544 s! undw = 51166.7 s~1. Wir sehen, daR unsere vorherige Abschatzung
der beiden Resonanzen hai = 1/v2LC = 22360s ™! bzw.wy, = /2/LC =
44720s~" nicht ganz falsch war.

2.9 Betrag der Ausgangsspannung

fur das Netzwerk aus Serien-

und Parallel-Kreis. Die zugehori-

gen Widerstandswerte sind von

10000 30000 50000 70000  oben nach untef®® = 102, 30 Q2
omega und90 Q.

Abbildung 2.9 zeigV, (w) fur R = 10, 30 und90 Q2. Fur jeden Wert des Widerstan-
desR ist bei der Frequenz = \/% die Ausgangsspannung gleich dem Eingangs-
signal,V, = V.. Erst bei kleinen Widerstanden werden die beiden Resamanz
sichtbar.

AbschlieRend wollen wir die Leistung berechnen, die beikteiquenzy vom
WiderstandR in Warme umgesetzt wird. Auch hierbei erweist sich die ktaxg
Darstellung von Strom und Spannung als sehr vorteilhaé.Réchnung — zunachst
fur ein allgemeines Bauelement mit komplexem Widerstahddas vom Strom
I(t) = I e™* durchflossen wird und an dem die Spannun() = V e™* abfallt
— verlauft folgendermalf3en: Die Leistuitjist das Zeitmittel des Produktes aus den
Realteilen des Stroms und der Spannung, &lse Re I(¢) Re V(¢). Wegen der
rein harmonischen Zeitabhangigkeit gilt affar 7(¢) = Im (¢ + =) und analog
fur V(¢). Damit erhalten wir

P:%@u@mwwwﬂmmww
= ([Ovor + T V)

1
— Z(IZ VVZ*‘l‘.Z—)Zk Vz)

1
= SIEP Re 7, (2.16)
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wobei wir am Schlu¥; = Z I eingesetzt haben. Fur den ohmschen Widerstand
R betragt die Leistung demnadh(w) = |Ir (w)|?R/2 . Wir vergleichen dies mit
der LeistungF, , die sich ergibt, wenn alle Spulen und Kondensatoren inrense
Schaltung Uberbriickt werden, wenn also die EingangsspayV, direkt am Wi-
derstandR anliegt, so da mafiy = V,/R und damitP, = |V.|?/(2R) erhalt.
Das Verhaltnis der LeistungeR(w)/P, ist fur R = 10 in der Abbildung 2.10
gezeigt. Bei den beiden Resonanzfrequenzen scheinennSpudeKondensatoren
vollig durchlassig zu sein, wahrend hei= \/%_C der Parallelkreis einen unendli-
chen Widerstand bietet.

2.10 Die LeistungP(w), die am
0.2 ohmschen Widerstan® = 102
verbraucht wird, bezogen auf die-

10000 30000 50000 70000 ~ 1€nige Leistungh, die umgesetzt
0 wird, wenn die Eingangsspannung
omega direkt anR anliegt.
Ubung

Fugen Sie im zweiteR-C'- L-Netzwerk (Bild 2.5) einen ohmschen WiderstaRd
zum parallelen.-C-Kreis hinzu, und zwar parallel zu Kondensator und Spule.

1. Berechnen und zeichnen Sig(w).

2. Welche Form hat eine periodische Rechteckspannung eaciddrchgang durch
dieses Filter?

3. Wie grof3 ist die Verlustleistung an den beiden Widedg#arals Funktion vow?

Literatur
R. E. CrandallMathematica for the Sciencesddison Wesley, 1991.
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2.3 Kettenschwingungen

Die Bewegung eines Teilchens im quadratischen Potentia bekanntlich durch
eine besonders einfache lineare Differentialgleichungcbeeben. Wenn mehre-
re Teilchen durch solche linearen Krafte miteinander \gethirken, kann deren
Bewegung ebenfalls aus linearen Bewegungsgleichungechest werden. Aller-
dings erhalt man dann mehrere solcher Gleichungen, dieimaitder verkoppelt
sind. Dieses lineare Gleichungssystem laf3t sich durchdmialisierung einer Ma-
trix 16sen. Ein schones Beispiel dafir ist die lineardt&enit verschiedenen Mas-
sen. Sie ist ein einfaches Modell fur die Berechnung vote@&ithwingungen in ei-
nem Kristall. Die Eigenwerte einer Matrix geben die Endrgieder der Phononen
an, wahrend die Eigenvektoren Aussagen Uber die Schwggfarmen der Kri-
stallbausteine machen. Durttberlagerung solcher Eigenschwingungen kann jede
mogliche Bewegung des Modell-Festkorpers dargesteliten.

Physik

Wir betrachten eine Kette, bestehend aus punktformigessbtan; undm.,, die

wir der Einfachheit halber aleichtebzw. schwereAtome bezeichnen. Die Teilchen
seien so angeordnet, dal? auf jeweils drei leichte Atomeobiweres folgt. Die Ele-
mentarzelle der Lange enthalt also vier Atome. Es sollen nur nachste Nachbarn
miteinander wechselwirken. Wir beschranken unsere Bletnag auf kleine Aus-
lenkungen, das heilt, die Krafte sollen lineare Funktioder Massenverschiebun-
gen sein wie in dem nachfolgend abgebildeten Federmodell.

: a |
m; m; my m,
----- SR AR AIIIRCATIIR, AAAARC
} } } } } }
Un1 In S, '[n Un I+

2.11 Lineare Kette, bestehend aus zwei Atomsorten, die durch elastischie Knéreinan-
der verbunden sind.

Zur Beschreibung der longitudinalen Schwingungen numamievir die Einheits-
zellen fortlaufend und betrachten die Zelle mit der Nummeitnnerhalb dieser
Zelle seienr,, s, t,, die Auslenkungen der leichten Atome aus der Ruhelage, und
u, sei die Auslenkung des schweren Atoms aus der Ruhelage. |Baten die Be-
wegungsgleichungen

my T, = f(sn_rn) —f (Tn_unfl)
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= f(sn+up—2r,),
mi 8, = f(tn+7rn—28,), (2.17)
my b, f(u, + s, —2t,),
Moil, = [ (rppr +tn —2uy).

f ist die Federkonstante. In einer unendlich langen Kettiegaliese Gleichungen
fur jede Elementarzelle € 7. Fur die endlich lange Kette ai¢ Elementarzellen
nehmen wir periodische Randbedingungen an, d. h. wir stalts eine ringformige
Anordnung augV identischen Zellen vor. Da sich die Energie der Kette bei Ver
schiebung um die Lange nicht andert und folglich die Bewegungsgleichungen
invariant sind gegeniiber den Translatioden, s,, tn, Un} = {Tniks Sniks btk
Unsk b, k= 1,2,..., N, kann eine Losung der Gleichung (2.17) durch Fourier-
transformation gefunden werden. Wir machen daher den Ansat

ra(t)
T (t) _ Sn(t) — S(q) 6iqanﬂ:iwt (2 18)
U (1)
wobei wegen der periodischen Randbedingungaar die Wertey,, = ]2\,—’;1/, v =
—g +1,..., % annehmen kann. Dann gilt
Ep, = —w? Ty, Tppr =T 2, . (2.19)
Dies in Gleichung (2.17) eingesetzt ergibt
2f —f 0 —fe il m 0 0 0
—f 2f —f 0 s 0 m 0 O
0 _f 2f _f S(Q)_w 0 0 my 0 S(Q)a
—felr 0 —f 2f 0 0 0 ms
(2.20)
also eine verallgemeinerte Eigenwertgleichung vom Typ
FS=XMS. (2.21)

Dabei istM die Massenmatrix, und wir suchen bei vorgegebenetie Eigenwerte
A(q) = w*(q) und die zugehodrigen Normalmodé&{q). In unserem Fall 1at sich
die Massenmatrix leicht invertieren, und Gleichung (2i2tpffensichtlich aquiva-
lent zu

M'FS=)\S. (2.22)

Allerdings istM~! F keine hermitesche Matrix. DaR die Eigenwekelennoch
reell und nichtnegativ sind, erkennt man durch folgende &mting von Gleichung
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(2.21). Wir multiplizieren sie von links mM~= , der zuM?z inversen Matrix, und
erhalten

M:FM :M:S=)\M:§. (2.23)
Das ist eine gewodhnliche Eigenwertgleichung fir die hierseche und positiv semi-
definite MatrixM~2 F M~ mit dem EigenvektoMz S.

Die so gewonnenen Eigenschwingunger(t) = S,(gq,) e *"+i“+t sind spe-
zielle komplexwertige Losungen der Bewegungsgleichar{@el 7). Analog zu den
elektrischen Filtern (Abschnitt 2.2) erhalt man die afiggne Losung durchiber-
lagerung der Eigenschwingungen. Die zu (2.20) konjugiemilexe Gleichung lie-
fert mitqg — —q, dald mitS(q) auchS(—q)* Eigenvektor zu demselben Eigenwert
ist. Die allgemeine reelle Losung von (2.17) hat deshaddrairm

T (t) = Si(q,) ™™ (coee™ ! + ¢, e ). (2.24)

v,l

Die noch freien Koeffizienten,, werden durch die Anfangsbedingungen festgelegt.

Algorithmus und Ergebnisse

Die 4 x 4-Matrix (2.22) stellt keine besondere Herausforderung iae analyti-
sche Losung der Eigenwertgleichung dar. Aber bei mehr&temsorten oder dem
entsprechenden zweidimensionalen Problem werden diézZdatso grof3, daf3 nur
noch eine numerische Bestimmung der Schwingungsmodetiahndst. Letzteres
wollen wir an unserem einfachen Beispiel demonstrieren.

Zunachst schreiben wir die Matrizéhund M in MathematicaForm, wobein =
1 gewahlt wurde,

matl = { { 2f , -f, 0 , -f*Exp[-I ql},
{ -f , 28, -£ , 0 Y,
{ 0 , -£ , 2¢£ , -f Y,
{ -£*Exp[I gq], O , -f , 2f } o}

massmat = DiagonalMatrix[{ml,ml,ml,m2}]

Damit bilden wir das Produkhat2 = Inverse[massmat] .matl. Mathe-
maticaist zwar in diesem Fall noch in der Lage, reitgenvalues [mat2] die
Eigenwerte allgemein anzugeben, die Rechnung ist abewlarig und das Er-
gebnis besteht aus verschachtelten zweiten und dritterzéMyrso dafl3 wir eine
numerische Berechnung vorgezogen haben.

eigenlist = Table[{x, Chop[Eigenvalues[
mat2 /.{f->1.,ml->0.4,m2->1.0,g->x}11},
{x,-Pi,Pi,Pi/50}]
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Dieser Befehl liefert in kurzer Zeit eine Liste vgaWerten und den zugehorigen
vier Frequenzquadraten.

Flatten[ Tablel
Map [{#[[1]],Sart[#[[2,k]]]1}&, eigenlist],
{k,4}1, 1]

macht daraus eine Liste von-{)-Paaren, die in Abbildung 2.12 mitistPlot
gezeichnet wurden. Es entstehen also vier Bander vor¢elaérequenzen der Git-

2.12 Wellenzahl ¢ und die zugehdrigen
vier Frequenzen der Eigenschwingungen
der linearen Kette aus Bild (2.11).

terschwingungen. Der unterste Zweig stellt die sogenanaitestischen Phononen
dar, bei denen benachbarte Atome fast immer in die gleichbt&ig schwingen.
Fur g = 0 wird die gesamte Kette nur als Ganzes verschoben, was keiewgig
kostet (v = 0). Bei den drei oberen Zweigen, den optischen Phononen,isgbw
viele Atome gegeneinander; das kostet auchybeil Energie.

Die einzelnen Auslenkungen kann man an den EigenvektoreMalgix M—'F
ablesen. Abbildung 2.13 zeigt die vier Eigenschwingungemgf = 0. Uberra-
schenderweise bleiben im dritten Zweig das schwere unckihtes Atom stehen,
wahrend die beiden anderen Massen gegeneinander schwinge

-—0 o—=—0 o~ %(0)
o o 0 ° $(0)
o— o——— o— =9 £(0)
o—— o——~ o——= &—— 5(0)

2.13 Eigenschwingungen der Kette fir= 0.
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Ubung

Betrachten Sie die zweidimensionalen Vibrationen lhreddanilienhauses. Funf
gleiche Massemn sind durch Spiralfedern gekoppelt, und das Potential 2weisc

benachbarten Massen sei

Virgr;) = - (Jri —rj| —ai)",

D >

2

wobeia;; der jeweilige Ruheabstand sein soll, alsp= [ flr die Kanten und das
Dach unds;; = v/21 fiir die beiden Diagonalen.

Berechnen Sie fur kleine Auslenkungen die Frequenzen itieatibnen und zeich-
nen Sie die Eigenschwingungen. Besonders eindrucksveljsvenn Sie eine Ani-
mation der Eigenschwingungen herstellen.

Literatur

H. Goldstein,Classical MechanigsAddison Wesley, 1980.
W. Ludwig, Festlorperphysik Akademische Verlagsgesellschaft, 1978.

2.4 Hofstadter-Schmetterling

Lineare Gleichungen kdnnen faszinierende Losungenrhdbas wird besonders
deutlich beim Kristall-Elektron im homogenen magnetistheld. Das Spektrum
der Energien des Elektrons hat als Funktion der Starke depbtfeldes eine kom-
plizierte Struktur, die an einen Schmetterling erinneg.var Douglas Hofstadter,
der 1976 dieses Problem untersucht hat. Erstaunlichesweisden in diesem Spek-
trum die Unterschiede zwischen rationalen und irratiamalahlen sichtbar. Wir

wollen die quantenmechanische Gleichung fur die EnerdesElektrons herlei-

ten und numerisch losen. Ein kleines Computerprogramiertiden faszinierenden
Schmetterling.
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Physik

Wir modellieren ein Elektron auf einem quadratischen Gidtech lokalisierte Wel-
lenfunktionen und Hupfmatrixelemente zwischen nachstachbarn. In solcher
tight-bindingNaherung haben die Einteilchenenergien die Form

e(k) = eo(cos k,a + cos kya), (2.25)

wobeia die Gitterkonstante2s, die Breite des Energiebandes ukd= (k,, k)
der Wellenvektor eines Elektrons ist. Das Magnetfeld windcth denPeierls-Trick
berlicksichtigthk wird durchp + < A ersetzt, wobei das Vektorpotential ung
der Impulsoperator ist. Fur ein Magnetfeld vom Betidgdas senkrecht zus-y-
Ebene steht, kann ma# = (0, B =, 0) wahlen. Damit erhalt man die Schrodinger-
Gleichung

aps a aeBx
[60 cos (%) + eg cos <% + P >] o(z,y) = Ep(z,y). (2.26)

Wegencosa = 1 (e + e*) und weil e’?=/" der Translationsoperator ist, der

um eine Gitterkonstante verschiebt, findet man:

1
550 (o +a,y) + ¢(r —a,y)+
eiaeBz/hC (p(w, y + CZ) + e*iGEBI/ﬁC QO(QI, Yy — a)] = EQO(Z', ’y) . (227)

Die kontinuierliche Wellengleichung wird also zur disleetGleichung, die(x, y)
mit den Amplituden an den vier Nachbarplatzen koppelt. dié y-Abhangigkeit
der Wellenfunktion setzen wir eine ebene Welle an:

o(z,y) = ™" p(z/a) (2.28)

und mit den dimensionslosen Variablen = z/a undo = a?’eB/hc erhélt man
schlieBlich fury,, = (m) die Harper-Gleichung

Ym_1 + 2co8(2mmo + V) Y + Y1 = E . (2.29)

Dabei wird die Energi€? in Einheiten vore,/2 gemessen. Diese diskrete Schro-
dinger-Gleichung enthalt nur noch die Parametemnd o. v bestimmt den Impuls
in y-Richtung, wahrend der Quotient aus magnetischem Fhii$3 durch die Ein-
heitszelle und einem FluBgquantum/e ist.

Ein zweidimensionales Gitterelektron im Magnetfeld wuatte® auf ein Teilchen
abgebildet, das auf einer Kette im periodischen Cosinusriial springty ist die
Phase des Potentials und spielt keine grof3e Rolle, wahrettas Verhaltnis der
Periodenlange zur Gitterkonstanten { in denm-Variablen) angibt. Hier sieht man
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schon den Unterschied zwischen rationalem und irratiomal@\ert: Isto rational,
alsooc = p/q mit ganzen Zahlep und ¢, dann ist das Potential kommensurabel
zum Gitter mit der Periodg. Die Wellenfunktion hat in diesem Fall nach dem
Bloch-Theorem die Eigenschaft

Ymq = et Y - (2.30)

Die Eigenzustande und die zugehorigen Energien werdechduund v klassifi-
ziert. Schreibt man Gleichung (2.29) in folgender Weise etfiAform:

,l;[}m+1 _ ,l;[}m
COETEIES -
mit

M, (m, E) = < E—2cos(217rma+u) —01 > ’ (2.32)

so zeigt digg-fach iterierte Gleichung zusammen mit (2.30), namlich

[[Mie—r.B) ( b ) :e““q( Yo ) (2.33)

-1

daBe’** Eigenwert der MatriM, (E) = []’_, M, (¢ —r, E) ist. Weil det(M,) =
1 ist, ergibt sich der zweite Eigenwert vav, zu e~*¢. Daraus folgt fur die Spur
vonM, :

Spur M (E) = 2cos kq. (2.34)

Die Spur der MatrixM,(E) ist ein Polynomg-ten Grades inE. Dementspre-
chend hat die Gleichung (2.34) hdchsteneelle Losunget® (k, v). Wir schliefen
hieraus, daf3 es maxim@Energiebander gibt, die man im Prinzip aus (2.34) fur ra-
tionaleso = p/q berechnen kann. Neben jeder rationalen Zahl gibt es abéezah
mit beliebig grofReng und auch irrationale Zahlglg — oc), so dafd es als Funktion
vono neben jedem Spektrum mit wenigen Bandern auch Spektremetigbig vie-

len Energiebandern gibt. Hier zeigt sich also physikalider Unterschied zwischen
rationalen und irrationalen Zahlen.

Algorithmus

Die numerische Auswertung der Spurbedingung (2.34), diecene Nullstellen-
bestimmung eines Polynomsten Grades hinauslauft, erweist sich als ziemlich
schwierig. Wir wahlen deshalb einen etwas anderen Wegdidses Problem um-
geht. Fiur einen festen Wert vénund v, und zwar furk = 0 undv = 0, wollen
wir die Harper-Gleichung (2.29) numerisch l6sen und dageBnis graphisch als
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Funktion von rationalen Wertem = p/q darstellen. Dazu wahlen wir ein festes
q, das eine gerade Zahl sein soll, und lasgemn 1 bis ¢ — 1 laufen. Wir nutzen
aus, daR der Potentialtert), = 2 cos(2mmp/q) in m gerade ist, so dal} man von
den Eigenvektorenﬁa/;m}fn;l0 der Harper-Gleichung voraussetzen kann, dal} sie ent-
weder gerade oder ungeradeninsind. Die Periodizitat),,, = v, reduziert in

der Tat das Eigenwertproblem (2.29) aufinabhangige Komponenten. Durch die
erwahnte gerade-ungerade Symmetrie a3t sich dieseteRr@uf zwei etwa halb

so grol3e Eigenwertaufgaben zuriickfuhren.

Die Voraussetzundi),, } sei z. B. ungerade im, alsoy_,, = —,,, liefert uns
zunachstp, = 0 und zusammen mit der Periodizitat

q

- —1. 2.35
3 (2.35)

’l[}%+r = —UJ,%,T = —’l[}%,r furr = 0, 1, .
Insbesondere ist also augh = 0, und fir die verbleibendef — 1 unabhangigen

Komponentenv, , 1, . . . ,Q/J%,l)T = 9, lautet die Gleichung (2.29) in Matrix-
form:

Vi 1 0 0 0
I Vv 1 0
. 0o 1 " :
A, =Et, mit A, =| (2.36)
S | 0
0 ]. V%,Q ]_
0 0 0 1 Vi,

Die moglichen Energien der Harper-Gleichung zu bestimiveateutet also in die-
sem Fall, die Eigenwerte der TridiagonalmatAy, zu berechnen. Bevor wir auf
ein spezielles numerisches Verfahren eingehen, das sctalsi besonders geeig-
net anbietet, wollen wir kurz zeigen, dafl auch die Beharmgdter inm geraden
Wellenfunktioneny,,, auf ein ganz ahnliches Problem fiihrt.

Es sei alsa)_,,, = v, und v,,;, = 1,,,. Dies impliziert zunachsp_, = 1, ,
und analog zur Gleichung (2.35) erhalten wir jetzt

Pagr =t g =Py, fUrr=1,2,...,g—1. (2.37)

Inbesondere gilt als¢ps ,; = 1)< _,. Die Matrixform der Harper-Gleichung (2.29)
far die £ + 1 unabhangigen Komponenté,, 1, . . . ,d;%)T = 1, sieht demnach
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folgendermal3en aus:

Vv, 2 0 0 0
1 Vo1 0
A, ¢, = Ep, mit A, = (_) _1 o (2.38)
o 10
0 ]. ngl ].
0 0 0 2 Ve

Wie im Fall der ungeraden,,, bleibt als Aufgabe, die Eigenwerte einer tridiagona-
len Matrix, hier diejenigen vo, zu bestimmen.

Die Berechnung des charakteristischen Polynoms einéaigodalen Matrix laf3t
sich auf folgende Weise rekursiv formulieren. Wir betracht. B. die MatrixA,, —
E1 mit A, aus Gleichung (2.36) und davon wiederum die linke obere Fiike
ausn Zeilen und Spalten bestehen moge. Bezeichnen wir deregriDigtante mit
pn(E), so erhalten wir durch Entwickeln nach der letzten Zeile

Pa(E) = (Vo = E)ppi(E) — pns(E). (2.39)
Man vervollstandigt diese zweigliedrige Rekursionsfetauch die Anfangswerte
pi(E)=Vi—E und py(E) =1 (2.40)

und kann auf diese Weistet (A, — E'1) = pg_;(E) rekursiv berechnen.

Die besondere Bedeutung der Polynomg E) liegt aber darin, dal sie eine
sogenanntS&turmsche Ketthilden: Sturmsche Ketten enthalten Informationen tiber
die Nullstellen des Polynoms mit dem hochsten Grad. Wenn di@ Anzahl der
Vorzeichenwechsel (E) betrachtet, die in der Folge

po(E), pi(E), pa(E),..., ps_1(E)
an der StelleFy auftreten, dann gilt:

Die Anzahl der Nullstellen vops , (E)
im Intervall E;, < E < E, ist gleichw(E,) — w(E,).

Weil es bei einer graphischen Darstellung immer eine ehdl&uflosung gibt, auf
dem Bildschirm z. B. die Pixelbreite, werden wir eine geetgnRasterundu, <

E, < E,--- < Ey des Uberhaupt moglichen Energiebereichs vornehmen. Die
Zahl der Vorzeichenwechsel(E;), bzw.w(FE;,,) sagt uns dann, ob zwischéf)

und E;,, Eigenwerte liegen. Der Bereich, in dem Uberhaupt Endeigenwerte
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zu finden sind, laft sich durch den Satz von Gerschgorinreizgn: Fir jeden
EigenwertE einern x n-Matrix A = (a;;) gibt es ein, so daB gilt:

n

j=1,j#i
Weil in unserem Falb>", ., |a;;| < 2 undla;| = |Vi| < 2 gilt, schlieRen wir,

daR die Eigenwerte zwischerd und4 liegen.
Fur die MatrixA,, die sich leicht vorA,, unterscheidet, lautet der den Gleichun-
gen (2.39, 2.40) entsprechende Algorithmus:

po(E) =1, pi(E)=Vo —E , ps(E) = (Vi — E)pi(E) —2po(E),
Pu(E) = (Voy — E)pn 1 (E) — pn»(E) fir n=3,4,..., %, (2.42)
pi+1(B) = (Vs —E)py(E) —2pg 1 (E).

Wir wollen noch darauf hinweisen, daf3 die Gleichungen (R&9v. (2.42) fur die
Sturmschen Ketten fast identisch zur Harper-Gleichungsssind. Denn aus (2.29)
folgt fur die ungeraden Wellenfunktionef_,, = —1,, mit den Startwertery, =

0, Qpl:l:
¢2:(E_V1)a ¢3:(E_V2)7JJ2—1, ?[14:(E—V3)¢3—@/J2a---

Die Wahl vony; = 1 ist beliebig und andert hochstens die Normierung der Wel-
lenfunktion, nicht aber deren Eigenwett, = 0 folgt aus der Symmetrie. Der
Vergleich mit (2.39) und (2.40) ergibt

22 :po(E) , Wy = _pl(E)a 13 :p2(E) , g = _pS(E)a"'

Andert sich nun die Anzahl der Vorzeichenwechsel in der &ftg,(F)}, so andert
sich die Anzahl der Vorzeichenwechsel in der Folge,} ebenfalls, und zwar
um denselben Betrag. Die Anzahl der Eigenwerte im Inter\&]l, E,] ist also
durch den Unterschied in der Anzahl der Vorzeichenwechsel{w,,(E;)} und
{1, (E>)} bestimmt. Dies erinnert an den Knotensatz der eindimeatarQuan-
tenmechanik, den wir im Abschnitt 4.3 noch beim anharmdwrcOszillator be-
nutzen: Die Anzahl der Vorzeichenwechsel einer statiematellenfunktion)(x)
bestimmt die Nummer des Energieniveaus Uber dem Gruratmlist

Der obige Algorithmus laf3t sich in wenigen Programmzegiehreiben. Wir ha-
ben in der Abbildung 2.14 eine Diskretisierung des kometetEnergieintervalls
|E| < 4in 500 Intervalle gewahlt. Nach rechts ist der Parametes= p/q fur
g = 500 undp = 1,2,...,499 aufgetragen. Die Gesamtzahl der Rechenschritte
laRt sich mit etwab00 x 500 x 500 x 10 ~ 10° abschatzen, wobei wir zehn Re-
chenoperationen fur die innerste Schleife angenommearhaleil Mathematica
dafur zu langsam ware, haben wir das Programr®® igeschrieben. Es besteht —
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nach der Ublichen Initialisierung — im wesentlichen aus dreinander geschach-
telten Schleifen: Der auRergnSchleife, in dew (p) variiert wird, der mittleren e-
Schleife, innerhalb derer die Energie ved bis 4 |auft, und der inneren Schleife
Uiberm, in der bei vorgegebenemund E die Anzahl der Vorzeichenwechsel in der
Folge der Polynomgy, py, ..., pa., festgestellt wird. Dieser Teil des Programms
hat also folgende Form:

for(p = 1; p < g; p++)
{
sigma = 2.0*pi*p/q;
nalt = 0;

for(ie = 0; ie < g+2 ; ie++)
{
e = 8.0%ie/g - 4.0 - 4.0/qg ;
n = 0;
polyalt = 1.0; poly = 2.0*cos (sigma) -e;
if ( polyalt*poly < 0.0 ) n++ ;

for(m = 2; m < g/2; m++ )
{
polyneu = (2.0*cosg(sigma*m)-e)*poly-polyalt;
if ( poly*polyneu < 0.0) n++;
polyalt = poly; poly = polyneu;
}

Den entsprechenden Programmiteil fir die geraden
Eigenfunktionen haben wir hier ausgelassen.

if(n > nalt) aktion;
nalt = n;
}

}

Unter dem obigermktion ist ein C-Befehl zu verstehen, mit dem z. B. ein Punkt
auf den Bildschirm gezeichnet wird oder die entsprecher{gef)-Werte in ein
Datenfile geschrieben werden.

Ergebnis

Das Resultat dieses Programmes ist in der Abbildung 2.14hkers Die vertikale
Achse markiert die Energie und die horizontale den Paramejeweils in 500 Pi-
xel unterteilt. Die Energie wird in Pixelschritten erholmmer wenn es Eigenwerte
in diesem kleinen Intervall gibt, wird der Bildpunkt geZeiet.
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Energie

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Fluss pro Einheitszelle

2.14 Eigenwerte der Harpergleichung als Funktion wor= Ba2/(%) , d.i. der magneti-
sche FluB durch die Einheitszelle in Einheiten des elementaren FluBquantums.

Es ist Uberraschend und faszinierend, welch komplexegézieichnete und anspre-
chende Struktur dieseétofstadter-Schmetterlingat, der aus der einfachen diskre-
ten Schrodinger-Gleichung entsteht. Zunachst fallenQlimmetrienf — —F,
die hier Ubrigens nur naherungsweise erfullt ist, uneb 1 — o auf. Des weiteren
sieht der Schmetterling selbstahnlich aus: Teile der Wobig treten etwas verzerrt
auch an vielen anderen Stellen auf und scheinen sich biswersdlich Kleine fort-
zusetzen. Fur jeden Wert vengibt es500 Eigenwerte. Allerdings sind diese Werte
nur am linken und rechten Rand gleichmaRig verteilt, seoszentrieren sie sich
auf wenige Bereiche. Bei = 1/2 gibt es offensichtlich zwei solche Bander, bei
o = 1/3 drei, beic = 1/4 vier, beioc = 1/5 undo = 2/5 funf, beic = 1/10
und 3/10 zehn usw. Da dicht neben jeder rationalen Zah= m/n (m undn
teilerfremd) mit einem kleinen Nennerauch Zahlerr mit groRem Nenner zu fin-
den sind, liegen dicht neben denWerten mit kleinen Nennern immer sehr viele
Bander. Jede irrationale Zahl kann durch ein Folge ralwndahlen mit immer
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groRer werdendem Nenner approximiert werden. Also lietjelnt neben einem ir-
rationaleno-Wert immer unendlich viele Energiebander. Das ergibtkdiestvolle
Zeichnung, die sich bei unendlich feiner Aufldsung uns¥oestellung widersetzt.

Ubung

Schreiben Sie ein Programm, das moglichst schnell eindst&ttier-Schmetterling
auf einem500 x 500 Fenster mitr = p/500 (p = 1, ..., 500) zeichnet. Nutzen Sie
die Symmetrien des Schmetterlings aus und Uberlegen@iesien Algorithmus,
der die vielen grof3en Locher Giberspringt.
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2.5 Hubbard-Modell

Quantenmechanik gehort sicherlich nicht zu den leichtehi€en der Physik. Ort
und Impuls, Welle und Teilchen verlieren ihre anschauliBeeleutung. Einzelne
MeRergebnisse besagen in der Regel wenig, denn die Quaetkanik ist im Kern
eine statistische Theorie, deren Aussagen als Wahrsidtgieitsaussagen formu-
liert sind. Dazu kommt ein erheblicher mathematischer Aapan dem Zustande
eingefuhrt und Operatoren erklart werden mussen.

Noch schwieriger wird die mathematische Beschreibungvmean die Quanten-
mechanik wechselwirkender Teilchen untersuchen will,. S@praleitung in einem
Festkorper durch wechselwirkende Elektronen. Da dieséiren Elektronen prinzi-
piell nicht unterscheidbar sind, mufd man den Vielteilchistand geeignet aus der
Uberlagerung von Produkten von Einteilchenzustandebaagin. Fur Elektronen
fuhrt dies zum Pauli-Prinzip: Jeder Einteilchenzustaad dur einmal besetzt sein.
In diesem Raum der Vielteilchenwellenfunktionen lahgier Hamiltonoperator
als Matrix darstellen, deren Eigenwerte die Energien dmiostaren Zustande an-
geben.

Nur in wenigen Fallen kann man diese Matrix mit analytistiMethoden dia-
gonalisieren. Aber auch eine numerische Losung ist naibht zu gewinnen. Die
Grolie des Systems und das Anwachsen der Zahl der Frefhdigssgrweisen sich
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dabei als das schwierigste Problem.

Als Beispiel fuir ein guantenmechanisches Vielteilchetey betrachten wir ein
Elektronengas in einem Kristallgitter, bei dem sowohl| dégenseitige Coulomb-
abstoRBung der Elektronen als auch deren Wechselwirkunglenitonenriimpfen
zu berucksichtigen ist. Eine vereinfachende Beschrejlolieser Situation, die den-
noch das Wesentliche enthalt, wurde 1963 von J. Hubbagksgohlagen. Zur Zeit
wird dieses Modell im Zusammenhang mit der Hochtemper@upraleitung dis-
kutiert. Es ist allerdings noch nicht sicher, ob das Modékrhaupt Supraleitung
zeigt.

Wir wollen hier demonstrieren, wie man die Hamiltonmatreseindimensiona-
len Hubbard-Modells mit dem Computer erzeugen und diaggiesgn kann. Aller-
dings missen wir uns dabei auf wenige Teilchen beschranke

Physik

Im Prinzip werden die Vielteilchenzustande aus Produktem Einteilchenzustan-
den aufgebaut. Es gibt aber einen Formalismus, der es grlalulie die explizite
Darstellung der Produktwellenfunktionen auszukommeistebe sogenanntavei-
te Quantisierungeine etwas irrefiihrende Bezeichnung). Sie benutzt Eaeys-
und Vernichtungsoperatoren, und die Zustande konnerhdnwenden von Ope-
ratoren auf das Vakuum erzeugt werden. Dabei wird der FeenieCharakter durch
die Operatoralgebra beriicksichtigt. Der Hamiltonoperatird ebenfalls durch Er-
zeugungs- und Vernichtungsoperatoren dargestellt, sali@gaamiltonmatrix sich
schlief3lich algebraisch konstruieren laft.

Zunachst mulR man die Einteilchenzustande numeriereneimel Reihenfolge
festlegen|0) sei das Vakuum. Ein Vielteilchenzustand mvitTeilchen hat dann die
Form

cf, cf, . ch [0}, (2.43)

wobei (ki, ks, ..., kx) ein geordnetesV-Tupel von Indizes und; der Index der
entsprechenden Einteilchenwellenfunktion ist. DiesestZind laRt sich als Deter-
minante von Einteilchenwellenfunktiones), (r) darstellen. So gilt beispielsweise
fur zwei Teilchen

1
(ri,ralelcl]0) = g(ri,m) = 7 [1(r1)pa(ra) — @a(ri)pi(r2)] . (2.44)
Wie schon erwahnt, ist diese explizite Darstellung gahinéeforderlich. Bei ortho-
normalen Einteilchenzustanden ist allein die Antisynmedermionischer Zustande
wichtig, die durch folgende Operatoralgebra dargestetit:w

czcm—l—cmci = Opm,
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chel +cl el =0,
CLCmtemer, = 0. (2.45)

Der Operatorc) erzeugt eine Einteilchenwellenfunktign, (r) im Vielteilchenzu-
stand, falls diese noch nicht vorhanden ist, sonst ertétt(mDas dazu adjungierte
¢r, vernichtetyy (r), falls vorhanden, sonst gibt €s Das Pauli-Prinzip folgt aus
chel = 0; Doppelbesetzung vop, (r) ist also nicht erlaubt.

Beim Hubbard-Modell sind die Einteilchenzustangdg(r) lokalisierte Wellen-
funktionen von Elektronen an Gitterplatzen. Der Indegnthalt die Nummer des
Platzes und die Quantenzahl deKomponente des Spins, dargestellt dusckh=1
oderc =| . Die kinetische Energie wird durch ejrltipfen“ vom Platz zum Nach-
barplatzm mit dem Operator

—tel  cro (2.46)

bertcksichtigt. Befinden sich zwei Elektronen an demseRlatzk, so sollen sie
die CoulombabstolRung
UnkT Ny (247)

spuren. Dabei gibt, = czoc,w den Wertl falls sich ein Elektron mit dem Spin
am Platzt befindet, sonst gibh,, den Wert). Die Parametet undU modellieren
die GroRRe der kinetischen bzw. potentiellen Energie.

Im folgenden beschranken wir uns auf eine Kette MitPlatzen und nehmen
periodische Randbedingungen an. Dann lautet der Hampmador

M M
H= _tz Z(CLU Crt1,0 + CL+1,J Cro) +U Z Nt Nyy (2.48)
k=1 o k=1

mit hriro =, Undeyriy,, = 1, Als Ordnung der Einteilchenzustande wahlen
wir

{ar21...,M1},{1},24,....,M |}. (2.49)
Jeder Vielteilchenzustand kann also durch die Besetzah@gmz der Einteilchen-
zustande beschrieben werden. Dann gilt beispielsweise:

{1,1,0,...,0},{0,...,0,1}) = cl.ch.cl,, [0).

Wendet man den Operate} . auf einen Zustand an, so mu man mit der Algebra
(2.45) diesen Operator solange mit den andefep vertauschen, bis die Reihen-
folge (2.49) stimmt. Dadurch erhalt man auch das Vorzeiates Zustandes. So
ergibt z. B.

el 1{1,0,...,0},{0,...,0,1})

CL CIT C}t\u |0)
= - CIT Ch C;r\u|0>
- |{1707"'70}7{]—707"' 7071}>
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und

CM¢|{1307 cee 70}7 {07 PN 1}> = Cm| CIT C;r\/[J, |0> = _CIT Cmy C;r\/li |0>
_CIT 0) + CIT C;rm cuy 0)
—cl, [0) = —[{1,0,...,0},{0,...,0}).

Allgemein gilt bei Anwendung voLa odercy,, auf einen Zustand

|n> = |{n1T7 cee vnMT}a {nlia v anMJ,}> )

daR die Anzahl der Teilchen links vdmr das Vorzeichen bestimmt. Wir definieren
deshalb die folgende Signum-Funktion:

k—1

sign(ko,n) = (—1)% Zm (L) Xomime (2.50)

Sie produziert gerade so oft einen Faktelr wie es inn von 0 verschiedene Ein-
trage vor der Positioto gibt. Damit konnen wir die Wirkung der Erzeuger und
Vernichter folgendermaf3en schreiben:

ch ) = (1 = ngy) sign(ko,n) [{nig, ..., 1,0 marg ) (2.51)

Die 1 steht an der Positioho, und der Fakto(1 — n,,,) sorgt dafur, daR es keine
Doppelbesetzung desselben Zustands gibt. Analog gilt:

Cka|n> = Ny sign(ka, TL) |{n1T7 s 707 s 7'n'Ml}> ) (252)

wobei der Zustando vernichtet wurde.

Jeder Platz in der Kette hat vier mogliche Zustande: lbesetzt mit entwe-
der 1 oder | oder zweifach besetzt mit und |, so daR es insgesamt ald¢d!
Vielteilchenzustande gibt. Der Hamiltonoperatidrist daher in dieser Basis eine
4M % 4M_Matrix. Diese Matrix ist aber erstens zum groRen Teil mitl&u be-
legt, und zweitens kann sie durch Symmetrien in Unterdadrlegt werden. Das
Hubbard-Modell hat folgende ErhaltungsgroRen: Anzahlf@édchen mit positiven
(N3+) und negativer{ NV, ) Spins, Gesamtspin-Quantenzahl und raumliche Symme-
trien. Dadurch reduziert sich die GrofRe der Blocke ¥brerheblich. So kann fur
3 Platze dieh4 x 64-Matrix auf Unterblocke mit einer maximalen Grof3e VbR 3
reduziert werden.

Hier wollen wir nur V; und N, als Erhaltungsgrofien beriicksichtigen und auch
nicht verschweigen, daf? fur das eindimensionale Modek &eihe von exakten
Resultaten bekannt ist, die man mit Bethe-Ansatz-Methagsvinnen kann. Un-
ser Beispiel dient also nur als Einstieg zu numerischen Reaen flr zwei- oder
dreidimensionale Modelle.
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Algorithmus

Wir wollen wiederMathematicebenutzen, um die Darstellung der Operatoralgebra
(2.45) durch die Gleichungen (2.51) und (2.52) kompakt zmfdieren. Statt des
Symbols|...) verwenden wir inMathematicaden Kopfz und notieren die Viel-
teilchenzustande in der Form

zZ [arg] mit arg = {{ana ---7nMT}a {nu, 7nM‘L}} (253)

undny, € {0,1}. Wir brauchen den Kop£, da wir die Zustande addieren und mit
Zahlen multiplizieren missen. Wirden wir dies nur mit diste arg ausfuhren, so
wirden wir falsche Ergebnisse erhalten. Die wesentlidanipulationen betreffen
aber das Argument von. So erhalt man z. Bay,, ausarg [ [sigma, k]]1 mitk
=kundsigma = 1flr o =1 bzw.sigma = 2 fur o =|.

Nach Vorgabe der Zahlel, N und N, erzeugen wir mit den Funktionerer-
mutations[..] undTable[..] die Listeindex, die alle Uberhaupt mogli-
chen Zustande enthalt. Der dabei benutzte Befaldtten [..] beseitigt eine
Klammerebene. Fik/ = 3, N; = 2 und N, = 1 erhalten wir z. B.

index = {{{1,1,0}, {1,0,0}}, {{1,1,0}, {0,1,0}}, {{1,1,0}, {0,0,1}},
{{1,0,1}, {1,0,0%3}, f{{1,0,1}, f{0,1,0}}, {{1,0,1}, {0,0,1}},

{{o,1,1}, {1,0,03}, {{o,1,1}, f{fo,1,0}}, {{0,1,1}, {0,0,1}}}

Der Operator|,, muf in dem Argument von einel an der richtigen Stelle erzeu-
gen. Dies geschieht durch die Funktiphus :

plus[k_,sigma_] [arg_ ] := ReplacePart[arg,l, {sigma,k}]

Entsprechend erzeugt nus eine. Unter Verwendung der oben eingefuhrten Vor-
zeichenfunktion (2.50) kdnnen wir jetzt analog zu (2.50 2.52) den Operator
¢! durch seine Wirkung auf Zustande definieren:

cdagger [k_,sigma_] [factor_.*z[arg_]]:= factor*
(1 - argl[sigma,k]])*
signl[k,sigma,arg] *
z [plus [k, sigmal [arg]]

Der Parametefactor_ . wird in Mathematicaauf den Wertl gesetzt, falls der
Zustand keinen zusatzlichen Faktor hat. Da durch diesea@pen auch immer der
Wert0 erzeugt werden kann, z. B. iﬂtT|{1, ...} {.-.}) =0, muBcdagger auch
fur die Zahl0 definiert werden:

cdagger[k_,sigma_] [0]:= O
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Analog wird ¢, durchc [k__, sigma_] definiert. AuRerdem brauchen wir noch
die Operatorem,,, :

=0
factor*
arg[[sigma,k]]*z[arg]

nlk_,sigma_] [0]
nlk_,sigma_] [factor_.*z[arg_ ]]

Der Hamiltonoperator (2.48) der Hubbard-Kette lautet deinfach

H[vector_]=Expand [
-t*Sum[cdagger [k, sigma] [c[k+1, sigma] [vector] ]+
cdagger [k+1,sigmal [c[k,sigma] [vector]],
{k,sites}, {sigma,2} 1+
u*Sum[n[k,1] [n[k,2] [vector]] , {k,sites}]

]

Die LangeM der Kette ist hier mitites bezeichnet. Um die Hamiltonmatrix zu
bekommen, brauchen wir die Skalarprodufeie| H |n ;) zwischenn;) undH |n;).
Da unsere Vielteilchenzustandte) orthonormiert sind, mussen wir nur noch die
Linearitat des Skalarproduktes definieren:

scalarproduct[a_,0]:= 0

scalarproductla_,b_ + c_]:= scalarproduct[a,b] +
scalarproduct [a, c]

scalarproduct[z[argl_],factor_. zlarg2_1]:=

factor*If [argl==arg2,1,0]

Die Antilinearitat im ersten Argument wird hier nicht haigt. Man beachte, dal
der Vergleich zweier Zustande, in diesem Fall also der @ty zweier geschachtel-
ter Listen, inMathematicadurchargl==arg2 sehr kompakt geschrieben werden
kann.

Die folgende Tabelle liefert die gesuchte Hamiltonmatuix| H|n ;)

h = (hlist = Table[H[z[index[[J]]]11, {j, end}];
Table[ scalarproduct[ z[index[[i]1]], hlist[[j]11,
{i,end}, {j,end}l])

Die obere Grenze der Laufindizes ist vorher duseldd = Length [index] be-
stimmt worden.

Mit Eigenvalues[..] undEigensystem[. .] erhalt man dann die Ener-
gien und die stationaren Zustande des Vielteilchenprabl Den Grundzustand fil-
tern wir heraus mit der Befehlskombination

gluu_] := Sort[Thread[ Eigensystem][
N[ h /. {t -=> 1.0, u->uu} 11111[[1,2]]
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Der BefehlThread[..] ordnet das Ergebnis voRigensystem[..] in der
Weise, dald Eigenwert und zugehoriger Eigenvektor zusamgefalit werden. In
dem sortierten Resultat steht dann der Grundzustand aBudéand mit der klein-
sten Energie an erster Stelle. Die erste Komponente daivdie iEnergie des Grund-
zustandes, die zweite Komponente, eine Liste, enthaltkdeffizienteng,, des
Grundzustandeg) bezuglich der Basige). Wir interessieren uns z. B. fur die mitt-
lere Doppelbesetzung im Grundzustand, also fur

37 2 (otmaniale) = 37 30 lanl” ns(myne). @259

k=1 k=1 {n}
DasMathematicaAquivalent von Gleichung (2.54) ist

Sum[Sum[Abs [g[u] [[j]]] "2*index[[j,1,k]]*index[[]j,2,k]],
{j,end}], {k,sites}] / sites

Dies laft sich, da die Summen vertauschbar sind und alsipkatlukte angesehen
werden kdnnen, auf folgende Weise sehr kompakt formurdiere

(Abs [g[ull "2) .Map[#[[1]] .#[[2]]1&, index] / sites

Ergebnisse

Fur M = 3 Platze undV; = 2, N, = 1 findet Mathematicadie Energien noch
analytisch. Dazu schreiben wir mit

TeXForm[Eigenvalues [h]] >> hubbard.tex

das Ergebnis ingX-Form in eine Datei, fugen die mathematische Umgebung und
einige Zeilenumbriiche hinzu und Ubersetzen sie phtGzw. KTeX. Das Ergebnis
sehen Sie auf der nachsten Seite.

Abbildung 2.16 zeigt diese Energien als Funktion des MerlssesU /¢ von
Coulomb- und kinetischer Energie. Riir= 0 gibt es keine

Energie/t

N O N N O ©

2.16 Energie-Eigenwerte des Hubbard-
Modells in Abhangigkeit vonU/t fir
Uit M =3, Ny=2undN, = 1.

o
=
N
w
IN
5
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2.15 Eigenwerte einedx9-Hubbard-Matrix, die voMathematicavegen der Symmetrie der
Matrix nicht nur numerisch, sondern allgemein als Funktion ¥oand¢ gefunden werden
kdnnen. Umwandlung in die obige Form mit der FunktiexXForm [ . .].

Wechselwirkung zwischen den Elektronen, also kbnnen igiEthergieniveaus da-
durch berechnen, dal3 wir Einteilchenniveaus auffullesi. g&riodischen Randbe-
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dingungen lassen sich diese Einteilchenenergien flelges) explizit angeben.
Wir definieren die Wellenvektorehy, = 2]7\'4", v=20,1,...,M —1. Damit sind die
Einteilchen-Eigenzustande des Hubbard-Hamiltoniamsdanen Energien gegeben
durch

| M
k) = —MZ eklel 10y,
E, = —2tcosk,.

Fur M = 3 erhalten wir als Einteilchen-Energien2 ¢, ¢ und nochmatk. In diese
Niveaus konnen 2 Spif+ und 1 Spin}- Teilchen gesetzt werden, wobei allerdings
die Doppelbesetzung zwei¢rSpins verboten ist. Dies ergibt folgende 9 Niveaus,
in Ubereinstimmung mit Abbildung 2.16 :

zweifach entartet: ¢, = -3¢,
funffach entartet: ¢, =0,
zweifach entartet: ¢35 = 31¢.

Daf auch fuly # 0 auRRer dem einen Niveau mit= 0 alle anderen zweifach
entartet sind, liegt an der Translations- und Spiegelsytmendieses Modells. Die
mittlere Doppelbesetzung im Grundzustand filr = 4 Platze und sogenannter
Halbfullung, d.h. Ny + N, = M, hier fur Ny = 2 und N, = 2, zeigt Ab-
bildung 2.17. FUU — oo ist Doppelbesetzung naturlich verboten. Die nachsten

0.18
[o2}
5 0.16
N
0.14
0.12
0.1
8 0.08
0.06

ppelbeset

0 1 2 3 4 5 6 2.17 Mittelwert der Doppelbesetzung im
Grundzustand in Abhangigkeit vobi /¢
fur M =4, Ny =2undN, = 2.

zwei Abbildungen enthalten Resultate fur einen Hubbagimit M = 6 Platzen,

N; =3 undN, = 3. So moderat diese Zahlen erscheinen mogen, die Anzahl der
Zustande wachst mid/ stark an und betragt fur dieses Beispiel immerhin schon
(5) - (5) = 400. Die Energien der stationaren Zustande zu berechnentetdgso,

die Eigenwerte einet00 x 400-Matrix zu bestimmen. Gabe es nicht die Symmetrie
und die vielfache Entartung, so wiirde das folgende Diagrai®) verschiedene

Energieniveaus zeigen. Fur den Fall des halbgefiilltendBs, also™=2™ = 1,
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20f"°

151

10t

Energie/t

2.18 Energie-Eigenwerte des Hubbardmodells in Abhangigkeittipnfur M = 6, Ny =
3 Unle =3.

laRt sich, wenn auRerdem no&h = 2+ = L gilt, im Limes M — oo die Grund-

zustandsenergie pro Platz fur beliebidést in geschlossener Form angeben. Es
gilt:

o, —41t/oo Jo@) hw)do o (2.55)
o Wl ’ .

M 1+ exp(3wU/t)]

wobeiJ, und.J; Besselfunktionen sind. Wir werten das Integral numerischuand
vergleichen das Resultat mit den entsprechenden Wentef f&: 6. Erstaunlicher-
weise liegen die beiden Kurven gar nicht so weit auseinander

-0.4

-0.6
-0.8
. 2.19 Grundzustandsenergie pro Platz fur
das halbgefillte Band. Die gestrichelte
Kurve ist das exakte Resultat fild —

oo, die durchgezogene Linie beschreibt
die Werte furM =6 .

Energie pro Platz/t

12
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Um grolRere Systeme zu berechnen, muf? man erstens die Syenbeaticksich-
tigen und zweitens eine schnelle Computersprache benuszekann man heute
Modelle mit bis zuM = 25 Platzen exakt diagonalisieren. Mit der Quanten-Monte-
Carlo-Methode, die das Hubbard-Modell bis auf statissebhler numerisch exakt
behandelt, kann man bis 2d = 1024 Gitterplatze untersuchen. Auch mit heuti-
gen Superrechnern sind also nur winzig kleine Quanten-Nob8erechenbar. Die
drastische Leistungssteigerung zukiinftiger Computed die Systemgrol3e nur ge-
ringfugig erhohen konnen — es sei denn, es gelingt, négarithmen zu entwickeln.

Ubung

Die z-Komponente des Spinoperators am Plaff3t sich durch die Teilchenzahl-
operatorem; ; undn; | ausdriickenS; = 1/2 (n;; —n;| ). Berechnen Sie fur den
Grundzustandg) mit M = 4 Platzen undV; = N, = 2 die Spinkorrelationen

& L, (9157 Sz lg) und 4 70, (g]SF S7,|g) in Abhangigkeit vorl/¢.
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Kapitel 3
lterationen

Eine Funktion besteht aus einer Menge von Anweisungen, elieltene Eingabe-
in Ausgabewerte umwandeln. Gehort nun die Ausgabe salibdDefinitionsmen-
ge der betrachteten Funktion, so kann sie selbst wieder ingaBe werden, und
die Funktion liefert neue Ausgabewerte. Dies kann danrebiglioft wiederholt
werden. Wahrend es oft keine analytischen Moglichkegfibh die strukturellen Ei-
genschaften solcher Iterationen von der Fasm, = f(z;) zu berechnen, sind sie
im Computer leicht zu realisieren. Man muR offenbar nureltes Funktionf (z)
immer wieder auf das Ergebnis anwenden. Wir wollen dies aigen Beispielen
demonstrieren.

3.1 Populationsdynamik

Die wohl bekannteste Iteration einer nichtlinearen Funkist die sogenanntegi-
stische AbbildungSie ist eine einfache Parabel, die die reellen Zahlen dewis-
intervalls in sich selbst abbildet. Wir wollen sie hier vetken, weil jeder Wissen-
schaftler die Eigenschaften einer so elementaren Itertonen sollte.

Ein einfacher Mechanismus fulhrt zu komplexem Verhalteres it das Ergebnis
der wiederholten Anwendung einer quadratischen Abbild@igvohl es nur we-
nige analytische Ergebnisse dazu gibt, kann jeder dietiberéeicht auf einem Ta-
schenrechner nachvollziehen. Bei gewissen Parametemaet Parabel findet man
ein unregelmafiges Umherspringen der iterierten Zameginheitsintervall. Die
Zahlenfolge ist dann extrem empfindlich @riderungen des Startwertes der Iterati-
on. Eine wohldefinierte Abbildungsvorschrift liefert eiBahlenfolge, die schon bei
geringer Anfangsungenauigkeit praktisch unvorhersaghaEin solches Verhalten
nennt mardeterministisches Chaos

Einige Grolien, die man mit dem Computer berechnet, sirlat miar das Er-
gebnis einer mathematischen Spielerei, sondern man fingled dahlen in vielen
Experimenten beintbergang vom regelmaRigen zum chaotischen Verhalten wie-
der. Solche Universalitat quantitativer GroRen ist e@iterer faszinierender Aspekt
dieser Gleichung.
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Physik

Wir betrachten die Iteration
Tn+1 = 47'£En(1 - xn) = f(xn) y = 03 17 23 37 et (31)

die erstmalig 1845 von dem belgischen Biomathematiker ReFhulst in einer
Arbeit zur Populationsdynamik eingefuihrt wurde. Dabetai,, im Intervall [0, 1]
iteriert, undr ist ein Parameter, der ebenfallsfifi, 1] variiert werden kann.

Die Funktion (3.1) ist fur verschiedene Fragestellungeeressant:

1. Als einfaches Modell zur zeitlichen Entwicklung einercliaenden Population.

T, ist proportional zur Bevolkerungsdichte einer SpezigszZait .. lhr Wachs-
tum wird beschrieben durch einen linearen Beittage,,, der allein genommen
farr > i zum exponentiellen Wachstum, also zur Bevolkerungsaiqiofiihrt.
Das Wachstum der Population wird allerdings durch den li#ren Beitrag
—4r 22 (z.B. durch begrenzte Futtermenge) gedampft.

2. Als einfaches Beispiel zur klassischen Mechanik mit Riedp

Wir werden im Abschnitt 4.2 sehen, dafl3 die Bewegung einehaméschen Sy-
stems durch einen Poincaré-Schnitt im Phasenraum aedlysrden kann. Die-
ser Schnitt ergibt eine Iteration einer nichtlinearen Adhlmg. Daher ist es niitz-
lich zu wissen, welche Eigenschaften solche Iterationéorsin einer Dimen-
sion haben, auch wenn in der Mechanik eindimensionale Bdrschnitte kein
Chaos zeigen konnen.

3. Als Beispiel fur eine (schlechte) numerische LosumgeDifferentialgleichung.

Wenn benachbarte,-Werte sich nur wenig andern, dann konneandz,, kon-
tinuierlich fortgesetzt werden. Setzt man

dzr

Tnt+1 — Tn =
dn’

so wird Gleichung (3.1) zur Naherung der Differentialghaing

d
o _ (4r — 1)z — 4r 2?
dn
mit der Losung
4r — 1
(n)

~ 4r + const e(i—4nn

Firr < §istz. = 0 ein Attraktor, wahrend fiir > 1 alle Startwerter(0) > 0
zum Wertz, = 1— ﬁ laufen. Wie in der diskreten Iteration hat diese Gleichung
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beir, = i einen Phasenilbergang von einer aussterbenden zu eirsarkizm
Population. Es wird sich aber zeigen, daf fur grof3evierte die Differential-
gleichung keinAhnlichkeit mehr zu ihrer diskreten Approximation hat.

Firr > ro = ; hatdie Gleichung (3.1) den Fixpunkt = f(z*) mitz* = 1— L.
Wir betrachten nun eine kleine Abweichumg§ 4+ £, vom Fixpunkt und iterieren
diese. Wegerf (z* + &¢) ~ f(z*) + f'(z*)eo = z* + f'(z*)e gilt fur kleine e,,:

en = f'(z")en—1 = [f'(z7)]"e0 - 3.2)

Daher explodiert die Storung, fur |f'(z*)| > 1, wasr > r; = 2 entspricht. Wir
werden sehen, dal3 dann dig nach einigen Schritten zwischen den Wertgrund
x5 hin- und herspringen:

zy = f(x3), =3 = f(a}),

(3.3)
also z; = f(f(z})) furi =1,2.
Die iterierte Abbildungf® (z) = f(f(z)) hat demnach fur gewisseWerte zwei
stabile Fixpunkte.

Nun gilt [f®" ()] > 1 furr > r, = (1 + v/6)/4. Daher zeigt dasselbe
Argument wie oben, dal? der Zweierzyklus fir> r, instabil wird, diex,, laufen in
einen Viererzyklus. Diese Verdoppelung der Perioden sathtbis ins Unendliche
beir., ~ 0.89 fort.

Eine Verdoppelung der Periodenlange bedeutet eine Haligeder Frequenz; es
entstehen also Subharmonische im Frequenzspektrum, Béid der2!—!-Zyklus
instabil und eir!- Zyklus entsteht. FuF — oo drangen sich die;-Werte immer
dichter anr,, heran, und zwar mit folgender Gesetzmaligkeit:

C

5 (3.4)

TR Too —

Daraus folgt
§ = lim L=
I=oo i — 1y
Die Zahlé heiRtFeigenbaumkonstantend hat den Werd = 4.66920... Sie ist des-
halb so wichtig, weil sie eine universelle Grof3e ist; siedwilr viele verschiedene
Funktionenf (z) beobachtet. Auch Experimente an realen nichtlinearere8yest,
die durch Periodenverdoppelung ins Chaos ubergehererzdigselbe Zahl.

Fur groRere-Werte erhalt man chaotische Bandey: scheint zufallig in einem
oder mehreren Intervallen ohne Periode hin- und herzuggninDies gilt, obwohl
diex,-Werte nicht zufallig, sondern durch die wohldefinierted®el f () aus Glei-
chung (3.1) erzeugt werden. Ein solches Verhalten nennt miarschon erwahnt,
deterministisches Chaos.

(3.5)
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Im chaotischen Bereich kann man an der einfachen Paraleheigsentliche Ei-
genschaft des deterministischen Chaos studieren: die Bdifipfikeit auf Anfangs-
bedingungen. Zwei extrem dicht benachbarte Startwertenére sich schon nach
wenigen Iterationen und springen scheinbar unabhangigimander in den chao-
tischen Bandern umher. Zur quantitativen Charakterisigrkennzeichnen wir die
beiden Trajektorien durch,, undz,, + €,. Dann gilt fire, — 0

En g e (3.6)

A heildt Ljapunow-Exponent; er mi3t die Empfindlichkeit auh denfangszustand.
Ein positiver Exponenk > 0 bedeutet Chaos. Es gilt

|f(")(a:0 + &) — f(")(x0)| ~ ey e . (3.7

Im Limese, — 0 gibt dies gerade die Ableitung derfach lteriertenf (™ (z,) =
F(f(- f(=mg))---). Mit der Kettenregel erhalt man sofort

n—1
. 1 !
A= lim — Z In|f'(2:)] - (3.8)
Um X\ zu bestimmen, muf3 also nur eine Bahin} berechnet und dabei der Loga-
rithmus der Steigung vofi an den Stellerx; aufsummiert werden.

Algorithmus
Mit Mathematicakann man die Funktiorf [x_] = 4 r x (1-x) einfach mit
iterf[n_]:= Nestl[f,x,n]

n-mal iterieren. Wesentlich schwieriger ist aber die gergestimmung der Ver-
zweigungspunkte; und damit der Feigenbaumkonstanterr; undr, kann man

durch Losen der beiden Gleichungg¢ft (z*) = z* und |%:)(x*)| =1 fur
die Unbekanntex* undr; finden, entweder per Hand oder mit ddathematica
FunktionFindRoot. Aber hohere;-Werte konnten wir damit nicht bestimmen.
Es genigt jedoch, sogenannte superstabile periodisdmeeBazu betrachten. Dies
sind Bahnen, die bei, = % starten und nach! Schritten dort wieder ankom-
men. Wegenf' (%) = 0 konvergieren Abweichungen vory, sehr schnell gegen
den2!-Zyklus. In jedem Intervallr;, ;] gibt es nun eine superstabile Bahn der
Periode2! bei einem WertR,. Die R;-Werte skalieren dabei wie dig-Werte mit
der Feigenbaumkonstantémegenr-, (siehe Gleichung (3.5)).

Nun ist es wiederum nicht einfach, die Gleichung

o (1) 1
f()(§>_2
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numerisch zu losen. Da diese Gleichung noch weiére 1 Fixpunkte hat, oszil-
liert die Funktion sehr schnell urBindRoot versagt. Aber es gibt einen Trick:
Man invertiert die obige Gleichung. Da die Inversefzewei Zweige hat, muf3 man
bei der Iteration angeben, ak, rechts(R) oder links(L) von z, = 1 liegt. Je-
de periodische Bahn wird also durch eine Folge @u& und L bestimmt, wobei
C(= center) den Startwent, = % markiert undR, L angeben, olx; rechts oder
links vom Maximum liegt. Die Iteration wird also durch eisgmbolische Dynamik
beschrieben, die gewissen Regeln unterliegt.

Es gibt nun einen einfachen Algorithmus, um die Sequenzdend L fur eine
gegebene Period? zu bestimmen. Wir geben ihn ohne Beweis an. Der Startwert
soll beiz, = % liegen, also fangt die Sequenz immer ifiitan. Furl = 1 erhalten
wir offensichtlichC R. Die Sequenz fuF + 1 wird aus derjenigen flir konstruiert,
indem man dig-Sequenz verdoppelt und fir das mittl€reentwederl setzt, falls
die Anzahl derR-Werte in derl-Sequenz ungerade ist, odgr falls sie gerade ist.
Furl = 2 gibt die Verdoppelung als6¢ RC' R, und dies wirdCRLR, daCR nur
ein R enthalt. FuZ = 3 erhalt manC RLRRRLR.

Die inverse lteration laf3t sich am einfachsten in einemrip@tensystem aus-
fihren, dessen Ursprung bet,y) = (3, 3) liegt und dessen beide Achsen ge-
meinsam so umskaliert werden, dal’ der Scheitel der Parab®tiien System bei
(0,1) liegt. In diesem Koordinatensystem hat die urspriungliPaeabelf(z) =
4rz(1 — x) die Form

9(&) =1—pé,

wobeip undr Uber

pu=r(4r —2) bzw. rzi(l—i-\/l-l—élu)

miteinander zusammenhangen. Wir bezeichnen den linkedek&arabel mig,(¢)
und den rechten mijz (§). Die superstabile Bahn filr= 2 genigt dann der Glei-
chung
gr(9r(gr(1))) =0
bzw.
L=gg'(9:" (98" (0))

mit

g ) = /= d g ) = — [
Damit erhalt man schlief3lich folgende Bestimmungsglanchfir

(3.9)

=

=\t
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die man durch lteration oder nfitindRoot losen kann. Die SequeriZR L R be-
stimmt die Vorzeichen der geschachtelten Wurzeln in Gleigh(3.9). Nach dem
anfanglicherC' R, das nicht in der obigen Gleichung auftritt, gibt direin positives
und einR ein negatives Vorzeichen. Dies gilt fur samtliche sugadiiéen periodi-
schen Bahnen. Die Perio@amit der SequenZ’ RLRR, die zwischen chaotischen
Bandern liegt, findet man also bei eingrWWert, der folgender Gleichung geniigt:

u:\/uﬂ/u—\/m-

Die Erzeugung der Sequenz haben wir Mathematicafolgendermaf3en program-
miert: Fur das SymbaR (L) schreiben wir die Zahlen 1 (0), die Sequenz der Lange
2™ wird als Listeperiode [n] gespeichert. Am Anfang wird fir = 1 die Li-
steperiode[1]= {c, 1} gesetzt, und die Verdoppelung der Sequenz geschieht
durch

periode([n_] := periode[n]=
Join[periode[n-1], correct[periode[n-1]]]

Dabei muf3 noch das Symbeldurch0 oder1 ersetzt werden, je nachdem, ob die
Haufigkeit, mit der die Zahl auftaucht (= Summe der Listenelemente), ungerade
oder gerade ist.

correct[list_] :=Block[{sum=0,1i=1ist,l=Length[list]},
Do [sum+=1i[[i]],{i,2,1}];
If[0ddQ([sum] ,1i[[1]1]1=0,1i[[1]]1=1];
1i]

Die vielfach verschachtelte Wurzel der Bestimmungsglanchfiir i, erhalt man mit

gln_,mu_]:=Block|[ {x=Sgrt [mu] ,1=Length[periode[n]]},
Do [x=Sqgrt [mu+ (-1) " (periode[n] [[1i]]) x],{i,1,3,-1}1;
x]

SchlieBlich wird diese Gleichung numerisch gelost, walieiGenauigkeit, mit der
FindRoot die Losung berechnet, heraufgesetzt werden mul3:

genau=30

maxit=30

frn_]:=fr[n]=(find=FindRoot [g[n,mu] ==mu,
{mu, {15/10,16/10}1},
AccuracyGoal->genau,
WorkingPrecision->genau,
MaxIterations->maxit];
mu/.find)
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Wenn man sich die Bahneny, z,, =5, x3... fur alle Parameter (bzw. 1) erzeugen

und graphisch darstellen will, so sollte man moglichseesohnelle Programmier-
sprache verwenden, da fiur jedeWert etwa 1000 Iterationen notwendig sind. Im
Prinzip ist dies aber sehr einfach: AlsMert wahlt man z. B. die-Koordinate der
Pixel auf dem Bildschirm. Zu jedemtWert berechnet man zunachst etwa %00
Werte, bis diex,, dem Attraktor sehr nahe gekommen sind. Danach berechnet man
weitere 1000z,,-Werte, rechnet sie iy-Koordinaten der Pixel um und zeichnet
einen Bildpunkt am Pixelz, y). In der Sprach€ lautet dies:

xit = 4.*r*xit*(1l.-xit);
putpixel ( r*MAXX, (1.-xit)*MAXY,WHITE) ;

Dabei wird der Parameteriiber Tastendruck schrittweise erhdht oder erniedrigt.

Auch die Dichte der,,-Werte ist interessant. Um sie darzustellen, unterteiti ma
die z-Achse in kleine Intervalle, z. B. von der Grof3e der Pixstahde. Jedes Inter-
vall erhalt einey-Koordinate, die am Anfang auf den Wert= 0 gesetzt wird. Bei
der Iteration der Parabel fur einen festelVert fallt jederz,,-Wert in ein solches
Intervall, wobei die jeweiligay-Koordinate um eine Pixeleinheit erhoht wird und
am entsprechende(x, y)-Pixel ein Punkt gezeichnet wird. Somit erhalt man ein
Histogramm der,,-Werte, das der Dichte der Punkte auf dem Attraktor entspric
Dies geschieht mit folgender Funktion:

void kanal ( double r)
{
double xit=.5;
int x,y[600],1i;
clearviewport () ;
for (i=0;i<MAXX;i++) y[i]1=0;
rectangle (0, 0,MAXX,300) ;
while (!kbhit())
{ xit=4.*r*xit*(1l.-xit);
x=xX1t*MAXX;
vy [x]++;
putpixel (x,300-y[x] ,WHITE) ;
}

getch () ;jgetch() ;clearviewport () ;return;

Ergebnisse

Abbildung 3.1 zeigt die Iteration var, = 0.65 fur r = 0.87. Die z,-Werte laufen
in einen Attraktor mit der Periodg& der durch die Fixpunkte der vierfach iterierten
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Abbildung f (z) beschrieben wird. Diese sind in Abbildung 3.2 zu sehgh.(z)
schneidet die Gerade= x achtmal, nur vier davon aber sind stabile Fixpunkte.

.o.o.o.o.o.o.o.b.d.
0.8l o
0.7
= °
X 06
[ )
05 3.1 Iteration des Startwertes
LIdTatalefelele|®® To = 0.65 fur den Parameter
0.4 L r = 0.87.Die x,,-Werte lau-
0 10 20 30 40 fen zum Attraktor mit der Pe-
n riode 4.

3.2 Die Funktion f(z) und
ihre Iterierten £ und f*.
Die vierfach iterierte Funktion
X hat acht Fixpunkte.

Erhdht manr, so entstehen Attraktoren mit den Perio@ei6, 32, ..., bis beir,, =
0.89... der Ubergang ins Chaos stattfindet. Dies sieht man deutlich m/Atbil-
dungen 3.3 und 3.4, in der 10aQ-Werte nach einetbergangszeit von etwa 100
Schritten als Funktion von aufgetragen sind. Attraktoren der Perigdesind also
alsp Punkte zu sehen, wahrend chaotische Bahnen mehrerediteeauf der Ver-
tikalen fullen. Da nur hochstens 1000 Punkte fiir jedeéfert gezeichnet wurden,
bekommt man auch einen Eindruck von der Dichte dgiWerte. Diese ist aber
deutlicher in dem Histogramm in Abbildung 3.5 zu sehen.desche Bahnen mit
der Periode erscheinen als Linienschar mpitSpitzen, wahrend chaotische Bahnen
zwischen verschiedenen Bandern mit jeweils stetigentBichin- und herspringen.
Die Abbildung 3.5 zeigt die chaotische Bewegung dicht uralr eines Flinferzy-
klus; dort gibt es zwar nur ein Band, man sieht aber nochutié $pitzen des be-
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Feigenbaum 1

3.3 Jede vertikale Linie enthaltd00
x,,-Werte der iterierten Parabel, wo-
bei die ersten 100 Punkte nicht ge-
zeigt sind. Der Parameter variiert
auf der Horizontalen vofl bis 1.

Feigenbaum 2

0.88 0.94 1.0

3.4 Ein Ausschnitt aus der vorigen Abbildung fili= 0.88 bisr = 1.

nachbarten Zyklus. Es laf3t sich zeigen, daf-fér 1 nur ein Band mit der Dichte
1 1
T/ z(l —x)

existiert. In Abbildung 3.4 sieht man im chaotischen Bdreitele Fenster mit
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periodischen Bahnen. Das grof3te Fenster hat die PeBipdas beim Parameter
r = (v/8 4 1)/4 beginnt. In diesem Fenster gibt es wieder Periodenverdopge
Mit wachsendemr erhalt man die Periodeh 6, 12, 24, ..., bis ein chaotischer Be-
reich erscheint. Tatsachlich kann man zeigen, daf? alied®ar vorkommen.

]
=] Kanalplot [

r =10.934200

3.5 Haufigkeit derx,,-Werte bei
der lteration der Parabel fuir einen
Parameterwert ~ 0.934 dicht
unterhalb des Fensters mit der
Periode 5.

Einen weiteren Eindruck der logistischen Abbildung,; = f(z,) erhalt man,
indem man in deg-y-Ebene die aufeinanderfolgenden Parabelputikte f (z,)),
(a1, f(Tny1)), ... geometrisch konstruiert. Man gewinnt den jeweils nachste
Punkt dadurch, daf? man vom aktuellen Punkt horizontal wigmokelhalbierenden

y = z geht und von dort aus senkrecht bis zur Parabet 4rz(1 — z). Die
nachsten zwei Abbildungen zeigen diese Konstruktion,sdib mit Mathematica
relativ leicht ausfuhren laRt.

Die Skalengesetze (3.4) und (3.5) bestimmen die univerbeligenbaumkonstante
0. Dazu berechnen wir die Paramefr, bei denen es superstabile Bahnen mit der
Periode2! gibt. Mit der Methode der symbolischen Dynamik und der iseerIte-
ration finden wir mit 30 Stellen Genauigkeit, von denen warhiiur12 ausdrucken:

Ryp = 0.892486338871
Ry, =0.892486401027
R;» =0.892486414339
R,;3 = 0.892486417190
Ry =0.892486417801
Ry =0.892486417932
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0.8

0.6

0.4

0.2

3.6 Superstabiler Viererzyklus mit
0.2 0.4 0.6 0.8 1 r = 0.874640.

0.8

0.6

0.4

0.2

3.7 Drei chaotische Bander fir =
0.9642 kurz oberhalb des grof3en Fen-
0.2 0.4 0.6 0.8 1 sters mit dem Dreierzyklus.

Bemerkenswert ist, daf der letzte Wert aus der Losung @feschung mit einer
32768 fach verschachtelten Wurzelfunktion gewonnen wird!
Mit
5 = R — R
A S
R — R

finden wir folgende Naherungswerte flir

010 = 4.669201134601
011 =4.669201509514
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012 = 4.669201587522
013 = 4.669201604512
014 = 4.669201608116
015 = 4.669201608892

Daraus schatzen wir ab, daf witbis auf 9 Stellen genau berechnet haben. Dem
Leser sei es al¥bungsaufgabe tiberlassépfiir | — oo zu extrapolieren.

Zum Schluf3 wollen wir noch eine scheinbar einfache Fragersathen: Gege-
ben seierc, = 1/3 undr = 97/100. Was ist der Wert vom4,? Dies scheint sich
leicht beantworten zu lassen; mit

hix ]:= 97/25 x(1-x)
gibt
Nest [h, N[1/3],100]
den Wertz,oo = 0.144807. Dieser Wert aber ist falsch, der richtige Wertist, =
0.410091.
Die Losung des Widerspruchs liegt im chaotischen Verhatter logistischen
Abbildung fur den gegebenen Parameterwert. Der LjapuBapenent, definiert in

den Gleichungen (3.6) bis (3.8), ist positiv. Also fuhrdeifke Ungenauigkeiten in
der Rechnung schon nach wenigen Iterationen zu grol3enrkRekilegen des Be-

40

30

3.8 Die Genauigkeit voregg
als Funktion der Rechengenau-

Ergebnisgenauigkeit
N
o

10 igkeit fur - = 97/100. Die
vertikale Achse gibt die An-
0 zahl der Stellen an, mit défa-
0 20 40 60 80 100 thematicadas Ergebnis der Ite-
Rechengenauigkeit ration berechnet.

fehlsn[1/31 berechneMathematicaalles in Maschinengenauigkeit, die in unse-
rem Beispiel 16 Stellen betragt. Bei jedem Iterations#ictvird gerundet, deshalb
kann die Abweichung vom wahren Wert, die bei jedem SchritstgrofRer wird,
nicht verfolgt werden. MitN [1/3, genau] kann man dagegen mienau die
Genauigkeit vorgeben. In jedem Rechenschritt reduziemntMathematicadie er-
rechnete Genauigkeit, bis schlie3lich bei nur einer Stibler,,-Variablen auf den
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Wert 0 gesetzt werden. Der Befehlrecision [x] fragt die Genauigkeit von
ab. Abbildung 3.8 zeigt das Ergebnis. kignau=16 wird gerundet, also andert
sich die Genauigkeit scheinbar nicht. Die richtige Berecimnzeigt aber, dal? man
erst bei mehr als 60 Stellen Rechengenauigkeit das korEakgebnis erhalt. Der
Grund fur den linearen Zusammenhang zwischen Rechen- ngaeth&Eisgenauigkeit
ist uns nicht bekannt.

Ubung

1. Berechnen Sie fir die logistische Abbildung (3.1) despljnow-Exponenten als
Funktion des Parameters

2. Im chaotischen Bereich gibt es in jederntervall Fenster mit superstabilen pe-
riodischen Bahnen. Jede solche Bahn beginnt mit der sysdbaih DynamilC' R L.
Fur einen Funferzyklus gibt es daher hochstens die vigglidhkeitenCRLRR,
CRLRL,CRLLR und CRLLL. Eine dieser Moglichkeiten kommt aber nicht
vor. Berechnen Sie die Parameterwerte der drei verbledreBahnen mit der Peri-
ode funf.
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3.2 Kette auf dem Wellblech: Frenkel-Kontorova-Modell

Konkurrieren zwei physikalische Krafte miteinander, smk der resultierende Zu-
stand faszinierende Eigenschaften haben. Schon beimddtdstSchmetterling ha-
ben wir gesehen, wie zwei miteinander konkurrierende kanrgdie vom Gitter und
die vom Magnetfeld erzeugte Lange — ein Uiberraschend kowp Energiespek-
trum ergaben. Hier wollen wir nun ein einfaches mechansdéteblem mit klas-
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sischen Gleichgewichtsbedingungen betrachten: einelset Teilchen, die durch
lineare Krafte miteinander wechselwirken und sich zlgit in einem periodischen
Potential aufhalten. Wir untersuchen nur die Ruhelagerkd#éenglieder. Sowohl
die Federkrafte als auch die auRReren Krafte mochtenTédohen einen eigenen,
aber unterschiedlichen Abstand zueinander aufzwingerstdlls sich heraus, dald
die stabilen Zustande der Kette durch Iterationen eir@ttlimearen zweidimensio-
nalen Abbildung beschrieben werden, deren Bahnen wvigiaFormen annehmen
konnen.

Physik

Unser System ist eine eindimensionale Anordnung von uiendiklen Punktmas-
sen, deren Ruhelagen durch die Platzén € 7)) gekennzeichnet seien. Die Krafte
auf die Teilchen sollen zum einen von einem auf3eren pecbdn Potential ()
und zum anderen von einem Wechselwirkungspoteftigk,, — =, ;) zwischen
benachbarten Teilchen herriihren, so dal3 die Energie kingen Teilstiickes der

Kette, das die Platzey, 1, zarya, - - -, xx umfaldt, durch
N
Hyv= > [V(za) +W(zy — 701)] (3.10)
n=M+1

gegeben ist. Alle Langen werden in Einheiten der Periode des aul3eren Potentials
gemessen. Das bedeutet

Viz+1)=V(z). (3.11)
In der Ruhelage kompensieren sich alle Krafte auf jeddsiien, es gilt also
8HMN ! ! !
Mit der Definition
Pn=W' (2, —2n_1) (3.13)
folgt hieraus
Pnt1 = Pn T Vl($n) )
Tnpr = Tn+ (W) (Pny1), (3.14)

oder als Ruckwartsrekursion aufgelost,

Tp—1 = Tp— (Wl)il(pn) )
Pn—1 = Pn— Vl(l'nfl) . (315)
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Aus(zy,po) —aquivalentdazu ist die Vorgabe von 1, z,) — erhalt man die Paare
(z1,p1)und(z_;,p 1), daraus die Wertez,, p,) und(z_,,p_») und so fort. Die
Gleichungen (3.14) beschreiben daher eine nichtlinearation in derz-p-Ebene.
Jeder Startpunktz_,, z,) bestimmt eindeutig einen Zustadd..,z_»,z_1, zo,
x1,Za,. ..} der gesamten Kette, bei dem sich jedes Teilchen in Ruhekfgebt.
Die Funktionaldeterminante der Abbildun@,,,p.) — (Zn+1,Pns1) hat den

Wert eins,‘% = 1; die Abbildung ist daher flachenerhaltend. Obwohl

ein Ausschnitt aus det-p-Ebene durch die Abbildung deformiert wird, hat sein
Bild denselben Flacheninhalt wie der urspriingliche Absét. Flachenerhaltender
Flu im Phasenraum ist aus der klassischen Mechanik befgaatvon Liouville),
und tatsachlich kann man (3.14) als Momentaufnahmen ¢RBrRSchnitt, siehe
Abschnitt 4.2) einer kontinuierlichen Dynamik in einemidimensionalen Phasen-
raum auffassen.

Bisher wurden die Potentia und W noch nicht spezifiziert, doch nun sollen
sie auf ein auReres Cosinus-Potential und lineare Feifeelyeschrankt werden:

V(z) = %(1%%(2”)),
W(A) = %(A—U)? (3.16)

K bestimmt die Starke des periodischen Potentials,cuist der Abstand der Teil-
chen furK = 0 in Einheiten der Periodenlange des Potentials. Wir madin
Gleichung (3.13), die,, = z,, — =,_; — o liefert, geringflgig und setzen

Prn =1Tp — Tp_1 - (3.17)
Statt (3.14) erhalten wir dann

K
Pn+1 = Dn + — sm(27rxn) s
2
Tpt1 = Tp+ Pnyr- (3.18)

Diese Abbildung, die in der Literatur den Namen Standarabr dchirikov-Abbil-
dung hat, ist in vielen Publikationen untersucht wordern. Parameterr kommt
nicht mehr in der Iteration, sondern nur noch in der Energie v

N N
1 1 ,
H,n=K E o) (1 —cos2mx,) + E §(pn —0)°. (3.19)
n=M+1 n=M+1

Flr gegebene Paramet&runde ist die mittlere Energie pro Teilchen

. 1
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h ist eine Funktion von:, undp,, wobei der Grundzustand durch den Pufakt, p)
mit der kleinsten Energié bestimmt ist.

Eine interessante Eigenschaft eines Zustandes wird dieckodenannte Win-
dungszahtv beschrieben, die als mittlerer Abstand benachbarterfeildefiniert
ist:

W= (Tpy1 — Tp) = lim T 7 Bor (3.21)

N-M>c0 N —M
Falls ein Zustand relativ zum Gitter periodisch ist (ein koemsurabler Zustand),
so gibt es ganze teilerfremde ZahlBrund @ mit z,,. ¢ = z,, + P. Daraus folgt

w=TrtQ " Tn _ B 3.22
0 0 (3.22)
Ein kommensurabler Zustand hat daher einen rationaletersitt Teilchenabstand
w. Ein Zustand mit irrationalerw dagegen rastet nicht ins Gitter ein; dies zeigt sich
ebenfalls in einigen anderen physikalischen Eigensahafée beim Hofstadter-
Schmetterling unterscheidet die Physik auch hier zwischgonalen und irrationa-
len Zahlen!

Algorithmus

Die Programmierung der Abbildung (3.18) ist sehr einfaniMathematicalefinie-
ren wir, weil es um numerische Manipulationen geht=N [Pi] und die Funktion
t durch

tl{x_,p_}] = {x + p + k/(2 pi) Sin[2 pi x],
p + k/(2 pi) Sin[2 pi x]}

Iterationen konnen einfach durclest oderNestList ausgefuhrt werden:
list [x0_,p0_]:= NestList([t, {x0,p0},nmax]

Das Ergebnis vonist [ ] ist eine Liste vommax+1 Punkten in der-p-Ebene
und beschreibt damit den physikalischen Zustand fur digghenen Startwerte,
undp, = =y — z_,. Nach Vorgabe der Lagen, und x_, zweier benachbarter
Teilchen liefertlist []1 also die Positionen der weiteren Teilchen.

Ein anschauliches Bild der resultierenden Zustande temalir, indem wir auf
die Kurve V' (z) die Teilchen mit den Koordinatef,,, V(x,)} legen und diese
Punkte mitListPlot zeichnen. Die Koordinatem, werden aus dem Ergebnis
vonlist[..] mitdem Befehl

x1list[x0_,p0_]:= Map[First,list([x0,p0]]
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herausgezogen.

Schon beim Pendel haben wir gesehen, dal’ es nitzlichssateaer Funktion:,,
das Phasenraumdiagramm in dep-Ebene zu betrachten (beim Pendel stdtt)
das ¢ (p)-Diagramm). Wir brauchen dazu aber numund p jeweils im Intervall
[0,1] darzustellen, denn die Abbildung (3.18) gibt dieselbent@/émodulo1l),
wenn zuz,, oderp,, jeweils der Werfl addiert wird.

Die Modulo-Abbildung kann man mitap in eine Liste hineinziehen und auf die
einzelnen Koordinaten wirken lassen:

tildel[{x_,p_}]1:= {Mod[x,1],Mod[p,1]}
listt[x0_,p0_]:= Map[tilde,list[x0,p0]]

Mit ListPlot wird das Phasenraumdiagramm erzeugt. Die Energie und die Wi
dungszahl sind leicht aus dem Zustaridi. = 1ist [x0,p0] zu berechnen:

del{x_,p_}1:=k/(2 pi) "2 (1-Cos[2 pi x])+(p-sigma) " "2/2

h[x0_:.0838,p0_]:=
( 111=1ist[x0,p0];
112=Map[de,111];
Apply[Plus,112] /Length[112])

wind [x0_:.0838,p0_]:=
( wl=x1list([x0,p0]; (wl[[-111 - wil[[1]])/nmax)

Allerdings dauert die Berechnung nMiiathematicawieder sehr lange. Deshalb wol-
len wir uns das Phasenraumdiagramm mit eil@rogramm noch einmal auf dem
Bildschirm direkt erzeugen. AuRerdem sollen die Energikdia Windungszahl be-
rechnet werden. Der Startpunkt wird vom Programm zufé@liggewahlt.

Die Funktion (3.18) lautet ilC:

pneu= p+K/2./pi*sin(2.*pi*x) ;
Xneu= x+pneu;

Eigentlich sollten in dieser innersten Schleife, in dersdi®efehle sehr oft aus-
gefuhrt werden, die Ausdriicke/2 . /pi und 2. *pi nicht jedesmal neu berech-
net, sondern durch Konstanten ersetzt werden. Bei unsemgnadtm benotigt die
Graphik aber so viel Computerzeit, dafl3 wir auf die Optintigrdes Algorithmus
verzichten. Dier-p-Werte werden nun in Bildkoordinaten umgerechnet:

xb=fmod (xneu, 1.) *xmax+10;
yvb=fmod (pneu, 1.) *ymax+100;

und es wird ein Bildpunkt an die Stellel},yb) gezeichnet; z. B. auf dem PC mit
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putpixel (xb,yb,color) ;
Bei jedem Aufruf wird die Farbe neu gewahilt:
color= random(getmaxcolor ())+1;

So erhalt man auf dem Bildschirm eine Graphik mit versobiesh Trajektorien,
deren jede einen Zustand reprasentiert, in jeweils uwt@dlichen Farben.

Ergebnisse

Abbildung 3.9 zeigt die Ergebnisse der lteration der Glangh(3.18) furk = 1.
Dabei wurden die Startwerter,, p,) zufallig im Einheitsquadrat gewahlt, und es

|
—| Frenkel — Kontorova [-]]]

Befehle

Frenkel-Kontorova-Modell
Befehle : neuer start.exit
Energie=0.030056 Windungszahl= 0.499999

3.9 Trajektorien in derz-p-Ebene. Auf der Workstation kann ein neuer Startwert mit der
Maus angeklickt werden, und die Trajektorie wird in einer neuen Farbe gezeichnet.

wurden jeweilsl 0000 Werte fir(z,,, p,,) mit demC-Programm berechnet und ge-
zeichnet. Dieses Bild ist unabhangig von dem Verhaltnider konkurrierenden
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Langen, da dieser Parameter gar nicht in der iterierteniléinty vorkommt. Zu
jeder Trajektorie gehort eine Windungszatl die vom Startpunkt und dem peri-
odischen Potential, nicht aber verabhangt. Erst in der Energie pro Teilchen

N

1 K 1
h = I ; [W(l — cos(2mz,)) + E(pn —0)?
taucht die Gleichgewichtskonstarnteauf.

Es gibt drei unterschiedliche Bahnen in der Abbildung 3ui: pein- und zweidi-
mensionale. Die nulldimensionalen Trajektorien bestehenendlich vielen Punk-
ten, die z. B. in der Mitte der Inseln zu finden sind. Sie sirel kbmmensurablen
Zustande mit rationaler Windungszahl = P/Q und der Period€). P zeigt an,
in welcher Reihenfolge di€) verschiedenen Punkfe,,, p,,) durchlaufen werden.
Um diese kommensurablen Zustande herum sieht man gesehto8ahnen, also
eindimensionale Trajektorien. Diese Zustande sehersaatis wie ihre kommen-
surablen Verwandten in der Mitte der Bahnen, allerdingsvacikt jedes:,, um den
entsprechenden kommensurablen Wert mit einer FrequeaZnktbmmensurabel
zur Periode des Potentials ist.

0.5 0O
0.475
0.45
p 0:425 / \
0.4
0.375
035 3.10 Die Startwerte(zo, po)
o O = (0.08,0.34) ergeben eine
0 0.2 0.4 0.6 0.8 fastperiodische Bahn im Pha-
X senraun(z, p) (modulo 1).

Wir wollen uns dies miMathematicafur w = § ansehen. Zunachst 16sen wir mit
FindRoot die Gleichung

Mod [t [t[t[t[t[{x0,p0}]1]1]]],1] == {x0,p0}

Allerdings muf3 man den Startwert ziemlich dicht bei derlriggangeben, sonst fin-
det die Routine keine Losung. Wir erhalten z. B. fiip, p,) den Wert(0.0838255,
0.336171) als einen de€) = 5 Fixpunkte der funffach iterierten Funktian[x, p] .
Abbildung 3.10 zeigt nun einen inkommensurablen Zustartd xgi po) = (0.08,
0.34), also dicht beim periodischen Zustand in der Mitte der fas&In. Er hat die-
selbe Windungszahb = 0.4 und eine etwas hohere Energie als der periodische Zu-
stand. Abbildung 3.11 zeigt den fastperiodischen Zustem@®itsraum. Man sieht
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beim Teilchen in der Potentialmulde, dal3 die Tallage einigvam das Minimum
oszilliert. Etwa dieselbe Tallage wird nach= 5 Iterationen wieder erreicht. Man
sieht die Oszillation noch besser in Abbildung 3.12, in derad,-Werte direkt ge-
genn aufgetragen sind. Neben der Periode @it= 5 gibt es noch eine Welle mit
Q ~ 30.

0.05
0.04
0.03
0.02
3.11 Dieselbe fastperiodische
0.0% Trajektorie wie in Abbildung
0 3.10, jedoch auf das Potential
0 1 2 3 4 V() gezeichnet.
0.8
0.6
|,
< 0.4
0.2 o .
.. .. ... 3.12Wie in den Abbildungen
ol feet cet ce 3.10 und 3.11, jedoch als Aus-
0 20 40 60 80 100 lenkungz (modulo 1) desn-ten
n Atoms gezeichnet.

Neben den null- und eindimensionalen Bahnen gibt es in Abhi 3.9 noch Zu-
stande, die ganze Flachensticke fillen. Solche Babpemgen chaotisch auf dem
Bildschirm hin und her. Manche Bahnen durchmessen offeddaiganzen:- und
p-Bereich. Letzteres gilt nicht fur kleink -Werte. FUrK < K. = 0.971635... gibt
es eindimensionale Bahnen, die das gesamte Bild horizdutehlaufen (sogenann-
te KAM-Trajektorien). Man kann zeigen, dal3 chaotische Bahdie eindimensio-
nalen nicht Gberspringen kdnnen, sie sind also aufpeintervall zwischen zwei
KAM-Trajektorien beschrankt. Bel(. verschwindet die letzte KAM-Trajektorie,
und zwar diejenige mit deyirrationalsten* Windungszahl, dem inversen goldenen
Schnittw = 2/(1 4+ v/5) = 0.618.. .

Wir sind aber nicht allein an den Eigenschaften der Standaiuldung interes-
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siert, sondern suchen denjenigen Zustand, der die tiefetegie zu einem gegebe-
neno-Wert hat. Wir kdnnen das Minimum im Prinzip finden, indent Wiz, p,)

fur verschiedenéz,, p,)-Werte berechnen. In der Praxis gibt es aber bessere Me-
thoden, die wir hier nicht vorstellen (siehe z. B. Griffithé)obildung 3.13 zeigt

0.029
0.028

Q

2 0.027

3]

c

w 0.026
0.025
0.024

0.2

0.25

pO

0.4

3.13 Energie furec = 0.4 ei-
nes kraftefreien Zustandes mit
Startwert zo, = 0.0838 als
Funktion vonpy.

h(zg, po) in einem Schnitt durch die-p,-Ebene fur festes;; = 0.0838 und
o = 2/5. Die zugehdrigen Windungszahlen sind in Abbildung 3.14 zu se-
hen. Furp, ~ 0.35 nimmt h im betrachteten Intervall ein Minimum an. Wenn
wir das globale Minimum der Energie finden wollen, miissen di¢ Funktion
h(zq, po) in der gesamten,-po-Ebene absuchen. Am Minimum scheintin den
Wertw = o = 0.4 ,eingerastet” zu sein. Wenn man fur atteWerte das genaue
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3.14 Mittlerer Nachbarabstand
w fur die kraftefreien Zustande
aus Abbildung 3.13 .

Minimum vonh(z,, py) mit der entsprechenden Windungszahbestimmt, so fin-
det man ein faszinierendes Verhalten der Funktidn), das auch al$eufelstreppe
bezeichnet wirdw , rastet” dabei in jede rationale Zakl/@ in Stufen ein, deren
Breite mit wachsender®@-Wert abnimmt.w (o) hat daher unendlich viele Stufen,
und zwischen je zwei Stufen liegen wieder unendlich vieleniibch ist (o) stetig;
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es gibt auch zu allen irrationalen Windungszahlen einé&¥ert und einen zugehori-
gen Grundzustand. Dieses Verhalten kann mathematisclebemwiverden.

Die Funktionw(o), die sich aller Vorstellungskraft widersetzt, entsters dem
Wettbewerb zweier Langen. Die zu den rationalefVerten gehdrenden kommen-
surablen Grundzustande entsprechen einzelnen Punktieninp-Ebene, wahrend
man zeigen kann, daf} die inkommensurablen Grundzustainenkflachenfullen-
den chaotischen Trajektorien sondern nur Linien entsgrecmkommensurable
Zustande konnen ubrigens ohne Energieanderung idseCdsinus-Potential ge-
zogen werden.

Ubung

Zeichnen Sie fur verschiederté-Werte von Gleichung (3.18) Trajektorien in der
z-p-Ebene. FUK = 0 sollten Sie die Bahnen mit der Hand zeichnen kdnnen. Beob-
achten Sie, wie die geschlossenen Bahnen, die sogenanaiiTkajektorien, mit
wachsendem Wert voR in Inseln oder chaotische Bahnen tibergehen, und berech-
nen Sie die Windungszahlen der Ubriggebliebenen KAMektajrien. Versuchen
Sie, kurz vorK.. die letzte geschlossene Bahn zu finden.
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3.3 Fraktales Gitter

Ein einfaches Wirfelspiel und eine simple geometrischedafiholung: Beides fuhrt
zu einem seltsamen Gebilde, das weniger als eine Flackepadhr als eine Linie
ist, ein sogenanntes Fraktal mit einer Dimension ¥ir= log3/log2 = 1.58...
Uberraschenderweise sind Fraktale sehr haufig in der Natzutreffen. Kiisten-
linien, Gebirgsziige, Blutgefalle, FluRlaufe, Schwaugian von Borsenkursen und
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FluRpegel, alles dies kann durch eine gebrochene Dimergibeschrieben wer-
den. Neben dem geometrischen Spiel werden wir in den folyeAdbschnitten noch
Aggregate und Perkolationscluster als weitere Beispigtediese merkwirdigen
selbstahnlichen Gebilde kennenlernen.

Hier wollen wir uns zunachst mit der Definition der fraktaimension beschaf-
tigen. Danach stellen wir zwei Programme vor, die auf véestdne Arten das
Sierpinski-Gerust konstruieren, das oft als Standardgia fur Fraktale beschrie-
ben wird.

Physik

Die raumliche DimensiorD eines Objektes kann man durch die Beziehung zwi-
schen der Anzahl seiner Elemente, die seine Magsmusmachen, und seiner Aus-
dehnungL angeben:

M x LP. (3.23)

Wenn man also die Massen zweier gleichartiger homogenefelfizit den Kan-
tenlangenl, und2L vergleicht, erhalt man

M, [(20\" _,
2 22 =9 3.24
mit D = 3. Bei Quadraten gibt dies offensichtlidh = 2 und bei Strecke) = 1.
L kann auch der Radius von Kugeln oder Scheiben sein oder jetd¥eacharakte-
ristische Lange des betrachteten Objektes; die Massatistlich proportional zur
Zahl der Teilchen. Auf jeden Fall gilt

(3.25)

Es gibt auch einen anderen Weg, um die Dimendibau bestimmen. Dazu tber-
decken wir das Objekt vollstandig mit kleinen Wirfeln d@antenlange:. Es sei
N (¢) die kleinste Anzahl solcher Wirfel. Dann gi¥(g) o< e~ bzw.

log N
D:—limM_

3.26
=0 loge ( )

Fir einen Wiirfel benotigen witZ/¢)” tiberdeckende Kastchen, wahrend die An-
zahl firr ein QuadratL/¢) und fur eine Linie(L/¢)" betragt.

Wenn wir also z. B. die Lange einer Grenze auf einer LandKagstimmen wol-
len, so kdnnen wir einen kleinen MalRstab mit der Langeehmen und die Zahl
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N (e) der Schritte bestimmen, die wir zum Abschreiten der Grerelbenotigen.
Dann sollte eigentlich

L=¢N(e) (3.27)
ein Ma fur die Lange sein, denn wir erwarten als Grenzeigidimensionales Ob-
jekt mit D = 1 . Auf diese Weise haben die Spanier die Lange ihrer Grenze zu
Portugal mit 987 km angegeben, wahrend die Portugiesardaselbe Grenze mit
1214 km bestimmt haben. Ein kleinerer MaR3stabenotigt offenbar mehr tber-
deckende Schritte al5/¢, also kann nichDD = 1 gelten. Deshalb wird Gleichung
(3.27) eine Langd. ergeben, die voa abhangt. Eine genauere Analyse der Daten
zeigt folgendes: Eine Grenzlinie ist ein Fraktal mit< D < 2, daher gibt Glei-
chung (3.27)L. « '~ P, also eine scheinbar divergierende Langedfiis 0. Die
Grenze hat gar keine wohldefinierte Lange! Dies kann tefiinur fir Mal3stabe
¢ gelten, die groRRer als die kleinste (z. B. die Mellatte dgméssungsingenieure)
und kleiner als die grof3te Lange (z. B. die Ausdehnung vantugal) sind.

Ein anderes einfaches Beispiel, bei dem die fraktale Diinen® nicht mit der
Einbettungsdimensiod, also der Dimension des Raumes Ubereinstimmt, in dem
sich das Objekt befindet, ist eine Zufallsbewegung/idimensionalen Raum. Die-
ser Zufallsweg wird auch als einfaches Modell fir ein Padymolekil diskutiert,
das aus vielen Monomeren besteht. Dabei nehmen wir an, d&bd®nd benach-
barter Monomere konstant ist, die Winkel zwischen je dréeimanderfolgenden
aber unabhangig und zufallig verteilt sind. Die Verbindavektorerr; benachbar-
ter Monomere sind dann Zufallsvektoren mit leicht zu benectiden Eigenschaften.
Im Mittel (...) verschiedener Molekulkonfigurationen gilt:

(r) =0, (ri-r;)={(r;))-(r;)=0 fir i #j und (r;?) =d*,

wobeia der Abstand benachbarter Monomere sein soll. Fir den Vdktowischen
Anfang und Ende des Molekills, das a¥st+ 1 Monomeren bestehen moge, gilt:

N
R = E r;,
i=1

und damit N
<R2> = ZZ (ri : rj) = Z(’l"i2> + Z(T’l . ’l"j) = Na?.
i=1 j=1 i=1 i£j

Da die MasseV! proportional zur ZahIV der Monomere und die lineare Ausdeh-
nung L proportional zw/(R?) wachst, gilt also

M x L?
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und mit Gleichung (3.23) folglichD = 2. Ein solcher Zufallsweg, im Fachjargon
random walkgenannt, ist daher immer ein zweidimensionales Objekthhdagig
von der Dimensionl des Raumes, in dem er erzeugt wird. Die fraktale Dimension
wird allerdings verkleinert, wenn man die Ausdehnung dez&nen Monomere
mit berlicksichtigt. Diesen Effekt werden wir im Abschriittt besprechen.

Algorithmus und Ergebnis

Nun wollen wir uns die anfangs erwahnten Spiele genauahangn. Zunachst der
Algorithmus fur das Wiirfelspiel:

e Wahle drei Punktg, , p, undp, und einen Startpunkg, beliebig in der Ebene.

e Ausgehend vom Punlg,,, konstruiere den nachsten Pumkt, , auf folgende
Weise: Wahle zufallig (z. B. mit einem Wurfel) einen deedPunktep,. Dann
berechne die Mitte der Verbindungslinie zwisclignundp,, also

q4,.,=(q,+p;)/2.

o lteriere die obige Gleichung unendlich oft.

Welches Muster erzeugen die Punktg), q,, q,, - . .} in der Ebene? Der Algorith-
mus, den wir wegen der hoheren Rechengeschwindigkéitsnhreiben, ist leicht
zu programmieren. Jeden Punkt definieren wir als Strukttijewieils zwei ganz-
zahligen Variablerr undy, die die Pixelkoordinaten auf dem Bildschirm angeben.

struct{int x, int y} gn={20,20}, pw,
pl31={{10,10}, {MAXX-10,10}, {MAXX/3,MAXY-10}} ;

Die Startwerte sind in der Typendeklaration direkt mit ayegeen. In jedem Iterati-
onsschritt wird nun einer der drei Punkté 11 durch das Ziehen einer Zufallszahl
i € {0,1,2} ausgewahlt,

pw = pl(3*rand() ) /RAND_MAX]
und ein neuer Punkt berechnet:

gn.x = (pw.x + gn.x)/2 ;
gn.y = (pw.y + aqn.y)/2 ;

Dann wird an dieser Stelle ein Bildpunkt gezeichnet, z. B.dem PC mit

putpixel (gn.x, gn.y, WHITE) ;
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3.15 Punkte in der Ebene, die durch
das im Text beschriebene Wirfel-
spiel erzeugt wurden. Die Ecken des
Sierpinski-Dreiecks sind die Punkte
! ! pl0],p[1] undp[2].

Das Ergebnis zeigt Abbildung 3.15. Erstaunlicherweidetfidie Zufallsbewegung

des Punktes zu einer offenbar regelmaftigen Struktur, diéreinandergeschach-
telten Dreiecken besteht. Die Struktur ist selbstahnligldes Dreieck sieht gleich
aus, unabhangig von seiner GroR3e (natirlich nur flidRes die wesentlich grol3er
als die Pixelabstande sind). Die Struktur ist aber fast Jedes Dreieck hat beliebig
viele Locher auf jeder Langenskala. Jeder Startpunkidanach wenigen Iteratio-
nen auf diesem seltsamen Gitter; das Geriist, das auch aeenSierpinski-gasket

hat, ist also ein Attraktor der Dynamik fur die gesamte Eben

Das zweite geometrische Spiel lautet wie folgt:

e Starte mit einem Dreieck,
¢ entferne aus seiner Mitte ein Dreieck so, daf3 drei gleicteéeldke Ubrigbleiben,
e iteriere dies unendlich oft fur alle jeweils Ubrigbleiizen Dreiecke.

Wegen der einfachen Graphikbefehle wollen wir dieMathematicgprogrammie-
ren. Jedes Dreieck wird durch eine Liste von drei Punkteeiredbene beschrieben.
Das Startdreieck lautet:

list={{{0.,0.},{.5,N[Sqrt[3/4]11},{1.,0.}}}

Jedes Dreieck wird nun dadurch verdreifacht, da3 man esnéirsinem Faktor%
staucht und dann um eine Kantenlange entlang zweier Kaetschiebt:
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verv[d ] := Block[ {dl,d2,d3},

dl={dl[1]], (dl[2]1]1+d[[1]])*.5,
(al[311+dl[1]11)*.5};

d2=dl+Table[(d1[[3]]1-d1[[1]]),{3}];

d3=dl+Table[(d1[[2]]1-d1[[1]]),{3}];

{d1,d2,d3}
]

Diese Funktion wird mit dem Befeiap auf die ganze Liste von Dreiecken wie-
derholt angewendet. Der Befahb1ygon produziert schlie3lich Dreiecke als Gra-
phikobjekte, die mishow gezeichnet werden:

plotl:= Block|[ {listzw,plotlist},
listzw=Map [verv,list];
list=Flatten[listzw,1];
plotlist=Map [Polygon,list];
Show [Graphics [plotlist],
AspectRatio -> Automatic]
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3.16 Durch wiederholtes Herausschneiden von Dreiecken wird ein FraktaleniDimensi-
onD ~ 1.58 erzeugt.

Abbildung 3.16 zeigt das Ergebnis. Wir erhalten offenbargleiche Struktur wie
im vorherigen Wiirfelspiel. Jetzt konnen wir aber leicinisehen, daf? das selbstahn-
liche Geruist im Limes unendlich vieler Iterationen einkEahist. Wenn wir eine
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Kante der Langd. eines Dreiecks halbieren, so reduziert sich offenbar ddamse
M um den FaktoB. Nacht Schritten gilt

Mt == 37tM, Lt == 27tL.
Daraus folgt

D—l In M, . (=t) n3+InM 1In3
= lim = lim S —
t—oo In L, t—>00 (—t) In2+1InlL In2

Das Sierpinski-Gerust hat daher die gebrochene DimernRiea 1.58... ; es fullt
zwar keine Flache, ist aber mehr als eine Linie. Seine Bipht M/L? ist null,
und jedes noch so kleine Dreieck sieht genauso aus wie diegro

Es ist bemerkenswert, dal3 sich die Natur der Fraktale bedierz. B. jede Stel-
le eines Korpers effektiv mit Blut zu versorgen oder um zdpairende direkte Ver-
bindungen vori0'! kommunizierenden Nervenzellen in unserem Gehirn zu erzeu-
gen. Die Technik konnte die Fraktale bisher nur wenig nutZas Buch von M.
Schroder allerdings beschreibt den Einsatz fraktaleteRigfren in der Akustik.

Ubung

Eine Koch-Kurve ist durch folgende Iteration definiert: Aeiser Strecke wird das
mittlere Drittel herausgetrennt und dafiir eine Ausbusbtmnit gleicher Kantenlan-
ge wie im folgenden Bild hinzugefiigt. Starten Sie mit eirgleichseitigen Dreieck

VAN

und iterieren Sie die obige Konstruktion fir jede Kantegliahst oft. Sie erhalten
dann die Kochsche Schneeflocke.
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3.4 Neuronales Netzwerk

Konnen Computer unser Gehirn simulieren? Jeder, derbdaniachdenkt, wird
wohl zu dem Schluf3 kommen, dal? diese vermessene Frage figutigen Compu-
ter mit einem deutlichen Nein beantwortet werden mul3. Zvval Beutzutage eine
Menge von Fakten Uber die Arbeitsweise unseres Gehirraningktrotzdem weif3
man noch nicht, wie aus dem Informationsaustausch1voh Nervenzellen (Neu-
ronen) und ihrenl0!* Kontaktstellen (Synapsen) solche uns selbstverstaratiic
Vorgange wie Lernen, Erkennen und Denken entstehen kdnne

Wir wissen wenig, aber dennoch versuchen zur Zeit einigeetadi Wissenschaft-
ler und Ingenieure, Computerprogramme zu entwickeln, @il von der Archi-
tektur als auch von der Funktion des Gehirns lernen. Soldherthmen und deren
Hardware-Realisierung nennt makeuronale Netzwerkbzw. Neurocomputerin
der Tat haben sie Eigenschaften, die sich deutlich von detigesm Computern un-
terscheiden.

Ein Neuronales Netz erhalt kein Computerprogramm, sandsrlernt anhand
von Beispielen, indem es die Starken seiner Synapsen dapafit. Nach der Lern-
phase kann es verallgemeinern, d. h. es hat aus den BeisBie@eln erkannt. Die
gelernte Information ist nicht wie im Computer in numeeriSchubladen gespei-
chert, sondern verteilt im gesamten Netz der Synapsen. @iélist kein strenges
»Ja oder Nein“, sondern ein verschwommepidghr oder Weniger” .

Viele eindrucksvolle Anwendungen der Neuronalen Netzd §inden letzten
Jahren demonstriert worden: englischen Text ausspregiféarn erkennen, Back-
gammon spielen, Motordefekte an den Laufgerauschen eekeBankkunden nach
ihrer Kreditwirdigkeit beurteilen, Borsenkurse vorseggen usw. Es hat sich her-
ausgestellt, dalR Neuronale Netze oft mit anderen, viel kaiegeren Methoden
konkurrieren konnen. Dabei sind die Lernregeln verlgiaéf einfach und universell.

Das einfachste Neuronale Netz, das sogenapPeiteeptron wurde schon in den
sechziger Jahren angewendet und mathematisch unterigcéall hier vorgestellt
und programmiert werden. Unser Perzeptron lernt, die Ttasiagabel und0 vor-
herzusagen. Selbst wenn der Leser sich bemiht, die be@sanTvollig zufallig
zu wahlen, wird das Netzwerk im Mittel besser als 50% rightirhersagen. Zwar
ist diese Fahigkeit noch recht bescheiden, doch immeraim lein Rechner mit ei-
nem Funf-Zeilen-Algorithmus einé€3-Programmes lernen, menschliches Verhalten
vorherzusagen; das sollte uns doch zu denken geben!

Physik

Das Perzeptron besteht aus einer EingabeschichtNearonen*S;, einer weiteren
Schicht vonN , synaptischen“ Gewichtew; (i = 1,..., N) und aus einem Aus-
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gabeneuroiy,, das mit allen Eingabeneuronen direkt Uber Synapsen ppetbist.
Wie bei realen Nervenzellen reagiert das Elemgrauf die Summe der Aktivitaten
derjenigen Neuronen, die Uber die synaptischen Verbigeudirekt aufS, einwir-
ken konnen. Schon 1943 wurde dieser recht komplexe zéitagipe Vorgang durch
eine einfache mathematische Gleichung beschrieben:

N
Sy = sign (Z S; wj> . (3.28)

Jj=1

Dabei kann jedes Neuron nur zwei Zustande annehmen: E§$uht —1) oder
es sendet ImpulsgS; = 1). Die Koeffizienterw; € R modellieren die Starke, mit
der das ankommende Signal des NeurSndurch die Synapse in ein elektrisches
Potential im Kern vorf, umgewandelt wird. Die reelle Zahl; beschreibt komple-
xe biochemische Prozesse; eine Synapse kann beispigshesizmendw; < 0)
oder erregendw; > 0) sein. Wenn die Summe der Potentiale den Schwellerfvert
Uberschreitet, dann feuert das Neuféy = +1), sonst ruht e$S, = —1).

Dies ist die biologische Motivation fur die Gleichung (8)2Mathematisch de-
finiert sie eine Boolesche Funktida+-1, —1}" — {+1,—1}, die jede der mogli-
chen Eingabet$ = (S, Ss, ..., Sy) nach+1 oder—1 klassifiziert. Es existieren
2N verschiedene Eingabe$i. Im allgemeinen kann man jede davon mpit oder
—1 markieren, also gibt e22") Boolesche Funktionen; fllv = 10 erhalt man die
unvorstellbar groRe Zahn3%3.

Das durch Gleichung (3.28) charakterisierte Perzeptréiniddg aber nur speziel-
le Boolesche Funktionen. Geometrisch gesehenSinddw = (wy, ws, ..., wy)
Vektoren imN -dimensionalen Raum. Gleichung (3.28) trennt die Ausgahes 1
undSy, = —1 durch dig(INV — 1)-dimensionale Hyperebene- S = 0. Daher nennt
man das Perzeptron auch eine linear separable BoolesckédrumMan kann zei-
gen, daRk deren Anzahl kleiner &<¥") ist, fir N = 10 aber immerhin noch03°.

Was bedeutet nun Lernen und Verallgemeinern fur das dutekcting (3.28)
beschriebene Perzeptron? Ein Neuronales Netzwerk evhdkr Regeln noch Pro-
gramme, sondern Beispiele. In unserem Fall bestehen dgpiBki aus einer Men-
ge von Eingabe/Ausgabe-Paarém,,,y,) mit , = (z,,,%ys,.-.,Tun)s Yo €
{+1,—-1} undv = 1,..., M, die von einer unbekannten Abbildung geliefert wer-
den. Wie bei realen Nervenzellen lernt unser Netzwerk dysghaptische Plasti-
zitat* , d. h. es pafdt die Starke seiner Gewictatean die Beispiele an. Im guinstig-
sten Fall kann das Perzeptron nach der Lernphase alle Engathtig klassifizie-
ren:

y, = sign (w - z,). (3.29)

Schon seit den sechziger Jahren sind effektive Lernredeldds Perzeptron be-
kannt. Bereits 1949 hat D. Hebb postuliert, dal3 Synapséresiclie Aktivitat ihrer
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beiden Ein- und Ausgangsneuronen anpassen. Mathematisde diese Aussage
spater so formuliert:

1
Aw = N Y T (3.30)

Bei der Prasentation desten Beispiels andert sich jede Synapsenstarkein we-

nig, und zwar proportional zum Produkt aus Eingabe- und Abegktivitat. Wenn
nur ein Beispielx, y) gelernt werden soll, sieht man leicht, da Synapsen aus Glei
chung (3.30) die zu lernende Bedingung (3.29) perfekilerfi{z; € {+1,—1}):

N N
Y Y
S DI RS ST
j=1

Jj=1

Allerdings geht das nicht mehr, wer¥i NeuronenM = O(N) Beispiele lernen
sollen; in diesem Fall muf3 man Gleichung (3.30) ein wenanalein. Jedes Beispiel
soll nur dann mit Gleichung (3.30) gelernt werden, wenn ehmicht richtig durch
das momentana abgebildet wird:

1
_Nyu

Dies ist die bekannte Perzeptron-Lernregel, fur die Rols¢i1960 einen mathema-
tischen Konvergenzbeweis gefunden hat: Wenn\diBeispiele(z,, v, ) Uberhaupt
durch ein Perzeptron richtig abgebildet werden konnenndaoppt der Algorith-
mus (3.32). In diesem Fall findet die Lernregel (3.32) alsmaneinen Gewichts-
vektorw, einen von vielen, der fur alle Beispiele die Gleichun@@3.erfullt.

Da dieses Lehrbuch Algorithmen betont, wollen wir den Bewaér vorstellen.
Mit der Definition z, = y, &, suchen wir also einv mit w - z, > 0 furv =
1,..., M. Nach Voraussetzung soll es ein solchesmit w, - z, > ¢ > 0 fur alle
v geben. Die Konstante > 0 entspricht dem kleinsten Abstand der Punkjezu
der durchw, definierten Hyperebene.

Wir starten nun den Algorithmus mié (¢ = 0) = 0. ¢ soll diejenigen Lernschrit-
te zahlen, bei denen die Gewichte geandert werden, beindaisow (¢) - z, < 0
gilt. Bei jedem solchen Schrittliefert die Lernregel

Aw x, wenn (w-z,)y, <0, sonstAw =0. (3.32)

w(t+1) = w(t) + % 2, (3.33)
Wenn wir Gleichung (3.33) vektoriell quadrieren, erhalign
2 2 2 ]. 2
(w(t+1)" = (@)’ + w2+ (=)
< (W) + - (3.34)

ﬁ .
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Beachten Sie, daf%, )’ = 3 25, = N ist.
j
Iteriert man Gleichung (3.34) vanbist, so erhalt man mitv(0) = 0:

ot
(w(t)” < - (3.35)

Eine Abschatzung fur das Skalarproduit - w(t + 1) ergibt

1
w*-w(t—l—l):w*-w(t)—i-ﬁ'w*-z,,Zw*-w(t)—l—%, (3.36)

die Iteration vor)) bis¢ also
Lw(t) > —. 3.37
w, - w(t) > N (3.37)
Nun setzen wir (3.35) und (3.37) in die Schwarzsche Unglgigh

(w(t)’ (w.)” > (w(t) - w,)” (3.38)
ein und erhalten A
% (w.)’ > <L (3.39)
oder ‘
t< N% =1,. (3.40)

Damit ist die Zahlt der durchgefilhrten Lernschritte beschrankt, der Atgarus
stoppt nach hochsterts Schritten. Er endet aber nur, wenn alle Beispiele richtig
abgebildet werden. Die Perzeptron-Regel kann also alibéeen Probleme auch
wirklich perfekt lernen.

Wenn sehr viele Beispiele gelernt werden sollen, wird destahdc zur Hyper-
ebene klein und damit die Zah| der Lernschritte sehr gro3. Das bedeutet, dal3 man
eventuell jedes Beispiel sehr oft lernen mul3, bis schibf@ile richtig klassifiziert
werden.

Wieviele Beispiele kann ein Perzeptron Uberhaupt lerri2a® hangt offenbar
von der unbekannten Abbildung ab, die die Beispiele erz&\ghn diese von einem
anderen Perzeptron stammen, dann kann nach dem obigenrenzelheorem
jede AnzahlM gelernt werden. Wenn dagegen die Klassifikationshjtzufallig
gewahlt sind, dann gibt es wieder exakte AussagendFix. N kdnnen alle Bei-
spiele perfekt gelernt werden, im Lim@& — oo sogar (mit Wahrscheinlichkeit 1)
fur M < 2N.
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Nach der Lernphase kann das Perzeptron verallgemeinesnb@&peutet, dal3 es
eine EingabeS, die es vorher nicht gelernt hat, genauso klassifiziert waaudbe-
kannte Abbildung, von der es gelernt hat. Wenn,dliehrer”-Funktion fur eine Ein-
gabeS das Resulta$ liefert, dann ist ein Mafg fur die Verallgemeinerungsfahig-
keit folgendermalRen definiert

g=(0(SHw-9))s . (3.41)

wobei Uber viele Eingabe8§ gemittelt wird.g = 1/2 ist das Ergebnis von zufalli-
gem Raten, das Perzeptron kann in diesem Fall nicht venadigeern. Beig > 1/2
dagegen hat das Perzeptron in den gelernten Beispielemyeiviese Regelmanig-
keit erkannt und stimmt mit der Wahrscheinlichkgitit dem, Lehrer* Giberein.

Wir wollen nun das Perzeptron benutzen, um Zeitreihen zlysieaen und Vor-
hersagen fiir den nachsten Zeitschritt zu machen. Esselreige von Bits gegeben,
z.B.

F=(,-1,-1,1,1,-1,-1,-1,1,1,1,-1,1,1, -1, ...) . (3.42)
Das Perzeptron tastet jeweils ein Fenster %0Bits ab
z,=(F,,F,1,...F, n 1) (3.43)

und macht eine Vorhersage fur das Bjt, y:

F,,n=sign(w-z,) . (3.44)

Dann lernt das Perzeptron das Beisgie], F,, , ) mit der Rosenblatt-Regel (3.32)
bzw. (3.33), schiebt das Fenster um ein Bit nach rechts urdhingne neue Vor-
hersage fur die Eingahe, , ;. Dies wird iteriert und eine Trefferraggbestimmt.

Wenn die FolgeF' eine Periodé hat, dann gibt es offenbdrd Beispiele und fur
M < N kann das Perzeptron diesgRhythmus* perfekt lernen. Eine Zufallsfolge
dagegen wird immer eine Trefferrate vgn= 50% liefern. Wir wollen selbst eine
Bitfolge eingeben und testen, ob und wie gut ein einfacheze&on deutliche
bzw. unbewul3te Regelmafigkeiten daran erkennen kann.

Algorithmus

Dazu programmieren wir das Perzeptron in der Spr&zhBie Neuronenaktivitat
wird im Feldneuron [N] und die synaptischen Gewichteveight [N] gespei-
chert. Die Variableinput erhalt das nachste Bit. Es wird immer nur das letzte
Beispiel gelernt. Der Lern- und Vorhersage-Algorithmus3g3 und (3.44) lautet
dann einfach:
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while (1) {

1. Einlesen:

if (getch() == '1’) input=1l; else input = -1; runs++;
2. Potential berechnen:

for (h=0., i=0; i<N; i++) h += weight[i] * neuronl[i];

3. Treffer der Vorhersage zahlen:
if (h*input >0) correct++;
4. Lernen:
if (h*input < 0)
for (i=0; i<N; i++)
weight [i] += input*neuron[i]/ (float)N;
5. Fenster verschieben:
for (i=N-1; i>0; i--) neuron[i] = neuron[i-1];
neuron [0]= input;
} /* end of while */

Der wesentliche Teil des Programmes. ¢ besteht also wirklich nur aus funf Zei-
len. Alles Ubrige ist Initialisierung und Bildschirmgfaig. Die Trefferrate in der
Formcorrect/ runs*100. 0 wird jedes Mal ausgedruckt, ebenfalls die Starke
der Gewichte und das Ergebnis der Vorhersage. Nach derdagte neu gezahlt,
und mite verlalt man das Programm.

Die Versionnnf name Ubernimmt die Eingaben und 0 aus der Datehame.
Wir wollen hier kurz zeigen, wie man Argumente aus der Komdeaeile Uberneh-
men und eine Datei lesen kann. Die Funktignin enthalt nun Argumente

main (int argc, char *argvl[])

argc enthalt die Anzahl der Eingabeworte, hiergc=2. Die beiden Feldkom-
ponenterargv [0] undargv [1] enthalten die Adressen des Programmnamens
(nnf) und des Argumentg$name) . Wird kein Name eingegeben, so soll er abge-
fragt und eingelesen werden. Mit diesem Namen wird dannrdspeachende Datei
zum Lesen geoffnet.

FILE *fp;
char str[100];
if (argc==1) { printf ("Welche Eingabedatei?") ;
scanf ("%s", str);
}
else strcpy(str, argv[1l]);
if ((fp=fopen(str,"r"))==NULL)
{ printf ("Datei nicht vorhanden") ;
exit(1); 3}
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Das Einlesen der Zeicheinund 0 lautet dann folgendermal3en:

while (feof (fp) ==NULL)
{ switch (fgetc (fp))
{ case’l’: input=1l; break;
case’0’: input=-1; break;
default: continue;

feof signalisiert das Dateiende uridietc liest das nachste Zeichen aus der Da-
tei, die durchf open den Zeigertp erhalten hatoreak springt aus demwi tch-
Befehl heraus, undontinue Uberspringt den Rest dehile-Schleife, die wie
vorher die Schritte zwei bis funf enthalt. Das Programint nimmt nur die Einga-
ben1 undo als Bitsequenz, wahrentch die Eingabel oder, verschieden von“ in

+1 und-1 umwandelt.

Ergebnis

Der Aufruf nn stellt das Perzeptron auf dem Bildschirm graphisch dad(Bil7).
Die Bitfolge aus der Tastatureingabeder0, dargestell als roter bzw. griiner Punkt,

QI Zeitreihenanalyse ‘ . iJ‘
| | | [ ] [ ]
® 1=Neuron feuert
O=Neuron ruht
Vorhersage richtig
|_| |_| = H = T o= H H 56.00 % Treffer
Kopplungsstasthen 3.17 Neuronales Netz zur Vorher-
Befehle: 1, 0, neue Statistik, ende ) ) )
. sage einer Zeitreihe.

ist zwar 20 Schritte weit zu sehen, das Perzeptron greift@lredie letzten 10 Bits

ab und macht eine Vorhersage fur die folgende Eingabe eligrsl nattrlich nicht
angezeigt, sondern das Ergebnis béereinstimmung wird erst nach der Eingabe
ausgedruckt. Den Lernvorgang sieht man an Alederung der synaptischen Ge-
wichte, die als violette Balken gezeichnet werden. Dief€rediteg ist das wesent-
liche Ergebnisy > 50% bedeutet, dal das Perzeptron eine Struktur in der Bitfolge
erkannt hat.
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Zunachst tippen wir einen Rhythmus ein, z. B.
1010101010...

Nach wenigen Schritten hat das Netzwerk diese zwei Musterrgaind liefert nur
noch richtige Vorhersagen. Wechselt man dann die Folgenar anderen Periode,
z.B.

111001110011100...,

so hat das Perzeptron ebenfalls nach wenigen Schrittea Ba@ge perfekt gelernt.
Eine Rickkehr zum vorherigen Rhythmus gelingt natunigader perfekt. Da die
Starkew der Synapsen aber durch den gesamten Lernvorgang beeinitd3hat
w andere Koeffizienten als vorher.

Nun versuchen wirl und 0 zufallig einzutippen. Wir haben dies mit Studen-
ten unserer Vorlesung getestet, die jeweils etwa 1000 neabeiden Zeichen in
moglichst zufalliger Folge in eine Datei geschriebendratDie Auswertung mit
nnf ergab eine mittlere Trefferrate van= 60%, mit Werten von50% < g <
80%. Offenbar ist es recht schwierig, Zufallsfolgen per Han@mzeugen. Oft gibt
schon die Vorhersage— 0 bzw.0 — 1 eine Trefferratgy > 50%. Das Perzeptron
erkennt recht schnell solche Rhythmen.

Funf Zeilen eines Computerprogrammes sind also in der Laggere Reaktio-
nen mit einer gewissen Wahrscheinlichkgitorherzusagen. Umgekehrt sollten wir
allerdings auch in der Lage sein, das Netzwerk zu tUbernligtenn das Perzeptron
ist ein einfaches deterministisches System, das wir geaeechnen kdnnen. Wir
konnen daher im Prinzip ausrechnen, welche Vorhersagdetas/erk machen wird
und dann genau das Gegenteil eintippen. So sollte es ungglidie Trefferrate
weit unter 50% zu driicken.

In der Tat lieferte ein Student eine Bitfolge ab, die= 0 ergab. Spater raumte
er allerdings ein, das Programm bereits zu kennen, so dadhatas Gegenbit vom
Netzwerk selbst erzeugen lassen konnte. Eigene VersuchdieaVorhersagen des
Modells entsprechend zu reagieren, konnjeauf etwa 40% driicken. Wir laden
unsere Leser herzlich ein, beides auszuprobieren: dieugurg von Zufallsbits
und dieUberlistung des Perzeptrons.

Ubung

Schreiben Sie per Hand in eine Dateime . dat eine Folge von etwa 2000 Zei-
chen, und zwar 1 oder 0, die moglichst zufallig eingetigptden sollen. Fremdzei-
chen werden vom Programm ignoriert. Lassen Sie diese Ddtemr name . dat

auswerten. Sind Sie ein guter Zufallszahlengenerditnépriifen Sie, ob Zufalls-
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bits, die vom Computer erzeugt werden, eine Trefferrateetarm 50% liefern. Wie
grol3 darf die Abweichung von 50% sein?
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Kapitel 4
Differentialgleichungen

Seit mehr als 300 Jahren beschreiben Physiker die Bewegumigassen durch Ge-
setzmaligkeiten im unendlich Kleinen: Massenelementeben sich durch Krafte
in einem winzigen Zeitschritt eine winzige Strecke vongaEine solche Beschrei-
bung fuhrt auf Differentialgleichungen, die auch heutemdas wichtigste Werk-
zeug in der Physik sind. Wenn doppelt so starke Ursachendgippelt so grol3e
Wirkung haben, kann man die Gleichungen meist losen. Bétlimearen Differen-
tialgleichungen dagegen ist man oft auf einige wenigedisispezialfalle oder auf
numerische Losungen angewiesen. In diesem Kapitel wolieaine Einfuhrung in
einige der numerischen Methoden geben und dazu einfachsikpligche Beispiele
l6sen.

Es gibt viele fertige Programmpakete zur numerischen bgswon Differential-
gleichungen. So kann man beispielsweisdimthematicamit NDSo1lve gewdhn-
liche Differentialgleichungen losen, ohne die Einzeéieides Programms zu ken-
nen. Trotzdem wollen wir hier nicht ganz auf die Beschregpbder Algorithmen
verzichten, denn erstens mufd man bei groRen und schwidPigdaslemen immer
selbst einen Kompromifd zwischen Rechenzeit und Recheniggeit suchen, und
zweitens gibt es fur viele Spezialfalle besondere Megimodlie auch heute noch
erforscht werden.

4.1 Runge-Kutta-Methode

Grundlagen

Zunachst wollen wir die Losung einer gewodhnlichen Diffietialgleichung disku-
tieren. Dazu betrachten wir eine Funktig(), derenn-te Ableitungy ™ (z) sich
als Funktion vonz und allen vorherigen Ableitungen schreiben laft,

y™ = f(z,y,9,y",...,y"Y), (4.1)

also eine explizite Differentialgleichungter Ordnung. Diese Gleichung ist aquiva-
lent zun Gleichungen erster Ordnung, denn mit=y, y» = ¢/, ..., y, =y~ "
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erhalt man das Gleichungssystem

Y = ¥
Ys = Y3
4.2)
Yn1 = Un
y;z = f(xayla"'ayn)a
oder in Vektorform mity = (y1, Yo, -, Yn)
. ylx+Az) —y(z
y'(@) = lim YEEED YD _ 5y, @3)
z—0 Al'

Kennt man den Vektoy am Ortz, so kann man seinen Wert nach einem winzigen
Schrittz + Ax mit Gleichung (4.3) berechnen. Dies ist auch die numeristéiio-
de: Die Ortskoordinate wird diskretisiert und mit Gleichung (4.3) versucht man,
y am Nachbarort + Az mdglichst genau zu berechnen.

Zur Beschreibung der numerischen Methode beschrankeimsiauf die Dimen-
sionn = 1, d. h.y und f haben nur je eine Komponenjeind f. Der vorzustellende
Algorithmus laf3t sich spater leicht auf beliebige Dimengn erweitern. Sei also

y' = f(z,y) (4.4)

gegeben. Fur den Start der Rechnung benotigen wir offesiban Anfangswert
y(zo) = yo. ZUnachst diskretisieren wir die-Achse:

Tp =20 +nh, (4.5)

wobein eine ganze Zahl undl die Schrittweite ist. Seiep,, = y(z,) undy!, =
y'(x,). Dann gibt die Taylor-Entwicklung

h? h?
Ynst = Y(@n £h) =ya Fhy, + Syp+ 2y +O0RY). (46)
y,, erhalt man aus Gleichung (4.4). In der einfachsten Naiggrdem sogenannten
Euler-Verfahrenerhalt man damit:

Ynt+1 = Yn + h f(wna yn) . (4-7)

Der Fehler ist von der GroRenordnuhg Diese Methode wird nicht fiir den prak-
tischen Einsatz empfohlen. Mit nur geringem Aufwand karengésentlich verbes-
sert werden.

Gleichung (4.7) berucksichtigt nur die Steigufigam Punkt(z,,, y,), obwohl
sie sich auf dem Weg zum nachsten Pupkt, ;, ... 1) schon wieder geandert hat.
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Die Taylorreihe (4.6) zeigt, dal3 es glinstiger ist, diedbteq auf dem halben Weg
zu diesem Punkt zu benutzen, denn dann gewinnt man einee@utdung in der
Schrittweiteh. Doch dazu muf3 man zunachst eine geeignete Schatzung,fiir=

y (z, + L) finden. Dies ist die Idee des Runge-Kutta-Verfahrens, dasrsien Jahr
1895 entwickelt wurde. Nimmt man die Entwicklung (4.6) an 8tellex,, + % mit
der Schrittweitel, so gilt:

h h\’ 1
Yn = Ynil — 5 y;+% + (5) 5 y;{+% + O(h?),
h h\’ 1
Yntt = Ynid T 5 Yny T (§> 3 Yn+y T O(h?). (4.8)
Daraus folgt:
Ynt1 =Yn +h y;w-% + O(hS) : (4.9)

y,:H_l = f ($n+%7yn+%) apprOXimieren wir durcb" ($n+%ayn + % f(xna yn)) +
O(h?), so daR wir zu folgendem Algorithmus gelangen:

kl = h f(xnayn) )
k1

h
ky = h — —
2 f($n+27yn+ 2)7

Ynt1 = Yo+ ko (4.10)

Dieses Runge-Kutta-Verfahren zweiter Ordnung macht atseneFehler der Gro-
Renordnungd:?® bei nur zwei Berechnungen der FunktisnWenn man diesen Re-
chenschritt mehrmals iteriert, kann man noch hdhere Orglen vorv, ausloschen.
Das in der Praxis bewahrte Verfahren benotigt vier Rengea bei einem Fehler
von der Ordnungd®. Wir geben nur das Ergebnis an:

kl = h’f(xnayn) )

h k1
k, = h — -
2 f($n+27yn+ 2>7

h ks
k3 - hf(xn+§7yn+5>7

k4 = hf(xn+h7yn+k3)a
_ ki ky k3 k4
yn+1—yn+6+3+3+6-
Es bleibt das Problem, die Grof3e der Schrittwaiteu wahlen. Eine Moglichkeit,
einen geeigneten Wert filr zu finden, besteht darin, das Ergebnis fur verschiedene

(4.11)



130 4 Differentialgleichungen

h-Werte zu priifen. Bei schwach&nderung vony kann man sich groRe Schrittwei-
ten leisten, wahrend man im umgekehrten Fall viele kleireH@nschritte braucht.
Wenn also die Steigung vom stark variiert, sollte das Programm selbsttatig die
Schrittweiteh reduzieren.

Um den Fehler abzuschatzen, berechnet man parallel zugeRunge-Kutta-
Schritten (4.11) mit der Schrittweite (Ergebnisy, ;) einmal einen Runge-Kutta-
Schritt mit der Schrittweit@h (Ergebnisy, «»). Dies kostet weniger als 50 % Mehr-
aufwand, da die Ableitung am Startpunkt ohnehin schon beedtdst. Bezeichnen
wir die exakte Losung fur einen Schritt vamachz + 2h mit y(x + 2h), so betragt
die Abweichung der Naherungswetftg, |, bzw.y; «» vony(z+2h) , da wir ja eine
Methode vierter Ordnung verwenden:

y(z +2h) = you1 +20° ¢+ O(R%),
y(@+2h) = yie+(2h)° ¢+ O(R%). (4.12)

Die Konstantep ist durch die fiinfte Ableitung der Funktiay{x) bestimmt. Fir den
UnterschiedA = y,» — Y2 folgt hieraus:

N (4.13)

Wenn wir also zwei Schrittweiteh, und h, wahlen, so gilt:

0.2
A,

h,[):hl A
1

(4.14)

Aus dem berechneten Fehl&y zur Schrittweiteh; kann damit die Schrittweit®,
fur die gewiinschte Genauigkel, berechnet werden. Bezieht man die gewiinschte
Genauigkeit auf den globalen statt wie in (4.12) bis (4.14)d&n lokalen Fehler, so
muf in Gleichung (4.14) der Exponeht5 durchl/4 ersetzt werden. In der Praxis
hat sich ein gemischtes Verfahren als verlaRlich erwiedas bei einer moglichen
VergroRRerung vomn vorsichtshalber den Exponentéf und bei einer notigen Ver-
kleinerung den Exponentdn/4 benutzt.

Oft gibt es in der Physik Bewegungsgleichungen der Form

d_a:
dt
dv

D= .. (4.15)

v(t) ist die Geschwindigkeit eines Teilchens mit der Batft). In diesem Fall gibt
es einen Trick, um die Steigung zwischen zwei Punkten ab&tzen: Man berech-
netz zu den Zeitert,, = to + nh mitn = 1,2,3... undv zu den Zwischenzeiten
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t,4 1 durch

Un-{—% = U’n—% + h’f(xnatn) )
Tpt1 = T+ hu,gr. (4.16)

Der Algorithmus springt also immer hin und her zwischen derdghnung des Ortes

z und der Geschwindigkeit an den Zwischenplatzen. Deshalb hat er den Namen
leapfrog (Bocksprung)Da die Ableitungen immer in der Mitte zwischen jeweils
zwei aufeinanderfolgenden Werten berechnet werden, iskeleler von der Ord-
nungh®. Obwohl die Leapfrog-Methode denselben Rechenaufwandi@r&uler-
Schritt erfordert, ist sie genauer und in der Praxis vieustér. Sie wird daher gern
bei derMolekulardynamilkverwendet, also bei der Losung der Bewegungsgleichun-
gen von vielen miteinander wechselwirkenden Teilchen.

AbschlieRend soll noch darauf hingewiesen werden, dal3 dagdKutta-Ver-
fahren zwar einfach und robust ist, dal? es aber je nach Pnet#tung noch bes-
sere Methoden mit geringerer Rechenzeit geben kann. Bkggise kann man
das Ergebnis von mehreren einfachen Schritten fir verdenieh-Werte berech-
nen und furh — 0 geeignet extrapolieren; dies ist die Idee der Richardsadrapa-
lation und der Bulirsch-Stoer-Methode. Eine andere Mibddeit ist, verschiedene
y;-Werte mit einem Polynom zu extrapolieren und damit einehesage flr einen
yn-Wert zu erhalten, mit dem die Steigup berechnet wird. Durch Integration der
. -Werte korrigiert man dann den Weyt. Auch fur solche sogenannten Predictor-
Corrector-Methoden gibt es in den Lehrbiichern geeignégerAhmen.

Algorithmus

Gleichung (4.11) kann man einfach programmieren, selbsthweund f wieder

durch Vektorerny und f ersetzt werden. IMathematicasind danny und f Listen

von Zahlen bzw. Funktionen. Fallf nur vony und nicht vonz abhangt, kann
Gleichung (4.11) geschrieben werden als

RKStepl[f_, v, yp_, h_]:=

Module[{k1l, k2, k3, k4},

k1 = h N[f/.Threadly -> ypll;

k2 = h N[f/.Threadly -> yp+kl1/211;
k3 = h N[f/.Threadly -> yp+k2/2]1];
k4 = h N[f/.Threadly -> yp+k311];

vp + (k1 + 2%k2 + 2%k3 + k4)/6 ]

Die FunktionThread weist jedem Element der Liste den entsprechenden Wert
der Listeyp zu. Man beachte, daR1, k2, k3 und k4 wieder Listen sind. Die
y,-Werte im Intervall [0, z] erhalt man dann aus dem Anfangswegytdurch
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RungeKutta [f_List,y List,y0_List, {x , dx_}]:=
NestList [RKStep[f,y,#,N[dx]]&,N[y0],Round[NI[x/dx]]1]

Zum Vergleich programmieren wir auch das Euler-Verfahren:

EulerStepl[f_,v ,yp_.,h ]:= yp+h N[f/.Threadly -> yp]l]
Euler[f_,yv ,v0_,{x_, dx }]:=
NestList[EulerStep[f,y,#,N[dx]]&,N[y0],Round[N[x/dx]]]

Ergebnisse

Wir wollen die Differentialgleichung fur ein Problem k&g, das wir schon im Ab-
schnitt 1.2 ausfihrlich untersucht haben: das mathechatiBendel. Die Hamilton-
funktion dazu lautet

hamilton = p~2/2 - Cosl[q]

Dabei istp die Winkelgeschwindigkeit> und g der Ausschlagswinkep des Pen-
dels. Energie und Zeit werden wie vorher in Einheiten xeq und \/l/_g gemes-
sen. Die Bewegungsgleichungen erhalt man aus den pantidbbleitungen der Ha-
miltonfunktion. InMathematicdautet damit deren Losung

RungeKutta[{D[hamilton,p], -Dlhamilton,qgl},
{g,p}, {phi0,p0}, {tmax,dt}]

1.5 1.5

1 1

0.5 0.5

p o P o
-0.5 -0.5
1 1
-1.5 -1.5

-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2
q q

4.1 Schwingung des Pendels im Phasenrauyrs= ¢,p = . Die Kurve links zeigt das
Ergebnis des Runge-Kutta-Verfahrens, wahrend die Kurve der rechten Graptériiler-
Methode berechnet wurde und offenbar ein falsches Resultat liefert.
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Abbildung 4.1 zeigt das Ergebnis. Die Kurve der linken Gilapst das richtige
Ergebnis fur den Anfangswinkel, = 7. Ohne Reibung ist die Energie erhalten und
die Kurve muf3 sich wieder schlieBen (siehe auch AbbilduAgy Zum Vergleich
enthalt die Abbildung rechts auch das Ergebnis des Ewdéiakirens mit derselben
Schrittweiteh = 0.1 . Man sieht, daR diese Methode ein vollig falsches Ergebnis
liefert, da die Energie wachst und sich die Kurve nicht igdtl

Naturlich kdonnen wir auch sehr einfach eine Reibungshrimizufiigen. Wir ad-
dieren zur Gravitationskraft einen Term der Formp und erhalten die Losung der
Bewegungsgleichung mit

RungeKuttal[{p,-Sinlgl-r p}, {qg,p}, {phi0,p0}, {tmax,dt}]

In Abbildung 4.2 sieht man, daR das Pendel seine Energienarhd in die Ruhe-
lageq = p = 0 relaxiert.

p &
-0.5
1
4.2 Wie Abbildung 4.1 links,
105 0 05 1 15 aber mit Reibung = 0.05 .
q
Ubung

Ein Teilchen der Masse: soll sich in einem eindimensionalen Doppelmuldenpo-
tential bewegen und aul3erdem eine Reibungskraft splieepraportional zur Ge-
schwindigkeit ist. Die Bewegungsgleichung fiir den @(t) als Funktion der Zeit

t lautet also

mi=—-ri+ax—bz

mit positiven Konstanten, ¢ undb. Je nach Startzustand endet das Teilchen entwe-
der in der linken £ < 0) oder in der rechten Potentialmulde.
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Fur die Konstanten/m = 0.1, a/m = b/m = 1 (in geeigneten Einheiten) sol-
len Sie in der Ebene der Startzustandé0(, #(0)) diejenigen Gebiete berechnen
und zeichnen, deren Punkte in der linken Mulde, alsorffed) = —1 landen.
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4.2 Chaotisches Pendel

Schon am Ende letzten Jahrhunderts hat der franzosisctireeMatiker Henri Poin-
caré gezeigt, daf? ein einfaches mechanisches System @imgldke Bewegung
ausfuhren kann. Die Vorstellung, daf man nur die Anfandjsigeingen moglichst
genau angeben muf3 und dalR man dann die Bewegung eines rsebbarystems
im Prinzip durch seine Newtonschen Bewegungsgleichungeawgvorausberech-
nen kann, wird in der Praxis schon bei einfachen Modellerbad@um gefuhrt. Im
allgemeinen reagiert ein System so empfindlich auf die Aggaedingungen, daf3
eine winzige Ungenauigkeit der Startwerte schon nach kute# zu einer grof3en
Ungenauigkeit der Vorhersage fihrt. Das gilt nicht nur die Wettervorhersage,
sondern auch schon fir ein einfaches Pendel mit aul3ererieldn

Obwohl diese Tatsache schon seit langem bekannt ist, hase400 Jahre ge-
dauert, bis ihre Bedeutung in der Wissenschaft erkannt uiodseht wurde. Erst
mit dem Computer konnte chaotische Bewegung im Detail satdt und — was
vielleicht ebenso wichtig ist — graphisch dargestellt veerd
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In diesem Abschnitt wollen wir ein einfaches Beispiel nuiswr berechnen: das
nichtlineare Pendel mit Reibung, das von einer aul3ereadiechen Kraft angetrie-
ben wird.

Physik

Wir betrachten zunachst das Pendel aus Abschitt 1.2 méfr einsatzlichen Rei-
bungskraft. Die Bewegungsgleichung fur den Winkét) der Auslenkung lautet in
dimensionsloser Form:

p4+rp+sing =0 (4.17)
mit einem Reibungsparameter> 0 . Diese Differentialgleichung zweiter Ord-

nung kann man durch die Einfuhrung vetft) = ¢(t) in zwei Gleichungen erster
Ordnung umschreiben:

$ = w,
w = —rw-—singp. (4.18)

Die Bewegung des Pendels laf3t sich daher in einem zweidiogalen Phasenraum
darstellen. Jeder Wefi, w) bestimmt eindeutig seingnderung(dy, dw) im Zeit-
intervall dt. Daher kann sich eine Trajektorie(t), w(t)) nicht selbst kreuzen.

Man kann zeigen, dal3 es aus diesem Grund keine chaotischegBegvgeben
kann. In zwei Dimensionen gibt es einfach keinen Platz fajektorien, die fur lan-
ge Zeiten etwas anderes tun, als geschlossene Bahnen en bidér sich solchen
anzunahern. In unserem Beispiel relaxiert:/fiur 0 das Pendel, eventuell nach eini-
gen Schwingungen urldberschlagen, zur Ruhela@e = 0,w = 0). Der Ursprung
des Phasenraumes ist ein Attraktor, der fast alle Anfamdgpuy(0),w(0)) an-
zieht. Jede Trajektorie lauft schlielich spiralformigr Ruhelage (siehe Abbildung
4.2).

Das andert sich, wenn wir eine dritte Richtung im Phasenratlauben. Dazu
treiben wir das Pendel mit einem periodischen DrehmomenStiekea und der
Frequenzv, an,

G+ro+sing =a cos(wyt). (4.19)
Mit § = wy, ¢ erhalt man

¢ = w,

w = —rw-—sinp-+acosh,

0 = w,. (4.20)

Die Bewegung des Pendels wird nun im dreidimensionalen Rgow, 6) be-
schrieben. Es gibt drei Parametet a,w,). Ohne Antrieb, ohne Reibung: =
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r = 0) und fur kleine Winkekp < 1 erhalten wir eine harmonische Schwingung
mit der Frequenzv, = 1. Es gibt deshalb im allgemeinen Fall drei Zeitskalen,
die miteinander konkurrieren: die Antriebsperide/w,,, die Eigenperiod@r /w,
und die Relaxationszeit/r. Wie schon beim Hofstadter-Schmetterling und beim
Frenkel-Kontorova-Modell fuhrt der Wettbewerb zwischarschiedenen Langen
oder Zeiten auch hier zu interessanten physikalischendthénen.

Die dreidimensionale Beweguitig(t), w(t), é(t)) ist nur schwer zu analysieren,
auch wenn wie in unserem Félhur linear mit der Zeit wachst. Um die Vielfalt der
moglichen Bewegungsformen auf die wesentlichen Strektau reduzieren, beob-
achtet man wie bei einer stroboskopischen Beleuchtung dieeBung nur nach
jeweils festen Zeitintervallen. Das Ergebnis wird Btsncae-Schnitbezeichnet.

Als Zeitintervall benutzen wir die Antriebsperiode undraehten

21y

D

(p(t;),w(t;)) mit t; = und 7 =0,1,2,.... (4.21)
Damit erhalten wir eine Folge von Punkten in der Ebene, wigaksr Punkt durch
seine Vorganger eindeutig bestimmt wird. Wie bei der Keti¢ dem Wellblech
(Abschnitt 3.2) reduzieren wir das Problem auf eine zweédigionale diskrete Ab-
bildung, allerdings mit dem Unterschied, dal fir>- 0 die Abbildung nicht fla-
chenerhaltend ist. Analog zur eindimensionalen logisgscAbbildung (Abschnitt
3.1) wird ein Flachenstiick bei der Iteration kleiner usdeatstehen Attraktoren.

Wie sehen nun Trajektoriefy(t;),w(t;)) im Poincaré-Schnitt aus? Bei einer
periodischen Bewegung mit der Periodenlagg¢w, sieht man in der strobosko-
pischen Aufnahme entweder einzelne Punkte oder eine gasene Kurve. Fr
wp = wy, gibt es nur einen einzigen Punkt in der, w)-Ebene. Fuw, = (p/q) wn
mit teilerfremden ganzen Zahlgenund g erhalt mary verschiedene Punkte, upd
bestimmt die Reihenfolge, in der diePunkte durchlaufen werden. Ist dageggn
ein irrationales Vielfaches vom,,, so fiillen unendlich viele Punkiep(;), w(t;))
eine geschlossene Kurve. Aus periodischen Bewegungetieesn im Poincaré-
Schnitt also entweder einzelne Punkte oder geschlosseneiiKuSolche Bahnen
konnen Attraktoren sein, d. h., startet man mit Punkte(0), w(0)) in einem ge-
wissen Einzugsgebiet, so laufen alle diese Werte zu eindcheso periodischen
Attraktor. Es sind auch mehrere Attraktoren mit dazugigedr Einzugsgebieten
moglich.

Es gibt aber noch andere Arten von Attraktoren, sogenamatigame Attraktoren
Sie kann man sich als eine Art Blatterteig vorstellen, dem murch fortwahrendes
Strecken und Falten erhalt. Solche Attraktoren entsgmrechaotischen Bahnen, die
scheinbar unberechenbar durch den Phasenraum lauferelBi@nsen Attraktoren
sind Fraktale (siehe Abschnitt 3.3), sie sind mehr als einglaber weniger als ein
Flachenstiick.

Die fraktale DimensionD kann man wie im Abschnitt 3.3 durdiberdeckung
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des Attraktors mitV Quadraten der Kantenlangdestimmen.

(4.22)

Numerisch effektiver aber ist eine Methode, die von Graggyeund Procaccia
vorgeschlagen wurde. Dazu erzeugen wir Dh&®unktex; auf dem Attraktor, die
moglichst unkorreliert sein sollen. Dann zahlen wir diezahl der Punktez;, die
einen Abstand zw; haben, der kleiner ist alB. Diese Zahl mitteln wir Uibet;.
Formal kdnnen wir diese Korrelation mit der Stufenfunkti®(z) ausdriicken:

N

. 1
C(R) = lim m; OR — |&; — zj|). (4.23)

C(R) kann als die mittlere Masse eines Ausschnittes des Atirsltafgefalt wer-
den, und die Masse-Lange-Beziehung aus Abschnitt 3.3iefgine fraktale Di-
mensionD¢ durch:

C(R) < R"c . (4.24)

Der log-log-Plot dieser Gleichung sollte also eine Gerade mit der Stgg)c
geben. Das gilt aber nur filR-Werte, die groer als der mittlere Abstand der Da-
tenpunkte und kleiner als die Ausdehnung des Attraktoi. sin

Eine andere Methode zur Definition der fraktalen Dimensiatzinden Begriff
der Informationsentropie. Dazu Giberdeckt man den Attrakieder mit Quadraten
der Kantenlange. Dann zahlt man, wieviele Punkte der erzeugten Trajektiori
jedem Kastchen liegen. Sei algp die Wahrscheinlichkeit, daf? ein Punkp, w)
des Attraktors im Quadrat mit der Nummegliegt. Die Entropie ist dann definiert
als

I(e) == pilnp;, (4.25)

und die Informationsdimensiob; erhalt man als

1
Dy = —1lim ﬁ . (4.26)
c=0 In¢
Man kann nun zeigen, dal® folgende Beziehung zwischen dérDdrensionen
besteht:

Dy < Dy < Dg. (4.27)

In der Praxis stimmen die drei Dimensionen oft innerhalbBlesbachtungsfehlers
Uiberein.
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Algorithmus

Zur numerischen Losung der Differentialgleichung (4.@@hlen wir das Runge-
Kutta-Verfahren vierter Ordnung aus dem vorherigen AbitHsm die Bewegung
schon wahrend der numerischen Rechnung auf dem Bildsctightbar zu ma-
chen, verwenden wir die Sprackemit der entsprechenden Graphikumgebung. In
unserem Programm kann wahrend des Laufes durch TasténdiriStarkea des
Antriebes geandert und zwischen der kontinuierlichen &pwmg und dem Poin-
caré-Schnitt hin- und hergeschaltet werden.

Es ist nicht schwer, den Runge-Kutta-Schritt Gleichungi{}selbst zu program-
mieren, aber wir wollen hier demonstrieren, wie die Routideint aus derNu-
merical Recipef das eigene Programm eingebunden wird.

odeint integriert das Gleichungssystem (4.20) mit adaptiver iBalgitenkon-
trolle. Die rechnerische Erzeugung der Trajektorie gilsh@b nicht deren tatsachli-
chen zeitlichen Verlauf wieder. Wer diesen Zusammenhahnglten mochte, sollte
direkt die Routinerk4 aus derNumerical Recipebenutzen.

Zunachst mussen alle Variablen der verwendeten Routiiedtariert und die
Routinen zum eigenen Programm hinzugefiigt werden. Dabé& beachtet wer-
den, dallodeint die Programmerk4 und rkgc benutzt und dal alle Routinen
gewisse Fehlerroutinen aufrufen, diednrutil enthalten sind. Man kann alle
benodtigten Programme direkt in den eigenen Programmiegirtkopieren oder mit
#include hinzufiigen, z. B. durch

#define float double

#include "\tc\recipes\nr.h"
#include "\tc\recipes\nrutil.h"
#include "\tc\recipes\nrutil.c"
#include "\tc\recipes\odeint.c"
#include "\tc\recipes\rkgc.c"
#include "\tc\recipes\rk4.c"

Der Pfadname hangt natirlich davon ab, wo der BenutzePdigramme gespei-
chert hat. Den ersten Befehl fligen wir hinzu, damit alldleeeVariablen im Pro-
gramm und in deRecipesyom selben Tyglouble sind.odeint wird in folgen-
der Form aufgerufen:

odeint (y,n, tl,t2,eps,dt, 0., &nok, &nbad, derivs, rkqgc)

Dabei isty ein Vektor mit den Variableiip(t,),w(t,)). Es wird Uber das Intervall
[t1,t] integriert und danach wirg durch die Endwertép(t,), w(t2)) ersetztn

ist die Anzahl der Variablen. Da wir in Gleichung (4.2D\ieder durchw,, ¢ erset-
zen, gibt es nun = 2 Variablen. Miteps geben wir die gewiinschte Genauigkeit
und mitdt eine Abschatzung der bendtigten Schrittweite an. Digal#en nok
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undnbad enthalten bei der Ausgabe Informationen tber die Anzahbdrotigten
Schritte.derivs ist der Name einer Funktion, mit der die rechte Seite von-Glei
chung (4.20) ausgewertet wird. Miterivs (t,y, £) werden aus undy die
Komponenten vort berechnet. Fir unser Beispiel ist

v[1] = o,
vy[2] = w,
und dementsprechend
£l1] = yl2],
f[2] = -rxy[2]-sin(y[1l])+a*cos (wp*t).

Schlief3lich tibergibt man der Routimgleint noch die Funktionrkgc, die wie-
derum den Runge-Kutta-Schritk4 aufruft. Man kann aber auch andere, eventuell
eigene Integrationsprozeduren Ubergeben.

Zusammenfassend besteht also der wesentliche Teil dessPmogendel . ¢
aus den Befehlen:

main ()

{
y[1l=pi/2.;
y[2]1=0.;

while (done==0)
{
odeint(y,2,t,t+3.*pi,eps,dt, 0., &nok, &nbad,derivs, rkqgc) ;
xalt=fmod (y[1]1/2./pi +100.5,1.)*xbild;
valt=y[2] /ysc*ybild/2+ybild/2;
rectangle(xalt,yalt,xalt+l,yalt+1);
t=t+3.*pi;
}

}

void derivs (double t,double *y,double *f)
{
fl1l=yI[2];
f[2]=-r*y[2]-sin(y[1l])+a*cos(2./3.*t);
}

Auch hier sollte ein guter Programmierer alle Konstanteth@oberechnen lassen.
Die Vektoreny und £ wurden einen Platz grol3er als erforderlich deklariertdiga
Recipedlie Indizes mitl anstatt mit) (wie in C) beginnen lassen.

Das obige Programm benutzt, = 2/3 und zeichnet die Punkieo(¢;), w(t;))
(als kleine Rechtecke) jeweils nach einer Antriebsperiode+ 37]. Will man die
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Bahn kontinuierlich laufen sehen, so mufd man 37 durcht + dt ersetzen, wobei
die Bahn im Zeitraunat moglichst nur wenige Pixel Uberspringen sollte. Im letet
Fall wird natirlich kein Punkt sondern eine Linie vom Andggh zum Endpunkt
gezeichnet.

Ergebnisse

Als Beispiel betrachten wir auf dem Bildschirm das getrigbPendel mit dem Rei-
bungskoeffizientem = 0.25 und der Antriebsfrequenz, = 2/3. Als Startwerte
wahlen wir die90>-Auslenkung(0) = /2, und die Anfangswinkelgeschwindig-
keit w(0) = 0. Mit der Tasteh bzw. t kdnnen wir die Antriebskraft. um jeweils
0.01 verstarken bzw. verringern.

Ohne Antrieb(a = 0) fuhrt das Pendel eine gedampfte Schwingung aus und halt
schlieBlich in der Ruhelaggp,w) = (0,0) an. Fir kleinea-Werte erhalten wir
nach einer Einschwingphase eine periodische BewegungeniPeriode2r/wy,,
also einen Punkt im Poincaré-Schnitt. Bei 0.68 ist der Antrieb so stark, daf3 sich
das Pendel Uiberschlagen kann. Die Bahn verla3t den Bitdseind tritt wegen der
Periodizitat des Winkelg (= horizontale Achse) auf der gegeniiberliegenden Seite
wieder ein.

| |
_| Getriebenes Pendel ‘ : |J‘

a = 0.700000, r= 0.25

Befehle: exit, hoch(a), tief(a), +, —, start, clear |
umzchalten(Trajektorie — Poincare)
| |

4.3 Bewegung des getriebenen Pendels im Phasenfaum), Antriebsstarker = 0.7 .

Fura = 0.7 beobachten wir einen chaotischen Attraktor (Abbildung.4r@ Poin-
caré-Schnitt deutet sich ein fraktalgBlatterteig” an (Abbildung 4.4). Auch fir
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— Getriebenes Pendel [ -] 1]
a = 0.700000, r= 0.25 — Poincare

Befehle: exit, hoch(a), tief(a), +, —, start, clear
umzchalten(Trajektorie — Poincare)
L L

4.4 Wie Abbildung 4.3, aber als Poincaré-Schnitt jeweils zu den Z&itefi /wr,.

| |
— Getriebenes Pendel ‘ : |J‘

a = 0.850000, r= 0.25

Befehle: exit, hoch(a), tief(a), +, —, start, clear

umzchalten(Trajektorie — Poincare)
| |

4.5 Phasenraum-Plot fix = 0.85. Die Bewegung ist ein Zyklus der Periodej—g. Der
zugehorige Poincaré-Schnitt zeigt genau 7 Punkte.

a = 0.85 sieht die Bahn immer noch regellos aus (Abbildung 4.5), deerPoin-
caré-Schnitt zeigt deutlich einen Zyklus der Larige2n /w,,. Auch Periodenver-
doppelung kann man beobachten. Der einfache Zyklusbetrschlag bei = 0.97
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— Getriebenes Pendel [-] ]
a = 1.300000, r= 0.25 - Poincare

Befehle: exit, hochia), tief(a), +, —, =start, clear |
umschalten(Trajektorie — Poincare)

4.6 Poincaré-Schnitt fum = 1.3. Die Bewegung wechselt zwischen drei chaotischen
Bandern.

hat sich fura = 0.98 unda = 0.99 verdoppelt und bei = 1.0 vervierfacht. Bei
a = 1.01 sieht die Bahn schon wieder chaotisch aus. Bei 1.2 sieht man drei
Punkte und bei = 1.3 eine chaotische Bahn mit drei Bandern, die in Abbildung
4.6 als Poincaré-Schnitt zu sehen ist.

Mit wachsender Antriebsstarkebeobachten wir also einen fortwahrenden Wech-
sel von periodischer und chaotischer Bewegung.

Ubung

Zwischen zwei Platten ist eine Flussigkeit mit gegeberiskdsitaty,, Warmeleit-
fahigkeitx und Dichtep eingesperrt. Die untere Platte hat eine TempefBtaAT,
die obereT'. Ist der Temperaturunterschied klein, so findet aussdidieRBvarme-
leitung statt, die konvektive Bewegung wird durch die viskdreibung gebremst.
Bei Anwachsen der Temperatur beginnt die heil3e Flusgigkeinigen Bereichen
aufzusteigen und in anderen wieder abzusinken. Es entstslyenannt&onvek-
tionsrollen Bei weiterer Temperaturerhohung brechen diese statis&ollen auf
und es entsteht eine chaotische Bewegung.

Unter der Annahme, dalR die KonvektionsrollengiRichtung unendlich aus-
gedehnt sind, hat der Meteorologe Lorenz durch Fourielieklung in z- und z-
Richtung und Vernachlassigung hoherer Glieder der Eowihe ein Modell ent-
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wickelt, das ein solches Bénard-Experiment Blimergang vom geordneten zum
chaotischen Verhalten gut beschreibt.
Das System wird in dieser Naherung durch folgende dreicBlagigen beschrie-
ben:
X = —0X+0Y,

Y = -XZ+rX-Y,
Z = XY -bZ

X stellt dabei die Geschwindigkeit der ZirkularbeweguFKgdie Temperaturdiffe-
renz zwischen aufsteigender und fallender Flissigketdt Zirdie Abweichung des
resultierenden Temperaturprofils von seinem Gleichgaswvenlauf darb und o
werden allein durch die Materialparameter, 6, <) und durch die geometrischen
Abmessungen bestimmt und sind somit als Konstanten asizeifia ist proportio-
nal zur angelegten Temperaturdifferenz und dient somiaaferer Steuerparame-
ter, der das Verhalten des Systems bestimmt.

Dieses System ist fur diverse Anwendungen interessant:

¢ in der Meteorologie: Bewegung der Lulft,
e in der Astronomie: Sternaufbau bei konvektiven Sternen,
e in der Energietechnik: Warmeleitung von Dammstoffen.

Integrieren Sie die Differentialgleichungen des Lorendeils mit dem Runge-Kut-
ta-Verfahren. Wahlen Sie = 10 undb = 8/3. Der Parameter soll im Programm
frei veranderbar sein. Stellen Sie das ErgebnisfiundY graphisch dar, und zwar

e als Projektion der kontinuierlichen Bewegung auf dieY -Ebene,

e als Poincaré-Schnitt zd = const.= 20.0.
Um den Schnittpunkt mit der Ebet = const.= 20 genauer zu bestimmen, sollte
man linear zwischen dem letzten Wert UBérund dem ersten unt@f interpolie-
ren.

Ab wann setzt chaotisches Verhalten ein? Welche Dimensidrdér seltsame
Attraktor im oben genannten Poincaré-Schnittsfize 287
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4.3 Statiomare Zustande

Die Newtonschen Bewegungsgleichungen, so erfolgreiclurssere makroskopi-
sche Welt beschreiben, erweisen sich als nicht geeignetnhwe um die Bewe-
gung von Elektronen in Atomen, Molekillen und Festkorpgeht. Im mikrosko-
pisch Kleinen sind nur Wahrscheinlichkeitsaussagen &ir @rt und den Impuls
eines Teilchens moglich, deren zeitlichmderungen durch die quantenmechani-
sche Schrodinger-Gleichung beschrieben wird. Unteilirbegien Bedingungen re-
duziert sich diese dynamische Gleichung auf die sogenatatienare Schrodinger-
Gleichung, eine Eigenwertgleichung fur den Energiedperdie in der Ortsdarstel-
lung die Form einer linearen Differentialgleichung hat.Pminzip kann sie mit den
Methoden der vorigen Abschnitte numerisch gelost werdengibt jedoch eine
effektivere Methode zur numerischen Losung der Schgeti@Gleichung, die wir
hier an einem einfachen Beispiel, dem anharmonischen l@szjlerlautern wol-
len. Zusatzlich haben wir bei der Schrodinger-Gleichnagh das Problem, daf3 die
Energie nicht alle reellen, sondern nur bestimmte diskvééete annehmen kann,
die erst aus der Gleichung selbst bestimmt werden miissen.

Physik

Ein Quantenteilchen wird durch eine im allgemeinen kompktige Wellenfunk-
tion (7, t) beschrieben, die einer partiellen Differentialgleichamgeiter Ordnung
genugt|y(r,t)|? ist die Wahrscheinlichkeitsdichte, zur Ze¢itlas Teilchen am Ort
r ZU messen.

Wenn die Mittelwerte aller MeRR3grofien in diesem Zustanturebhangig sind,
so gehorcht die Wellenfunktiogp der stationaren Schrodinger-Gleichung, die in
einer Raumdimension folgendermal3en lautet:

ﬁ2

—5, (@) + V(z) Y(2) = E(z). (4.28)
Da das Potential/(x) reell ist, kann auch) als reellwertige Funktion gewahlt
werden. Gleichung (4.28) beschreibt den stationarenazidstines Teilchens in ei-
ner Dimension mit der Masse im PotentialV (), sie ist linear und enthalt eine
zweite Ableitung. Aber es gibt eine Besonderheit gegendbeNewtonschen Be-
wegungsgleichung: Die Energig des Teilchens kann nicht alle Werte annehmen,
sondern die Gleichung (4.28) bestimmt die moglichen Werse dadurch, daf3 die
Wellenfunktion normierbar sein muR, da® alsdz |4 (z)|* einen endlichen Wert
annimmt. Es stellt sich heraus, dal’3 schon bei einer winZdgmveichung des Wer-
tesE von einem erlaubten Energiewert die Wellenfunktion fiofdex-Werte expo-
nentiell anwachst. Diese Tatsache mul3 bei der numeridobgimgssuche beriick-



4.3 Stationare Zustande 145

sichtigt werden. Wie wir sehen werden, kann man sich anskeitergerade dieses
Verhalten zunutze machen, um die gesuchten Energie-Eggéamit groRer Ge-
nauigkeit numerisch zu bestimmen.

Bei symmetrischen Potentialén(z) = V' (—=x) hat auch der stationare Zustand
die Symmetria)(z) = +1(—=x), wobei sich die Vorzeichen mit wachsenden Ener-
giewerten abwechseln. Der Grundzustand ist symmetrigety;) = 1 (—2z), und
hat keine Nullstelle|¢(z)| > 0. Bei jedem hoheren Energie-Eigenwert kommt
eine Nullstelle (= Knoten) der Wellenfunktion hinzu. Die Zahl der Knoten von
1 (x) gibt daher die Nummer des Energieniveaus an.

In unserem Beispiel betrachten wir den anharmonischeril&seziaus Abschnitt
2.1, dessen Schrodinger-Gleichung die folgende dimaskiee Form hat:

" (z) + (—2> — Az* + 2E) ¢(z) = 0. (4.29)

Die EnergieE und der Ortz werden dabei in Einheiten voiw bzw. \/fi/(mw)
gemessen. Im harmonischen Rall= 0) kennen wir die Eigenwerte und die Eigen-
zustande aus analytischen Rechnundghkann relativ zur Ruheenergig) = 1/2
nur ganzzahlige nicht-negative Werte annehmen,

1
Bl =n+g mit n=012, ... (4.30)

Diese Energieniveaus werden durch einen anharmonischgad®®z? mit A > 0
nach oben verschoben. Fir negath\Verte gibt es keine stationaren Zustande,
da dann fur groRe Werte vdm| der negativer*-Term dominiert und das Potential
V' (x) immer starker negativ wird. Aufgrund des Tunneleffektesijede Wellen-
funktion ins Unendliche zerflieRen. Das bedeutet, #aR\) nicht analytisch bei

A = 0 sein kann.

Algorithmus

Mehrere Probleme missen gelost werden: Wie findet manigenwerteF ? Wel-
chen Algorithmus benutzt man fir die Integration der 8dimger-Gleichung? Mit
welchen Anfangswertett(z,) und«)(z,) startet man die numerische Integration?
Das erste Problem ldsen wir mit dem sogenannten SchieBwerf: Wir wahlen
einen EnergiewerE’, von dem wir sicher wissen, dal3 er unterhalb der Grundzu-
standsenergié’, liegt, z.B. E = 0.5, und integrieren die Schrodinger-Gleichung
vom Startwertz, bis zu einemz-Wert, bei der«)(z)| unrealistisch gro3 geworden
ist. Dann erhohen wir die Energie schrittweise, $ig:) das Vorzeichen wechselt.
Jetzt haben wir aufgrund des Knotensatzes ein Energieititerefunden, in dem
Ey liegen mul3. Nun integrieren wir mit einefi-Wert in der Mitte des Intervalls;
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wenn(z) das Vorzeichen wechselt, liedf, in der unteren, sonst in der oberen
Halfte des Intervalls. Auf diese Weise konnen Wi sehr schnell einschachteln.

Wir ,schieRen” sozusagen die Wellenfunktigiiz) fur verschiedends-Werte
solange zu grofRem-Werten hin, bis die Randbedingung(z)| — 0 fur groBe
x-Werte einigermaRen erfullt ist. Allerdings bleip{x) nur in einem gewissen In-
tervall dicht beim Wert Null, dann explodiert es wieder insdudliche.

Obwohl das zweite Problem, die Integration der Schrodu@jeichung, im Prin-
zip mit dem Runge-Kutta-Verfahren aus Abschnitt 4.1 gelkiEyden kann, ist es bei
dieser Art von Gleichung moglich, eine grofRere Genaduigké einer einfacheren
Methode, dem Numerov-Verfahren, zu erzielen. Gleichung9hat die Form:

' (z) + k(z)(z) =0 (4.31)

mit k(z) = 2 (E — V (z)). Wir diskretisieren mit der Schrittweitedie z-Achse in
der Formz,, = (n— 1) h fiir gerade, bzwr,, = n h fur ungerade Wellenfunktionen
und kennzeichnen die Wellenfunktion und auch deren Abigittn an den Stellen
x, mit einem unteren Index, alsoy,, = ¢ (z,),v! = ¢¥'(z,) und analog fur die
hoheren Ableitungen. Aus der Taylor-Entwicklung

h? h? ht
Y1 = P £ bl + —p! £ —pl® 4 —pW £ (4.32)
2 6 24
folgt:
2,1 h4 (4) 6
n+ n—1 — n n =WV . .
s +Puos = 2y + W2+ g + O(R) (4.33)
) kbnnen wir mit Gleichung (4.31) ersetzen,
P = —kp . (4.34)

Nun kommt der entscheidende Trick, bei dem die vierte Abtgjtdurch die diskre-
tisierte zweite ersetzt wird:

(4) — d_z " — _d_2
W= ¥ @) = g k) v)|
- _ kn+1 ’l;[}n+1 -2 kf:;”;[}n + knfl ,l;[}nfl + O(h,2) ] (435)

Setzen wir dies in Gleichung (4.33) ein, so erhalten wir:

h? 5 ,
1+Ekn+l Y1 — 2 1_Eh ky | v,

+ (1 + %kn_1> Y1 =0+ O(R). (4.36)
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Aus zwei benachbarten Startwerten kdnnen damit saratlighWerte berechnet
werden.

Wie werden die beiden Startwerte gewahlt? Wegen der Syriarass Potenti-
als sind, wie schon erwahnt, die Eigenfunktionen mit aideinden Energiewerten
abwechselnd gerade und ungerade. Dementsprechend wiéihlgg = v, # 0
fur die geraden und), = 0,v; # 0 fur die ungeraden Wellenfunktionen. Der
Wert voni); kann beliebig gewahlt werden, denn er andert wegen dexalitét der
Schrodinger-Gleichung nicht die Enerdik sondern nur den Wert der Normierung
[ 1Y (@)Pdz.

Damit ist der Algorithmus definiert, und wir kdnnen ihn leigorogrammieren.
Als Programmiersprache wahlen v@r um die Wellenfunktion auf dem Bildschirm
direkt darstellen und die Energiewe® interaktiv durch Tastendruck einschach-
teln zu kdnnen.

Der Integrationsschritt Gleichung (4.36) wird zur Funktiotep (&x, dx, &y,
&yml), die als Ergebnispl ( = v, ;) liefert. Dabei istx der aktuelle Wert von
z,, dx die Schrittweite, und;, ym1 entsprechenp, und,_,. Da wir in step
die Werte vonx, v, ym1 verandern wollen, missen wir die Adressen dieser Varia-
blen Gbergeben, die jeweils mit einesnmarkiert werden. Man beachte, dafl? eine
Funktion inC nur Werte Ubergibt und keine Werte an die Argumente zugilotk

Damit lautet die Berechnung vaf,,; :

double step (double *xa, double dx, double *vya,
double *ymla)
{
long 1i,n;
double k (double) ;
double ypl, x, vy, yml, xpl, xml;
x=*xa; y=*ya; yml=*ymla;
n=ceil (10./dx/500.) ;
for(i=1;i<=n;i++)
{
xpl=x+dx; =xml=x-dx;
ypl=(2.*(1.-5./12.*dx*dx*k (X)) *y
-(1.+dx*dx/12.*k (xml) ) *yml) /
(1.+dx*dx/12.*k (xpl)) ;
xml=x; x=xpl;
yml=y; y=ypl;
}
*xa=x; *ya=y;*ymla=yml;
return ypl;
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Die in dieser Schleife immer wiederkehrenden Rechnungan kaan dadurch be-
schleunigen, dal3 man Konstanten vgie/12 . *dx*dx vorher in eine Variable
schreibt. Die Iterationsschleifeor (. ..) lauft soweit, da’ gerade ein Pixel auf der
z-Achse des Bildschirms Uberbrickt wirdkX, yb) sind die Koordinaten auf dem
Bildschirm.xb wird mit einerf or-Schleife jeweils um den Wetterhoht, wahrend
ybneu ausypl berechnet wird. Als Startwert fiip; wahlen wir1.0. Die Haupt-
schleife fur die geraden Wellenfunktionen lautet damit:

x=dx/2.; y=yml=1.; ybalt=1;
for (xb=1; xb<XMAX; xb++)
{

ypl=step (&x,dx, &y, &yml) ;
ybneu=(1.-ypl) *YMAX;
if (abs (ybneu)>10000) break;
line (xb-1,ybalt, xb,ybneu) ;
yvbalt=ybneu;

Dabei wird als Explosionskriterium fiip,, benutzt, daf? dig-Koordinate den Wert
10000 Uberschreitet. Auf dem PC wird eine Linie vgrb-1, ybalt) nach(xb,
ybneu) gezeichnet. Nach dieser Schleife wird auf eine Tastatgadia mitch=
getch () gewartet, und je nach Eingabe werden der Wertade= E), die Ener-
gieschrittweitede oder die Schrittweite der Integrati@ix (= h) geandert.

Ergebnis

Das Programmnschroedinger berechnet und zeichnet die Wellenfunktigfx)

fur die Starkeh = 0.1 des anharmonischen Potentials. Bild 4.7 zeigt das Ergeb-
nis fur £ = 6.22030088. Wegen der Symmetrig¢h(x) = 1)(—z) (nur der Bereich

x > 0 ist gezeichnet) hat die Wellenfunktion vier Nullstellerir suchen also das
vierte Energieniveaw; Uber dem Grundzustand. Fiir= 0 gilt EY = 4.5. Der
anharmonische Term mit = 0.1 verschiebt daher dieses Niveau erheblich nach
oben. Die Wellenfunktion)(z) aus Bild 4.7 liegt schon sehr dicht an dem gebunde-
nen Zustand),(x). Das sieht man daran, daB siglx:) sehr lange an die-Achse
anschmiegt, bevor es exponentiell stark naek schieldt. Erhdht ma um den
Wert0.00000005, so divergiert das entsprechengder) nach—oo. Die EnergieF,
liegt also im Intervall

[6.22030088, 6.22030093 ].
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|
— Stationaere Schroedinger — Gleichung [ -] 1]
E = 6.2203008800, de = 0.0000000500, dx = 0.0050

Befehle:: exit, kleinide), +(e), —le)
atart(de), dx/2, clear, umzchalten
L L

4.7 Wellenfunktiony () mit vier Knoten fur den fuinften Energie-Eigenwert.

Im Abschnitt 2.1 haben wir die Energieniveaus mit einer agdé/ethode berech-
net. Die unendliche Matrix des Hamiltonoperators wurdd darch eineN x N-
Untermatrix genahert und diagonalisiert. Flir= 50 fanden wir den Wert

E, = 6.220300900006516 ,

der mit dem obigen Resultat ubereinstimmt. Der Vorteil dieekten Integration
liegt darin, dal3 wir eine obere und untere Schranke erhaleren Genauigkeit
konnen wir priifen, indem wir die Schrittweitex der Integration halbieren.

Ubung

Im Abschnitt 2.1 sollten die vier niedrigsten Energieniveales Doppelmulden-
potentials mit der Matrix-Methode berechnet werden. Hal dasselbe Problem
durch Integration der Schrodinger-Gleichung gelostdear Das Potential” sei
also in dimensionsloser Form

V(r) = —22° + 2*/10.

Berechnen sie mit dem Schief3verfahren die niedrigstengiemeund die dazu-
gehorigen Wellenfunktionen, und vergleichen Sie IhreelBrgsse mit denen aus
dem Abschnitt 2.1.
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4.4 Solitonen

Bisher haben wir nur Differentialgleichungen von Funké&arbetrachtet, die vosi-
ner Variablen (Zeit oder Ort) abhangen. Jetzt wollen wir einellé/betrachten, die
sich mit der Zeit fortbewegt und eventuell ihre Form andgi¢ zeitlicheAnderung
ist dabei mit der raumlichen gekoppelt, man erhalt eingigile Differentialglei-
chung.

Wir wollen uns in diesem Abschnitt mit d&orteweg-de-Vries-GleichungldVv-
Gleichung) beschaftigen und ausnahmsweise eine arddiyitiskannte Losung die-
ser Gleichung auch auf numerischem Wege gewinnen. Die Kigi¢ing ist ei-
ne nichtlineare Differentialgleichung mit speziellensuiigen, den sogenannten
Solitonen, die einige Uiberraschende Eigenschaften zetge konnen z.B. zwei
Solitonen aufeinander zulaufen, sich gegenseitig duinehen und danach ohne
Formanderung mit der urspriinglichen Geschwindigke@ider getrennt weiterlau-
fen.

Physik

In der Theorie von Wasserwellen in seichten Kanalen wiedAdislenkung:(z, t)
Uber dem mittleren Wasserspiegel zur Zestm Ortx durch eine nichtlineare par-
tielle Differentialgleichung beschrieben. In dimensioser und geeignet skalierter
Form lautet die KdV-Gleichung

ou ou  Pu

—=6u_———. 4.37

ot "oz 0z’ (4-37)
Im Termu% ergibt eine doppelte Auslenkung einen vierfachen Beitdég Glei-
chung ist also nichtlinear.
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Unter den vielen Losungen der KdV-Gleichung gibt es einezgzharakteristi-
sche, namlich ‘
u(z,t) = —2sech’(z — 4t) (4.38)

mit sech z = 1/ cosh z. Diese Funktion.(z, ) beschreibt ein Wellental, das sich
mit der Geschwindigkeit = 4 nach rechts bewegt und dabei seine Form nicht
andert. Eine solche Losung wird als Soliton bezeichnet.

Man kennt aber auch komplexere Losungen. Die mathematiBboborie dazu ist
nicht einfach, so daf3 wir hier nur das Ergebnis angeben. AmsAhfangszustand

u(z,0) = —N(N + 1) sech®(z) (4.39)

entstehernV Solitonen, die sich mit unterschiedlichen Geschwinditgefortbewe-
gen. FUrN = 2 findet man z. B.

3 + 4 cosh(2z — 8t) + cosh(4x — 64t)

u(z,t) = —12 . 4.40
(1) [3 cosh(z — 28t) + cosh(3z — 36t)]? (4.40)
0
-2
R
% 4
> 4.8 Zwei Solitonen entfernen
-6 sich voneinander. Die nume-
rische Losung (durchgezogen)
-8 stimmt gut mit der exakten (ge-
-10 -5 0 5 10 punktet) Uberein #{ = 0.3,
X dz = 0.18, dt = 0.002).

Bild 4.8 zeigt, dal3 diese Losung zwei Solitonen enthatteB\Velle mit groRer Am-
plitude hat eine breitere Welle mit kleiner Amplitude thelt. Zur Zeitt = 0 tber-
lagern sich beide zu dem Wellenpaket (4.39), wahrend naohltberholvorgang
beide Solitonen wieder die gleiche Form wie vorher haben.

Es soll noch ein interessanter Zusammenhang mit der Quartdranik erwahnt
werden: Die Schrodinger-Gleichung mit dem Poteritiat) = — N (N + 1) sech?(z)
hat N gebundene Zustande, aus denen man mit den Methoden deseinv@treu-
theorie die Losung der KdV-Gleichung konstruieren kana.dis nicht einfach zu
erklaren ist, verweisen wir auf die Literatur zu Solitonen
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Algorithmus und Ergebnis

Um die KdV-Gleichung (4.37) numerisch zu lésen, mussarzwnachst den Raum
z und die Zeitt diskretisieren,

u! = u(jdz,ndt). (4.41)

j undn sind ganze Zahlenjz unddt die Schrittweiten inz- und¢-Richtung. Wir
wollen zunéachst demonstrieren, was passiert, wenn wistiehung (4.37) zu naiv
in Differenzenform schreiben. Zum Beispiel konnen wir gequent fir jede Ab-
leitung f'(z;) die sogenannte Vorwarts-2-Punkt-Formel verwenden, d(x:;,)
durch(f(zy + h) — f(xy))/h approximieren. Aus den partiellen Ableitungen wird
dann:

ou 1, . ou 1 . .
i OY _ = (I 4.42
ot dt (1 = ). oz dx (un tn) (4.42)
Indem wir die Regel dreimal iterieren, erhalten wir
Fu — (ul? — 3ul™? + 3ult! —ul). (4.43)
awg (dx)g n n n n
Mit diesen Ersetzungen losen wir Gleichung (4.37) nai;bl auf und erhalten:
J — n n n n n n
Wy = ul, +dt (6u{l . — (@)’ ) . (4.44)

Diese Gleichung ist leicht zu programmieren Mathematicastellen wir{u/, } %
als Liste mitmax +1 Elementen dar. Zur Initialisierung verwenden wir Gleichun
(4.39) mitN = 2,

ustart:=Table[-6 Sech[(j-max/2)dx] "2//N, {j,0,max}]

und nehmen periodische Randbedingungen an. Wir verschaifemituplus [k]
=RotateLeft [u,k] fir k¥ = 1,2 und3 die verschobenen Listefu/™*} und
kdnnen dann den Integrationsschfitt, } — {u, , } folgendermaBen formulieren:

step[u_] :=(Do[uplus[k]=RotateLeft[u,k], {k,3}];
u+dt (6 u(uplus[1]-u)/dx -
(uplus [3]1-3 uplus([2]+3 uplus([l]-u)/dx"3))

Mit plot2 [i_:3] zeichnen wir furdz = 0.05 unddt = 0.02 das Ergebnis nach
i Integrationsschritten.

plot2[i_:3]:= (dx=0.05; dt=0.02; upast=ustart; zeit=0;
Do [upres=step [upast] ;
upast=upres;Print ["Zeit ", zeit=zeit+dt], {i}] ;
xulist = Table[{(j-max/2)dx,upres[[jl]}, {j,0,max}];
ListPlot[xulist, PlotJoined->True, PlotRange->All])



4.4 Solitonen 153

Abbildung 4.9 zeigt das Resultat. Schon nach drei Zeitdehritreten inu(z, t)
numerisch bedingte Oszillationen auf, die nach zwei weite3chritten,explodie-
ren“; dies ist naturlich unphysikalisch und auf den schien Algorithmus zuriick-
zufithren.

0 i
~|

g
S 5
XeY . .
5 10 4.9 Integration mit step [u]
) und Schrittweiterdz = 0.05,
dt = 0.02. Schon nach drei
-15 Integrationsschritten erhalt man
-10 -5 0 5 10 ein unphysikalisches Ergebnis.

Man vergleiche mit Bild 4.8.

Was lauft falsch? Wir haben mehrere Fehler gemacht, dielwich folgende Mo-
difikationen vermeiden kdnnen:

1. Durch besseres Diskretisieren der Ableitungen kann reari-éhler der Appro-

ximation vonZ und 2= reduzieren,

2. Mittelwertbildung stabilisiert den Algorithmus,
3. dx mul3 immer relativ grol3 zdt gewahlt werden.

Punkt 1 kann man sich auf folgende Weise klarmachen: Wiabbten die Taylor-
reihe vonu(z,0) umaz = 0 mit uy = 2 u(z,0)[,= USW.

dz)? dz)?
Ui1:UOid$U6+(;) ugy =+ %%”4_..._
Dann gilt:
u — Uy dx
—u_ d 2
uy = U12dz 1—(? ul (4.45)

Man sieht, da man im zweiten Faf} so berechnen kann, ddf v gerade kom-
pensiert wird. Dadurch wird der Fehler um eine Grolenandneduziert. Auch
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bei hoheren Ableitungen kann man so durch geeignete Waldakffizienten den
Fehler reduzieren. Man erhalt
noo_ Uy — 2U0 +u_q 2
mo Uy — 2U1 + 2U_1 —
o 2 dx3

Bei dem in (4.44) verwandten Algorithmus wurde also hintichh der Giite der
Approximation bei samtlichen Ableitungen eine Grol3eimong indx und dt ver-
schenkt.

Punkt 2 und 3 wollen wir an einer einfachen linearen Difféisdgleichung er-
lautern, und zwar wahlen wir

U=2 1 Ode?). (4.46)

ou ou

o~ "on

mit einer konstanten Geschwindigkeit Wir diskretisieren diese Gleichung in der
Form ,

uy . —ul ultt —yi=t

il e, 4.47

dt "T odr (4.47)

wobei wir far 8% schon die verbesserte Version (4.45) eingesetzt habegehst
nach den Komponente,, ,,,u?,,,...) , die wir zuu,,; zusammenfassen, lait
sich (4.47) als Matrixgleichung

u, ., =Muj (4.48)

mit der tridiagonalen MatriXM formulieren. Die Losung von (4.48) ist offensicht-
lich u;, = M™uj, an der wir erkennen, daf3 fur die Stabilitat des Algoritisnder
Betrag der Eigenwerte voll entscheidend ist. Die Eigenmodanvon Matrizen
dieses Typs sind immer von der Foi = exp(i k j dz) mit einem Wellenvektor

k, dessen mogliche Werte mit den Randbedingungen zusanamegah. \Wahlen wir
eine Eigenmodev = w, als Anfangsauslenkung und bezeichnen den zugehorigen
Eigenwert mita, so ergibt diez-fache Anwendung der Matrii :

wzl — an eikjdac (449)

Setzen wir dies in (4.47) ein, so erhalten wir eine Bestimgsgieichung fur die

Amplitudea:
an+1 —am eikdz _ efikdz
_ = g —. 4.50
dt ve 2z (4.50)

Die Losung ist:
dt
a=1—i"Ysin(kdz). (4.51)
dx
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a ist also komplex, und der Betrag ist auBer fiir= 0 immer groRer als eins.
Das heil3t, dal3 jede Anfangsauslenkung, die nicht geradstdwrist, mit der Zeit
exponentiell anwachst. Der Algorithmus ist unbrauchbar!

Eine scheinbar unwesentlicinderung kann das Verfahren aber stabilisieren:
Wir ersetzen in Gleichung (4.47), durch den Mittelwert:

. 1 . .
ul — 3 (ul™ +ul™). (4.52)
Dann erhalten wir

vdt

. 1, . - . -
whr =5 () = oo (-l (4.53)
und die Amplitudengleichung ergibt:
dt
a = cos(kdz) — iZ— sin(kdz) . (4.54)
X
Nunist|a| < 1 fur
|v|dt < dzx . (4.55)

Diese Ungleichung heif3t Courant-Bedingung. Sie besa@tStarungen nur dann
stabil bleiben, wenn der Zeitschrift kleiner als die Ausbreitungszeit:/|v| ge-
wahlt wird. Oder umgekehrt: Die raumliche Diskretisiegudarf nicht zu klein
gewahlt werden!

Nach Gleichung (4.46) ist es besser, auch die Zeitableyngmetrisch zu dis-

kretisieren:
vdt

Uzz+1 —ul_ = I (uffl — ufjl) . (4.56)
Dies gibt die Amplitudengleichung
1 dt
<a - —> =2 2% Sinkds. (4.57)
a dx
Die Losung
dt dt 2
a=—i 2 sinkds + \/ 1— <”— sin kdx) (4.58)
dx dx

zeigt, daf§a| den Wertl hat, wenn die Courant-Bedingung (4.55) gilt. Auch hier
muld mandt relativ zudzx klein genug wahlen.

Gleichung (4.56) enthalt nun drei Zeitschritte, namlch- 1, » undn — 1. Um
die Zukunft zu berechnen, missen wir Gegenwart und Vergamgt kennen. Im
ersten Schritt kennen wir nur die Gegenwatrt, die Zukunft ais8 in einem Schritt,
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z.B. mit Gleichung (4.53) berechnet werden. Alle weiterehrte konnen dann
mit Gleichung (4.56) durchgefiihrt werden.

Diese Erkenntnisse wollen wir nun fir die numerische lngsder KdV-Glei-
chung nutzen. Wir setzen:

Qﬁ N Ui+1““£—1

ot 2dt ’

ou It — i1

— _n_ @ mn

Ox 2dx ’

1 . . .
U — 3 (uﬁfl +ul + u{fl) ,

0? . . . .
St gy (2 o ).
s T

n — 1 nennen wir Vergangenheit, Gegenwart una, 4+ 1 Zukunft. Dann lautet ein
Zeitschritt

step2[u_,w_]:=(upl=RotateLeft [u]; up2=RotateLeft[upl];
uml=RotateRight [u] ;um2=RotateRight [uml] ;
w+dt (2 (uml+u+upl) * (upl-uml) /dx -
(up2-2 upl+2 uml-um2)/dx"3 ) )

Mit step2 erzeugen wir die Listefut der Zukunft, wenn wir die Gegenwart (Li-
steupres) und die Vergangenheit (Listepast) einsetzen. Miblot3 [1_:9]
wird dies iteriert und nachi Zeitschritten gezeichnet, wobei wir vorher mit
Interpolation[xulist] durch diez-u-Werte eine glatte Kurve hindurch-
gelegt haben.

plot3[i_:9]:=
(Do [ufut=step2 [upres,upast] ;
upast=upres;upres=ufut; zeit = zeit+dt, {i}];
Print ["Zelit ",zeit];
xulist=Table[{(j-max/2) *dx,ufut[[j+1]11}, {j,0,max}];
uu=Interpolation[xulist];
Plot [uu[x], {x,-10.,10.},PlotRange->All,
Frame -> True, Axes -> None ] )

Bild 4.8 zeigt das Ergebnis fur den Anfangszustard,0) = —6 sech®(z). Die
Ubereinstimmung zwischen numerischer und exakter Lgsdigyals punktierte
Kurve ebenfalls eingezeichnet ist, kann als gut bezeicliasden. Aus dem Wellen-
tal u(z, 0) entstehen zwei Solitonen, die sich mit unterschiedlichescBwindigkeit
nach rechts bewegen. Dies wird besonders im 3D-Plot (Bil@)4on u(x,t) und
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4.10 Zwei Solitonen wie in Bild 4.8, aber als 3D-Plot fur verschiedene Zeitem gedlies,
schnelles Soliton Uberholt ein kleines breites.

4.11 Wie Bild 4.10, aber als Contour-
Plot mit anderen Bereichen von Ort
und Zeit. BeimUberholvorgang erfahrt
das kleine und breite Soliton eine
Verzdgerung, wahrend das grof3e be-

schleunigt wird.

im dazugehorigen Contour-Plot (Bild 4.11) deutlich. Répgative Zeiten nahert sich
das schnelle Soliton mit groRer Amplitude dem langsamenz Be 0 Uberlagern

sich beide zu einem einzigen Wellental, und nach dkrerholvorgang haben beide
wieder die urspriingliche Gestalt. Beibberholen erfahrt das kleine Soliton ei-
ne Verzogerung, wahrend das grof3e beschleunigt wirds Btebesonders gut im

Contour-Plot Bild 4.11 zu erkennen.
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0
-1
3-2
X
2 -3 4.12Wie Bild 4.8, aber
mit dem Startzustand
4 u(z,0) = —dsech’z. Zu-
satzlich zum nach rechts
-10 -5 0 5 10 laufenden  Soliton  werden
X Wellen abgestrahlt.

Die eingangs erwahnten analytischen Losungen habemédsmgszustand N (N +

1) sech? z, der inV Solitonen zerfallt. Die Amplituder-2 und —6 ergeben also die
Ein- bzw. Zwei-Soliton-Losung. Was aber geschieht mitamfszustanden, deren
Amplitude dazwischen liegt? Bild 4.12 zeigt das numeridetgebnis fur den Start-
zustandu(z,0) = —4 sech? . Zusatzlich zum Soliton, das sich nach rechts bewegt,
zerflieBen nach links weitere Wellen.

Selbstverstandlich 1at sich durch Verkleinern der Brtwite dx die Gute der
numerischen Approximation verbessern. Der Aufwand siédpei aber betracht-
lich. Klar ist, daR die Lange der Listefu/, }'* wie 1/dx anwachst. Daf3 aber aus
Stabilitatsgriinden zugleich das maximaieproportional zudz)? verkleinert wer-
den muR, wollen wir in der folgenddbung behandeln.

Ubung

Die Stabilitat des irstep2 [u_, w_] programmierten Algorithmus wird entschei-
dend durch die diskretisierte dritte Ableitung begrenzt.

a) Streichen Sie in der vollen KdV-Gleichung den nichtlimeaTerm. Untersuchen
Sie also die Gleichung

ou 0*u
Die hier benutzte Diskretisierung ergibt
whyy = ul_y — dt (ult? = 2utt 420l — w2/ (do)® (4.60)

Untersuchen Sie diesen Algorithmus auf seine Stabilitdem Sie in (4.60) den
Ansatz (4.49) verwenden. Zeigen Sie, daf3 analog zu (4.87aus die Amplitu-
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dengleichung

1
¢=-- 21 dt (sin(2kdz) — 2sin(kdz)) /(dz)?
folgt. Bestimmen Sie numerisch das Maximumon | sin(2kdx) — 2 sin(kdz)|
(¢ ~ 2.6) und zeigen Sie, daB sich hieraus und aus der Fordeming 1 die
folgende Stabilitatsbedingung ergibt:

dt < 1 (dr)?. (4.61)
7’

b) Benutzen Sie den Algorithmustep2 [u, w] zur Integration und die Anfangs-
bedingungu(xz,0) = —6sech” z. Variieren Siedz zwischen0.1 und 0.2 und
bestimmen Sie zu gegebeneln die Stabilitatsgrenze hinsichtliaft, d. h. be-
stimmen Sie ungefahr das maximalein Abhangigkeit vondz. Bestatigen Sie
in einemlog-log-Plot die Gleichung (4.61).

Literatur

G. BaumannMathematica in der Theoretischen Phys8pringer Verlag, 1993.
R. E. CrandallMathematica for the Sciencesddison Wesley, 1991.

4.5 Zeitabhangige Schibdinger-Gleichung

Wenn sich ein Teilchen in einem Kasten ohne Reibung und obnstige Krafte
bewegt, so andert sich seine Bewegung nur dadurch, daf? ésnawanden re-
flektiert wird. In einer Dimension lauft es also gleichriga®in und her. Dieses
klassische Bild, das von der Vorstellung einer Punktmasisescharfem Ort und
Impuls ausgeht, trifft aber nicht mehr zu, wenn der Kastekroskopisch klein
ist. Dann mussen wir das Teilchen durch eine Wellenfunkbeschreiben. In der
Quantenmechanik-Vorlesung lernt man, daR die statiordustande in diesem Fall
stehende Wellen sind. Was aber passiert mit einem anfakgksierten Wellenpa-
ket, das gegen die Wande des Kastens lauft?

Dieses Problem hat sowohl analytische als auch numerisspekée. Wir wer-
den die Entwicklung nach Eigenfunktionen benutzen, um Ages tilber Symmetri-
en, Wiederkehrzeiten und weitere charakteristische &angnd Zeitskalen zu ge-
winnen. Andererseits wollen wir anhand der zeitabhang®ghrodinger-Gleichung
demonstrieren, wie man partielle Differentialgleichung@imerisch mit einem im-
pliziten Schema lost. Dabei ist eine tridiagonale Matrikiavertieren, wofur es
ein schnelles numerisches Verfahren gibt. AuRerdem isdreDiskretisierung der



160 4 Differentialgleichungen

guantenmechanischen Zeitentwicklung darauf zu achtéhdigeNorm der Wellen-
funktion sich zeitlich nicht andert.

Wir werden sehen, dalR das scheinbar einfache und wohlndesta Lehrbuch-
Beispiel ein Uberraschend komplexes Verhalten zeigt.\Batenpaket zerfliel3t, es
entstehen wilde Interferenzmuster, die sich plotzlickder zu glatten Wellenpake-
ten rekonstruieren. Schlief3lich wiederholt sich der gdfrozel periodisch mit der
Zeit. Das Titelbild dieses Lehrbuchs zeigt, welche Komip@»und Schonheit aus
elementarer Quantenmechanik entstehen kann.

Physik

Es sei)(z, t) die komplexwertige Wellenfunktion eines Teilchens mitblaissemn,
das sich in einer Dimension in einem Potentigl:) bewegt /) (z, t)|2dz ist dann
die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen zur Zgin Intervall [z, x+dz] anzutreffen.
Die zeitliche Anderung vor)(z, t) wird durch die Schrodinger-Gleichung in der
Ortsdardarstellung beschrieben:

ih——=———-=+V(x)¢. (4.62)
m
Um diese Gleichung in eine dimensionslose Form zu brindeadiesen wir die Zeit
mit ¢, und den Ort mitz,:
. ho Oy h? oAtV -
i = — 1% . 4.63
Vo Bfte) ~ " 2mad dafuorr TV DY (469

Nun wahlen wirtq undz, so, daf3 folgende Gleichung erfullt ist:

hito = 2mag . (4.64)

Wenn wir nunV () to/h = V (z/x,) setzen und Ort und Zeit in Einheiten vap
undt, messen, so erhalten wir die dimensionslose Gleichung

Oy
iP5y = Hy = [ 927 + V(x)] P (4.65)
H ist der skalierte Hamiltonoperator des Teilchens. Zur nigoken Losung dieser
Gleichung gibt es zwei Wege: Erstens konnen wir die Eigstémude und Eigenwer-

te der stationaren Gleichurddy = E+ berechneny(x,0) nach diesen Zustanden
entwickeln und dann fig (z, t) eine Reihendarstellung angeben. Zweitens kdnnen
wir die zeitabhangige Gleichung wie im vorigen Abschnite#t integrieren. Der
zweite Weg ist auch fur Probleme anwendbar, bei denen die btethode versagt,
so dal3 wir im Algorithmus-Teil diesen Weg beschreiben woll&enn andererseits
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die Eigenzustande bekannt sind, so kann man mit dem as@igih Ansatz zumin-
dest einige Eigenschaften der Wellenfunktipfx:, ¢) direkt herleiten.

Wir wollen ein Teilchen im unendlich hohen Kasten betrachWeil im folgen-
den Symmetrietiberlegungen eine betrachtliche Rollelespj legen wir das Koor-
dinatensystem so, daf3 sich diese Symmetrie einfach aksarlal3t. Das Potential
V(z) habe also die Form

o fur —i<az<:,
Vir) = { o0 sonst (4.66)

Dabei wird die Langer in Einheiten der Breite: des Kastens und die Energie
in Einheiten voni?/2ma® gemessen. Die Energieli, der stationaren Zustande
1, () sind aus der Quantenmechanik-Vorlesung bekannt:

E, = n’7n> mtn=12,3,...,

() V2 cos(nmz) fur n ungerade
n\T =
V2 sin(nmz) fur n gerade

(4.67)

—~<zx< 3.

D |
[

Diese Zustande sind stehende Wellen, deren Betrag sitliclzeiicht andert. Der
mittlere Ort des Teilchens in diesen Zustandeh = 0 andert sich ebenfalls nicht
mit der Zeit.

Wir wollen nun ein Wellenpaket)(z, ¢) betrachten, das im Kasten hin- und
herlauft.4)(x,0) kann nach den Eigenzustanden entwickelt werden, so daf@imwir
(x,t) erhalten:

o0

B, t) = 3 oo TN cos((2m — 1)) +
m=1
D" o e ™ M gin(2mm) (4.68)
m=1
= (,1) + Yu(z,t) (4.69)

mit Entwicklungskoeffizienter{¢, }. Wegen der Symmetrie der Basisfunktionen
(4.67) liefert diese Entwicklung zugleich die Zerlegungivp(z,t) in den gera-
den (),) und ungeradeny(,) Anteil.

Der allgemeine Zustand ist also eine unendli¢heerlagerung aus stehenden
Wellen, bei jeder Welle aber entwickelt sich der Phasenfaktit einer anderen
Geschwindigkeit. Auf diese Weise werden komplexe Interiemuster erzeugt, die
sich zeitlich sehr schnell andern kdnnen (siehe Ergebhisillerdings gibt es im
Kasten eine Besonderheit, die mit der Struktur der Ener@igrzusammenhangt.
Jede Frequenz,, = n’7? ist ein ganzzahliges Vielfaches der Grundfrequenz



162 4 Differentialgleichungen

w; = 2. Daraus folgt, da®(x, t) periodisch in der Zeit ist mit der Periodendauer
T = 2n/w;, = 2/m. Nach der Zeit = T verschwinden die wilden Interferenz-
muster und das Wellenpakeét(z, t) kehrt vollstandig in seinen Ausgangszustand
(x,0) zurlick.

Wir werden im Ergebnisteil sehen, dal® auch schon vorher gtintiaten Zei-
ten einfache Muster auftauchen. So entsteht z. B. nach det ZeT'/2 die an der
Mitte des Kastens gespiegelte Anfangsverteilung, diedgeiradie entgegengesetzte
Richtung lauft. Dies wollen wir kurz analytisch zeigenrZeitt = T7/2 = 1 /7 er-
geben alle Phasenfaktorenin(z, t) den Faktor—1, dennexp(—i w (2m—1)?) =
—1, wahrend dies-Faktoren imp, (x,t) fur ¢ = 1/ alle den Wertl haben. Also
erhalten wir

1/)(1‘, %) = —1/)g($,0) + 1/)11(1‘,0)
= _djg(_gjvo) - ’gbu(—l",()) = _”:[}(_3370) . (4-70)

Nach der ZeitT'/2 entsteht also die AufenthaltswahrscheinlichKeitz, 0)|* zur
Anfangszeit, nur an der Mittelachse des Kastans; 0, gespiegelt. Daf3 die Welle
zu diesem Zeitpunkt in die entgegengesetzte Richtung Biklennt man am besten
an der Stromdichte

i(a,t) =i <1/)(:z,t) ?;i* (2, 8) — (. 1) %’@,t)) L @)

Setzen wir hier das Ergebnis von Gleichung (4.70) ein, sibesgch unmittelbar

j(ZU, g) = —j(—.’L', 0) . (472)

Wir haben gezeigt, daB sich zu den Zeif2 undT" aus den komplexen Interfe-
renzmustern die urspriingliche Form zuriickbildet. DeyelBnisteil zeigt aber, daf3
sich auch schon friher einfache Wellen bilden. So entstehB. beiT/4 zwei
Wellenpakete, die gegeneinander laufen und spater raitdar interferieren. Dies
ist eine Folge der von uns gewahlten Anfangsbedingung

1 1 2
202 \" "1
1 ist eine Gauf3funktion der Breite, die beiz = —1/4 konzentriert ist, mul-

tipliziert mit exp(ikx). Dieser Faktor bewirkt, daf? das Teilchen am Anfang eine
mittlere Geschwindigkeit

Y(z,0) = e** exp (4.73)

(who = (o) L 1cad/ 10 17= 2 = 2 (@79
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hat. Die Breiter muf3 geniigend klein sein, damit die Randbedingtft, 0) = 0
noch mit ausreichender Genauigkeit als erfillt angeseeden kann. In der nu-
merischen Simulation verwenden wir= 0.05, also|i(+3,0)| < exp(—12.5) <
4-10%im Vergleich zus)(—1/4,0)| = 1.

Wir setzen t = T'/4 = 1/(2x) in Gleichung (4.68) ein — die Phasenfaktoren
ergeben jetztxp(—im?(2m — 1)?/(27)) = —i bzw.exp(—in?(2m)?/(27)) = 1
—und erhalten

Das Betragsquadrat der Wellenfunktion fix= 7'/4 ist demnach

[z, DI = (@, 0)]” + [¢pu(=, 0)]” +
Der letzte Summand dieser Gleichung, der sichdls: (1), (z, 0) ¢} (z, 0)) schrei-

ben laRt, ist verschwindend klein. Eine einfache Rechrumtgr Benutzung von
(4.73) ergibt:

1 1 .
2 Im (¢pg(,0) ¢ (2,0)) = —2 exp [—2—2 <§ + 2x2>] cos kx sinkz
g
(4.77)
einen Term also, der fir = 0.05 von der GroRenordnungp(—25) ist. Der Rest
laRt sich in folgender Weise dureh(+z, 0) ausdriicken:

|9 (2, 0) | + [thu (2, 0)
= 2 (al.0) + . O + (2. 0) — 1, (2. 0))
1
= 5 (|¢g(xa0) + 1/)u($,0)|2 + |¢g(_x30) + Zpu(—$,0)|2)
1 ‘ .
Zusammengefal3t erhalten wir:
(2, TP 22 5 (19(z,0)* + [4p(=z,0) ), (4.78)

also gerade die symmetrisierte Anfangsverteilung. Eirtspeachende Rechnung
fur die Stromdichte ergibt

(@, §) = 5(2,0) — 3 j(==,0) (4.79)

’ 4

und zeigt uns, daf3 die beiden Wellenpakete (4.78) aufegranthufen.
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Auch zu noch kirrzeren Zeiten entstehen Wellen mit einefaelen Struktur.
Setzen wirt = Tp/q mit ganzen teilerfremden Zahlgrundg, dann kann die Pha-
seexp(—2mi n’p/q) hochsteng verschiedene Werte annehmeriz, t) ist daher
nach (4.68) ein&berlagerung von Wellen, wobei jede Welle eine unendliche Teil-
summe aug)(z, 0) ist. Nimmt man an, daR jede Teilwelle eine glatte Funktion is
so ist dererlJberlagerung ebenfalls glatt, untlz, t) zeigt zu diesen Zeiten eine
einfache Struktur. Genau dies werden wir bei der numeristitegration beobach-
ten.

Damit schliel3en wir die analytischen Betrachtungen ab ueden uns der Be-
schreibung der numerischen Losung der zeitabhangigerd&ioger-Gleichung zu.

Algorithmus

Zunachst wirdy(z, t) diskretisiert:
Yl = p(j dz,ndt). (4.80)

7 undn sind ganze Zahlerjz unddt sind die Schrittweiten in Ort und Zeit. Wie
vorher schreiben wir die zweite Ableitung mit einem Fehler GrofRenordnung
O(dz?) als

0%

G = gy WA -2l (4.81)

Nun kdnnten wir die zeitliche Ableitung geeignet disks&tien, analog zu den So-
litonen aus dem vorigen Abschnitt. Allerdings erhalt diedlgorithmus nicht die
Gesamtwahrscheinlichkeft |4 (z, t)|*dz = 1, die sich zeitlich nicht andern darf.
Es ist in der Tat moglich, eine diskrete Naherung der eketi Differentialglei-
chung zu finden, bei der die Gesamtwahrscheinlichkeit thddleibt. Dazu mufd
der diskretisierte Zeitentwicklungsoperator unitar gbitrwerden.

Die Losung der Schrodinger-Gleichung (4.65) kann marmaocer Form

Yz, t +dt) = e Hyp(z,t) (4.82)
schreiben. Die Naherung
e Hit ~ (1 —iHdt) + O(dt?), (4.83)

die dem einfachen Euler-Schritt entspricht, ist nicht mehitar. Dagegen erhalt
man mit

—1
p—iHdt _ (eint/Q)*l o iHdt/2 <1 + szt> (1 . ZH%) + O(dt3)

(4.84)
einen unitaren Operator fir die diskrete Zeitentwickjun
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. —1 .
i = <1 + %H dt> (1 - %H dt> Wi (4.85)

Nun bleibt die Gesamtwahrscheinlichk®it ; [+7|* als Funktion der Zeit kon-
stant. Der inverse Operator kann auch auf die linke Seitedigichung gebracht
werden,

<1 + %H dt) W, = <1 - %H dt) Wi (4.86)
In dieser Form wird die Differenzengleichung implizit; dasif3t, die Wellenfunkti-
on im folgenden Zeitschritt ist durch ein Gleichungssystastimmt, das man erst
I6sen muf3. Der entsprechende Algorithmus kostet zwar Retihenzeit, fuhrt aber

fast immer zu einem stabilen numerischen Verfahren. Setienun die spezielle
Form des Hamiltonoperators ein, so erhalten wir

j 1 j+1 iy il J o
(Y, =~ W7 =20l w0l ) + Vil @8D)

Damit erhalt man aus Gleichung (4.86)

, 2 (dx)? . ; i
wglﬁ(i ) —(dx)2VJ—2> vl =

| 2 (dx)? riri o /
—1/)£+1+<i7( ) +(dx>2Vf+2> G-l = Q. (489

Die zweite Zeile, in der nur GrofRen des Zeitschrittsorkommen, haben wir mit
QJ abgekirzt. Diese Gleichung hat die Form

Ty, =Q,, (4.89)

wobei die MatrixT Tridiagonalgestalt hat. Wir miissen also zu jedem Zeitkahin
lineares Gleichungssystem losen. Bei Tridiagonalmertrigibt es dafir ein speziel-
les Verfahren. Wir machen den Ansatz

Yaky =@l Pl + b (4.90)
Setzen wir dies in Gleichung (4.88) ein, so finden wir
: o 2dz)> . S
do1 = |2+ (dz)’VI —i (o)’ _ o (Wi +b, — Qi) (4.91)

dt

Der Vergleich mit (4.90) ergibt Gleichungen fiat~" undb’~!, die wir nacha’ und
bi auflosen konnen. Das Ergebnis ist
, eri2(dx)? 1
Io= 24 (de)?VI — i - —
a + (dx) = et
b, = Q +b7"/a". (4.92)
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a’ ist also, wie vom Ansatz (4.90) gefordert, vorunabhangig, wahrenrig, aus der
Wellenfunktions)? berechnet wird. Zur Losung dieser Gleichungen benotigien
den Anfangszustang? und Randbedingungen. Da wir das Teilchen in einen Kasten
mit unendlich hohen Wanden sperren wollen, ngu8m Rand verschwinden,

Y2 =0 und ¢! =0, (4.93)
wobei wir jetzt, da es sich einfacher programmieren |a@t,Rand durck = 0 und
x = 1 definiert haben. Die Anzall der Stiitzpunkte ist damit durch=1+1/dz
festgelegt. Gleichung (4.88) lautet yei= 1:

Gt (PG —@wr v —2)ua =0 @

Der Vergleich mit (4.90) ergibt:

2 (dz)?
dt

a' =2+ (dz)* V' —i , bl =0Q!. (4.95)

Mit diesen Startwerten und Gleichung (4.92) kdnnen @llend nach jedem Zeit-
schritt alleb’, berechnet werden. Die Wellenfunktion berechnet man damehdu
Ruckwarts-Iteration aus Gleichung (4.90):

L= (i b)) Jd . (4.96)

Da der rechte Randwet!, | = 0 festliegt, kann so der gesamte Vekigf, , zur
Zeitn + 1 berechnet werden.

Alle Ergebnisse werden nun zu einem Algorithmus zusamnfafige
1. Wahle einen Startzustang und berechne damé?) aus Gleichung (4.88).

2. Berechne den Vekter mit dem Startwert aus Gleichung (4.95) und der Rekur-
sion (4.92).

3. Berechne fir alle Ortg die Variableb! mit dem Startwert aus (4.95) und der
Rekursion (4.92).

4. Berechne aus Gleichung (4.96) die Werte der WeIIenfunhﬂ£+1 mit dem
Startwerty; , = 0 fur den nachsten Zeitschritt + 1. Damit erhalt man auch
), aus Gleichung (4.88).

5. lteriere die Schritte 3und 4 fir=0,1,2, ...
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Als Anfangszustand wahlen wir, wie schon erwahnt, ein f&ahes Wellenpaket,
das sich mit dem mittleren Impuksbewegt:

(4.97)

$la0) = et exp | 20 ).

202

Die obigen Gleichungen konnen leicht in jeder Programspiexche formuliert wer-
den. Dabei muf? allerdings beachtet werden, daR die Gré®ena’} und {v/ }
komplexe Zahlen sind. Wahrendathematicaund auch andere Sprachen wie FOR-
TRAN direkt mit solchen Zahlen rechnen kdnnen, muf? mad antweder die ent-
sprechenden Routinen, z. B. aus #lemerical Recipehinzufiigen oder selbst eine
Struktur mit Real- und Imaginarteil definieren:

typedef struct{double real, imag; } complex;

Multiplikation und Division missen damit selbst geschere werden. Die fur kom-
plexe Zahlemn = Rea + iIma undb = Reb + i Im b bekannten Formeln der
Multiplikation und Division

=Rea Reb—Ima Imb+i(Ima Reb+ Rea Imb), (4.98)

- b
a _ ReaReb+ImaImb+i(Ima Reb—Rea Imb) (4.99)
b (Reb)? + (Im b)? '

a

finden sich zum Beispiel in der als Funktiealculate_b geschriebenen lterati-
on der Gleichung (4.92) wieder:

void calculate_b (complex *b, complex *omega, complex *a)
{
int j ; double a2;

b[l] .real=omegal[l] .real;
b[1l].imag=omegal[l] .imag;
for (3=2;3<J;j++)
{a2=a[j-1] .real*a[j-1] .real+al[j-1] .imag*al[j-1] .imag;
b[j] .real=omegal[j] .real+
(b[j-1] .real*al[j-1] .real+b[j-1] .imag*al[j-1] .imag) /a2;
b[j].imag=omegal[j] .imag+
(b[j-1] .imag*al[j-1] .real-b[j-1] .real*a[j-1] .imaqg) /a2;
}
}

Alle anderen Schritte des obigen Algorithmus lassen sigmstb einfach program-
mieren. Wir verweisen auf den Quellcode auf der beiliegaridiskette.
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Zur numerischen Integration der Schrodinger-Gleichualem wir fur den Ka-
sten das Intervall0, 11 gewahlt, unter anderem auch, weil sich damit:di€oordi-
nate leichter in positive Bildkoordinaten umrechnen I&é der Gleichung (4.68)
entsprechende Eigenfunktionsentwicklung lautet dann:

P(x,t) = Z cn e T sin(nz) (4.100)
Cn = 2/ sin(nmz) Y (z,0) dz. (4.101)
0

Der Startzustand in unserer Simulation ist das gaul3f@Migllenpaket (4.97) mit
der Breitec = 0.05 und dem mittleren Impuls = 40, das beixq = 0.25 zentriert
ist. Wie wir schon gesehen haben, muf? die Welle nach deflZeit2/m ~ 0.6366
in ihren Anfangszustand zurlickkehren. Dies gibt uns el fir die Genauigkeit,
mit der wir die Schrodinger-Gleichung integriert haben.

T ist naturlich auch die grofdte Zeitskala, die fur diesesbem relevant ist.
Zusatzlich aber gibt es drei weitere charakteristischitgedgdie hier eine Rolle
spielen. Da ist zum einen die Zgit, die das Teilchen benotigt, um aufgrund seines
mittleren Impulses den Kasten einmal zu durchlaufen.Avt 40 erhalten wir aus
Gleichung (4.74), = 1/80 = 0.0125. Daruber hinaus mussen wir den typisch
guantenmechanischen Effekt des ZerflieRens eines Weketgzaberiicksichtigen.
Eine freie gaul3formige Anfangsverteilung mit der Breithat zur Zeitt die Breite
o /1 +t2h2/(4m?2 o*). Wenn wir fragen, wann diese Breite mit der Kastenbreite
Ubereinstimmt, so erhalten wir daraus die Zgit 1/20 = 0.05.

Die vierte Zeitskala schlieR3lich, die uns auch einen Ardpalbkt fiir die Wahl der
Schrittweitendz unddt gibt, ist durch die grofite relevante Phasengeschwinidigke
festgelegt, zu deren Bestimmung wir die Gleichungen (4.u84d (4.101) heranzie-
hen. Dricken wir den Sinus in diesen Gleichungen durch gEentialfunktion
aus, so sind die Summanden in (4.100) von der Form

Cn e—inﬁ(nﬂtix) , (4102)
so daR die Phasengeschwindigkeft fur diese Teilwelle den Wert
vt =4nq (4.103)

hat. Um abzuschatzen, bis zu welchendie Koeffizientenc,, nennenswerte Bei-
trage liefern, erinnern wir daran, dal’ die Fouriertramaferte einer Gauf3funkti-
on wiederum eine Gauf3funktion ist, allerdings mit rezigroBreite. Der Faktor
exp(i k =) bedeutet im Fourierraum eine Verschiebung kinDaraus folgt fur die
n-Abhangigkeit vorr,,:

|en| ox =27 (k) (4.104)
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Auf dem dem Bildschirm kdnnen wir nur solche Amplitudenhéi@ar machen,
die mindestend /1000 der maximalen Amplitude betragen. Dies fuhrt uns zur
Abschatzung

1
~o*(nm—k)? <In(1000) = Ngax =35, P2 ~100. (4.105)

2 max
Wenn auf den kiirzesten Sinusbogen noch etwa 20 bis 30 h&ipentfallen sollen,
so ergibt diesé&Jberlegung

dz <1073 und dt < 107°, (4.106)

weil dt jedenfalls nicht groRer alér /vP" sein sollte.

Will man auch den globalen Aspekt beriicksichtigen, dalrdegration zumin-
dest bis zur Dauer einer Periode korrekt sein soll, so l@Rtdie Schrittweitedt
durch folgenddJberlegung genauer festlegen. Der von uns benutzte nurheris-
gorithmus garantiert zwar, dal’ die Norm der Wellenfunkgolmalten bleibt, stellt
aber trotzdem eine Naherung dar. Wahrend namlich diktexzeitentwicklung der
Eigenmodey,, (z) nach/ Zeitschritten durch den Faktexp(—in?n? £ dt) gege-
ben ist, berechnen wir sie numerisch gemaf (4.85) als

1—i%n272\ " . dt
2 _ —itd . _ 2 2
<Ténzﬂ'z> =e ¢ mit d(p = 2 arctan <5n ™ > . (4107)

Fur den Betrag der Differenz dieser beiden Ausdrickettedie Taylor-Entwick-
lung vondp

1 5
A~ T {(dtn’m?)?. (4.108)

Fordern wirA < 1/2 fur £ = T'/dt undn = np,,, so folgt hierausglt < 2-107°.
Es stellt sich heraus, daR unser Algorithmus in der Tadmit 102 unddt = 5 -
109 passable Ergebnisse produziert, die allerdings mit waclesentegrationszeit
auch Abweichungen von der exakten Zeitentwicklung aufereis

Ergebnisse

Am Anfang merkt die Welle noch nichts vom Kasten. Sie bewegt sach rechts
und zerflieRt dabei. Sobald aber ein Teil der Welle von derdNafiektiert wird,
interferiert er mit dem noch einlaufendem Teil zu einem Wfathuster (Bild 4.13,
links). Auf der rechten Seite dieser Abbildung sieht maif siah schon nach kurzer
Zeit (t = T/40) ein unregelmaRiges Interferenzmuster Uber den ganzstek
ausgebildet hat. Dieses Muster ist typisch fur fast allieede
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Doch plotzlich entstehen aus den scheinbar chaotischeed@eagen regelmali-
ge Figuren, wie in Bild 4.14 und 4.15 zu den ZeitBA12,T/4,T/3 undT/2 zu
sehen ist. Wie schon gezeigt wurde, bilden sich zur ZeitT'/4 zwei Wellenpake-
te, die gegeneinander laufen und dann miteinander inieméer (Bild 4.14, rechts),
und beit = T'/2 entsteht plotzlich wieder die urspriingliche Welle, allags an
der Mitte des Kastens gespiegelt und nach links laufendl (Bil5, rechts). Diese
einfachen Muster zerflieRen und interferieren aber schvietler zu wilden Bewe-
gungen.

\ \ \ \
— i 1] - i [

Bef
fangsimpuls k= 90.00 t- 0.0064 Anfangsimpuls k= 40.00 t-0.0159
chrittweite  dt - 5.00e-06 tstop=0.0064 Schrittweite  dt - 5.00e-06 tstop=0.0159

4.13 Links: Wellenpaket|¢)(x,t)|? kurz nach dem ersten Aufprall auf die Wand €
T/100). Rechts: Typisches Interferenzmuster(z, t)|? fur t = T/40.

| |
= i -1 = i -1

A\

el Befehle: ende, Leertaste = Stop und Weiter , tstop
fangsimpuls k= 40.00 t=0.0531 Anfangsimpuls k= 40.00 t=0.1592
chrittweite  dt = 5.00e-06 tstop=10.0531 Schrittweite  dt = 5.00e-06 tstop= 01592

4.14 |¢(z,t)|? zu den Zeitert = T'/12 (links) undt = T'/4 (rechts).

Die Einzelbilder zu verschiedenen Zeiten werden im Titdltieses Lehrbuches als
Gebirge Uber der Ort-Zeit-Ebene dargestellt. Die Ortsimate wurde horizontal
von rechts nach links und die Zeit von hinten nach vorn avégen. Ganz hinten
sieht man, wie der Startzustand nach links lauft, dabeachst zerflie3t und dann
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=] i [ = i 1]

JAVAN

Bef
fangsimpuls k= 90.00 t- 02122 Anfangsimpuls k= 40.00 t-0.3183
chrittweite  dt - 5.00e-06 tstop=0.2122 Schrittweite  dt - 5.00e-06 tstop- 03183

4.15 Wellenpakets)(z, t)|? zu den Zeitert = T'/3 (links) undt = T'/2 (rechts).

an der Wand reflektiert wird. Ganz vorn ist die Aufenthaltsrgaheinlichkeit kurz
vor der ZeitT'/6 zu sehen; eine glatte Welle mit drei Bergen. Dazwischertedits
eine faszinierende Hugellandschaft von unerwartetelfalieind RegelmaRigkeit.
Insbesondere die vielen Taler, die sich sternformig eaitn, sind uns bei der Be-
obachtung der Welle direkt auf dem Bildschirm nicht aufefa Wir haben bis
jetzt diese Taler noch nicht analytisch berechnen kénnen

Bild 4.16 schlieRlich zeigt sowohl die Anfangsverteilupg(z,0)|* (punktiert)
als auch das numerisch integrierte Wellenpaket nach denvBleriodel”. Wollten

| |
=] i -1

4.16 Die Anfangsverteilung |y (z, 0)|?
(punktiert) und das numerisch integrierte
| Wellenpaket|+(z, T)|?> nach der vollen
PeriodeT .

wir die offensichtliche Diskrepanz zwischen numerischésling und exakter Zeit-
entwicklung beseitigen, so mifdten wir die Diskretisigrder Ortskoordinate noch
weiter verfeinern. Bei unseredberlegungen zur Periodendauer sind wir bisher
namlich von den EnergiewerteRl, = n?r? des exakten Hamiltonoperatof$
ausgegangen, wohingegen fur die numerische IntegraigoM altrixversion vonH ,
Gleichung (4.87) mit’/ = 0, relevant ist. Die Eigenwert&? dieses Operators
und die zugehorigen Eigenvektore), die natirlich die Randbedingungen (4.93)
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erfullen missen, sind aber auch bekannt:

. 4 .
¢’ =sin(nmjdr), E= ok sin’ (n—;d:p> . (4.109)
n ist hier der Index der Eigenmode und nicht die Nummer dessZ®iittes. Der
obigen Gleichung und der Entwicklung vdry fur dz < 1,

Y 1 ‘
EY ~ n’n? — En47r4 (dz)?, (4.110)

n

entnehmen wir erstens, dal3 die Frequenzen nicht mehr eaakrahlige Vielfa-
che einer Grundfrequenz sind, und zweitens, daf sie allecklsind als die vorher
betrachteter,,. Hierdurch erklart sich sowohl die Verbreiterung als adihzeit-
liche Verzogerung des Wellenpaketes in Bild 4.16. DieuBksichtigung der mo-
difizierten Energiewertdz? (4.109) in Gleichung (4.107) ergibtz < 10=* und
dt < 10~%, wenn diese Korrektur nach einer Periode noch nicht siclstsia soll.

Ubung

a) Verwenden Sie die beschriebene IntegrationsroutinedienMittelwerte (x),
(p) und deren Streuungefvz, Ap in Abhangigkeit von der Zeit zu berechnen
und sichtbar zu machen.

b) Der obige Programmcode laft sich leicht so abwandelhddanit der Tunnelef-
fekt demonstriert werden kanAndern Sie das Potential innerhalb des Kastens,
indem Sie in die Mitte des Kastens eine gaul3formige Barider Form

Vo e~ (@=3)?/(2d%)
setzen. Versuchen Sie, ein numerisches Kriterium fir dien€lzeitt+ zu fin-

den. Zum Beispiel ist die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen zur Zeit, = n dt
rechts von der Barriere zu finden, durch

J .
- J i e
Zj:l |¢6|2

berechenbar. Bestimmen Sie numerisch die Abhangigkeifwenelzeit vonV,,
und der Barrierenbreité.

n
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Kapitel 5
Monte-Carlo-Simulationen

Monte Carlo— Spielbank— Roulette— Zufallszahlen: Das sind die Assoziatio-
nen, die einer wichtigen Methode der Computersimulatiom damen gaben. Mit

Hilfe von Zufallszahlen kann man mit dem Computer z. B. dievBgung eines

wechselwirkenden Vielteilchensystems, das sich im Waadebefindet, simulie-

ren. Wie im realen Experiment lassen sich Temperatur undrarfdarameter vari-
ieren. Die Modellmaterialien kbnnen aufgeheizt oder &iip# werden, dabei kann
man bei hinreichend tiefen Temperaturen beobachten, wse @izssig werden, wie

sich magnetische Atome ordnen oder wie Metalle ihren etelkten Widerstand

verlieren.

Wir wollen hier an einfachen Beispielen studieren, wie siuh Hilfe von Zu-
fallszahlen interessante physikalische Phanomene teéiseh lassen. Einige dieser
Modelle haben sogar universelle Eigenschaften: Die Wentdutischen Exponen-
ten, die die Singularitaten an Phasenibergangen labehr gelten fur viele ver-
schiedene Modelle und werden sogar an realen Materialiereggen. Daher ist die
Computersimulation besonders wichtig fur das Verstéder kooperativen Eigen-
schaften wechselwirkender Teilchen.

5.1 Zufallszahlen

Ein Computer kann keine Zufallszahlen erzeugen. Er athedteh einem wohlde-
finierten Programm, nach Regeln also, die auf Eingabedatgewsendet werden
und Ausgabedaten erzeugen. Ein Computer funktioniertrdaigeeine determini-
stische Abbildung, die dem Zufall keinen Raum lal3t. Detrgibt es Algorithmen,
die ,Pseudozufallszahlen” erzeugen. Bei vielen statistisdiesits fihrt eine solche
Folge von Zahlen zu @hnlichen Ergebnissen wie sie Zutstien erzeugen wirden,
die die mathematische Definition vorzufallig“ erfullen. Wir wollen hier solche
Algorithmen kurz vorstellen.

Algorithmus und Ergebnis

Im Rechner werden Zahlen durch eine Anzahl von Bits (0 oddefgestellt. Stehen
z.B. pro Zahl 32 Bits zur Verfiigung, so konnen damit maxi2d verschiedene
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Zahlen dargestellt werden. Eine Abbilduigauf diesen Zahlen,

Tn = f(rn_1), (5.1)

erzeugt demnach eine Folgg, r1, -, ... , die sich nach hdochster®? Schritten
wiederholen mul3. Ein Computer kann daher nur periodischae&een von Zahlen
erzeugen. Bei maximaler Periodenlange kommt jede Zalwhar sehr langen Folge
gleich oft vor, diese Zahlen sind demnach gleichverteiknwdie computererzeug-
te Zahlenreihe viele Tests auf Zufalligkeit besteht, somenan sie Zufallszahlen.

Eine in diesem Zusammenhang haufig verwendete Abbildi(nrg ist die Mo-
dulo-Funktion mit drei Parametety c undm:

rn = (ar, 1 +c)modm. (5.2)

Ruft man die vom System bereitgestellten Zufallszahlenggatoren auf, z.B.
rand () in C oderRandom [] in Mathematicaso werden fast immer diese soge-
nannten linear kongruenten Generatoren benutzt. Das &iggdbr Modulo-Funk-
tion (= Rest bei Division durchn) ist auf hochstengn verschiedene Werte be-
schrankt; daher hat die maximale Periode die Lamgd-ir manche Parameter
undc wird dieses Maximurmmn auch erreicht. Einige Generatoren mit solchen Para-
metern haben bei den Tests auf Zufalligkeit relativ gutesiohnitten. In deiNume-
rical Recipessind einige Werte der giinstigen Paraméter a, ¢) angegeben, z. B.
m = 6075, a = 106 unde = 1283. Mit diesem Generator haben wir Punkte auf der
dreidimensionalen Kugeloberflache aus je drei aufeindinidgenden Zufallszahlen
erzeugt,

€n ::(Tnvrn+1arn+2)/\/;% +—Ti+¢ +'Ti+2' (5-3)

Jeder Generator benotigt einen Startwegrtden wir hier aufr, = 1234 gesetzt
haben. Ein kurzeSlathematicaProgramm

r0 = 1234
a = 106
c = 1283
m = 6075
zufall[r_ ] = Mod[a r+c,m]
uniform = NestList[zufall,rO,m+1] /N [m]

verschafft uns zunachst samtliche im Einheitsinteti@dlenden Zufallszahlen, aus
denen wir mit

tripel = Table[Take[uniform, {n,n+2}], {n,m}]
unitvectors Map [ (#/Sgrt[#.#]) &, tripell
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die in Gleichung (5.3) beschriebenen Einheitsvekt@gmewinnen. Der folgende
Befehl macht daraus Graphikobjekte und stellt sie auf dddsBhirm dar:

Show [Graphics3D [Map [Point,unitvectors]],
ViewPoint -> {2,3,2}]

Der Vektor {2, 3, 2} weist in die Richtung des Beobachters. Bild 5.1 (links) zeig
das Ergebnis. Waren die Punkég wirklich zufallig verteilt, so mufite bis auf

5.1 Tripel aus Pseudozufallszahlen. Links: Projektion auf die Kugeloberflache.sRExbt
selben Punkte im Einheitswirfel bei geeigneter Blickrichtung.

einen Geometriefaktor, der von der Projektion des Wudelsdie Kugel herriihrt,
dieser Ausschnitt der Oberflache gleichmaRig mit Punkileerdeckt sein. Man
sieht aber deutliche Strukturen, die aus der Korrelatioisawen drei aufeinan-
derfolgenden Zahlem, entstehen. Tatsachlich laRt sich zeigen, daRR die Punkte
U, = (Tn, Tni1, 'ni2)/m wie die Bausteine eines Kristalls auf einem regelmafi-
gen Gitter liegen. Ausgehend von einem Gitterpunkt kann dienachstgelegenen
Punkte aufsuchen und auf diese Weise die primitiven Gitdoren bestimmen.
Blickt man aus geniigend groR3er Entfernung und geeignetéituRg auf die Zu-
fallspunkte, so wird diese Gitterstruktur sichtbar. Bild $rechts) ist das Resultat
von

Show [Graphics3D [Map [Point, tripel]l],
ViewPoint -> {-325., 2000., -525.}]

Es ist klar zu erkennen, daf3 insgesadrhEbenen ausreichen, um alle Punkte unter-
zubringen. Dieser Wert ist noch als relativ gut anzusehemn er ist zu vergleichen
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mit der vollig regelmaRigen kubischen Struktur, die auf/® = 6075'/° ~ 18
Ebenen fuhrt. Bei einer Periode ven = 6075 kdnnen die Vektoren also nicht
gleichformiger als auf 18 Ebenen verteilt sein. Eine sdtie Wahl vorz undc hat
zur Folge, daf3 weniger Ebenen ausreichen, um alle Punktaraifmen.

In Abbildung 5.2 sind die Zufallszahlen in derselben Artgeifagen wie in Bild
5.1 (links), nur wurden sie diesmal mit deiathematicaGeneratorRandom [ ]

5.2 Wie Bild 5.1 (links), aber
die Vektoren wurden mit dem
MathematicaGenerator erzeugt.

erzeugt. Jetzt erkennt man keine Struktur mehr auf der Kbgellache. Das be-
deutet aber nicht, dalR es keine anderen Korrelationen zensden Zufallszahlen
gibt. Bei geeigneter Auftragung konnten auch hohere éationen oder Abhangig-
keiten zwischen weit voneinander entfernten Zahlen denme&sichtbar werden.

Es gibt verschiedene Tricks, um moglichst groRe Periodelrgute Zufallszahlen
zu erhalten. Man kann mehrere verschiedene Generatoiieanaer verschachteln,
oder man kann andere Abbildungérbenutzen. Ebenso kann man sich Sequenzen
von einzelnen Bits erzeugen, indem man Bits in einem festbsiahd miteinander
logisch verknupft. Nach dieser Vorschrift wird ein neuds é8zeugt, und danach
wird das Verkniipfungsfenster um eine Stelle verschoberisttaber bekannt, daf}
auch solche Schieberegister-Generatoren Korrelationger Bitsequenzen liefern.

Wie kann man Gberhaupt mit einfachen Abbildungensauserschiedenen Zah-
len Perioden erzeugen, die langer sind @8 Um dies zu erreichen, kann man
Gleichung (5.1) z.B. dadurch erweitern, daf3nicht nur aus einer, sondern aus
zwei oder mehreren schon erzeugten Zalrlelnerechnet wird:

'n = f (Tnftalrnfs) . (54)
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Dabei sindt und s geeignet gewahlte natirliche Zahlen it s. Jetzt wiederholt
sich die Folge erst, wenn alle Zahlén,, ;,7, ;...,7, 1} Schon einmal vorge-
kommen sind. Benutzt man ganze Zahlen mit 32 Bits, so kanGdaerator daher
maximal2*?* Zahlen erzeugen. Auf diese Weise lassen sich also Zahigmfahit
riesigen Perioden erzeugen. Schontfis 2 kann ein Programm, das pro Sekunde
eine Million Zufallszahlen erzeugt, 584942 Jahre laufevab sich die Zahlenfolge
wiederholt.

Nattrlich muf3 man in der Iteration (5.4) noch eine Funktfofinden, die auch
wirklich die maximale Period@*?* erzeugt. Vor etwa 10 Jahren haben Marsaglia
und Zaman eine Klasse von einfachen Funktionen gefunderfasii die maximale
Periode liefern. Sie nennen diese Funktiosahtract-with-borrow generators

Tn = (Tn_s — ¢ —c)ymodm. (5.5)

Dabei istc ein Bit, das fiir den folgenden Schritt au= 1 oderc = 0 gesetzt wird,

je nachdem, ob,,_, — r,,_; negativ oder positiv ist. Mit zahlentheoretischen Argu-
menten geben die Autoren Werte vert undm an, bei denen die Periodenlange
berechnet werden kann. So hat der Generator

Tn = (Th_s — Tn_3 — c) mod(2** — 18) (5.6)

die Periodenlangém?® — m?)/3 ~ 2%. Dieser Generator eignet sich auBerdem
hervorragend fur die Spracl& In modernen Rechnern ist die Operatidodulo
232 automatisch bei der Arithmetik von ganzen Zahlen mit 32 Bibge eingebaut.
DaC vorzeichenlose Integerzahlen erlaubt (unsigned longkatin man Gleichung
(5.6) sehr einfach programmieren.

Marsaglia und Zaman kombinieren diesen Generator mit

Tn = Tp1 + mo , .
69069 1013904243 d2% 5.7

der die Period@*? hat. Die Gleichungen (5.6) und (5.7) konnen leicht in Ger
Sprache formuliert werden.

#define N 1000000

typedef unsigned long int unlong;

unlong x=521288629, y=362436069, z=16163801,
c=1, n=1131199209;

unlong mzran ()
{ unlong s;
if (y>x+c) {s=y-(x+c); c=0;}
else {s=y-(x+c)-18; c=1;}
X=y; y=z; z=s; n=69069*n+1013904243;
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return (z+n);

}

main ()
{

double r=0.;

long 1i;

for (i=0;i<N; i++)

r+=mzran() /4294967296. ;

printf ("r= %1f \n",r/(double)N) ;

}

%, v, z undn werden auf Anfangswerte gesetzt, die der Benutzer beliéhditprn
kann. Das Hilfsbitc mul3 aufc =y > z gesetzt werden, i€ also aufl (wahr) oder

0 (falsch). Da dieses Programm fir einen Rechner geschmrishealer die Modulo-
2%2-Operation automatisch durchfithrt, muR bei i@t — 18) der Wert18 noch
von der Differenz«, _, —r,,_s — c¢) abgezogen werden. Das geschieht natlirlich nur,
wenn diese Differenz negativ ist, denn sonst kommt die Mod)beration nicht vor.
Der nachste,,-Wert ist die Summe der beiden Generatoren (5.6) und (5.7).

Weil diese beiden Generatoren teilerfremde Perioden hasedie Lange des
zusammengesetzten Generators das Produkt der beidelmeimkzéngen, also etwa
227 Dieser Generator kann etwf?* Jahre laufen, bevor sich die Zufallszahlen
wiederholen. Da die Zahlenfolge aul3erdem eine Mengetidatier Tests bestanden
hat, kann man bei vielen Anwendungen davon ausgehen, da@isge Zahlen so
verhalten wie, echte” Zufallszahlen.

Dennoch missen wir den Leser warnen: auch die obigen Pzefatlezahlen
entstehen aus einem deterministischen Algorithmus, dgarspahlentheoretisch
analysiert werden kann. Man kann also nicht ausschlielEh Kebrrelationen bei
statistischen Anwendungen storen. Jedes Problem reagigers auf unterschied-
liche Korrelationen. Daher kdnnen die Experten auch nadgen Jahrzehnten Er-
fahrung mit Zufallszahlen nur den Rat geben, verschiedesreefatoren zu benut-
zen und die Ergebnisse zu vergleichen. Wenn moglichesaiétn sich ein ahnliches
Problem suchen, das exakt gelost werden kann und die mecheri Ergebnisse
mit den exakt berechneten vergleichen. Dann hat man einsgg8icherheit tber
die Qualitat der Zufallszahlen. Da die zukinftigen Comapsimulationen immer
umfangreicher und genauer werden, darf die Qualitat déaillBaahlen nicht ver-
nachlassigt werden.

Die Beispiele in unserem Lehrbuch dienen nur zur Demotistraind nicht zur
genauen quantitativen Analyse. Deshalb werden wir im fudga nur die in den
Programmiersprachen vorhandenen Generatogerd () bzw.Random [] benut-
zen.
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Ubung
a) Programmieren Sie die beiden Zufallszahlengeneratoren
(I) 'n = ('rn72 — Tn75) mod10 s
(II) 'n = (Tn72 — Tpn_5 — C) mod10,

b)

wobeic = 1 oderc = 0 gesetzt wird, fall{r,_» — r,,_5) < 0 bzw. > 0 ist.
Beide Generatoren erzeugen ganze Zabldn. . . , 9 und wiederholen die Zah-
lenfolge, wenn die letzten fiinf Zahlen schon einmal voayeknen sind. Beide
mussen daher nach maximidl® Schritten die erzeugte Zahlenfolge wiederho-
len.

Starten Sie mit verschiedenen Satzen von funf Anfanigsritind berechnen Sie
die tatsachliche Periodenlange der erzeugten Zahgariol

Tip: Die Periodenlange der Generatoren laf3t sich z. B. dachemchnen, dald
man zwei Folgen parallel erzeugt. Bei der zweiten Folgeugizenan jeweils
zwei Schritte und beobachtet dann, wann die zweite die Edte Uiberholt.

Erzeugen Sie sich die Summe&on N gleichverteilten Zufallszahlenaus dem
Einheitsintervall. Der Mittelwert der Summe ist dann= 0.5N und die mitt-
lere quadratische Abweichung, die Varianz, ist

1 1

o = N () = (r)?) = N /r2dr— /rdr =1—Z\;.

0 0
Wiederholen Sie das Experiment sehr oft und zeichnen Siéldidigkeit der

Summen in ein Histogramm. Vergleichen Sie das Ergebnis imétr ésaul3ver-
teilung mit Mittelwertm und Varianzo?,

P(s) = — _(S_m)2].

ex :
Voro P [ 207
Uberpriifen Sie di&Jbereinstimmung fuv = 10, 100 und 1000.
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5.2 Fraktale Aggregate

Im Abschnitt 3.3 haben wir Gebilde konstruiert, die mehraite Linie aber weni-
ger als eine Flache sind. Sie werden durch eine gebrochienenBion charakteri-
siert und haben den Namen Fraktale. Sie sind selbstahelichTeil sieht ahnlich
aus wie das ganze Gebilde, und sie kbnnen durch eine esfdeterministische
Regel erzeugt werden.

Gibt es solche Gebilde in der Natur? In der Tat lassen sicle \B¢rukturen
in unserer Umgebung mit Hilfe von fraktalen Dimensionenrgitativ charakteri-
sieren. Kustenlinien, Gebirgszige, FluBlaufe, Blta8e, Nervenzellen, Blattober-
flachen, Schwankungen von Borsenkursen und viele andiénedene lassen sich
durch ein Potenzgesetz der Adie MasseM wachst wie die Langé, zur Potenz
D* beschreiben. Allerdings sind natirrliche Strukturenhtiso streng regelmafig
wie die Sierpinski-Packung aus Abschnitt 3.3, sondernisgtauch durch zufallige
Mechanismen entstanden.

Ein einfaches Beispiel fur solche durch Zufall und Regésemdenen Fraktale
sind Aggregate. Wenn Teilchen an einen Kern herandiffuedi@ind dort haften
bleiben, so entsteht eine lockere, kdrnige Struktur nmieegebrochenen Dimensi-
on zwischer2 und 3. Mit einem einfachen Computermodell, das 1981 von Witten
und Sander vorgeschlagen und untersucht wurde, wollen evirotistrieren, wie
mit wenig Aufwand solche fraktalen Gebilde mit dem Compwereugt werden
konnen.

Physik

Wir beschreiben im folgenden ein Modell eines Wachstunmgsses, bei dem die
ungerichtete Diffusion von Teilchen, bevor sie angelagentden, die entscheiden-
de Rolle spielt. Das Abscheiden von Material aus einer Edgktosung bei sehr
geringer Spannung zwischen den Elektroden kann als Berspifiir dienen. Man
mul3 nur dafir sorgen, dal3 die Zufallsbewegung der difenediden lonen wichti-
ger ist als ihre Drift aufgrund des elektrischen Feldes. M#&erialablagerung an
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der Elektrode fuhrt dann nicht zu einem kompakten Gebttadern es entsteht
ein filigranartig verastelter Cluster, den wir wieder dugine fraktale Dimension
D beschreiben konneil? ist etwa5/6 mal so grof3 wie die Raumdimension.

Den Prozef3 nennt mdiffusion Limited Aggregation (DLAObwohl DLA ein-
fach auf dem Computer simuliert und analysiert werden kgitot,es unseres Wis-
sens bis heute keine analytische Theorie dazu. DagegeieeXisr das Diffusions-
problem bzw. die Zufallsbewegung eines Teilchens eine gutiekelte mathema-
tische Theorie. Einige Aussagen und Ergebnisse, auf digmwilgorithmus-Teil
zuriickkommen, wollen wir hier kurz erlautern.

Wir betrachten einerandom walkauf einem quadratischen, oder auch allgemei-
ner, auf einemi-dimensionalen kubischen Gitter. Die Gittervektoren lersen
wir mit  , und die Verbindungsvektoren zu d2d nachsten Nachbarn nennen wir
Axz;,i = 1,2,...,2d. Die Bewegung unseres Zufallswanderers ist nun dadurch
bestimmt, daf3 er in jedem Zeitschriit, wenn er zur Zeit am Gitterplatzz ist,
von den nachsten Nachbarplatzent Az; einen zufallig auswahlit und dort hin-
springt. Setzen wir jetzt viele Teilchen auf das Gitter, uiiabhangig voneinander
alle nach demselben Zufallsrezept hiipfen, und bezeiamitar(x, t) den Bruchteil
derer, die zur Zeit am Platzz sind, so erhalten wir folgende Bilanzgleichung:

w(@,t+ At) — u(z, ) = 2—1d S (@ + Az t) —u(z,1).  (5.8)

i=1

Den Termu(x, t) haben wir auf beiden Seiten subtrahiert, damit man leichédt,
dal® dies gerade die diskrete Version der Diffusionsgleighigt. Dividieren wir
namlich (5.8) sowohl durch ein geeignetes kleines Volunsendald eine Dichte
entsteht, als auch dureht und lassen alle kleinen GrofRen, insbesondere/site
proportional zuv/ At, gegen) gehen, so erhalten wir fur die Wahrscheinlichkeits-
dichte die Gleichung

ikl VZu (5.9)
mit einer Diffusionskonstantemn.

Wir wollen zwei charakteristische Losungen dieser Diffasgleichung diskutie-
ren, und zwar zum einen die Losung eines Anfangswertpnadleie uns Auskunft
gibt Uber Art und Geschwindigkeit, mit der sich im Mitteheéfufallsweg ausbreitet,
und zum anderen eine stationare Losung, aus der wir eisetfdtzung der fraktalen
DimensionD des DLA-Clusters, an den sich die diffundierenden Teilcda@dagern,
gewinnen kdnnen.

Gleichung (5.9) mit der Anfangsbedingun@z, t,) = é(x — x,) und der Rand-
bedingungu — 0 fir || — oo lalt sich durch Fouriertransformation 1dsen. Man
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erhalt furt > ¢, :

VIR

Wir sehen hieran, daf3 die Wahrscheinlichkeit, das hugfdrilchen, das zur Zeit
to bei o war, zu einer spateren Zditbei & anzutreffen, nur vom Abstand =
|z — x|, nicht aber von der Richtung abhangt. Das ist nicht weitsmunder-
lich und driickt nur die raumliche Isotropie des Diffusipnozesses aus, die wir
hineingesteckt haben, indem wir alle Raumrichtungen gbebandelt haben. Der
Mittelwert ((x — x,)?) ergibt sich zu

exp (—-f32i3@£i>. (5.10)

(@ —@0)*) = 2dn (t — o) (5.11)

und besagt, daf? die mittlere Ausdehnung des Zufallswegeg/i- ¢, anwachst.
Dieses Gesetz ist bis auf den Vorfaktor unabhangig von deeBsiond des Raum-
es, in den die Zufallsbewegung eingebettet ist.

Das Modell von Witten und Sander beschreibt ein diffusiessinmtes Wachs-
tum, das nach folgender Vorschrift ablauft. Man beginrteiriem minimalen Clu-
ster, in der Regel mit einem einzelnen Teilchen im Ursprueg Koordinatensy-
stems. Dann lafit man in grof3er Entfernung und unter eirialligen Richtung ein
weiteres Teilchen starten, das solange frei diffundigg,ds an den Kern im Ur-
sprung anstof3t und dort haften bleibt. Daraufhin star&at draufl3en, wiederum un-
ter einer zufallig ausgewurfelten Richtung das nachistehen, und dann immer so
weiter. Im Mittel Uber viele Realisierungen wird der zextdr Cluster radialsymme-
trisch wachsen. Fur eine konkrete Realisierung bezeictuiredie maximale radiale
Ausdehnung des Clusters nftt,., () und bestimmen seine fraktale Dimensibn
durch den Zusammenhang zwischn., (¢) und seiner Mass#/(t), der Zahl der
bis zum Zeitpunkt angelagerten Teilchen:

M < RP . (5.12)

max

Wenn wir dieses Modell durch eine Wahrscheinlichkeitstdieh(x, t) der diffun-
dierenden Teilchen beschreiben wollen, so miissen wir atglBedingung beriick-
sichtigen, daR die Dichte am gerade entstandenen Clussatweindet. Ein weite-
res Teilchen wird mit einer Wahrscheinlichkeit, die praoral zum Teilchenstrom
ist, am Cluster angelagert. Naherungsweise konnen veir abch annehmen, daf
alle Teilchen, die einen gewissen Einfangraditisunterschreiten, durch Absorpti-
on weggefangen werden. Nach Witten und Sander ist@bproportional zuR,,,..,,
und wir machen fur die nachfolgende Dimensionsbetrachiginen Fehler, wenn
wir R. durch R, ersetzen. Au3erdem kdnnen wir davon ausgehen, dal dje Zeit
die den Diffusionsprozel3 charakterisiert, z. B. die Zaé,aln diffundierendes Teil-
chen benotigt, um die Strecke zum Nachbarplatz zuriiekgn, sehr viel kleiner ist
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als die Zeit, die das Anwachsen des Clusters charaktérisdranderen Worten,

wir suchen eine radialsymmetrische, zeitunabhangigeuhg der Diffusionsglei-
chung (5.9) mit der RandbedingungR,...,) = 0. Die Gleichung

1 0 ,,0

— —u= 5.13

ri—t or ' or 0 ( )

kdnnen wir aber leicht integrieren. Wir erhalten &ir> 2 die Losung

R\
u(r) = ug (1 — < " ) > , (5.14)

und furd = 2 ist u proportional zuln(r/R..x). Die radiale Komponente der
Stromdichtej, = —n du/dr, istin jedem Fall proportional zRZ_2 /r?~!, woraus
wir nach Integration Uber die Oberflache erhalten, dafG#samtteilchenstron,
der vom Cluster absorbiert wird, proportional &¢_? ist. .J ist proportional zur
Massenzunahme, so daf} sich die folgende Gleichung ergibt:
d—> aM dM  dRpax D1

R .ocd = a AR di xR v. (5.15)
Die Geschwindigkeit, mit der die ClustergrofRe zunimmit, ist also proportional z
RI-1-P_Stecken wir jetzt noch die plausible Annahme hinein, dgB8denfalls
nicht mit der Clustergrofie anwachsen kann, so darf derfeqgad — 1 — D nicht
positiv sein, es muld alsb— 1 < D gelten. Andererseits ist der DLA-Cluster in den

d-dimensionalen Raum eingebettet, so dal3 wir die Relation

d—1<D<d (5.16)

Au =

erhalten, die durch numerische Simulationendiz 2, 3, .. ., 8 bestatigt wurde.

Algorithmus

Wir wollen einen DLA-Cluster auf einer2-dimensionalen quadratischen Gitter er-
zeugen. Dazu besetzen wir den Platz in der Mitte des Gittetgen ein weiteres
Teilchen im Abstand?, auf das Gitter und lassen es diffundieren, bis es entweder
am besetzten Platz hangenbleibt oder einen Absiand- R, dazu Uberschritten
hat. Dies wird iteriert. Der Algorithmus lautet also:

1. Starte mit einem leeren Quadratgitter und besetze delemit Gitterplatz mit
einem Teilchen.

2. Die aktuelle Grof3e des Aggregates sei durch den R&iusgegeben. Setze ein
Teilchen auf einen zufallig gewahlten Platz, der einestabdR, 2 R.,., vom
Ursprung hat, und lasse es zu einem zufallig gewahltemberplatz hipfen.
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3. Wenn das Teilchen einen Nachbarplatz des Aggregatdasherrgo wird es hin-
zugefugt undR,,., wird eventuell erhoht. Wenn das Teilchen den Abstahd
(Rx > Rs > Rnax) Uberschreitet, dann wird es vernichtet.

4. lteriere 2 und 3 und berechd® = In N/1In R,,.,, wobei N die Anzahl der
Aggregatteilchen ist.

Die Skizze 5.3 zeigt noch einmal den kleinsten Kreis mit deadiBs R,,,,, um
das Aggregat, den Startkreis und den Vernichtungskrelsrdihgs verfalscht die
EinfUhrung eines Vernichtungskreises die EigenschafesnAggregates, denn das
diffundierende Teilchen kann auch fl#& > R, wieder zum Aggregat zuriickkeh-
ren. Unser Algorithmus beschreibt also erst im Limigs — oo das eigentliche
Problem. Grol3é,.-Werte bedeuten aber grol3e Rechenzeiten, und wir erwagten k
ne wesentlichen Abweichungen fir endlicRge-Werte. Man kann die Wahrschein-
lichkeit, dal3 das Teilchen an eine bestimmte Stelle desk&teges zurlickkehrt,
analytisch berechnen und damit das Teilchen in einem $cuiticksetzen. Da-
mit vermeidet man den Vernichtungskreis. Bei grol3en Agapesglohnt sich dieser
Aufwand, doch wir wollen hier darauf verzichten.

5.3 Das diffundierende Teilchen
startet am mittleren Kreis. Wenn
es den aulleren Kreis Uberschreitet,
wird es vernichtet, und ein neues
Teilchen wird auf den Startkreis ge-
setzt.

Der Algorithmus laRdt sich dartiber hinaus noch wesenttielchleunigen, wenn
man um das Teilchen, das sich vom Cluster wegbewegt hat) gidglichst grol3en
Kreis konstruiert, der gerade den Rand des Aggregatebihelia das diffundieren-
de Teilchen nach Gleichung (5.10) mit gleicher Wahrscigikkit an jedem Punkt
dieses Kreises ankommt, kann man es zufallig auf den Keties, ohne die zeit-
aufwendige Diffusion zu simulieren. Dies wird solange vedublt, bis das Teilchen
einen Nachbarplatz des Aggregates erreicht hat oder demcWéungskreis uber-
schreitet. Der Algorithmus dazu lautet also:
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1. Starte mit einem leeren Quadratgitter und besetze ddlemit Gitterplatz mit
einem Aggregatteilchen.

2. Die aktuelle GroRRe des Aggregatesiist,.. Setze ein Teilchen auf einen zufallig
gewahlten Platz auf den Kreis mit dem RadRis2> R,,., und lasse es zu einem
zufallig gewahlten Nachbarplatz hupfen.

3. Wenn das Teilchen einen Nachbarplatz des Aggregatdsterreo wird es hin-
zugefugt undR,..., wird eventuell erhdht. Wenn das Teilchen den Abst&yd>
R; 2 R,.. Uberschreitet — seine Entfernung vom Ursprungfgei, so wird es
auf einen zufallig gewahlten Platz auf einem Kreis um deifcfien mit dem Ra-
dius (R — R;) gesetzt. Wenn das Teilchen den Abstdhd> Ry > R 2 Rumax
Uberschreitet, so wird es vernichtet.

4. lteriere 2. und 3. und berechi#® = In N/ In R,,.,, wobei N die Anzahl der
Aggregatteilchen ist.

Die Skizze 5.4 soll diesen Algorithmus noch einmal verdelgn. Zur schnellen

Vernichte

5.4 Wie Bild 5.3, doch auf3erhalb
des Kreises mit dem Radiug; legt
das Teilchen mit einem Sprung die
StreckeR — R zurlick.

Simulation des DLA-Clusters wahlen wir die ProgrammieaspeC. Das Quadrat-
gitter wird durch das zweidimensionale Feld [rx] [ry] beschrieben, das die
Werte 1 und 0 annehmen kannxf [rx] [ry] =1 bedeutet, daR am Ort mit den
Koordinatenrx und ry ein Aggregatteilchen sitzt, wahrend die Platze riit=0
zur Diffusion zur Verfigung stehen. Bei sehr grof3en Aggteg ware es sicherlich
sinnvoll, nicht das ganze Gitter, sondern nur die Aggrega¢t Randplatze zu spei-
chern, um aber die dazu erforderliche Buchhaltung zu vetemgiwahlen wir den
einfachen Weg.

Der Startplatz auf dem Kreis mit Radiiig wird mit der Funktiorbesetze ()
gewahilt:
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void besetze()

{
double phi;
phi=(double)rand () /RAND_ MAX*2.*pi;
rx=rs*sin(phi) ;
ry=rs*cos (phi) ;

}

Das Hupfen auf einen der vier Nachbarplatze wird mit emdéllig gewahlten Zahl
0,1,2 oder3 gesteuert:

void huepfe ()

{
int r;
r=random(4) ;
switch(r)

{

case 0: rx+=1;break;
case 1: rx+=-1;break;
case 2: ry+=1;break;
case 3: ryt+t=-1;break;

}

Nach jedem Sprung muB3 gepriift werden, ob das Teilchenareatiwird (R >
Ry), ob es einen Randplatz des Aggregates erreicht hat, obugfsptung(R <
R,) oder ein KreissprungR > R,) gemacht wird. Diese vierwenn“ im Schritt
Nr. 3 des obigen Algorithmus werden durch die Funkiiaruefe () abgefragt:

char pruefe()

{

double r,x,vy;

X=IX;

Y=ry:

r=sqrt (X*x+y*y) ;

if (r > rkill) return 'v’;
if (r >= rd) return ‘k’;

if (xflrx + 1 + 1max/2] [ry + lmax/2] +
xflrx - 1 + 1max/2] [ry + lmax/2] +
xf[rx + 1lmax/2] [ry + 1 + lmax/2] +
xf[rx + 1lmax/2] [ry - 1 + lmax/2] > 0)

return ’'a’;

else
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return 'h’;

}

1max ist die Grol3e des Zeichenfensters. Die folgende Funktigh das Teilchen
zum Aggregat hinzu:

void aggregate()
{
double x,vy;
xf [rx+1max/2] [ry+1lmax/2]=1;
X=IrX;Y=Try;
rmax= max (rmax, sgqrt (x*x+y*vy)) ;
if (rmax>1max/2.-5.) {printf ("\7");stop=1;}
circle (4*rx+340,4*ry+240,2);
}

und beim Kreissprung wird ein Zufallsvektor mit dem Betdag- R, zum Ort des
Teilchens addiert,

void kreissprung ()

{
double r,x,y,phi;
phi=(double) rand () /RAND_MAX*2.*pi;
X=rX; Y=ry; r=sqrt(x*x+y*y);
rx+=(r-rs) *sin(phi) ;
ry+=(r-rs) *cos (phi) ;

}

Die Koordinatenrx und ry des Teilchens und das Aggregatfedd [rx] [ry]
werden vor dem Hauptteilain () global deklariert, so daR alle Funktionen auf sie
zugreifen kdnnen. Mit den obigen funf Funktionen lautabi der wesentliche Tell
des Hauptprogrammes

while (stop==0)

{

if (kbhit()) stop=1;

switch (pruefe())
{
case 'v’:besetze() ;huepfe() ;break;
case ’'a’:aggregate() ;besetze() ;huepfe() ;break;
case 'h’:huepfe() ;break;
case 'k’ :kreissprung() ;break;

}
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Ergebnis

In Bild 5.5 ist das Ergebnis der Simulation zu sehen. Auf derkatation haben sich
innerhalb einer Minute 1540 Teilchen zu einem fraktalen isggt angelagert. Mit
der maximalen Ausdehnung von 63 Gitterabstanden erhéitt die Abschatzung
D =1n1540/1n63 ~ 1.77 fur die fraktale Dimension.

|
= DLA -1
Eefehle

halt

Animation

M = 1540
Rmax = 63.032

| Db=1n | 5.5 DLA-Cluster auf dem Qua-
dratgitter.

Die Simulationen zeigen auerdem, daR® durch die Einfighdem gro3en Spriinge
fur R > R, die Rechenzeit sich nicht wesentlich erhdht, wenn man dehuR des
Vernichtungskreises vergrof3ert.

Ubung

Verbesserte Dimensionsanalyse

Bei der Bestimmung der fraktalen Dimension haben wir bisleenachlassigt, dald
der momentan erzeugte Cluster noch nicht fertig ist. WEheaéch die, Arme” des
Clusters weiter ausbilden, konnen immer noch weiterefieit in seine inneren Be-
reiche gelangen. Durch unser willkiirliches AbbrechembEireichen eines gewis-
sen maximalen Radius vernachlassigen wir diese Teilddentatsachliche Cluster
sollte etwas dichter, die fraktale Dimension etwas hobar.s

Berechnen Sie die Masse des Clusters unter Vernachlagsadler Teilchen, die
einen Abstand grof3er atshaben. Tragen Sie in einelwg-log-Diagramm die Mas-
se Uber auf und versuchen Sie, das Verhalten zu interpretieren.
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Variation der Modell-Parameter

Es ist interessant zu beobachten, inwieweit sich Form waikddle Dimension des
Clusters verandern, wenn man das urspringliche DLA-Mdesleht variiert.

Fuhren Sie in das Programdi a . c einen zusatzlichen Parametey.;, ein, der
die Wahrscheinlichkeit darstellt, da ein Teilchen, dasetnem dem Cluster be-
nachbarten Platz ankommt, auch tatsachlich haften bleibt

Fur den Fall, dal3 das Teilchen nicht befestigt wird, soWeger diffundieren bis
es erneut den Cluster trifft, wo es wieder mit der Wahrsdlofikeit w,,,¢ haften
bleibt. Beim Weiterdiffundieren ist natlrlich darauf zohéen, dafd dem Teilchen
verboten wird, auf einen bereits besetzten Platz zu hipfen
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5.3 Perkolation

In einem idealen Kristall sind alle Atome regelmaRig aufeen Gitter angeordnet.
Fur diesen Fall konnen wir die Fouriertransformationddean, um die periodischen
Strukturen und auch die Kristallanregungen, z.B. die Phenpzu beschreiben.
Weil aber unsere Natur nur selten aus idealen Kristalletebhesbemiihen sich die
Festkorperphysiker seit Jahrzehnten, auch MaterialienmmegelmaRigen Struktu-
ren zu verstehen.

Es gibt eine einfache Beschreibung eines ungeordnetenrilatedas Perko-
lationsmodell. Das englische Waid percolatebedeutetdurchsickern Das Mo-
dell soll ein poroses Material beschreiben, durch das ggieilchen hindurch-
diffundieren kdnnen, falls es durchgehende Wege durchPdien gibt. Die Geo-
metrie der zufallig entstanden Poren wird durch die Patimhstheorie beschrie-
ben. Das Modell kann jedem Schuler erklart werden, es kafirinem Computer
leicht programmiert werden, und dennoch enthalt es intamgte Physik, die mit
Phaseniuibergangen, kritischen Phanomenen, Univatsaid selbstahnlichen Frak-
talen zusammenhangt.

In diesem Abschnitt wollen wir das Perkolationsmodell w®ien und simulie-
ren.
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Physik

Nehmen wir an, wir haben eine Legierung, die aus zwei Atotesobbesteht, die
wir A- und B-Atome nennen wollen. Die Konzentration dérAtome seip, und
beide Teilchensorten sollen zufallig verteilt sein undammen ein regelmafiges
Kristallgitter bilden. Wir wollen weiterhin annehmen, dai@ A-Atome magnetisch
sind mit einer kurzreichweitigen magnetischen Wechs&lwig, die nur bei unmit-
telbarer Nachbarschaft zweidrAtome zum Tragen kommt. Wenn es keine Kopp-
lung zu den unmagnetischdi-Atomen gibt, so kann der Kristall nur dann eine
magnetische Ordnung bilden, wenn ein unendlich gro3es Wetzusammenhan-
gendenA-Atomen existiert. Phasenubergange gibt es zwar strengrgmen nur in
unendlich gro3en Systemen mit hinreichend groRer Verngtan unseren Compu-
tersimulationen werden wir aber auch fur endlich groRee3ye bei einer kritischen
Konzentration der A-Atome deutliche Anzeichen eines Phidlsergangs erkennen
kdonnen. Die Grol3e der Strukturen vdrAtomen, die alle untereinander verbunden
sind, spielt dabei eine wichtige Rolle. Eine solche Menge AeAtomen, die durch
ihre Kopplungen zusammenhangen, wtdistergenannt.

Bei kleinen Konzentrationep gibt es nur eine Menge kleiner Cluster ohne ma-
gnetische Ordnung. Mit wachsenderwird die mittlere Grol3e der zusammenhan-
gendenAd-Atome ebenfalls wachsen, bis sich ab einem Schwellenwezin Clu-
ster durch den ganzen Kristall ausdehntnennt man Perkolationsschwelle oder
kritische Konzentration. Fip > p. koexistiert der unendliche mit vielen kleinen
Clustern, erst bg» = 1 sind alle Platze mitl-Atomen besetzt, und es gibt nur einen
(unendlichen) Cluster.

Fur den unendlich groR3en Kristall gibt es rainenwohldefinierten Wert fur die
Perkolationsschwellg.. Beispielsweise findet man auf dem quadratischen Gitter
mit vier nachsten Nachbarn den numerischen Wert= 0.59275 + 0.00003, auf
dem Dreiecksgitter mit sechs Nachbarplatzempist 1/2 exakt bekanntp. hangt
zwar vom Gittertyp und der Reichweite der Kopplungen athtréder von der spe-
ziellen Realisierung der Probe, wenn man die Grof3e desallsigegen Unendlich
gehen laf3t. Im endlichen Kristall dagegen gibt es, abigaran p, natirlich nur eine
gewisse Wahrscheinlichkeit dafir, daf? ein Cluster existder zwei gegeniiberlie-
gende Seiten verbindet.

Man kann nun viele Fragen zu den Eigenschaften der Clus#erstund da-
zu mathematische GesetzmaRigkeiten erarbeiten. WieigirpR fur verschiedene
Gitterstrukturen und Clusterdefinitionen? Wie wachstrdittlere Ausdehnung der
endlichen Cluster, wenn man die Konzentratiobis zur Schwelle, erhdoht? Wie
wachst die Dichte des unendlichen Clusters oberpgfoWie sieht die Verteilung
der Clustergrof3en aus? Hat der unendliche Clustes baine Struktur?

Besonders interessant sind die Gesetzmafigkeiten indlee Ner Perkolations-
schwellep.. Wir definieren z.B. eine mittlere Ausdehuiitfs) eines Clusters mit
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Teilchen durch

. 1 .

2 _ 2

R (S) = @ Z (’I"i — 'I"]') ; (517)
i#]

wobei: und j die Teilchen des Clusters durchnumerieren upndlie Position des

i-ten Atoms auf dem Gitter ist. Die mittlere Ausdehniynder endlichen Cluster ist

dann definiert durch
&=V (R*(8))scoo (5.18)

dabei bezeichndt..),. ., den Mittelwert Giber alle endlichen Cluster .
& divergiert an der Perkolationsschwelle, und dichtegjilt:

E~lp—pe|™". (5.19)

Dieses Gesetz erhalt man firr samtliche Perkolationsttedberraschenderweise
ist der Exponent universell. Das heif3t, er hat einen Wert, der nur von der Ritum
mension abhangt. In der Ebene ist fur verschiedene Giten und Reichweiten der
Kopplungen, auch fiir das entsprechende Problem ohne,Gitigkin realen zweidi-
mensionalen Legierungen der Wert= 4/3 exakt bekannt. Fur drei Dimensionen
erhalt man numerisch ~ 0.88.

Die Wahrscheinlichkeit?(p), daR ein beliebig herausgegriffenes A-Atom zum
unendlichen Cluster gehort, ist null figr < p. und wachst stetig vo(p.) = 0
bis P(1) = 1 an. Dicht beip. wird der Anstieg wieder durch ein Potenzgesetz mit
einem universellen Exponentghbeschrieben:

P(p) ~ (p _pc)ﬁv (p ch) . (5.20)

In zwei Dimensionen gil = 5/36 ~ 0.14 ; P(p) wachst also bep. sehr steil an.
Direkt an der Perkolationsschwelle verschwindet zwar dighi® des unendli-
chen ClustersP(p.) p. = 0, trotzdem existiert er, und er hat eine interessante
Struktur: Er ist ein Fraktal. Wenn wir einen quadratischarsgchnitt des Gitters
mit der Kantenlangd. betrachten, und weni/ (L) die Anzahl der Teilchen des

unendlichen Clusters in diesem Ausschnitt ist, dann gilpbe

(M(L)) o L”, (5.21)

wobei (...) den Mittelwert Uber verschiedene Ausschnitte bezeicHbiet Masse
des Clusters wachst also mit einer Potenz der Lange, ucid Abschnitt 3.3 ist
D seine fraktale Dimension. In der Ebene dilt= 91/48 ~ 1.89. Der kritische
Perkolationscluster ist also wesentlich kompakter alsddmsh Diffusion erzeugte
Aggregat aus dem vorherigen Abschnitt.

Bisher haben wir drei universelle kritische Exponente¥ und D kennenge-
lernt, aber noch viele andere Eigenschaften werdemnpbelurch Potenzgesetze
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mit weiteren Exponenten beschrieben. Solche Singulantgind aber nicht un-
abhangig voneinander, sondern hangen durch Skalemzgesgteinander zusam-
men. Wir wollen hier nur die Idee skizzieren und fur dasetiefVerstandnis auf
die Lehrbiicher zu den kritischen Phaseniibergangen enB&ehormierungsgrup-
pentheorie verweisen.

Sei M (p, L) die mittlere Anzahl der Teilchen eines Clusters, der eindpateder
LangeL durchquert. Fur jeden Wert vah erhalt man die AnzahM als Funktion
vonp ; dies ergibt eine ganze Kurvenschar. Die Skalentheoriaedgtesin, dal3 diese
Kurvenschar in der Nahe des kritischen Punktes nach geteigBkalierung durch
eine einzige universelle Funktighbeschrieben wird. Die Skalen fur die Groldeh
und L kdnnen durch Potenzen von entweger p. oder mit Gleichung (5.19) von
& ausgedrickt werder. wird dabei in Einheiten vog und M in Einheiten einer
Potenz vorg, z. B.£*, gemessen. Das bedeutet:

M0 ~ 1 (). (5.22)
wobei f eine zunachst unbekannte Funktion unein kritischer Exponent ist. Setzt
man L = k& mit einer Konstanterk, so folgt aus Gleichung (5.2 = D. L
wird also in Einheiten vog und M in Einheiten vor¢ ” gemessen, daher der Name
Skalentheorie.

Aus L = k ¢ folgt auch:

M(p, L)

S (G (5.23)

wobei L¢ die Anzahl der Gitterpunkte im-dimensionalen Wirfel mit der Kan-
tenlangelL ist. M /L ist aber die Wahrscheinlichkeit, daB ein Gitterplatz zum pe
kolierenden Cluster gehort. Flr groReWerte gilt daher:

M(p, L
7(51 ) ~pP(p)~ (p—p:)’ (5.24)
Aus den Gleichungen (5.19), (5.23) und (5.24) folgt
(p—pe)” ~ (p—pc) ™" P77 (5.25)

Daraus kann man schliel3en:
B=(d—D)v. (5.26)

Die drei kritischen Exponenten sind damit durch ein Skadsetz miteinander ver-
koppelt. Tatsachlich genugt die Kenntnis zweier Expeaenum alle anderen zu
berechnen.



5.3 Perkolation 193

Zunachst sind die kritischen Exponenten nur fr das uli@ndroRe Gitter defi-
niert. Mit dem Computer konnen wir aber nur endliche Gittétr Teilchen besetzen.
Im endlichen System gibt es jedoch keinen Phaseniibergaimg, scharf definierte
Perkolationsschwelle und keine Divergenzen. Wie kann nzenden Eigenschaf-
ten eines endlichen Systems auf die kritischen univers@lesetze des unendlichen
Gitters schlieRen?

Die Theorie dedinite size scalindbeantwortet diese Frage. Sie basiert auf den
oben skizzierten Skalengesetzen, die auch etwas Ubebdi@nigkeit der Singula-
ritaten von der Gittergrof3e aussagen. Benutzt man das durch Gleichung (5.19) be-
schriebene Verhalten der Korrelationslange in der Skedeiehung (5.22), so erhalt
man mitf (z) = f(z'/"):

M(p,L)-|p—pc|"® ~ f ((p— pc) L") . (5.27)

Die Konzentrationp und die Systemlangé sind also in der Nahe des kritischen
Punktegp = p., L = oo miteinander verknipft.

Die fraktale DimensionD erhalt man schon aus Gleichung (5.21). Denn fir
L < ¢ sieht das endliche System wie das unendlich grol3e aus. Ddslgt aus
Gleichung (5.21M (p., L) ~ LP. Aus dem Anstieg der ZahV/ (p., L) der Teil-
chen im perkolierenden Cluster mit der Gittergralz&ann man also die fraktale
DimensionD numerisch berechnen. Wie aber bestimmt maannd den Exponen-
tenv?

Dazu stellen wir ein Skalengesetz analog zu Gleichung Y32 die Wahrschein-
lichkeit 7r(p, L) auf, daR es in einer Probe der Gralzeinen Cluster gibt, der zwei
gegenuberliegende Seiten verbindet, der also perkobéienbar gilt

_J 0 fur p<op.,
e ={ fr pSh (52

Fur endlicheL-Werte wird diese Stufenfunktion in der Nahe yamnabgerundet. Da

7 im unendlichen System fijr > p. eine Konstante ist, hat der entsprechende Ska-
lenexponent den Wert Null. Die Skalengleichung fiip, L), analog zu Gleichung
(5.27) furM (p, L), lautet also mit einer unbekannten Funktipn

m(p, L) =g ((p—pc) L") . (5.29)

Wenn wir nun die Platze eines Gitters mit der Wahrschéikkdt p mit Atomen
besetzen und darm erhdhen, so wachsen alle Cluster. Bei einem Schwellenwert
p.(L) wird ein perkolierender Cluster auftreten.

Die Wahrscheinlichkeit, daf3.(L) im Intervall [p,p + dp] liegt, ist durch die
Ableitung (dr /dp) dp an der Stellep.(L) gegebendr/dp zeigt ein Maximum,
das furL, — oo divergiert und zur Perkolationsschweflge des unendlichen Gitters
lauft. Wegen der groR3en statistischen Fluktuationen $&¢h das Maximum von
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dm /dp nur schlecht numerisch bestimmen. Es ist besser, den Wéttelund die
Fluktuationen vom. (L) zu berechnen. Der Mittelwert der Perkolationsschwelle ist

gegeben durch
dm
(L)) = — dp. 5.30
o) = [ p (530

Aus Gleichung (5.29) erhalt man dafur das Skalengesetz
(pe(L)) = /pL”” g ((p—pe) L") dp. (5.31)

Mit der Substitutionz = (p — p.)L'/* und mit [ 4% dp = n(1, L) — (0, L) = 1
folgt daraus:
(pe(L)) —pe ~ L™'". (5.32)

Wenn wir nun furr viele Simulationen eines Systems der lednden Wertp,. (L) be-
stimmen und dies flr viele moglichst grokeWerte wiederholen, so kann man den
Mittelwert (p.(L)) durch das Gesetz (5.32) fitten und dadyschindv bestimmen.
Man kann auch gleichzeitig den Mittelwert des Quadrategy6h) berechnen und
erhalt damit ein Maf\ fur die Breite vordz/dp. Fuhren wir namlich far

A = ((pe(L) = (pe(L)))?*) = (pe(L)?) — (pe(L))?

‘ ‘ (5.33)
= ((p.(L) _p0)2> — (pe(L) _pC>2
die zu (5.30) und (5.31) analoge Rechnung durch, so erhaiten
A~ L7V, (5.34)

Aus der Standardabweichung vpp(L) lait sich somit der Parameterdirekt ge-
winnen.

Mit Hilfe der Skalengesetze gelingt es uns also, die kiigscWerte des unend-
lichen Gitters aus den Eigenschaften endlicher Systemermachnen. Diesdmite
size scalingst nicht nur auf das Perkolationsproblem beschranktdeones gilt
auch fir andere Arten von Phaseniibergangen, z. B. fundgnetischefdbergang
des Ising-Ferromagneten, den wir in Abschnitt 5.5 behandelden. Wir haben da-
mit ein wichtiges Werkzeug kennengelernt, um universalln modellunabhangige
Grolien zu berechnen.

Schliefilich sollten wir erwahnen, dal} es neben der higsrbekenersite per-
colationauch die sogenanntend percolatiorgibt. Dabei werden nicht die Platze
des Gitters, disites sondern die Verbindungslinien benachbarter Platzehaliels
mit der Wahrscheinlichkeip besetzt. Solche Systeme haben zwar eine andere Per-
kolationsschwelle, jedoch dieselben universellen kdtiish Eigenschaften wie das
besprochene Modell.
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Algorithmus

Auf einem Gitter 1aRt sich die Perkolationsstruktur nuisar leicht erzeugen. Wir
wahlen ein Quadratgitter mit Gitterplatzén, j), : = 0,...,L — 1 undj =
0,...,L — 1, und benutzen gleichverteilte Zufallszahlenc [0,1]. Der Algo-
rithmus lautet damit:

1. Durchlaufe all€i, 7).

2. Ziehe eine Zufallszahl.

3. Fallsr < p, zeichne einen Punkt am Plg#z ).
DasC-Programm dazu lautet:

double p = 0.59275;
int i, j, L = 500, pr;
pr = p*RAND_MAX;
for (1 = 0; i < L; i++)
for (j = 0; J < L; j++)
if (rand() < pr) putpixel (i,Jj,WHITE) ;

Bild 5.6 zeigt das Ergebnis. Man sieht eine scheinbar regelStruktur. Es ist des-
halb Uberraschend, dal? man daraus durch geeignete Frageleren quantitative
Beantwortung so vielfaltige mathematische Gesetznk&Ren herausholen kann.
Allerdings ist die Auswertung der Perkolationsstruktuchmimehr so einfach zu
programmieren wie deren Erzeugung. Die Frage z.B., ob di&ist in Bild 5.6
perkoliert, ob es also einen Weg Uber besetzte Nachhaeptiibt, der zwei ge-
geniiberliegende Seiten verbindet, lalt sich nicht teigantworten. Auch unser
Auge ist mit dieser Frage uberfordert.

Wir brauchen einen Algorithmus, der Cluster von zusamraagbkiiden Teilchen
identifizieren kann. Eine naive Methode ware, von jedenetzésn Platz aus wach-
sende Kreise zu ziehen und alle verbundenen Platze zuenamnkiDies kostet aber
sehr viel Rechenzeit. Ein schneller Algorithmus wurde 19@6 Hoshen und Ko-
pelman entwickelt. Dabei wird das Gitter nur einmal durafda, und es werden
Clusternummern an alle besetzten Platze vergeben. Jiederder nicht mit vorher
besuchten verbunden ist, erhalt eine neue Nummer. Atigediverden dabei manch-
mal auch Teile desselben Clusters mit unterschiedlichemrNern belegt. Durch
einen Buchhaltungstrick kbnnen solche Kollisionen ameeleicht aufgelost wer-
den. Die Details dieses Algorithmus sind in den Lehrbiclven Stauffer/Aharony
und Gould/Tobochnik gut beschrieben.

Hier wollen wir einen anderen Weg verfolgen, der von Leatandalls im Jahr
1976 vorgeschlagen wurde. Cluster sollen direkt durchreilfachstumsprozeld er-
zeugt werden. Dazu besetzen wir zunachst nur das Zentmes é&eren Gitters
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und definieren alle Nachbarplatze als besetzt oder urdtasdtder Wahrschein-
lichkeit p bzw. 1 — p. Dieser Prozel wird iteriert, wobei jeweils alle undefitaar
Randplatze in besetzte oder unbesetzte umgewandelt nvékian es keine unde-
finierten Randplatze des Clusters mehr gibt, dann wurd@eikolationscluster er-
zeugt. Viele Wiederholungen geben eine Verteilung von €has die man mit den
Methoden dedinite size scalingauswerten kann. Da jedes erzeugte Teilchen das
statistische Gewicht und jeder Leerplatz das Gewictit — p) erhalt, und da der
gesamte Cluster mit dem Produkt aller dieser Faktoren deetigvird, erzeugt der
WachstumsprozelR die Cluster mit derselben Wahrschelelictvie der vorherige
Algorithmus.

Der Wachstumsalgorithmus fir einen Cluster lautet damit:

1. Markiere alle Platze eines Quadratgitters mit der 8kiteye L als undefiniert
und besetze das Zentrum. Der Cluster besteht am Anfang atsaus einem
Teilchen.

2. Wahle einen undefinierten Randplatz des Clusters aus.

3. Ziehe eine gleichverteilte Zufallszahl€ [0,1] und besetze diesen Platz, falls
r < p. Sonst markiere diesen Platz als unbesetzt.

4. Iteriere 2 und 3, bis es keine undefinierten RandplatgeCiiesters mehr gibt.

Damit der Wachstumsprozeld am Rand des Gitters in definiédise beendet wird,
markieren wir die Gitterrandplatze mjunbesetzt” . Zu Punkt 2 werden wir eine
Liste erzeugen, aus der wir die Positionen der noch undegnidRandplatze des
Clusters entnehmen kdnnen. Naturlich muf3 diese Listeevitl des Wachtumspro-
zesses standig aktualisiert werden.

Da wir wieder moglichst gro3e Gitter simulieren und auf dBildschirm den
wachsenden Cluster direkt beobachten wollen, haben wirAdgorithmus in der
SpracheC geschrieben. Zunachst vereinbaren wir, dafl3 die Markgeden drei ver-
schiedenen Falle mit den Zahlen 0, 1 und 2 erfolgen soll:

#define UNDEFINIERT 0
#define BESETZT 1
#define UNBESETZT 2

Fur das Gitter, das nur diese drei Werte anzunehmen brdoshtitzen wir einen
Datentyp, der wenig Speicherplatz benotigt, namlidhar feld[L] [L], und
definieren auRerdem mit

struct { int x; int y ;} listel[PD];

eine Liste, die die Positioneni, j) der undefinierten Clusterrandplatze aufneh-
men soll. Diese Liste, die anfangs nur die vier Nachbazpldes Zentrums enthalt,
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wird sukzessive abgearbeitet und erhalt dabei neuedgiairWeil die bearbeite-
ten Platze nicht mehr benotigt werden, kann diese Listegisch beschrieben und
durchlaufen werden. Ihre Lang® braucht deshalb nicht gleidi?¥ zu sein, sondern
es reicht aus, wenn wirD = 4 L wahlen. Die Initialisierung sieht folgendermaf3en

aus:

for (1i=0;i<L;i++)
feld[0] [1]=feld[i] [0]=feld[1i] [L-1]=
feld[L-1] [1] =UNBESETZT;
for(i=1;i<L-1;i++)
for(j=1;j<L-1;j++)
feld[i] [j]=UNDEFINIERT;
feld[L/2] [LL/2]=BESETZT;

liste[0] .x=L/2+1; liste[0].y=L/2;
liste[1l] .x=L/2 ; liste[l].y=L/2+1;
liste[2] .x=L/2-1; liste[2].y=L/2;
liste[3].x=L/2 ; listel[3].y=L/2-1;

count=3;
putpixel (L/2, L/2, WHITE) ;

Dabei istcount eine reine Zahlvariable, deren Wert jeweils um 1 erhohdwi
wenn ein neuer undefinierter Randplatz des Clusters enhtféh Hauptschleife,
Punkt4, lautet:

while (! done )

{

event () ;

for (k=0; k<=count; k++)
{
i=liste[k%PD] .x; Jj=liste[k%PD] .y;
definiere(i,j);
} /* for */

} /* while */

Das Programm durchlauft und bearbeitet also die Liste detn nndefinierten Rand-
platze des Clusters. Die Funktigtefiniere (i, j) pruft zuerst, ob der Platz
(1,73) schon definiert ist. Das ist notig, weil derselbe Randpéa&ntuell mehr-
fach in der Liste auftaucht. Wenn der Platz noch undefirsg&rird Schritt 3 durch-
gefuhrt und der Platzi, j) besetzt, falls die Zufallszah kleiner als die Konzen-
trationp ist. Wenn dieser jetzt besetzte Platz noch undefinierte bécohhat, wer-
den deren Positionen in die obige Liste aufgenommen und @er d€r Variablen
count wird entsprechend erhoht.
Das sieht im Programm folgendermal3en aus:
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void definiere(int i, int 3Jj)

{

double r;
if( feld [i][Jj] != UNDEFINIERT ) return;
r = rand() / (double) RAND_MAX;
if(r <p)
{
feld[i] [j] = BESETZT;

putpixel (i, j, WHITE);

if ( feld[i] [j+1]==UNDEFINIERT )
{count++;liste[count%PD] .x=1i;liste[count%PD] .y=j+1;}

if ( feld[i] [J-1]==UNDEFINIERT )
{count++;liste[count%PD] .x=1;liste[count%PD] .y=j-1;}

if( £feld[i+1] [J]==UNDEFINIERT )
{count++;liste[count%PD] .x=i+1;liste[count%PD] .y=7;}

if( £feld[i-1] [J]==UNDEFINIERT )
{count++;liste[count%PD] .x=1-1;1liste[count%PD] .y=7;}
}

else feld[i] [j] = UNBESETZT;

}

Das Programm ist noch durch die Deklarationen, die graphisdnitialisierungen
und die Tastaturabfragevent () zu erganzen.

Ergebnis

Zunachst wenden wir den ersten Algorithmus zur Erzeugwngdsamten Perko-
lationsstruktur an und besetzen ein Quadratgitter it x 500 Platzen mit der
Konzentrationp = 0.59275. Die besetzten PlatzedA¢Atome) sind schwarz mar-
kiert, das Gitter und die unbesetzten Platze werden niekeigt. Bild 5.6 zeigt das
Ergebnis. Man sieht nur ein Rauschen, das noch nichts vonmdginematischen
Gesetzen ahnen laf3t, die man nach quantitativer Auswedieses Bildes erhalten
kann. Wir haben die Konzentratigngerade an der Perkolationsschwelle gewahilt,
doch ein perkolierender Cluster und kritische Eigensemaftind nicht zu erken-
nen. Nur ein geeignetes Computerprogramm kann aus diesgti8tdie Cluster
bestimmen und quantitativ auswerten.

Bild 5.7 zeigt einen Cluster, der durch den Wachstumsdlgoris erzeugt wurde.
Die Konzentratiorp und die Gittergrof3e stimmen mit denen von Bild 5.6 Uiberein
Jetzt sieht man einen perkolierenden Cluster, der Streltauf allen Langenskalen
von der Gitterkonstanten bis zur Gesamtgrofie des Gitedgs. Er ist ein fraktales
selbstahnliches Gebilde. Naturlich erzeugt das Programtht nur perkolierende
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5.6 Perkolationsstruktur auf einem
Quadratgitter an der Perkolations-
schwelle.

Perkolation

Befehle

Perkolation : Wachstumsmodell

Besetzungsw. p = 0.593000

Gittergroesse N =513 5.7 Perkolierender Cluster an der
Perkolationsschwelle.

Cluster, sondern sehr oft stoppt der WachstumsprozeRr dev&luster den Rand
erreicht hat. Fip < p, tritt dieser Fall sehr haufig auf, wahrend fiit> p.. fast nur
noch perkolierende Cluster erzeugt werden.
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Ubung

Es seis die Anzahl der Teilchen in einem Perkolationscluster. Didlene Clu-
stermassés) derendlichen Cluster divergiert im unendlich grof3en System an der
Perkolationsschwelle mit dem Potenzgesetz

(s) ~ Ip —pe| 7.

Berechnen Sie den Mittelweft) fur alle numerisch erzeugten Cluster, die nicht den
Rand beruhren. Tragen Sie diese Werte als Funktion derdtdrationp auf, und
versuchen Sie, damit die kritische Konzentratigreu bestimmen. Berechnen Sie
das Maximum dieser Funktion fiir verschiedene Werte daefkingeL. Versuchen
Sie, mit Hilfe vonfinite size scalinglen kritischen Exponentenzu berechnen. Sie
durfen dabei den oben angegebenen Wertwbenutzen.
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5.4 Polymer-Ketten

Polymere spielen eine grof3e Rolle sowohl in der Chemie alb auder Biologie
und der Medizin. Aber auch die Physik interessiert sich lagigem fur allgemei-
ne mathematische GesetzmaRigkeiten der EigenschafteRolgmeren. Schon ein
einziges Molekl, das aus einer langen Kette von idergisdtinheiten lonome-
ren) aufgebaut ist, hat interessante Eigenschaften. Um s#letten von vielen tau-
send Monomeren mathematisch beschreiben zu konnen, maf¥ersuchen, die
wesentlichen Mechanismen und Strukturen moglichst einfar modellieren. Ein
bewahrtes Modell dazu ist der zufallig erzeugte Weg, dettér Fachliteratur mit
random walkbezeichnet wird. Der Weg besteht aus vielen kleinen Streakie in
zufalligen Richtungen aneinandergereiht sind.

Im Abschnitt 3.3 haben wir schon festgestellt, dal3 ein Zsifadg als Modell
fur ein Polymermolekul angesehen werden kann, bei denmene Warmebad al-
le Konfigurationen gleich wahrscheinlich sind. Die Masse Kette wachst dabei
mit dem Quadrat ihrer mittleren Ausdehnung. Die mathermlagisTheorie dazu ist
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sehr gut entwickelt. Allerdings wird bei diesem Modell eiithtiger Mechanismus
vernachlassigt: Die Kette darf sich nicht selbst duraigii. Zufallswege mit einer
solchen Einschrankung, die deshalb auch SAg&df-avoiding walksheiRen, kann
man nur naherungsweise analytisch berechnen. Sie lasbeaber relativ leicht auf
einem Computer simulieren.

Physik

Am einfachsten kann ein Zufallsweg auf einem Gitter definierden. Da wir uns
nur fur die globalen Eigenschaften sehr langer Polymeegéssieren, insbesondere
fur die fraktale Dimension, kdnnen wir annehmen, dalR @skRolle spielt, ob wir
einenrandom walkmit kontinuierlichen Schrittweiten und Richtungen oderegi
solchen auf dem Gitter betrachten. Im Abschnitt 3.3 habengeteigt, daf’ ein
Zufallsweg ohne Einschrankungen ein Knauel eines Palymakekils beschreibt,
dessen Masse wie das Quadrat der mittleren Ausdehnungstvé&zi namlichV

die Anzahl der Schritte unf der Abstand der beiden Enden des Weges, dann gilt

N = (R%)/a’. (5.35)

Dabei ist(...) ein Mittelwert Uber alle Zufallswege undist die Lange der Ketten-
glieder. Definiert man eine mittlere Lange dutkh= /(R3;), so erhalt man

N « LP (5.36)

mit der DimensionD = 2. Dieses Ergebnis gilt nicht nur in der Ebene, sondern in
allen Raumdimensionen.

Nun betrachten wir Zufallswege, die sich nicht selbst sideredirfen. Bei rea-
len Polymeren ist es das Eigenvolumen der Ketten, das diasehfBringung ver-
bietet. Ein solcheself-avoiding walkvird offenbar im Vergleich zumnandom walk
im Mittel nicht so stark verknault sein, der mittlere EngHZnd-Abstandl. wird
groRer werden. Das bedeutet, die Struktur des entspréehePolymers ist nicht
mehr so kompakt und die Dimensidn sollte kleiner sein. Tatsachlich findet man
beim SAW fur groReV-Werte wieder ein Gesetz der Form (5.36), nun aber mit ei-
ner fraktalen Dimensio®, die von der Raumdimensiahabhangt. Schon 1949 hat
Flory mit einer Art Molekularfeldnaherung eine Formet fl angegeben,

_d+2
==
Spatere Untersuchungen haben gezeigt, daf? diese Forinel in 2 und4 Raumdi-

mensionen exakt ist und dal die numerischen Ergebnisge=f{8 einen nur wenig
hoheren Wert fuiD geben. Ini = 4 Raumdimensionen stimmt der Wdpt= 2 mit

D (5.37)
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demjenigen desandom walkilberein, dort spielt also das Verbot des Selbstkreuzens
keine Rolle mehr bei den globalen Eigenschaften. In alldrehén Raumdimensio-
nen bleibt der WerD = 2. Wie bei vielen anderen Phaseniibergangen werden ab
einer oberen kritischen Dimensiah= 4 die kritischen Exponenten durch die Mo-
lekularfeldtheorie beschrieben.

Tatsachlich gibt es verdiinnte Losungen von Polymerendbnen bei hohen
Temperaturen ein SAW-Gesetz wie in den Gleichungen (5.86) (6.37) beob-
achtet wurde. Bei realen Molekil-Ketten gibt es auch ktitra Wechselwirkun-
gen zwischen entfernten Monomeren eines einzelnen Paiyolekills, so daf die
Kette bei tiefen Temperaturen zu einem kompakten Knauellimi= d kollabie-
ren kann. Noch komplexer wird es naturlich, wenn viele Mdlketten miteinander
wechselwirken. Gerade in den letzten Jahren haben ex¢emsiverische Simulatio-
nen wesentlich zum Verstandnis der Polymerdynamik inreso&chen, Spaghetti-
Suppe* beitragen konnen. Hier wollen wir uns dagegen mitSimulation des re-
lativ einfachen SAW befassen.

Algorithmus

Einen Zufallsweg auf einem Gitter kann man mit dem Compuwiht erzeugen.
Bei jedem Schritt wahlt man mit einer Zufallszahl einen Nachbarplatze aus und
macht dorthin einen weiteren Schritt. Auch beim Zufallsyvegr sich nicht Uber-
kreuzen darf, scheint der Algorithmus offensichtlich zinséan wahlt zufallig
einen der bisher nicht besuchten Nachbarplatze aus unbtresen Schritt dort-
hin. Doch Uiberraschenderweise gibt dieser Algorithmlsefee Resultate: Im Mittel
wird das Polymer kompakter als das korrekte statistischteeMKetten, die sich an
mehreren Stellen beriihren, werden ofter erzeugt alsegpdst Ketten mit wenigen
BerUhrungspunkten.

Der Grund dafur soll hier kurz erlautert werden. Seidie Zahl der noch nicht
besuchten Nachbarplatze am Ende einer Kette. Darlry &t die Wahrscheinlich-
keit, daf? ein Monomer an einem dieser Platze hinzugefirgt ®ie gesamte Wahr-
scheinlichkeitW, eine spezielle Kettenkonfiguration niit Gliedern zu erzeugen,
ist damit

Mo
Wy =[] - (5.38)
i=1 !

Man sieht also, dafl3 Ketten mit vielen Beriihrungspunkignklein) eine hohe
Wahrscheinlichkeit erhalten. Dies darf nicht sein, denrkomrekten statistischen
Mittel muf3 jede erlaubte Konfiguration mit derselben Wahesalichkeit auftreten.

Gleichung (5.38) zeigt aber auch sofort, wie man die unasgtite Bevorzugung
kompakter Ketten korrigieren kann. Man muf3 jeder Bindung statistische Ge-
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wicht Z; geben und die Eigenschaften des Polymers damit wichterurbla@rhalt
jede Kette dasselbe statistische Gewicht

N
wy-[] 2 =1, (5.39)

i=1
und der korrekte Wert des mittleren End-zu-End-Abstarddess bei dieser Simula-
tion also
N
Z R}zv,z H Ziy
L’ = (R}) = - —_, (5.40)

N

> I Zi

[ =1

wobeil die erzeugten Konfigurationen durchnumeriert.

Es gibt aber auch eine effektive Methode, um direkt Polymefigurationen mit
konstanter Wahrscheinlichkeit zu erzeugen. Wahrend ddrevige Algorithmus
Ketten wachsen lal3t, arbeitet diese Methode, dieRweiptationbezeichnet wird,
mit konstanter Kettenlangd/'. Dabei, schlangelt” sich das Polymer Uiber das Gitter
und andert auf diese Weise standig seine Form und Richtung

Bevor wir diesen Reptationsalgorithmus und seine Eigeaaftam beschreiben,
missen wir kurz erlautern, was man unter einer Konfigomadies Polymers versteht
und wann zwei solche Konfigurationen auf dem ebenen Quatteatals verschie-
den gelten. Es ist beispielsweise sinnvoll, alle diejemigenfigurationen als gleich
anzusehen, die durch die moglichen Translationen eirgalgen Form der Poly-
merkette entstehen. Zum Vergleich eventuell verschiedémafigurationen kdnnen
wir diese dann so verschieben, dald alle an demselben fegterpGnkt beginnen.
Dabei ist implizit schon die Festlegung getroffen wordeal} die Kette einen An-
fang hat und wir also von der ersten Monomereneinheit, dezitew, der dritten
usw. reden konnen.

Eine weitere elementare Symmetrie des Quadratgittet®sallir noch zur Ver-
einfachung nutzen, namlich dd@°-Drehungen. Die Richtung des ersten Monomers
kdnnte nach Norden, nach Westen, nach Suden oder nach 22égen.

Wenn wir von der Richtung des ersten Kettengliedes absedterst zur ein-
deutigen Charakterisierung einer Konfiguration nur eddidh zu wissen, ob nach
dem ersten Schritt der nachste nach links, geradeaus aderrachts erfolgt, und
dementsprechend fur die folgenden Schritte. Wir koniemeine Konfiguration ei-
nes Polymers, das aé Gliedern besteht, durch eine Folge vih— 1 Richtungs-
angaben beschreiben, wobei deren mogliche Werks, geradeausund rechts
sind. Wichtig in diesem Zusammenhang ist, dalR diese Folgéngr bestimmten
Richtung durchlaufen wird. Wie oben schon gesagt, benhdigPolymerkette ei-
ne Orientierung. Dazu markieren wir die Enden der KetteKopf bzw. Schwanz
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und verabreden z.B., daf} die Orientierung vom SchwanzeamaeKopfende hin
erfolgen soll.

Aber nicht jede Folge voiV —1 Richtungsangaben stellt einen SAW dar, sondern
es sind nur diejenigen Folgen erlaubt, die keine Selbstithaeeidungen aufweisen,
eine Nebenbedingung, die sich nicht lokal formulierert.|&f&s ist auch der Grund
dafur, daf? es zur Statistik der SAWSs bisher nur so weniglyisehe Resultate gibt
und man auf Computersimulationen angewiesen ist.

Der Algorithmus fiir die Reptation einer Polymerkette mNitGliedern lautet fol-
gendermalien:

1. Starte mit einer Konfiguration auf dem Gitter, wobei died&m der Kette mit
Kopfbzw. Schwananarkiert sind.

2. Entferne das letzte Monomer am Schwanzende und wahleapfeide einen
der Nachbarplatze zufallig aus (drei Moglichkeiten dafm Quadratgitter).

3. Falls dieser Platz unbesetzt ist, flge dort ein neuedrif@pomer hinzu. Falls
dieser Platz besetzt ist, restauriere die alte Konfiguratiertausche die Markie-
rungenKopfund Schwanzind beriicksichtige die ansonsten unveranderte Konfi-
guration als neue Konfiguration bei der Mittelwertbildung.

4. lteriere 2 und 3.

Man kann zeigen, dal3 diese Methode alle Konfigurationenillggghaupt aus der
Startkonfiguration entstehen kdnnen, mit der gleichenrgddteinlichkeit erzeugt.
Dazu numerieren wir die verschiedenen erreichbaren Adstiitl = 1,2,3, ...,

N durch und bezeichnen mijt(¢) die Besetzungswahrscheinlichkeiten, die sich
nach entsprechend langer Zeit einstellen. Wenn wir zudech dée Ubergangs-
wahrscheinlichkeite® (I — k) kennen, mit der pro Zeitschritt Konfiguratiénn
Konfigurationk transformiert wird, so kdnnen wir fur die Zeitentwicklyiderp, (t)
folgende Mastergleichung aufschreiben:

N
pr=Y (Wk—=Dp,—W(—kp). (5.41)

k=1

Wegen), W(l — k) = 1 laRt sich die Summation im zweiten Term ausfuhren.
Weil wir an der stationaren Verteilung interessiert sihdy. p, = 0, suchen wir also
die Losung des Gleichungssystems

N
> Wk —)pe=p. (5.42)

k=1
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Bei manchen Problemen dieser Art sind tibergangswahrscheinlichkeité# (I
— k) mit Hilfe einer stationaren Verteilung, konstruiert, und zwar so, daR die
Gleichung

Wk — Dwp =W(1 — k)w (5.43)

gilt. Man spricht dann von detailliertem Gleichgewictefailed balancg und aus
Gleichung (5.41) ersieht man sofort, daf3 dapn= w;, eine Losung der stationaren
Mastergleichung ist.

Detailed balancegilt aber fur unseren Fall nicht, wie man sich an folgendem
Beispiel klarmacht: Die vollig gestreckte Konfiguratioatmit Wahrscheinlichkeit
1/3 nach dem nachsten Zeitschritt am Kopfende einen Recletskwiahrend die
Wahrscheinlichkeit, dalR dieser neue Zustand wieder in @streckten Uibergeht,
null ist.

Statt des detaillierten Gleichgewichts gilt aber fur dapftionsalgorithmus die
folgende Beziehung:

Wk —=1)=W(liw — ki), (5.44)

wobei wir mit [;,, den Zustand bezeichnen, den man aukirch Vertauschung
von Kopfund Schwanzrhalt. Furl = k;,, ist die Gleichung (5.44) trivialerweise
erfullt. Das betrifft alle die Falle, in denen der Algdmihus eine Kopf-Schwanz-
Vertauschung verlangt. Fiir die andekéipergange gilt folgendes: Wenn es mdglich
ist, am Schwanzende ein Monomer zu entfernen und dafur gufelide eines hin-
zuzufugen, so ist auch der umgekehrte Prozel3 moglichlictadieses neue Kopf-
monomer zu entfernen und es ans Schwanzende zuriickzul@geaus schliel3en
wir, daf? beide Seiten von Gleichung (5.44) entweder gleidhsind oder ungleich
null sind. Wenn sie aber ungleich null sind, so sind sie bejigéch 1/3, denn
das Hinzufuigen eines neuen Kopfmonomers einer bestimRitdriung geschieht,
wenn es Uberhaupt mdglich ist, immer mit der Wahrschehikit1/3 . Verwenden
wir (5.44) in Gleichung (5.42), so erhalten wir ahnlich wieen, dafp, = const.=
1/N eine Losung ist, denn natiirlich ist audh, W (liny — kiny) = 1. D.h., die
erreichbaren Konfigurationen werden mit gleicher Wahristicbkeit erzeugt.

Allerdings gibt es ganze Klassen von Konfigurationen, diedaim Reptations-
algorithmus nicht erreichbar sind, wenn man als Startndstien vollig gestreckten
oder einen aquivalenten benutzt. Das Bild 5.8 zeigt Bels@us zwei verschiede-
nen solcher Klassen. Wir kdnnen aber davon ausgehen, d&®dahl dieser Konfi-
gurationen klein ist im Vergleich zu den Zustanden in denptklasse. Andererseits
hangt es naturlich von der Fragestellung ab, ob die andévafigurationen relevant
sind oder nicht. Wenn wir mit dem Reptationsalgorithmus dettleren End-zu-
End-Abstand berechnen, so werden wir einen geringfugmyaen Wert erwarten,
weil wir die starker eingerollten Zustande der andereaskén nicht beriicksichtigt
haben.
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i

5.8 Polymerkonfigurationen, die nicht von der gestreckten Startkonfiguration aushbeaeic
sind. Der offene Kreis bezeichnet den Kopf.

Wir wollen uns das schlangelnde Polymer auf dem Compudsdiirm erzeu-
gen. Dazu programmieren wir den Reptationsalgorithmuslaof Quadratgitter in
der Sprach€. Zunachst deklarieren wir den Variablentypctor, der Strukturen
mit den Ortskoordinatef, y) definiert.

typedef struct { float x,y;} vector;
vector richtung[3], polymer [NMAX] ;

polymer [NMAX] ist ein Feld von Vektoren, das alle Ortskoordinaten des-Poly
mers enthaltbolymer [5] .y gibt z. B. diey-Koordinate des 5-ten Monomers an.
Am Anfang wird als Konfiguration fur das Polymer die gesktecKette festgelegt
und mit der Funktiorkreis gezeichnet.

for (1=0; i<N;i++)
{
polymer [i] .x=1-N/2;
polymer[i] .y=0;
kreis (polymer[i]);
}

Jede andere aquivalente Startkonfiguration ist genaasggich. Die Markierungen
Kopfund Schwanaverden am Anfang auf die Platz&'(— 1) bzw. 0 gelegt, und bei
jeder Bewegung werden diese Zeiger um den Weénodulo N) erhoht.

Die Funktionwahl () wahlt eine der drei moglichen Nachbarplatze des Kopf-
es zufallig aus (Punkt 2). Die Funktictreuzung (w) prift, ob der Nachbarplatz
durch die Kette besetzt ist. Falls ja, wikibpf und Schwanzertauscht, falls nein,
wird der neueKopfakzeptiert und ein Schwanzelement tiberschrieben. Puakt 3
tet also im Programm:
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while (!done)
{
event () ;
w=wahl () ;
if (kreuzung (w))
{ kopf=schwanz; incr=-incr;
schwanz= (kopf+incr+N) %N;
}
else akzeptiere(w) ;

}

Anstatt das Polymer auf seinem Speicherplatz zu versahjeleewenden wir Indi-
zes fur derKopfund denSchwanzDie Variableincr = + 1 gibt die Richtung
des Polymers im Feldolymer [N] an. Um negative Indizes zu vermeiden, wird
bei der Modulo-Operatiofs noch die ZahlV addiert.

Die Funktionevent () fragt wie in jedem unsereZ-Programme Tasten- bzw.
Maus-Aktionen des Beobachters ab und gibt eventiletie=1 zuriick, wodurch
diewhile-Schleife beendet wird.

Die Funktionwahl () gibt einen(z, y)-Vektor zuriick, der voniKopf auf einen
der drei Nachbarplatze zeigt. Zunachst werden die dagjlichien Richtungen er-
zeugt, indem die Differenzr(Kopf) — r(Hals)) gebildet wird ¢ichtung[0])
und dann die beiden Vektoren senkrecht dazu berechnet wevdnn z.B. der
Vektor richtung [0] = (0,1) ist, so enthalten die Variablenichtung [1]
und richtung [2] die Vektoren(1,0) bzw. (—1,0). Mit einer gleichverteilten
Zufallszahl aus dem IntervallO, 3) wird dann durch Umwandlung in eine ganze
Zahlr eine der drei Richtungen zufallig ausgewahlt und zugégjeben.

vector wahl ()

{
int km,r;
km= (kopf-incr+N) %N;
richtung [0] .x=polymer [kopf] .x-polymer [km] .X;
richtung [0] .y=polymer [kopf] .y-polymer [km] .v;
richtung[1l] .x=richtung[0] .v;

richtung[1l] .y=richtung[0] .x;

richtung[2] .x=-richtung[1l] .x;

richtung[2] .y=-richtung[1l] .vy;

r=random(3) ;

return richtungl(r];

}

Die Funktionkreuzung (w) gibt den Wertl bzw. 0 zuriick, falls der gewahl-
te Nachbarplatz auf den alten Kettengliedern liegt bzwhiiiegt. Dies laf3t sich
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folgendermal3en leicht Uberprifen:

int kreuzung(vector w)
{
int 1i;
for (i=0;i<N; i++)
if (w.x+polymer [kopf] .x==polymer[i] .x &&
w.y+tpolymer [kopf] .y==polymer [i] .y &&
i != schwanz) return 1;
return 0;

}

Ohne Kreuzung wird der gewahlte Platz als nekiepf akzeptiert und die Indizes
werden um den Wettncr verschoben. Auf dem Bildschirm wird der Kreis am Ort
des Schwanzes mit Hintergrundfarbe tbermalt und der Kepéwird als Kreis hin-
zugezeichnet. So entsteht eine Schlangenbewegung auf diesn Sl dies macht
folgende Funktion:

void akzeptiere (vector w)
{
int kp;
void verschiebe() ;
setcolor (BLACK) ;
kreis (polymer [schwanz]) ;
kp= (kopf+incr+N) %N;
polymer [kp] .x=w.x+polymer [kopf] .x;
polymer [kp] .y=w.y+polymer [kopf] .v;
kopf=kp;
schwanz= (kopf+incr+N) %N;
setcolor (WHITE) ;
kreis (polymer [kopf]) ;
if (abs (polymer [kopf] .x)>2*N | |
abs (polymer [kopf] .y)>2*N) verschiebe()
}

Um den mittleren End-zu-End-Abstadd zu berechnen, miissen wir nach jedem
Schritt, auch nach der Richtungsumkehr, den Betrag desmifzvektors-(Kopf)

— r(Schwany beriicksichtigen, alle Betrage aufsummieren und s@hidie durch

die Anzahl der Reptationsschritte dividieren. Zusatehaben wir noch eine Funk-
tion verschiebe () definiert, die das Polymer in die Mitte schiebt, wenn es das
Fenster verlassen will.
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Ergebnisse

Der Aufruf unsere€C-Programms erzeugt das Polymer auf dem Bildschirm (Bild
5.9). Gleichzeitig wird der mittlere End-zu-End-Abstantgedruckt, und zwar re-
lativ zum ErgebnisL = /N desrandom walkohne Einschrankungen. Man er-
kennt, daf3 das Polymer im Mittel gestreckter ist alsrdadom walkund daf? diese
relative mittlere Lange milV anwachst, ildbereinstimmung mit der kleineren frak-
talen DimensionD = 4/3. Tatsachlich ergibt schon der Fit aus den beiden Werten
fur N = 50 und N = 100 recht genau, daf} das Verhaltnis der Langen, wie es die
Theorie vorhersagt, proportional 2i°-?> anwachst.

| |
= reptation - = reptation

e e

1

Relative mittlere Laenge 221 Anzahl der Konfigurationen 78500 Relative mittlere Laenge 262 Anzahl der Konfigurationen 61000
Laenge des Polymers N=50 Laenge des Polymers N= 100

5.9 Polymerketten der LangeN = 50 und N = 100 auf dem Quadratgitter.

Ubung

Programmieren Sie den anfangs erwahnten Algorithmugnin&ie, wie in den
Gleichungen (5.39), (5.40) angegeben, die AnZghder bei jedem Schritt verfiig-
baren freien Platze in korrekter Weise beriicksichtigéargleichen Sie diese Im-
plementierung mit dem Reptationsalgorithmus in bezug &aR&chengeschwin-
digkeit und den Wert fur den mittleren End-zu-End-Abstand
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5.5 Ising-Ferromagnet

Wenn sehr viele Teilchen zusammenwirken, konnen quiglitetue Eigenschaften
entstehen. Zum Beispiel werden Gase bei tiefen Temperatder hohem Druck
plotzlich flussig, Flussigkeiten werden zum Festkdrpgagnetische Atome ordnen
sich zu einem magnetischen Material und Metalle verliedéizfich ihren elektri-
schen Widerstand. Es gibt sehr viele solcher Systeme, di@ammegleichgewicht
bei einer wohldefinierten Temperatur ihre makroskopisdeigenschaften andern.
In der mathematischen Modellierung treten diese Phasggabge nur im unend-
lich groRen System auf.

Kann man mit dem Computer ein Warmegleichgewicht simetieund ein Sy-
stem langsam abkiihlen? Kann die Simulation endlich gr8fgsteme Phasenum-
wandlungen beschreiben? Mit solchen Fragen wollen wir nrtieésem Abschnitt
befassen, exemplarisch wieder an einem einfachen Moestl,Iding-Ferromagne-
ten auf dem Quadratgitter. Dieses Modell hat am Phasegabegruniverselle kriti-
sche Eigenschaften, die auch bei vielen anderen Modellgteirealen Materiali-
en gemessen werden. Wir lassen die mikroskopischen Magngtkem Bildschirm
flackern und heizen dabei mit einem Tastendruck den Magetierder kiihlen ihn
ab.

Physik

Schon seit Anfang dieses Jahrhunderts ist bekannt, wie mathrmegleichge-
wicht von wechselwirkenden Teilchen mathematisch bedwmémekann. In der kano-
nischen Formulierung fuhrt die statistische Mechaniktdermischen Eigenschaf-
ten auf die Berechnung einer Zustandssunifruriick,

7 =Y e M/keT (5.45)
s

Z ist die Summe Uber alle moglichen Vielteilchenzustasdeind jeder Zustand
wird entsprechend seiner Enerdi& S) gewichtet.T" ist die Temperatur unél die
Boltzmann-Konstante.

Wir wollen das Ising-Modell beschreiben, ein einfaches Blbfiir ein magne-
tisches System. Dazu betrachten wir ein Quadratgitter,dagéen Gitterplatzen
Spins sitzen, die nur zwei Einstellmoglichkeiten habenfZé&rdem gibt es zwi-
schen benachbarten Spins eine Wechselwirkung. Matherhdé8t sich das fol-
gendermal3en formulieren: An jedem Gitterplatz 1, ..., N gibt es eine Variable
S; € {+1,—1}, so daR ein Vielteilchenzustand dursh= (S, S5, ..., Sx) ge-
kennzeichnet ist. In die Berechnung der Gesamtenéfgi&) geht eine Summation
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sowohl Uiber alle Nachbarpaa(k j),.,, als auch Uber alle Platzesin:

H=-J Y S8-h)Y._ 5. (5.46)

(#:0)nn

Dies bedeutet, parallele Nachbar-Spins haben die Paana&edrkungs-Energie
—J < 0, wahrend der Term proportional Zuein aufl3eres Magnetfeld beschreibt,
in dem jeder zum Feld parallele Spin die Energie < 0 hat.

Das Problem ist damit wohldefiniert: Wir brauchgmr” die Summe (5.45) aus-
zurechnen. Wir wollen dies mit einem Computer versuchernia wir an, wir
hatten 100 Stunden Rechenzeit auf einer Maschine zuuyeriy, die fur einen
Rechenschritt etwa) ¢ s benotigt. Insgesamt kdnnen wir al3® x 10'' Rechen-
schritte nutzen, wobei wir von einer schnellen Maschinegagangen sind, wenn
man beachtet, daf? ein Rechenschritt, also z. B. die Ausmgedar exp-Funktion,
viele Zeittakte benotigt.

Wieviele Rechnungen brauchen wir b¥i Spins fir die Auswertung der Glei-
chung (5.45) ? Da jeder Spis}; zwei Einstellmodglichkeiten hat, gibt es insgesamt
2N verschiedene Spinkonfigurationen. Bei jedem dieser Adst@nul? die Energie
H aus Gleichung (5.46) berechnet werden. Dies k&st#eRechenschritte. Daraus
folgt

2N 2V =3.6-10" (5.47)

mit der LosungN ~ 32. Das Ergebnis ist entmutigend. Selbst mit heutigen Super-
computern kdnnen wir nur einen winzigen Magneten der €803 x 3 berechnen,
dabei wollen wir ein reales Material mif)” x 107 x 107 Spins beschreiben!

Mit Transfermatrix-Methoden gelingt es, die Zustandssen#nfir Stabe der
GroRed x 4 x oo exakt zu berechnen. Allerdings ist dies immer noch sehrgyeni
wenn wir Phasenuibergange beobachten wollen.

Man konnte nun auf die Idee kommen, nur einige wenige kgfatzeugte Zu-
standeS = (S}, 5>, Ss,...,Sx) in der Zustandssumme Gleichung (5.45) zu be-
ricksichtigen. Das funktioniert aber nicht. Denn zuggkrzeugte Zustande ha-
ben nach dem zentralen Grenzwertsatz fir gri3@/erte die Energied ~ 0 +
O(\/N). Die physikalisch wichtigen Zustande haben aber einedimeer GroRen-
ordnungO(N), sie werden also bei der obigen Methode Uiberhaupt nicbugtz

Schon zu den Zeiten der ersten Computer haben sich Physikeegt, wie man
die physikalisch relevanten Zustande erzeugen kann. Bttet man mit einer
Konfiguration S(¢ = 0) und erzeugt daraus eine Folgé1), S(2),...,S(t), die
in das thermische Gleichgewicht relaxiert. Dazu wird diff'ergangswahrschein-
lichkeit W (S — S') definiert, die — man vergleiche mit dem vorigen Abschnitt —
folgendendetaillierten Gleichgewichgeniigt

W(S — 8') e HE/kT — (8" — §) e HEN/kaT (5.48)
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Diese Gleichung kann man sich folgendermal3en klarmacheléichgewicht ist

1
P(S) = e~ H(&)/kaT (5.49)

die Wahrscheinlichkeit, einen Zustagtivorzufinden. Die Forderung (5.48) nach
detaillierter Balance hat zur Folge, daf? bei der duichdefinierten Dynamik das
thermische GleichgewichP(S) ein stationarer Zustand ist. Die Besetzungswahr-
scheinlichkeitP(S) andert sich nicht mit der Zeit. Wie im Abschnitt 5.4 kurz be-
schrieben, kann man dies mathematisch prazise mit einstekfgeichung formu-
lieren und beweisen.

Im Algorithmus-Teil wird eine FunktiodV (S — S’) definiert, die der Glei-
chung (5.48) genugt und sehr einfach zu programmierernisPrinzip gibt uns
Gleichung (5.48) noch viele Freiheiten zur Wahl vidh, wir miissen nur beach-
ten, da@¥ auch durch den ganzen Konfigurationsraum (= Menge der Zdst)
fuhren kann. Zwei der gangigsten Algorithmen, die beidmiBgungen erfillen,
sind alsMetropolis-Algorithmuszw. Heat-Bath-Algorithmu®ekannt.

Der durchW definierte stochastische Prozel fuhrt zu einer Folge vgsikdr
lisch relevanten Konfiguratione$i(0), S(1), ..., S(t), die z. B. bis auf Fluktuatio-
nen die richtige Energie und Magnetisierung ergeben. Misel Zustandef ()
konnen Mittelwerte von GroReA(S) berechnet werden.

— > AS(1). (5.50)
Im Grenzwertt, — oo undt; — oo stimmt dieses Zeitmittel mit dem statistischen
Mittel
(4) =) P(S) A(S) (5.51)
s

Uberein. In der Praxis kann man aber nur mit endlichen \Wéditet, undt; rechnen.
to mufd dabei so grol3 sein, dal das System aus dem eventuellsikgtlsghen
StartzustandS(0) ins thermische Gleichgewicht relaxiert ist, uhidmuf3 so grof3
sein, daf3 die statistischen Fluktuationen ydb),, ;, klein sind. Beides hangt vom
Modell, seinen Parametern und der Systemgrol3e ab.

Mit den heutigen Computern kann man etwa folgende Wertécbe®:

N ~10°..10"%, t, ~ ¢, ~ (10*...10°) N . (5.52)

Daher werden nur etwf)'° bis 10'® KonfigurationenS(¢) erzeugt, wahrend das
Modell 2V, also1()300 000 pjg 1()300 000000000 yarschiedene Zustandehat. Welchen
Algorithmus man auch immer verwendet, er kann nur einenigémzBruchteil aller
moglichen Konfigurationen erzeugen. Aber er mul,diehtigen”, die typischen
bzw. die physikalischen Zustande erzeugen.
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Bevor wir zur Programmierung des durch Gleichung (5.48klmésbenen sto-
chastischen Prozesses kommen, wollen wir kurz die Eigaftechdes Ising-Fer-
romagneten und deren Abhangigkeit von der SystemgmdRRiskutieren. Das un-
endlich groRe Systertv' — oc) hat ohne aul3eres Magnetfgld = 0) einen
Phaseniuibergang in zwei und mehr Raumdimensionen. Utideshreer kritischen
Temperatufl, ordnen sich im thermischen Mittel die Spins parallel zuede und
bilden eine makroskopische Magnetisierunig

M@pLLEB&y (5.53)

M kann positiv oder negativ sein; das System wahlt durchliigé’ Fluktuationen
beim Abkihlen eine Richtung aus. Da ftir= 0 die Energie symmetrisch in/

ist, H(S) = H(—S), nennt man diesen Vorgargpontane Symmetriebrechung
Ein aulleres Magnetfeld # 0 hebt diese Symmetrie auf und zerstort dadurch den
Phaseniibergang.

Der Phasenubergang ist kritisch, d. h. die Magnetisiedu{@") geht mit wach-
sender Temperatur stetig gegen den WeitT') = 0 fur T > T.. Wie bei der
Perkolation aus Abschnitt 5.3 gibt es eine divergierendedfationslanget (T'),
die durch den Zerfall der Spinkorrelationen fur grol3e Abder definiert ist:

<SlS]> ~ exp(—r/f) mit r = |T‘i - T‘j| . (554)

In der Nahe des Phaseniibergaiigs 7., h ~ 0, gibt es wieder Skalengesetze und
Potenzsingularitaten mit universellen kritischen Exgraten. Bell, gelten folgende
Beziehungen fur die Magnetisierudd, die Korrelationslangé, die magnetische
Suszeptibilitaty und die spezifische Warntg:

M(T) ~ (T.-T)° (T /'T.)

x(T) ~ |T.—T[™"
(1) ~ |T.—-T™
o) ~ |T.—T| . (5.55)

Die Begriuindung fur diese universellen Eigenschaftent die mathematisch an-
spruchsvolle Theorie ddRenormierungsgruppaus den siebziger Jahren (Nobel-
preis fur K. G. Wilson im Jahre 1982). Das zweidimensiorMell (fur » = 0)
wurde 1944 von Onsager gelost. Die universellen Grofed daher furd = 2
exakt bekannt, und zwar gibt die Onsager-Losung

J 2 J

T, = —  ——F——— ~2269...—,
kg In (\/§-|— 1) kg

1
8 = g,l/=1,’)’=£,0z=0. (5.56)



214 5 Monte-Carlo-Simulationen

Die spezifische Warmé' divergiert wieln | — T¢|. Der Werta. = 0 bedeutet
also nicht, dal3 die spezifische Warme Bgiendlich bliebe, sondern nur, dal3 sie
schwacher als jede Potenz v — T.| divergiert. Der Wert furT,. gilt nur fur
das Ising-Modell auf dem Quadratgitter, die Exponentemyégen gelten fur alle
zweidimensionalen Systeme, deren kritischer Phasegébgdieselben Symmetri-
en wie das Ising-Modell hat.

Bei der Perkolation haben wir schon gesehen, dald man vomeindlich grof3en
auf das Verhalten des unendlichen Systems schlieRen kaesediinite size sca-
ling, das ebenfalls mit der Renormierungstheorie begriindet, wilt auch fur den
Ising-Ferromagneten. Ein endliches System hat keinendhliagrgang in eine ma-
gnetische Ordnung, aber aus dérAbhangigkeit vony und C' kann man die kriti-
schen Exponenten berechnen.

SeiL die Kantenlange eines Quadrates Mit= L? Spins. Analog zur Gleichung
(5.27) gilt asymptotisch dicht béi.:

x(T,L)=|T - T.|”" f (|T — T.|L*") . (5.57)
Setzt mar|T — T,| L'/¥ = const., So erhalt man
x(T., L) ~ L. (5.58)

Aus der Divergenz der Suszeptibilitat als Funktion det&ygroRe erhalt man also
den Werty/v. Entsprechend findet man aus der Divergenz der spezifisclaem&V
C(T., L) den Exponenteny/v. Aus diesen beiden Werten kann man mit Hilfe der
Skalengesetze alle anderen Exponenten berechnen. EsgiRdumdimensiog, 3
oder4)
2 v 2 d—y/v
V_d—i-oz/l/’ v_ud—i-oz/u’ S d+alv’

(5.59)

Algorithmus

Der stochastische ProzeR benotigt diiergangswahrscheinlichkdit (S — S'),
die dem detaillierten Gleichgewicht (5.48) genigt. Wirlleno hier eine einfache
Methode verwenden, und zwar den Metropolis-Algorithnidissoll nurUbergange
erlauben, bei denen hochstens ein Spin geandert wirdiSei

§ - (Sl, 52, ceey Si7 ceey SN) 3

und
S = (81,82, ., =Siy oy Sn) - (5.60)
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AuRerdem solletUbergange in energetisch giinstigere Zustande imméfirstien
(W = 1). Mit den Gleichungen (5.48) und (5.49) gilt damit

, 1 fur H(S') < H(S)
WS — 8= { exp(H@L;g@)) sonst . (5.61)
AE = H(S) — H(S") laRt sich einfach berechnen. Es gilt namlich:
H(S)=-JS; Y  S;—hS;+Rest (5.62)

JEN (D)
wobei diej-Summe nur Giber die Nachbarn vorauft undRestdenjenigen Anteil

von H enthalt, der nicht vor; abhangt.S’ hat dieselben Spin§; = S; bis auf
S = —8;, also hatH (S') auch denselben Rest. Daraus folgt

AE=-28 7 > S—h|=-2Sh,. (5.63)
JEN(4)

h; nennt man das innere Feld des SpisDamit kdnnen wir den Metropolis-Al-
gorithmus schlie3lich formulieren:

1. Wabhle einen Startzustat{0) = (5S4, ..., Sn)-
2. Wahle eini (zufallig oder sequentiell) und berechAgs = —2.5;h,;.

3. WennAE > 0, dann drehe den Spifi, — —5;. WennAE < 0, dann ziehe
eine gleichverteilte Zufallszahl € [0,1]. Wennr < exp(AE/kgT'), dann
S; — —5;, sonst beriicksichtige die alte Konfiguration noch einmal.

4. Iteriere 2 und 3.

Dieser Algorithmus gilt nicht nur fur das Ising-Modell, rmtern ganz allgemein
fur alle Modelle der statistischen Mechanik. Wir werden #&uch bei schwierigen
Optimierungsproblemen im nachsten Abschnitt anwendesil. ddese Methode Zu-
fallszahlen benutzt, nennt man $itonte-Carlo-Simulation

Der obige Algorithmus ist nicht die einzige Moglichkeitetdilliertes Gleich-
gewicht zu erfullen und damit thermisches Gleichgewighemeichen. Gerade in
den letzten Jahren gab es eine Vielzahl von neueren Entwigkh zu der seit vier
Jahrzehnten bekannten Methode. So kann man grol3e, geeaiggggwahlte Clu-
ster von Spins gleichzeitig drehen und dadurch, insbeserm#®T., die Simulation
erheblich beschleunigen. Diese Methode kann man noch mét diierarchischen
Uberstruktur, die man aus den Mehrgitter-Verfahrdtulti Grid Method der In-
formatik kennt, beschleunigen. Ein weiteres Verfahreztie Informationen tber
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die Fluktuation der Energie und der Magnetisierung aus, uneimer Simulation

Eigenschaften eines ganzen Temperaturintervalls zuterhalan kann auch Si-
mulationen bei konstanter Energie (mikrokanonisch) diitoten, oder mit einem
Trick hohe Energiebarrieren tiberwinden. Der Metropgligerithmus dagegen ist
einfach und universell, ein Grund, weshalb wir ihn hier pamgmieren wollen.

Wir sind daran interessiert, die SystemgrdBedie Relaxationszeit, und die
Mel3zeitt; so grofR wie nur moglich zu machen. Wir brauchen also einaedch
le Computersprache. In der aktuellen Forschung und fuiCdisputersimulation
grof3er Systeme wird meistens die Sprache FORTRAN benuatziecdrORTRAN-
Compiler der Superrechner den hochsten Optimierungdgahen. Aber aucke-
Programme laufen auf Hochstleistungsrechnern effeWtiv.wollen im folgenden
die Monte-Carlo-Simulation des Ising-Ferromagnete@ jprogrammieren.

Die SpinsS; werden auf einem quadratischen Feldx] [yv], x=1,...,L,
v = 1,..., L, gespeichert und mit den Wertef) = 1 initialisiert. Man konnte
jeden beliebigen Startzustand nehmen, da das System imgtieirmische Gleich-
gewicht relaxiert. Bei tiefen Temperaturen kdnnen an&eaetzustande aber lange
Relaxationszeiten haben. Die Diffusion von Domanenveaindim Ergebnisteil ist
ein Bild davon zu sehen — macht dies deutlich.

Randeffekte kdnnen einen starken Einflul3 auf die Eigerisshales Magne-
ten haben, insbesondere bei kleinen Systemen. Daher véewenvir hier periodi-
sche Randbedingungen, d. h. jeder Randspin wechselwitktleni Spin auf der
gegenuberliegenden Seite. Damit hat das System keined, Randern es ist to-
pologisch zu einem Torus (Autoreifen) aufgewickelt. Um &r thnersten Schlei-
fe moglichst viel Rechenzeit einzusparen, verzichtendanauf, mitif-Abfragen
oderModulo-Rechnungen die Randindizes festzustellen. Statt desgeerkn wir
die Werte der Randspins nach jedem Durchlauf in die vier 2éeders [0] [i1],
s[L+1] [1], s[i] [0] unds[i] [L+1] miti=1,...,L.

Der Algorithmus vergleicht Zufallszahlen mikp(—2S; h;/kgT), dem Boltz-
mann-Gewicht bei der Temperatt. Mit einem kleinen Trick kdbnnen wir die
standige Berechnung defFunktion vermeiden. Wir fuhren ihn ftlk = 0 vor, er
funktioniert aber auch fik # 0. Auf dem Quadratgitter kann namlich die Summe
S; ZJEN@ S; uber die Nachbarn vofi; nur die Werte—4, —2, 0, 2 und4 anneh-
men. Bei den negativen Werten wiff] immer gedreht. Deshalb gibt es nur zwei
verschiedene Boltzmann-Gewichtep(—4/7") undexp(—8/T'), wobei die Tem-
peraturT in Einheiten der Wechselwirkungsenergi¢ks gemessen wird. Beide
Zahlen werden vor den Monte-Carlo-Schritten mit folgerféienktion berechnet:

void setT(double t)
{
temp=t;
bf[0]= 0.5*RAND_MAX;
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bf[l]= exp(-4./temp) *RAND_MAX;
bf[2]= exp(-8./temp) *RAND_MAX;
}

Die Variabletemp und das Fela £ [...] missen natirlich vor dem Hauptprogramm
main () deklariert sein, sonst kennt die FunktiertT () diese Grofen nicht.
Falls das innere Feld den Wert Null hat, verwenden wirldliergangswahrschein-
lichkeit W (S — S') = W(S" — S) = 1/2 (anstattl). Dies vermeidet Oszillatio-
nen, die bei der sequentiellen Wahl der besuchten Plafgetmn konnen.

Mit den so definierten Boltzmann-Gewichtef [...] lautet die innerste Schleife

for (x=1;x<L+1;x++) for(y=1;y<L+1l;y++)
{
e=s [x] [y] * (s [x-1] [y] +s [x+1] [y]+s [x] [y-1]+s[x] [y+1]);
if( e<0 || rand()<bfle/2] )
{

s [x] [yl=-s[x] [y]:
v= 2*(x*80+2*(y 1)+2);
ch= (s [x] [y]+1) *15;
poke (VSEG, v, 0xf00|ch) ;

s [0] [x] = s[L] [x];
s [L+1] [x] = s[1] [x];
s [x] [0] = s([x][L];
s[x] [L+1] = s[x][1];

In der letztenfor-Schleife werden die zusatzlichen Hilfsfelder mit denuakt
len Randspins besetzt, um die periodischen Randbedingunperfillen. Mit dem
poke-Befehl sprechen wir auf dem PC den Bildspeicher im Textrsatitekt an.
Dies ist sehr schnell, wahrend ein Graphik- oder girt ch ()-Befehl das Pro-
gramm etwa um einen Faktor 2 langsamer macht. Allerdingktifumert dieser
Befehl nicht auf allen Maschinen.

Die Monte-Carlo-Simulation laf3t sich mit wenig Aufwandgrammieren. Mit
kleinen Programmen und schnellen Computern erhalt mehtIBiesultate. Aber es
ist nicht einfach, die Daten auszuwerten. Immerhin mochém aus stark fluktu-
ierenden Ergebnissen fur relativ kleine Systeme und -icben mit dem Experi-
ment — relativ kurzen Rechenzeiten allgemeine GesetzdiéliEigenschaften des
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unendlichen Gitters im thermischen Gleichgewicktunendliche Relaxationszei-
ten) ableiten. Auch mit der oben erlauterten Theoriefuhite size scalingdie ja nur
asymptotisch futv — oo gilt, bleibt dies eine schwierige und milhsame Aufgabe.
Hinzu kommt, daf3 versteckte Korrelationen in scheinbaemguiufallszahlengene-
ratoren schon oft zu einem systematischen Fehler gefaberh

Ergebnisse

Das PC-Programm ISING simuliert ein@0 x 20-Ising-Ferromagneten auf dem
Quadratgitter und zeigt die Stellung der Spins auf dem Bilden an. Mit einem
Tastendruck laRt sich wahrend des Laufes das Systemizerfitezw. abkiihlen. Die
Anfangstemperatuf’ = 2.269.J/kg ist nach Onsager die kritische Temperdfur
des unendlichen Magneten. Zusatzlich zur Temper&tund zur Zahl der Monte-
Carlo-Schritte pro Spin (MCS) wird die Zeit ausgedruckg dér Rechner flir einen
Monte-Carlo-Schritt benotigt, auf unserem PC etiwa 10~° s. Also selbst auf ei-
nem PC ist ein Schritt so schnell, daf3 die Spins im simulevté&rmebad flackern.
Bild 5.10 zeigt ein System der GroR€0 x 100, dessen Verhalten mit dem ent-

I
_| Ferromagnet ‘ : ‘J‘

Befehle

Exit
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StoplGo
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5.10 Zustand des Ferromagne-
Ising—-Ferromagnet Gittergroesse N = 100 ten |m thel’mISChen G|e|Chge'

Temperatur T =1.00 Te Magnetisierung m = +0.060

: wicht beiT.

sprechenden Programm auf der Workstation simuliert wiBeeT, sieht das Bild
selbstahnlich aus, d. h. es treten Cluster von parallgtémsSuf allen Grof3enord-
nungen auf. Die Korrelationslangdst am kritischen Punkt so grol3 wie die Gitter-
ausdehnund., und die Korrelationers;S;) zerfallen fura < r = |r; —r;| < L

wie eine Potenz von (a = Gitterkonstante). Bél' = 0.8 T, ist das System magne-
tisiert, (>~ S;)/N # 0. Durch spontane Fluktuationen hat sich der Magnet eine der
beiden moglichen Richtungen gewahlit und die Siihsind bis auf wenige Aus-
nahmen parallel dazu ausgerichtet. Wir beobachten algoveim null verschiedene
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spontane Magnetisierung, und selbst wennWifS; Uber ein Zeitintervalt,; mitteln
wirden, wirdg (> S;)/N),, +, nicht verschwinden. Widerspricht dies der exakten
Aussage, daf? ein endliches System keinen Phasenubeaenykant M (T') = 0

fur 7 > 0)?

Hierzu missen wir uns die Zeitskala klarmachen, in der gagef die Magne-
tisierungsrichtung andern kann. Bei tiefen Temperatila@am diese Zeit mit dem
Arrhenius-Gesetz abgeschatzt werden. Um das Vorzeicherpv.S; zu andern,
muf eine Energiebarriere der OrdnuAdy = JL uberwunden werden, denn es
muf3 sich eine Wand zwischen positiver und negativer Magjeeting bilden, die
durch das gesamte Gitter diffundiert. Das braucht eine deitGroRenordnung
T ~ toexp(AE/kgT) wobeit, die Relaxationszeit eines einzelnen Spins ist. In
unserem Fal(L = 100, kgT = J,t, ~ 10~ *s) ist diese Zeit also etwa ~ 10°
Sekunden, also wesentlich langer als das Universum estisir werden daher
bei T = .J/kg keine Umkehr der Magnetisierung beobachten kdnnen, umjltes

(M)to.1, # 0.

~—
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5.11 Wandernde = Domanen-
Ising—-Ferromagnet Gittergroesse N = 120 | Wande des Ferromagneten

Temperatur T=0.51Te Magnetisierung m = +0.044

s nach sprunghaftem Abkuhlen.

Bei T' = 1.57, scheinen die Spins fast zufallig ausgewirfelt zu seia,Kirre-
lationslanget hat fast den Weré angenommen. Mit einem Tastendruck kann man
nun den Magneten sprungartig auf eine Temperatur deutlitdgrioalb7;. abkuhlen.
Nach einigen Versuchen sollte es gelingen, Bereiche mitip@sund negativer
Magnetisierung gleichzeitig zu erzeugen (Bild 5.11). Dantstehen diffundieren-

de Domanenwande, die sich so lange gegenseitig vernidadker zusammenziehen,
bis das thermische Gleichgewicht mit nur einer einzigen Boenibrig bleibt. Die
Magnetisierung zeigt als Funktion der Zeit am kritischenl®starke Fluktuationen
(Programmising g). Nach der statistischen Mechanik bestimmen diese Schwan-
kungen vonM gerade die magnetische Suszeptibilitatie beiT. nach Gleichung



220 5 Monte-Carlo-Simulationen

(5.58) mit L divergiert. Das gleiche gilt fur die Fluktuationen der Egie, die die
spezifische Warmé' bestimmen.

FurT > T, und fur lange Zeiten zerfallen die zeitlichen Korrelationen (ebenso
wie die raumlichen) exponentiell schnell

(Si(to) Silto +t)) ~e /7. (5.64)
Die Relaxationszeit (7T') divergiert beiTl . wie
T~ |T —To| 72, (5.65)

wobeiz ein neuer universeller kritischer Exponent ist, dessert ¥eth beim zwei-
dimensionalen Modell nur numerisch bekanntist~ 2.1). Die Fluktuationen der
Magnetisierung werden b&j. also nicht nur groRer, sondern auch langsamer. Des-
halb nennt man diesen Effegtitical slowing down

Ubung

Es soll der Phaseniibergang eines Gittergases mit der Miarte-Methode simu-
liert werden. Dazu betrachten wir ein Modell, bei dem augeinV x N-Gitter die
Teilchen nur auf den Gitterpunkten sitzen konnen. Dieslirrch die Variable:;
beschrieben, die die Werte = 1(0) annimmt, falls der Gitterplatz besetzt (un-
besetzt) ist. Die Anzahl der Teilchen wird durch ein cheiméscPotential kontrol-
liert. Die Dynamik besteht darin, daf? Teilchen verschwinded wieder auftauchen
konnen. Jeder Platzwird mit der Wahrscheinlichkeit proportional z: besetzt,
wobei z die Fugazitit genannt wird. Benachbarte Teilchen sollen sich so stark ab-
stofRen, dal3 keine Nachbarplatze besetzt werden konmesnviDdell enthalt sonst
keine Wechselwirkungen und deshalb auch keine Temped#uginzige Kontroll-
parameter ist die Fugazitat die die Teilchendichte des Gitters einstellt.

Wenn das Gitter maximal bedeckt ist, befinden siéh/2 Teilchen auf einem
der beiden Untergitter, wie beim Schachbrett entweder auafweien oder auf
den schwarzen Platzen. Aber auch bei unvollstandigee8adg bevorzugen die
Teilchen eines der beiden Untergitter; im thermischeneVitt die Differenz der
Anzahl der Teilchen zwischen den weif3en und schwarzerzd?laingleich Null.
Diese Differenz ist der Ordungsparameter des Systems,tgprat der Magne-
tisierung des Ising-Modells. Erst wenn die Bedeckung ep@missen Wert unter-
schreitet, werden im thermischen Mittel beide Untergitilsich stark belegt, und
der Ordnungsparameter hat den Wert Null. Wie beim Ising-&llogibt es diesen
Phaseniuibergang streng genommen nur im unendlich grof&engyin der Simu-
lation muR marfinite size scalinginwenden, um die Eigenschaften difsergangs
zu berechnen.

Programmieren Sie folgenden Monte-Carlo-Schritt fur @étergas:
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1. Suche zufallig einen Gitterplatz aus.

2. Ist der Gitterplatz leer, besetze ihn, wenn dies erlathdi h., wenn alle nachsten
Nachbarplatze leer sind, ansonsten akzeptiere die altéid(mation.

3. Ist der Gitterplatz besetzt, ziehe eine Zufallszald [0,1] und vergleiche sie
mit z~*. Ist sie kleiner, entferne das Teilchen. Ist sie groRezepkere die alte
Konfiguration.

Berechnen Sie den Mittelwert des Ordnungsparameters wséd&arianz, die Sus-
zeptibilitat, als Funktion der Fugazitat Bestimmen Sie deren kritischen Wegt
und die zugehorige Bedeckupg des Gitters.

Hinweis: In der Literatur findet mag, = 3.7959 undp, = 0.36776.
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5.6 Kiulrzeste Rundreise

Ein Handlungsreisender mochte eine grofRe Anzahl vort&tad moglichst kurzer
Zeit besuchen. Dazu plant er eine Reiseroute, d. h. eineeRfeilge der Stadte mit
moglichst kurzem Reiseweg. Welches ist die kiirzeste Raisel bei der jede Stadt
genau einmal besucht wird? Dieses scheinbar einfachedPnollagravelling sa-
lesman problem (TSPist das Standardbeispiel der schwierigen kombinatacgisch
Optimierungsprobleme. Eine Generation von Mathematikerth Ingenieuren hat
es mathematisch analysiert und Algorithmen zu seiner hgsmtwickelt.
Uberraschenderweise kann man die Minimierung der Ruredeeish als ein Pro-
blem der statistischen Mechanik auffassen. Die Weglaegdreise entspricht der
Energie eines Vielteilchenproblems, und mit der Montelé&SBethode aus dem
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vorherigen Abschnitt kbnnen wir im Prinzip die kiirzestelun der Praxis eine sehr
kurze Rundreise finden.

Physik

Verteile N Punkte — jeder Punkt entspricht einer Stadt — auf ein Quaniitatier
Seitenlangd. und markiere einen Rundweg, der jeden Punkt genau einnigthitter
Wieviele Rundwege gibt es? Eine bestimmte Route ist durerReihenfolge der
Punkte festgelegt, und offensichtlich gibt &4 verschiedene Anordnungen, nam-
lich gerade alle Permutationen d&r Punkte. Da jeweildV Startpunkte und zwei
Richtungen dieselbe Weglange geben, migdén- 1)!/2 verschiedene Wege be-
trachtet werden. FUN = 100 erhalt man etwd 0'*® Wege, also viel mehr, als man
jemals auf einem Computer wird durchprobieren kbnnen.

N'! wachst schneller als™ und sehr viel schneller als jede Potenz venMan
kann sich zwar leicht eine regelmaRige Anordnung dert8taloerlegen, bei der die
kiirzeste Reise angegeben werden kann, aber fir den stiggian Fall sind sich
die Mathematiker fast sicher, da® es keinen Algorithmus, gibr den kiirzesten
Rundweg in einer Anzahl von Schritten berechnet, die wieRdtynom vonN
wachst.N! wachst wieN z (N/e)N. Mit den Methoden der Informatik kann man
jedoch das exakte Abzahlen der Wege auf el#” Rechenschritte reduzieren,
fur N = 100 also auf etwd 04 Rechnungen. Das ist aber immer noch zuviel selbst
fur einen heutigen Superrechner.

Obwohl die numerische Losung des Problems fast aussistgsheint, hat die In-
formatik aber Methoden entwickelt, mit denen in einem ketdmn Fall die kiirzeste
Rundreise eines Handlungsreisenden, der éfiva= 2500 Stadte besuchen soll,
exakt berechnet wurde. Mathematisch laRt sichTdaBso formuliereni;; sei der
Abstand der Punkteundj, und es set;; = 1, falls die Rundreise die Stadieind
J direkt verbindet;r;; = 0 sonst. Sowoht;; als auchz;; sind also symmetrisch in
den Indizes undj. Dann suchen wir die kleinste Lange

i<j

unter der Nebenbedingung

N
> @y =2 furalles. (5.67)

Jj=1

Gleichung (5.67) besagt, daR die Reise jede Stadt genawldimmiicksichtigt, die
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dementsprechend genau zwei unmittelbare Nachbarn hat.igjumkte Teilwege
auszuschlieRen, muf? man noch fordern:

S @y >2 furalle S, (5.68)
i€S j¢S
wobei S eine beliebige echte Teilmenge der IndiZés2,..., N) ist, ausgenom-

men die leere Menge. Die erfolgreichste Idee zur Losungi@&erweitert dieses
diskrete Optimierungsprobleifx;; € {0,1}) auf ein kontinuierlichegz;; € R),
das mit Standardmethoden der linearen Optimierung geiddt wie wir sie im Ab-
schnitt 1.9 besprochen haben. Durch standiges Hinzaofuge Nebenbedingungen
kann man schlieRlich alle kontinuierlichen Variablen auf die erlaubten Werte
und1 einschranken. Damit hat man das Problem exakt gelost.

Der Algorithmus ist sehr kompliziert und erfordert umfagighe Programmierar-
beit. Hier wollen wir eine andere Methode zur Losung @8&vorstellen, die 1982
aus der statistischen Mechanik ungeordneter Magiggamg@hse) entstanden und
relativ einfach zu programmieren ist. Dazu fassen wir digaldenz;; € {0,1}
als Freiheitsgrade eines Vielteilchensystems mit derdi@éf (S) auf:

H(S) = Z Cij Tij - (5.69)

i<j

S = (%12, %13, ...xn_1,n) kENNZEIChNEt €ine d€V — 1)!/2 moglichen erlaubten
Rundreisen und{ ist deren Lange. Wir suchen den Zustand mit der niedrigsten
Energie. Die Physik, insbesondere die Thermodynamik detk&igers sagt uns,
wie wir vorgehen sollten: Wir miissen das System aufheinehaes dann sehr lang-
sam abkilhlen. Wenn sich das System immer im thermischanh@kwvicht befin-
det, dann muR3 es fiif — 0 den Zustand tiefster Energie erreichen. Der vorige
Abschnitt sagt uns auch, wie wir bei diesem Problem das Azgneund Abkiihlen
bewerkstelligen konnen, namlich mit Hilfe der Monte-fdasimulation. Dabei wird
ein stochastischer ProzeR mit eitilsrergangswahrscheinlichkéit (S — S’) kon-
struiert, die das detaillierte Gleichgewicht mit dem Bolenn-FaktorP(S) =
exp(—H(S)/T)/Z erfullt (Gleichung (5.49))T ist eine formale, Temperatur”,
die dieselbe Einheit wi¢l (S), also die einer Lange haben mufR3.

Im vorigen Abschnitt haben wir gesehen, daR die so erzeugte von Rund-
reisenS(0),S(1), ..., S(t) ins thermische Gleichgewicht relaxiert. Das heil3t, die
Wabhrscheinlichkeit, den We§(¢) vorzufinden, istP(S(t)), wennt nur grof3 ge-
nug ist. Nun kdnnen wir das System so langsam abkihlenedafich immer im
Gleichgewicht befindet. B&' = 0 ist offenbarP(S) nur dann von Null verschie-
den, wennH (S) die niedrigste Energie (= den kiirzesten Weg) annimmt.

Wenn wir also nur langsam genug abkihlen, dann finden wiSicherheit die
kiirzeste Rundreise. Was aber jeingsam genug“ ? Das ist nur schwer zu beant-
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worten. Wenn wir durch den Raum aller We§ievandern undH (.S) als Hohe anse-
hen, dannist (S) ein komplexes Gebirge mit vielen Talern, Seitentaleahl&ch-
ten und Schachten. Laufen wir also nur den Berg hinab, sdemewir mit hoher
Wahrscheinlichkeit in einem Nebental weit weg vom absollégnimum landen.
Die Monte-Carlo-Methode (bél’ > 0) erlaubt hingegen auch mit einer gewissen
Wahrscheinlichkeit, die vom Hohenunterschied abh&Bghyitte bergauf. Wie lan-
ge aber dauert es, einen hohen Bergkamm zu Uberschreiteim, €in tieferes Tal
zu kommen?

Diese Zeit kann wie im vorigen Abschnitt mit dem ArrheniusgBtz abgeschatzt
werden. SeAFE > 0 die zu Uberwindende Hohendifferenz. Dann ist eine typésc
Zeit

T ="y eAE/T (5.70)

Beim Abkiihlen missen wir dem Wanderer Zeit lassen, diglgenme zu Uber-
schreiten. Durch Umkehren der Gleichung (5.70) sehen af,ain fur die Simula-
tion entworfener Abkuhlplaff’(¢) — dabei set die aktuelle Rechenzeit — moglichst
die Ungleichung

() > 52

In (i>

70
erfullen sollte. Die Temperatdf' darf daher als Funktion der Zeitnur extrem
langsam sinken, um thermisches Gleichgewicht zu garantién der Praxis wird
man nie so viel Rechenzeit aufwenden kdnnen, um das thelreniSleichgewicht
perfekt zu simulieren. Aber wenn wir nur dicht beim Gleichight bleiben kdnnen,
werden wir dennoch eine Energie finden, die fast die Gruridmdsenergie erreicht.
Die Weglange wird also fast optimal sein, wahrend deatdiéche Weg ganz anders
als der optimale aussehen kann.

Mit wenig Programmieraufwand und geringem Wissen UberRiablem, aber
mit viel Rechenzeit, kann man daher mit dieser Methode, 8@aulierten Ausgli-
hens" gimulated annealingein gutes lokales Minimum eines komplexen kombina-
torischen Optimierungsproblems finden. Die Methode kaiuthieuf viele andere
Probleme dieser Art angewandt werden, sie konkurriert aiir @llerdings mit so-
genannten genetischen Optimierungsalgorithmen, die opiiRationen von Wegen
arbeiten.

Bevor wir die Einzelheiten des Algorithmus besprechen]emolvir die kiirzeste
Rundreise fur den Fall abschatzen, déStadte zufallig und unkorreliert im Qua-
drat der Kantenlangé verteilt sind. Wenn wir zu jeder Stadtden Abstand-; zum
nachsten Nachbarn bestimmen, dann gilt offenbar fir idiemgte Lange:

(5.71)

N
By > i (5.72)
i=1
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Fur N — oo kann die rechte Seite al¥ (r) geschrieben werden, wobgt) der
mittlere Nachste-Nachbar-Abstand ist. Wir wollen nan berechnen, dabei aber
den Effekt des Randes vernachlassigen und dazu eineggetgrol3en Ausschnitt
der Ebene betrachten, auf der Stadte mit der Diphte N/L? verteilt sind. Sei
w(r)dr die Wahrscheinlichkeit, daR die nachste Nachbarstagneftbstand zwi-
schenr undr + dr hat.w(r)dr ist also die Wahrscheinlichkeit, zwischen null und
r keinen nachsten Nachbarn zu finden, multipliziert mit dehv8cheinlichkeit, in
dem Kreisring mit der Flach&rr dr eine Stadt zu finden:

w(r)dr = 1—/w(r')d7" p 2mr dr . (5.73)
0
Diese Integralgleichung fup(r) laft sich unmittelbar in eine Differentialgleichung
far f(r) = 1 — [ w(r') dr' umwandeln, wenn marf’(r) = —w(r) benutzt,
0

namlich
f'==2mprf mit f(0)=1. (5.74)

Als Losung erhalten wir
flr)= e ™" und w(r) = 2mpr e (5.75)

Der mittlere Abstand der nachsten Nachbarn ist dur¢h) gegeben:

7 R 1 1L
(ry = / rw(r)dr =2mp / e~ ridr = 2—\/,5 =3 I (5.76)
0 0

Damit gilt nach Gleichung (5.72) fur die Landg, der kirzesten Rundreise (im
Limes N — o0)

1

Ey 25 LVN. (5.77)
Berucksichtigt man entsprechend die Ubernachsten idah so andert sich der
Vorfaktor zu0.599 . . . In jedem Fall erhalt man aber das SkalenverhaligfV, so
dalR man verschiedene SystemgroRennd Stadtezahle®V miteinander verglei-
chen kann. Den genauen Wert der skalierten Lange

Ey

LVN

kann man bis heute nur numerisch bestimmen, z. B. finden erui Martinl =
0.7120 4 0.0002 im Limes N — oo.

| =

(5.78)
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Algorithmus

Wie im vorigen Abschnitt milssen wir uns einfacAaderungen des Zustandés
Uberlegen. Erlaubte Wege kann man durch ein Feld danstelées die Reihenfolge
enthalt, mit der die Stadte besucht werden,

8 = (i1,92, .-, 0N), (5.79)

wobeii, € {1,..., N} die Nummer der Stadt ist. Es gibt viele Modglichkeiten, aus
einer Rundreise eine etwas geandert§ zu konstruieren. Hier wollen wir der
Einfachheit halber nur die folgende vorstellen: Wir wéahifallig eine Positiop
und eine Langé < N/2, trennen den Abschnit},...i,; aus dem Weg heraus
und fugen ihn in umgekehrter Reihenfolge wieder ein,

! . . . . . . .
S = (lny vy b1y ity fpti—1s wees iy Tptig 1y oey IN) - (5.80)

Dabei istp + [ modulo N zu nehmen. Dieser Zug ist in Bild 5.12 dargestellt.
Mit N = 6,p = 3und! = 2 wird die RundreiseS = (1,2,3,4,5,6) zu

S' = (1,2,5,4,3,6). Wiederholte Anwendung dieses Zuges fiihrt offenbar durch
die gesamte Menge aller moglichen Wege und kann alle Kregeau beseitigen.
Damit haben wir alles, was wir zur Anwendung der im vorigersétimitt beschrie-

5

5.12 SchrittweiseAnderung der Rundreise bei der Monte-Carlo-Simulation.

benen Monte-Carlo-Simulation benotigen. Jeder vergughg wird akzeptiert, falls
die neue Rundreise kiirzer i6H (S') < H(S)) oder eine Zufallszaht € [0, 1]
kleiner als der Boltzmann-Faktexp [— (H(S') — H(S)) /T] ist.

Im letzteren Fall mussen wir jedes Mal sowohl eine Zufalldz als auch die
Funktionexp(...) berechnen. Beides kann man vermeiden, indem man den Boltz-
mann-Faktor durch eine StufenfunktiéT — (H(S")—H(S))] ersetzt. Der Zug
S — S’ wird also immer akzeptiert, wenn die EnergiedifferéiigS’) — H (S) klei-
ner alsT ist. Fur diese Vereinfachung kennen wir keine theoredsBhgriindung,
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sie wird aber seit kurzem bei der kombinatorischen Optinmgrerfolgreich ange-
wandt.

Das C-Programmtravel . c berucksichtigt beide Methoden. Im Quadrat der
LangeL werdenn Stadte zufallig verteilt. Die Koordinatefx, ) jeder Stadt sind
im Feldmap mit der Strukturcity deklariert:

typedef struct {int x,y;} city;
city map [MAXCITIES];

N ist auf den Wertl00 gesetzt, es kann aber auch als Parameter beim Aufruf von
travel Ubergeben werden. Dies geschieht mit

main (int argc,char *argv|[])

{

if (arge>1) N=atoi(argvI[l]);

Die Reihenfolge der Stadte wird im Feicht path [N] festgelegt. Am Anfang
werden die Koordinatefir, y) der Stadte zufallig und der Startweg &ls= (0, 1,
.., N — 1) gewahlt. Die Hauptschleife sieht dann folgendermafen aus

while (!done)

{

event () ;

anneal (path) ;

if (count++ > DRAW)
{
drawpath (path) ;
oldlength = length(path);
print (oldlength) ;
if (aut) temp = .999*temp;
count=0;
}

}

Die Funktionevent () fragt den Tastaturpuffer ab. Bei laufendem Programm sind
folgende Aktionen moglich: Herauf- oder HeruntersetzenTemperatur un0%,
Wahl der Method@&oltzmann-FaktooderSchwellenfunktiolJmschalten auf auto-
matische Temperaturerniedrigung und das Speichern deelbki Rundreisekonfi-
guration. SchlieRlich kann man noch die Temperatur auf dern ¥¥¢mp=0 springen
lassen. Dann werden nur noch solche Zige akzeptiert, eli¢/dglange verringern.
Die Funktionanneal (path) berechnet den nachsten Monte-Carlo-Schritt. Es
werden zufallig die Positiopos und die Langd en gewahlt, die benotigt werden,



228 5 Monte-Carlo-Simulationen

um mitchange (newpath, oldpath, pos, 1en) die neue Rundreise erzeugen
zu konnen. Weiterhin definieren wir eine Funktiohanged_length (...),um
die Lange des neuen Weges zu bestimmen. Am effektivstagraromiert man die-
se Funktion, indem man nur die Langenanderung gegerdérealten Konfigura-
tion berechnet. Um der Anhaufung von Rundungsfehlernulmmgen, wird in re-
gelmaRigen Abstanden nmikngth (path) die Weglange von Grund auf neu be-
rechnet. Der ausgewirfelte Weg wird akzeptiert, wenrd&m Unterschiedie der
beiden Weglangen gilt:

(ann == 1 && (de < 0 || frand() < exp(-de/temp))) ||
(ann == 0 && de < temp)

Falls diese Grolie wahr ist, also den Wert 1 hat, wird durehStandardfunktion
memcpy der neue Weg in den alten kopiert, der Z8g— S’ wird akzeptiert.
Insgesamt lautet die Funktion

void anneal( int oldpathl[] )
{
double newlength,de,lscal;
int pos, len,newpath [MAXCITIES] ;

pos=rand () *fl;

len=rand () *£2;
change (newpath, oldpath, pos, len) ;
newlength=changed_length (oldlength,oldpath,pos,len);
de=newlength-oldlength;
if (de==0.) return;
if ((ann==1 && (de < 0 || frand() < exp(-de/temp))) ||

(ann==0 && de < temp))

{

memcpy (oldpath,newpath, N*sizeof (int) ) ;

oldlength=newlength;

flipcount++;

}
}

£1 und£2 sind vorher definierte Skalierungsfaktoren unthnd () ist ein Zufalls-
zahlen-Generator, der gleichverteilte reelle Zahlen imhEitsintervall erzeugt. Er
kann z. B. am Anfang des Programms mit

#define frand() (double)rand()/(RAND MAX+1.)

definiert werden.
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Die neue Rundreise wird erzeugt, indem zunachst die alielRRise 6p) in die
neue fip) kopiert wird. Dann wird zwischepos undpos+1len die Reihenfolge
der Stadte umgedreht. Das sieht so aus:

void change(int npl[],int opl[],int pos,int len)
{

int i,9;

memcpy (np, op,N*sizeof (int)) ;
j=len;
for(i=0;i<=len;i++)
{
np [ (pos+i) % N]=opl[(pos+]j) % NI;
j——:
}
}

Die Berechnung der Weglange ist offensichtlich:

double length(int path[] )
{
int i,3;
double 1=0.,dx,dy;

for (1=0; i<N;i++)
{
j=(i+1) %N;
dx=map [path[i]] .x-map [path[j]] .x;
dy=map [path[i]].y-map[path[j]].y;
1+= sqgrt (dx*dx+dy*dy) ;
}

return (1) ;

}

Weitere Funktionedrawpath undprint zeichnen den Weg bzw. schreiben Text
in das Graphikfenster. Nach dem Kompilieren kdnnen wirdein Aufruftravel

die Suche nach der kiirzesten Rundreise auf dem Bildschléohadzhten und dabei
die Temperatur hoch- und herunterfahren.

Ergebnisse

Wir haben die Daten ausravel . dat mit Mathematicaeingelesen und gezeich-
net. Der zufallig erzeugte Startzustand von etwa 100t8tadt in Bild 5.13 zu se-
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hen. Die skalierte Weglande Gleichung (5.78), hat den Wdrt~ 4.8. Wir starten

>IN
N~
[ 7

(BT
73

.
AN

Wa vl

5.13 Zuféllig gewahlter Startzustand mit
der skalierten Lange= 4.8

bei einer Temperatur von/ 8. Schon bei dieser relativ hohen Temperatur relaxiert
das System schnell auf den Wert- 2.2, dabei werden etwa0% der versuchten
Zuge akzeptiert. Durch langsames automatisches Abkjitebei die Temperatur
nach jeweils 100 Versuchen uin,, erniedrigt wird, gelangt das System nach et-
wa 30 Minuten Rechenzeit auf unserem PC in die Zustande Bild b4 Bild
5.15. Beide Rundreisen sind lokale Minima im Energiegehid h. alle unsere

5.14 Rundreise nach dem simulierten Ausgliihen
mit dem Boltzmann-Algorithmus. Die skalierte
Lange ist nud = 0.883.

Weganderunge® — S’ geben immer nur langere Reisen, die fei= 0 nicht
mehr akzeptiert werden. In diesem Fall — und in den meisteleran — ergab der
schnelle Schwellenalgorithmus einen etwas niedrigerert YWe= 0.858) als die
langsamere Metropolis-Methodé = 0.883). Geht man von Anfang an im kom-
plexen Energiegebirgé/ (S) nur bergab €emp=0), so erhalt man einen langeren
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5.15 Wie Bild 5.14, aber mit dem Schwellen-
Algorithmus. Das Ergebnis ist eine etwas kurzere
Rundreise mit = 0.858

Weg ( = 0.909), allerdings sehr viel schneller als mit den beiden Abkatfahren.
Bild 5.16 vergleicht die beiden Resultate der Abbildungeld5ind 5.15. Obwohl

5.16 Vergleich der beiden optimierten Rundrei-
sen aus den Abbildungen 5.14 (diinn) und 5.15
(dick). Obwohl die beiden Kurven fast gleich
lang sind, sind sie doch deutlich voneinander
verschieden.

die Langen der beiden Rundreisen fast gleich sind, sindRéiserouten deutlich
voneinander verschieden. Wiederholt man die Simulationamieren Zufallszah-
len (bei denselben Stadten), so erhalt man fast die gleigaglange aber wieder
eine ganz andere Reihenfolge der Stadte.

Wir haben die Skalierung Gleichung (5.77) Uberpriftgmdwir eine Rundreise
mit 300 Stadten simuliert und mit dem Schwellenalgoritsnengsam abgekinhlt
haben. Das Ergebnis= 0.826 bestatigt die Skalierung, o v'N.

NatUrlich wissen wir nie, ob wir wirklich die kiirzeste Rineise gefunden haben.
Um diese Frage zu beantworten, bendtigen wir die relatiwandigen Methoden
der Informatik. Um aber bei einem noch wenig verstandendim@grungsproblem
mit geringem Aufwand eine gute Losung zu erhalten, kann sirawilated annea-
ling wohl empfehlen.
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Ubung

Hier soll versucht werden, das Optimierungsproblem aus g 1.3 mit der Me-
thode dessimulated annealingu losen. Es soll ein Signal mit gegebenem Lei-
stungsspektrum Ubertragen werden, und dabei soll dieSgipannung moglichst
klein gehalten werden.

Von der anN = 64 diskreten Zeitpunkten abgetasteten Spannng.., Uy

sei deren Fouriertransformieré,, ..., by}, bzw. das Leistungsspektrum bekannt:
|bs|> = |bn_si2)® = 1furs = 9,10,...,17 undb, = 0 sonst. Damit das Span-
nungssigna{ Uy, ..., Ux} reellist, mufby_,,» = b* gelten.

Gesucht sind die Phasen, die mitb, = e¥= eine minimale Spitzenspannung
geben, es soll also der Wert vaning,, ; (max, |U,|) bestimmt werden.

Der ZustandS aus Abschnitt 5.5 ist nun eine Konfiguration moglicher Pha-
sen (s, - ., p17), und der Energie entspricht hier die Spitzenspanniig) =
max . |U,|. In jedem Monte-Carlo-Schritt wird die Konfiguration dereBen zufal-
lig geandert, z. B. durch Variation einer einzelnen, i@gderausgegriffenen Phase.
Dies liefert eine Energieanderung, und der Algorithmus &lischnitt 5.5 entschei-
det daraufhin, ob die neue Konfiguration akzeptiert wird.

Das bisher beste, von einem unserer Studenten erzieltbriisgeegt beiH =
0.739545 . Wer diesen Wert unterbietet, moge uns dies bitte mitteile
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Anhang A
Erste Schritte mit Mathematica

Auf fast allen Rechnern wirlathematicamit dem Befehimath aufgerufen. Bei
Systemen mit einer graphischen Oberflache geschieht dieshmal indirekt durch
das Anklicken eines Symbolslathematicameldet sich danach mitn[ 1] : = und
erwartet eine Eingabe, die mitERURN abgeschickt wird. Die Notebook-Version
von Mathematicaverhalt sich insofern etwas anders, als hier einzelne our-
rere Befehle mit 8IFT-RETURN Ubergeben werdeMathematicaist eine inter-
pretierende Programmiersprache, bearbeitet also saéoHidgabe und prasentiert
das Ergebnis in der Forut [ . . ] = ... auf dem Bildschirm. Dabei werden alle
Ausdriicke, die vorher in derselben Sitzung definiert waordeeriicksichtigt. Man
beendet eindathematicaSitzung mitl n[ . . ] : = Quit. Der BefehlExit bzw.
ConTRoOL-D auf Unix-Systemen bewirkt dasselbe.

Das Kommando math startet eineMathematicaSitzung.

In[..]:=qQuit beendet die Sitzung.

Simple Arithmetik

Inf[1]:=4 + 7

Qut[1] =11

In[2]:=3 4.2 Leerstelle = Multiplikation
Qut[2]=12.6 Dezimalzahlen mit Dezimalpunkt
In[3]:=2%3%4 Auch x = Multiplikation

Qut[3] =24

In[4]:=24/8 / = Division

Qut[4]=3

In[5]:=2"3 ~ = Potenz

Qut[5]=8
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INn[6]:=(3+4)"2-2(3+1)

Qut[6] =41
In[7]:=%/5 % = das letzte ausgegebene Resultat
41
Qt[7]=—
5
In[8]:=NI[%] N [x] =numerischer Wert von x
Qut[8]=8.2

In[9]:=22.4/(6.023 10723)

Qut[9]=3.71908 1023

In[10]:=3"-2x36+4 » Potenz" vor, Punkt“ vor,, Strich*
Qut[10] =8

Die wichtigsten Funktionen

In[11]: =sqrt[16] sgrt [x] =z

Qut[11] =4

In[12]:=N[Pi/2] Pi = Mathematica-Form vomnr
Qut[12]=1.5708

In[13]: =8in[%] Sin[x] =sinz
Qut[13]=1. 1. = 1.0

Alle in Mathematicavorhandenen Funktionen, Prozeduren, Konstanten, ..|.
beginnen mit einem GroRRbuchstaben.
Funktionsargumente stehen jeweils in eckigen Klamniern

In[14] : =Cos [Pi/4] Cos [x] =cosz

Qut[ 14] = w Exakter Wert

In[15]: =Exp[0.5] Exp [x] = Exponentialfunktion von x
Qut[15]=1.64872 Numerischer Wert

I n[ 16] : = Log [%] Log [x] =Inz

Qut[16]=0.5
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In[17]:=?Log
Logl[z] gives the natural Logarithm of z (logarithm to
base E). Logl[b, z] gives the logarithm to base b.

In[17] : =Log [E, %15] %15 ist dasselbe wieut [15]. Alle wah-
rend einer Sitzung erzeugtemm [n] und
out [n] sind wieder aufrufbar.

Qut[17]=0.5

Hilfen in Mathematicaerhalt man mit dem Fragezeichen (?)
In[..]:=?Log — Informationen zWw.og [x].
In[..]:=2?Log — Mehr Informationen ziw.og [x] .
In[..]:=2?Lx — Alle Funktionen, die mit. beginnen.
In[..]:=72x% — LAlles" wird aufgelistet.

In[18]: =sqrt[—-1]

Qut[18] =1

In[19]: =721

I represents the imaginary unit Sqgrt[-1].
In[19]: =Exp[IxN[Pi/4]]

Qut[19]=0.707107 + 0.707107 I

I n[ 20] : =Re [%] +I%Im[%] Re[z] = Realteil von z
Im[z] = Imaginarteil von z
Qut[20]=0.707107 + 0.707107 I

I n[ 21] : = ?Arcx*
ArcCos ArcCot ArcCsc ArcSec ArcSech ArcSin ArcSinh
ArcTan ArcTanh ArcCosh ArcCoth ArcCsch

In[21] : =ArcTan[1] ArcTan [x] = arctanzx
Qut[21] = 2=

4
Graphik

Wir verzichten im folgenden auf die Kennzeichnung von Eind dusgaben durch
dasl n[..] bzw.Qut [ . .] am Zeilenanfang. Eingaben an den Rechner sind durch
Fettdruck kenntlich gemacht, alles andere sind AusgabemnRechner oder unsere
Kommentare.
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Plot[sin[x], {x, 0, 2Pi}] Zeichnung der Funktioginz .

Plot [{BesselJd[0,x], Besseld[l,x]}, {x, 0, 10}] Die Bessel-
funktionenJ, (z) und.J; (z) in einem Plot.

Plot3D[Exp[—(x"2+y~2)]1, {x, -2, 2}, {y, -2, 2}1 Dreidi-
mensionaler Plot der 2-dimensionalen GauRfunktiep[—(z? + y?)] .

ParametricPlot [{Cos[t], sin[t]}, {t, 0, 2Pi}] Parameter-
Plot eines Kreises. Auf dem Bildschirm erscheint eine &fjpveil das Achsen-
verhaltnis ungleich 1 ist.

Show[%, AspectRatio —> Automatic] Jetzt ist es ein Kreis.
Show[..] zeigt Graphikobjekte mit den entsprechenden Optionen.

ParametricPlot3D[{Cos[t],Sin[t],t/6}, {t,0,6Pi}]
Eine Schraubenlinie in 3 Dimensionen.

ParametricPlot3D[{r Cos[t],r Sin[t],r"2},

{r,0,2},{t,0,2Pi}]
Ein Rotationsparaboloid als Bche in 3 Dimensionen.

ContourPlot [Exp[-(x-1)"2-y 2]+ Exp[-(x+1) "2-y~2],
{x,-3,3},{y,-3,3}, PlotPoints —> 60]
Hohenlinien. PlotPoints -> 60 ist eine optionale Angabe.

Options [Plot] Eine Liste der Optionen zeilot [..].

Die wichtigsten Plot-Befehle:

Plot [f, {x, xmin, xmax}]

Plot3D[f, {x, xmin, xmax}, {y, ymin, ymax}]
ParametricPlot [{fx, fy}, {t, tmin, tmax}]
ParametricPlot3D[{fx, fy,fz}, {t, tmin, tmax}]
ParametricPlot3D[{fx, fy,fz}, {s,sl,s2}, {t,t1,t2}]
ContourPlot [f, {x, xmin, xmax}, {y, ymin, ymax}]

Symbole und eigene Funktionen

n = 20! — 2432902008176640000,k!= Faktorial [k]=k-Fakultat.
N[n] — 2.4329 1018, die Variablen hat den Wert 0!
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a = Random[] — 0.296851, Random][] erzeugt Zufallszahlen zwischen
O und1. Der Variablena wurde die Zahl0.296851 zugewiesen.

N[a, 13] — 0.2968512129099, die Zahla mit 13 Stellen. Falls nicht
anders angegeben, werden Dezimalzahlen intern mit 1G8tedirarbeitet.

Clear[a,n] loschtdie Belegung der Variablenn.

(a+b) "3 — (a + b)3

(o]

Expand[c] —s a3 +3a2b+3ab2+p3

(o]

flx ]:= Exp[-0.25 x2] Cos[4.5 x] Sodefiniert man Funktionen._
ist ein,Platzhalter' mit dem Namexs. Der Unterstreichungsstrich be&i  ist wich-
tig. Er darf nur auf der linken Seite der Gleichung auftauch8tatt des Zeichens
: = hatten wir hier auch das Zeichea verwenden @&nnen.

f[1.5] — 0.50882, Funktionswert vont furz =1.5.

Plot [f[x],{x,—Pi,Pi}] Plot der oben definierten Funktiofi. Statt x
kann man hier auch einen beliebigen anderen Variablennarapmenden. Mit dem
Befehl P1lot [£[t],{t,-Pi,Pi}] erreicht man dasselbe.

fermile_,b_]l:= 1/ (Exp[b(e—1)]1+1) Eine Funktion mit zwei Varia-

blen.

Plot [{fermi[e,10], fermi[e, Infinityl}, {e,0,1.7}] Plotzwei-
er Fermifunktionen. Infinity = +oo .

Der Unterschied von := und = an einem Beispiel:

a = Random[]

Die rechte Seite wird ausgewertet, und der Varialdewird diese Zufallszahl
zugewiesen. Wiederholter Aufruf voa liefert jedesmal diese Zahl.

r:= Random[]

Die rechte Seite wird zunachst nicht ausgewertet, sorglstrdann, wenn die
Variable r erneut aufgerufen wird. Bei jedem Aufruf van wird die rechte
Seite erneut ausgewertet. Es wird jedesmal eine neue gzdallproduziert.

Listen

numlist = {2,3,4} Eine Liste von drei Zahlen. Listen werde mit geschweif-
ten Klammern{ } geschrieben.
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Head[numlist] — List. Jedes Ding hat einen Kopfumlistist eine
Liste.

numlist™2 — {4,9,16}. Fastalle Funktionensindistable.

Log [numlist] // N — Liste der Logarithmen

Table[2, {7}] — {2,2,2,2,2,2,2}. Tablel[..] machtListen.
Table[i"3, {i,5}] — {1, 8, 27, 64, 125}

Tablel[1/5, {3.3.8}] — {3, I, 5, 3. 7. 3}

Table[x, {x,0,2,0.25}] — {0, 0.25,

o

5, ee., 2.}

Table[expr, {..}] erzeugt Listen. Die geschweifte Klammer mit
der allgemeinen Form{i, imin, imax, di} heildt 'iterator’.
VerkiUrzungen der allgemeinen Form sind moglich.

liste = Table[{x, Gamma[x]}, {x,2,4,0.05}];

Ein Semikolon (;) nach einem Ausdruck unterdriickt dadheteout [..1].
Trotzdem haben die Variablen die zugewiesenen Werte.

ListPlot[liste] ListPlot[..] plottet Daten.
letters = Table[FromCharacterCodel[jl, {j,122,97,-1}]

— {z,yv.x,w, ...}
Sort[letters] — {a,b,c,d, ... }. Sort[..] sortiert, nicht nur

Buchstaben, sondern auch Zahlen.

letters[[3]] — x,das 3. Element der Listeetters. Teile von Listen
oder von Ausdicken bezeichnet man mit doppelten eckigen Klamrhétn 11 .

Length[liste] — 41, dielangederlListdiste.
liste[[20]] — {2.95, 1.91077}
liste[[20,1]] — 2.95

liste[[20,2]] — 1.91077

abc = Reverse[letters] — {a,b,c,d,...}

abc[[{2,4,6}]1 — {b,d, £}
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abc[[-1]1] — =z.Ein negativer Index entspricht deallung von hinten.

Permutations[{1,2,3}] — alle Permutationenvofl,2,3}.

Speichern, Einlesen, Fitten von Daten

Clear["Global‘x"] Loscht alle selbstdefinierten Variablen und Funktionen.
flx_] = 1.0 x"4 - 2.0 x"2 + 0.5 Ein Polynom vierten Grades.

?2f —— die Definition vonf [x].

pl = Plot[f[x], {x,-1.5,1.5}]

r:= Random[Real, {-0.1,0.1}] Random[] (ohne Argument) liefert ei-
ne reelle Zufallszahl zwischen 0 undRbndom [Type, Range] ist die allgemei-
nere Form.

daten = Table[{x, fl[x]+r}, {x,-1.5,1.5,0.05}] // Chop
Verrauschte Daterchop ersetzt reelle Zahlen, die sich von 0 um weniger/alis ’
unterscheiden, durch 0.

p2 = ListPlot[daten]
Show[pl,p2] Showl[..] kann Graphikobjekte kombinieren.

glx_] = Fit[daten, {1,x,x72,x"3,x74}, x] Fit[..] liefertei-
nen linearerieast squaréit.

Plot [{f[x],g[x]},{x,-1.5,1.5},
PlotStyle —> {RGBColor[0,0,0],RGBColor[1,0,0]}]
Originalkurve schwarz, Fitkurve rot.

daten >> liste.dat Mathematica-Objekte lassen sich mit filename
speichern.

11ls So schickt man von einer Mathematica-Sitzung aus Befell®atriebssy-
stem.

1Befehl bewirkt, dafd der Befehl ans Betriebssystem geht.
! filename bringt den Inhalt vorfilename auf den Bildschirm.

l1liste.dat

daten2 = << liste.dat Das Gegensick zu >> ist der Befehk< . Man
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kann damit gespeicherte Mathematica-Objekte einlesen.
daten2 == daten — True. ==istdas logische Gleichheitszeichen.
OutputForm[TableForm[daten]] >> messdaten.dat

I 'messdaten.dat messdaten.dat kdnnte ein Datenfile sein, das bei
einer Messung erzeugt wurde.

data=ReadList ["messdaten.dat",{Real,Real}] ReadList[..]
macht aus Daten eine Mathematica-Liste, hier eine ListeAaiienpaaren.

model[x ] =a+bx+cx’2+dx"3 +ex"4 Wir definieren
eine Modellfunktion, deren Parameter wir anpassen wollen.

Needs ["Statistics’NonlinearFit‘’"] Aufdiese Weise wird dasacka-
geNonlinearFit.m geladen.

regel = NonlinearFit [data,model [x],x,{a,b,c,d,e}] Die Pro-
zedur NonlinearFit[..] liefert eine Liste von Regeln, in der die optimalen
Parameterwerte stehen.

hix_] = model[x] /. regel So wendet man Regeln an. Die Funktion
h [x]istin diesem Fall nahezu identisch mgifx] .

Einfache Mathematica-Programme

Wir gehen davon aus, dal3 mit einem Texteditor eine Daiebgramml .m mit
dem folgenden Inhalt erzeugt wurde:

(* So schreibt man Kommentare in MATHEMATICA x)

Clear ["Global’x"] (x LOédscht alte Definitionen x)
flx_]:= Tan[x/4]1-1

Plot [f[x],{x,2,4}]

r = FindRoot [f[x]==0,{x,3.1}] (% 3.1 = Startwert x)
pi=x/.r

<< programml.m — Plotvon £[x] und 3.14159, eine Approximation
vonw. FindRoot [..] findet numerischedsungen von Gleichungen.

N[pi-Pi] —» 8.88178 10716

Das nachste Programm, gespeichertpisogramm2 .m, verwendet didathema-
tica-FunktionBlock [. .] und berechnet die erst&nNullstellen der Besselfunk-
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tion J,,(z). Es benutzt die Tatsache, daB fiir- 0 die erste Nullstelle vow, (z)
etwa bein + 1.9n'/? liegt und daR die folgenden Nullstellen alle ungefahr den

Abstandr haben.

besselnull [n_,k_]:=
Block [{f,start,regel,nullstelle,liste},
f[x ] = BesselJdI[n,x];
start If[n==0, 2.5, n + 1.9 n"(1/3)1;
regel = FindRoot [f [x]==0,{x,start}];
nullstelle = x /. regel; liste =
{nullstelle};
While[Length[liste] < k,
start = liste[[-1]] + Pi;
regel = FindRoot [f [x]==0,{x,start}];
nullstelle = x /. regel;
AppendTo[liste,nullstelle] ];
If[n > 0, PrependTo[liste,0]11];
Plot [f[x],{x,0,1liste[[-1]]1+1}];
liste ]

<< programm2.m

besselnull[3,4] — PlotvonJ;(z) und eine Liste der ersten vier Null-
stellen vonJz(z) .

Schleifen undif-Anweisungen

Do [Print ["Hello World"],{20}] — Schreibt 20 maHello World
auf den Bildschirm.

Schleifen:

Do [expr, {’iterator’}]
For[start, test, incr, bodyl]
While[test, bodyl]

Nest [£, expr, nl]

NestList[f, expr, nl]
FixedPoint[f, expr]
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sl =" ", g2 =" ASCII-Code "; sl und s2 sind Strings.

Do [Print[sl, FromCharacterCode([jl,s2,31,{j,65,75}]
Schreibt die ersten 11 Gro3buchstaben und deren ASCII-Gaddgen Bildschirm.

For[i=1, i < 11, i++, Print[i,"™ ",i72]] —— Produziert die
Zahlen von 1 bis 10 und deren Quadrate.

test:= (a = Random[]; a < 0.8)

While[test, Print[al]l] —— Im Mittel vier Zufallszahlen zwischen 0 und
0.8.

Nest[Sin, t, 3] — Sin[Sin[Sin[t]]]
Nest[Sin, 1.5, 30] Wie oben,jedoch 30 maliteriert und mit Startwert 1.5.

NestList[Sin, 1.5, 30] NestList[..] ergibt eine Liste aller bei der
Iteration berechneten Werte.

flx ]:= N[Cos[x],18] Numerischer Wert voeos z mit 18 Stellen.

FixedPoint[f,1/10] — 0.739085133215160642, dasjenigez, fur
das mit hinreichender Genauigkeits z = x gilt.

If [Random[] < 0.5, Print["Zahl < 0.5"]]

beep:= Print["\"G"]; beepbeep:=(beep;Pause[l] ;beep)
If [Random[] < .5, beep, beepbeepl]

thetal[x_]:= If[x <= 0, 0, 1] Definition der ®-Funktion.

Plot [theta[x],{x, —2,2},AspectRatio —> Automatic]

Differentiation, Integration, Taylorreihen

Clear ["Gobal‘ x"]

D[Exp[x~2], x] —— die Ableitung vorxp(z*) nachz.
. 1
Integrate[l/(x"4-1), x] —— das unbestimmte Integral vea“—l.
x —

Simplify[D[%,x]] — derlIntegrand des obigen Integraimplify[. .]
bringt auf den Hauptnennerilkzt gemeinsame Faktoren und versucht, das Ergebnis
auf eine naglichst einfache Form zu bringen.

Integrate[Exp[c*x],{x, a, b}] — das bestimmte Integral vari®
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beZiglich z in den Grenzen von bisb.
Integrate[Sin[Sin[x]],{x, 0, 1}]1 Ohne Erfolg.

NIntegrate[Sin[Sin[x]],{x, 0, 1}] — 0.430606, numerische
Integration mit NIntegrate[..].

Integrate [x*y*Exp[—(x"2 + y"2)1,{x,0,2.0},{y,0,x}] Ein
Doppelintegral mit dem Werd.120463 . Es wird zuerstiber y integriert. Die
Grenzen dieseg-Integration dirfen die innere Integrationsvariable enthalten.

reihe = Series[Tan[x], {x, 0, 10}] — die Reihenentwicklung
vontanz umz = 0 bis zum Term der Ordnung'® plus 0 [x] 11 das die weg-
gelassenen Termeéherer Ordnung regsentiert.

Head[reihe] — SeriesData, ein eigenes Mathematica-Objekt, kein Po-
lynom.

Normal [reihe] Normal[..] machtdaraus ein Polynom.

Timing [Series[Exp[Sin[x]], {x,0,80}]1;] — {11.54 Second,
Null}

Timing [Series [Exp[Sin[1.0%x]],{x,0,80}];] —  {0.47
Second, Null}, numerische Ergebnisse sind oft viel schneller berechealsa
exakte.

Vektoren, Matrizen, Eigenwerte

Remove ["Global’*"] Remove[..] istnochradikaleralsClear([..].

v = {x,y,z} Vektoren schreibt man als Listen.

r = Table[x[jl,{3j,3}] — {x[1], x[2], xI[3]}

b = Table[1/(i+j),{i,3},{j,3}] Matrizen stellt man dar als Listen
von Listen.

MatrixForm[b] —— die Matrixb .

d = DiagonalMatrix[{d1l,d2,d3}] —— eine Diagonalmatrix mit den
Diagonalelemented1, d2, d3.

IdentityMatrix[3] — die3 x 3-Einheitsmatrix.

Transpose[b] == b — True, weil b symmetrisch istfranspose [b]
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ergibt die zub transponierte Matrix.

Det [b] — die Determinante vob .

v.r —» das Skalarprodukt vom mit r.

b.v — die Matrix b angewandt auf den Vektor.
b.d — das Matrixproduktb mal 4.

b.Inverse[b] — die EinheitsmatrixInverse [b] liefert die zub inverse
Matrix.

Eigenvalues[b] —— die Eigenwerte der Matrixo . Es sind die Nullstellen
eines Polynoms 3. Grades, die Mathematica mit der Cardheis¢ormel berech-
nen kann.

nb = N[b]l] — die numerische Approximation der Matrix. Die exakten
rationalen Zahlen sind durch reelle Zahlen mit einer Gegéait von10 !¢ ersetzt
worden.

Eigenvalues[nb] — {0.875115, 0.0409049, 0.000646659},
eine Liste der Eigenwerte der Matrixb .

u = Eigenvectors[nb] —— eine Liste der Eigenvektoren vatb .

Chop [u.Transpose[u]l]] — die Einheitsmatrix, denn die Eigenvektoren
von nb sind orthonormal, bis auf numerische Ungenauigkeiten vemGrol3en-
ordnung10~ 19,

Sort [Thread [Eigensystem[nb]]] — Eigenwerte und zugéhige Ei-
genvektoren, sortiert nach der GiBe der Eigenwerte.

Ldsen von Gleichungen

FindRoot [Cos [x]==x,{x,1}] — {x -> 0.739085}, die Lbsung
der Gleichungcos z = x. Die Klammer{x, 1} bedeutet: suche einedkung be-
Zuglich x und starte die Suche begi1.

FindRoot [{Cos [axx] ==x, —axSin[a*x]==-1}, {x,1}, {a,1}]
Auch Gleichungssysteme lassen sichmitdRoot [. .1 ldsen.

Plot [Product [ (1+x/j"2) ,{]j,Infinity}],{x,1,4}] — eine
glatte Funktion, die im betrachteten Bereich monoton agste

FindRoot [Product [ (1+x/]j"2) ,{j,Infinity}]==20,{x,3}] —



Erste Schritte mit Mathematica 245

eine Fehlermeldung, weil sich die Funktion nicht symbabldifferenzierendf3t.

FindRoot [Product [ (1+x/3j"2),{j,Infinity}]1==20,{x,{2,3}}]
So geht’s. Wenn man statt eines Startwertes ein Startalteamgibt, wird das Se-
kantenverfahren benutzt.

FindRoot [lhs == rhs, {x, x0}] findet numerische Losungen.
Solveleqgns, vars] versucht, exakte Losungen zu finden.

NSolvelegns, vars] Numerische Losungen algebraischer Gleichup-
gen.

LinearSolve[m, b] lostdas Gleichungssystem.x ==
Dsolveleqgn, yIx], x] lost Differentialgleichungen.

NDSolvelegns, y, {x, xmin, xmax}] findet numerische Losun-
gen von Differentialgleichungen.

Solve [a*x " 2+b*x+c==0,x] — die 2 Lbsungen der quadratischen Glei-
chung.

Solve[ArcSin([x]==a,x] — {{x -> Sinlal}}
Solve[x"5-5x"2+1 == 0, x] Zuschwierig.
NSolve[x"5-5x"2+1 == 0, x] — 5 numerische Nullstellen.

DSolvely’’ [x]1==y[x], yvIx], xI — die allgemeine tisung dieser
Differentialgleichung.

DSolvely’ [x]==Cos [x*xy[x]], yIx], x] Fehlanzeige.

NDSolve [{y’ [x]==Cos [x*y[x]],y[0]1==0},y[x],{x,-5,5}] —
ein Mathematica-Objekt, ddaterpolatingFunctioreif3t.

flx_]1 = yI[x] /. % Sokannmanausdem ObjdkterpolatingFunctiorine
normale Funktion machen, die sich mitlot [ [x],{x,-5,5}] plotten ARt

Muster, Ordnen, Sortieren

Remove ["Global’ x"]
liste = {1, 2, flal, g[bl, x"n, £[bl, 3.4, Sin[p] 2}

Position[liste, £[_]1 — {{3},{6}}, namlicheine Liste aller Ritze
mit £ [irgendwas .
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cases[liste,_"2] — {Sin[p]<}, alle Falle mit Potenz 2.
Count [liste,_"_] — 2,die Anzahl aller Rlle mit irgendeiner Potenz.

DeleteCases[liste,_[b]l] —» {1,2,f[al,x?,3.4,8in[p]?},ir-
gendwagb] fallt heraus.

Select[liste,IntegerQ]l — {1,2},dieRalle, furdieIntegerQl..]
den Wertrrue gibt. Es gibt weitiber 30 Ausdiicke der FormxQ , mit denen man
Fragen stellen kann.

?xQ — alle diese Fragen.

Select[liste,NumberQ] — {1,2,3.4}. NumberQ [Zahl] ergibt
True.

Select[liste, !NumberQ[#]&] — alles, aulRer den Zahlen. Das Ausru-
fezeichen () ist die logische Verneinung. Die Konstruktiespr [#] & macht aus
expr einen Operator, eine sogenanntere function. Fur # wird das Argu-
ment eingesetzt.

term = Expand[3* (1+x) 3% (1—-y—x) 2] Expand][..] multipliziert
aus.

Factor[term] — dasArgumentvom vorig&tkpand [].In gewisser Weise
ist Factor das Gegensitk zuExpand.

FactorTerms [term] klammert Zahlenfaktoren aus.
Collect[term,y] ordnetnach Potenzen van
Coefficient[term,x"2xy~2] — 2, der Koeffizient vom2 y2.
CoefficientList [term,x] — die Liste der Koeffizienten derPotenzen.
Apart[1/(x"4-1)] — die Partialbruchzerlegung vo?:%l .
Together [%] Together[..] bringt auf den Hauptnenner.

N[Sort [{sqrt[2],2,E,Pi,EulerGamma}]] — Ergebnis:
{2., 1.41421, 2.71828, 0.577216, 3.14159}. Nach welchen Ge-
sichtspunkten wird hier sortiert?

kleiner:= (N[#1] < N[#2])& ordnetnach dem numerischen Wert.

N[Sort[{Sqrt[2],2,E,Pi,EulerGamma},kleiner]] Jetztstimmt’s.
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Erste Schritte miC

C ist die Programmiersprache der UNIX-Rechner. Wahrend FRN hauptsach-
lich fUr extensive numerische Rechnungen benutzt witdubtC einen Ubersichtli-

chen, kompakten und funktionsorientierten Programniienstl die Benutzung ma-
schinennaher Graphikumgebungen. FerneChabenso wie PASCAL) den Vorteil,
daf es fur den PC eine bequeme Umgebung zur Programmelutngakit einge-

bauter Graphikbibliothek gibt.

C hat jedoch auch Nachteile: Zum einen ist es nicht fiir wisskaftliches Rech-
nen entwickelt worden. Potenzen werden mit einer Funktenet¢hnet, die Mathe-
matik-Bibliothek muf3 beim Compilieren immer mit aufgemifererden und kom-
plexe Zahlen, Vektor- und Matrixmultiplikationen muf3 machsselbst definieren.
Zum anderen muf3 man oft Speicheradressen verwenderg; kodtrolliert nicht,
ob Indizes versehentlich den vorher definierten Bereicrddhreiten. Insbesonde-
re der Anfanger muf3 sich sehr vor dem letzten Punkt in adminee:C toleriert
sehr viele Fehler, und man hat daher grof3e Milhe, die Urdéchafensichtlich
falsche Ergebnisse herauszufinden. AndererseitsQafm Programmierer viele
Freiheiten, die er zu seinem Vorteil nutzen kann.

Wir wollen hier, hautpsachlich mit einfachen Beispieleime erste Einfuhrung in
C geben. Ein Programm muf3 immer die Funktimmin ( ) enthalten, deren An-
weisungen in den darauffolgenden Klammérn } stehen. Der Typ aller Variablen
und Funktionen mufd deklariert werden sein, z. B. mit

int i, antwort;

char ch;

float f, rationale Zahl;
long Langes_i;

double Langes_f;

C unterscheidet zwischen Grof3- und Kleinbuchstaben. DieMan hinterint,
char undlong sind ganze Zahlen (Integer), diejenigen nathrat unddouble
sind rationale Zahlen. Die verschiedenen Typen markiemrschiedene Genau-
igkeiten bzw. GroRen des zugewiesenen Speicherplatisjod der Maschine
abhangen. Normalerweise sind ftihar ein Byte (= 8 Bits = Speicherbedarf fur
ein ASCII-Zeichen), furint zwei und furlong vier Bytes reserviert.
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Als erstes Beispiel wollen wir die Zahlen 4, 5, .., 15 auf deifd€hirm aus-
drucken: Wir schreiben in eine Dat&truck. c die Zeilen

main( )
{
int 1i;
for( i=4; i<16; i=i+1) printf ("i=%d \n",1i);

}

Jeder Befehl muf3 durch ein Semikolon abgeschlossen wdbiletterationsschlei-
fe for enthalt in runden Klammern die Struktur: (Start; Abbruetiimgung; Befehl
nach jedem Durchlauf). Hinter der runden Klammer erscheémtauszufiihrende
Befehl; mehrere solcher Befehle miissen fnit. . } geklammert werden, wobei
hinter jedem Befehl das Semikolon stehen muR3.

Dieses Programm wird mit

cc -o druck druck.c

compiliert, und der Befehiruck schreibt die Zahlen auf den Bildschirm. Die
Druckfunktionprintf erwartet als erstes Argument eine Zeichenkette ", die
sowohl den Text, als auch die Formatanweisung fir die zakdmnde Variablei
enthalt. Je nach Typ der Variablen sind folgende Druckaungen gebrauchlich:

Variablentyp
%sd int
%1d long
%C char
%t float (FlielRkomma-Darstellung)
%e float  (Exponential-Darstellung)
%1f double
%S string

Das Symbol\n ist ein Steuerzeichen, das einen Zeilenvorschub bewirkkieri-
spricht der RTURN-Taste.

Die obigen Druckanweisungen sind auch fur das Einleseremuanden, das die
Funktionscanf ( ) Ubernimmt:

main( )
{ double i = 0.;
for(; 1<100.;)
{ printf ( "Bitte Zahl eingeben \n");
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scanf ( "%1f", &i);
printf ( "Sie haben %1f eingegeben",i);

}

Dieses Programm zeigt einige Besonderheiten: 1. In derDigidaration kann die
Variable auch gleich initialisiert werden. 2. In desr-Schleife kbnnen auch lee-

re Start- und Inkrementanweisungen stehemltgergibt man eine Variable an eine
Funktion, hieri anscant, so wird nur der Wert tibergeben. Also kaswant kei-

ne neue Zahl auf den Speicherplatz oachreiben. Das geht nur, wenn die Funk-
tion die Addresse (und nicht den Wert) der Variablen emitdainn kanrscanft auf

den Speicherplatz voh die eingetippte Zahl schreiben. Adressen erhalt man durch
ein vorgestelltes..

Das Programm liest so lange Zahlen ein und schreibt sie ddsrgine Zahl
groRer als 100 ist. Wensican £ die eingegebenen Zeichen nicht in eine reelle Zahl
umwandeln kann, wartet die Funktion auf die folgende Eiegab

Man kann natirlich auch Text einlesen und ausdrucken. Daguman fur jedes
Zeichen einen Speicherplatz vom Tyhar reservieren, z. B. als Vektor.

main ()
{ char str[100];
printf ( "Wie heissen Sie?");
scanf ( "%sg", str);
printf ( "Guten Tag, %s", str);

}

str[100] ist ein Vektor mit Platz fur 100 Zeichemstr [0] ist das erste und
str[99] das letzte Zeicherstr ist die Adresse des Vektors (= Adresse des ersten
Platzes, alsastr [0]), deshalb reicht es, incanf den Namen des Vektors ohne
& zu Ubergebenscanft liest alle Zeichen ein bis zu einem Leerzeichen oder einem
RETURN, dann wird das Ende der Zeichenkette mit dem ASCII-Zeicte (= Null)
markiert.printf druckt alle Zeichen bis zu dem Zeichgn.

Nach diesen beiden ersten Versuchen wollen wir eine ListBajehlen und Be-
merkungen folgen lassen, mit denen erste kleine Programexabar sein sollten.

#include <math.h>
#include "myfile"
#define N 1000

Diese Anweisungen werden vor dem Compilieren ausgefightic1ude fugt an
dieser Stelle die benannten Dateien hinzu,-> sucht in speziellen Pfaden; - -"
sucht im momentanen Pfad, in dem sich das Programm befindletb&nutzten
Funktionen missen deklariert sein, das geschieht in despechendeiieader
Dateiemrmath.h, stdlib.h, graphics.h, time.husw.Durch die Zeile
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#define N 1000 wird im gesamten Programm das Symiia@urch das Symbol
1000 ersetzt.

summe = a+b;
a=>b a/b * e;
mod = a % b;

Das Gleichheitszeichen ordnet der linken Variablen dehtesc\Wert zu$ ist die
Modulo-Operationmod erhalt also den Rest vaiy b.

summe += a;
at+; b-—;

C enthalt einige Abkirzungen: Die obigen Befehle ersetzefine = summe+a;
a = atl; b = b-1;

a>b; groRer als

a>=b; groRer oder gleich
a==b; gleich

al=b; ungleich

a<=b; kleiner oder gleich
a<b; kleiner als

Wenn die obigen Relationen wabhr sind, erhalt der Ausdrerk\Wert1, sonst den
Wert 0. Fur logische Ausdriicke gibt es keinen speziellen Dgteri arbeitet ein-
fach mit ganzen Zahlen vom Tyimt.

a<b || c!=a oder
a<b && cl!=a und
! (a<b) nicht

Logische Operatoren verkniipfen logische Werte und eeredg(wahr) oder0
(falsch). Die logische Negatidrmacht aud$) eine1 und umgekehrt.

if (b==0) printf ("Division ist nicht definiert");
else printf ("Ergebnis = %1f", a/b);
if (b>1.e-06)
{ scanf ("%1f", &a);
printf ("a geteilt durch b=%1f", a/b);
}

Die Anweisungi£ fuhrt den folgenden Befehl nur dann aus, wenn der Klammer-
ausdruck wabhr ist (einen Wert ungleibthat). Falls die Klammer den Wefthat,
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wird der Befehl nachelse ausgefiihrt. Deelse-Zweig muld nicht angegeben
werden, und mehrere Befehle mufl? man als Block zusammenfassen, wie das
zweite Beispiel zeigt.

switch (ch=getch())
{

case’e’: exit(0);

case’f’: scanf("%1f",&a); break;

case’s’: scanf ("%s",str); break;

default: printf("Sie haben %c eingegeben",ch) ;
break;

}

Mehrere, eventuell verschachtelte . . .else...if...else... Anweisun-
gen kann man ubersichtlicher durch einemi tch Befehl ersetzen. Es wird das
nachste Tastaturzeichen durch die Funkt@rtch () aufgerufen, an die Variable
ch Ubergeben und diejenigease Anweisung ausgefiihrt, die den entsprechenden
Wert vonch enthalt. Falls der Wert nicht vorhanden ist, wird diefaul t Anwei-
sung ausgefihrt. Jeweils der letzte Befehl sallteeak ; sein. Damit springt das
Programm an das Ende desitch Blockes{...}.

for (summe=0., 1=0; i<N; i++) summe +=feld[i]; for(;;);

Die for-Schleife haben wir schon kennengelernt. Die ersten zweiedsungen,
durch ein Komma getrennt, werden beim Start ausgefuhe.Sahleife bricht ab,
wenn der Wert nach dem ersten Semikolon Null (also fals¢h) is+ wird nach je-
dem Schleifendurchgang ausgefiihrt. Das zweite Beisfhé€keine unsinnige End-
losschleife, die nur durch den gewaltsamen Abbruch des&mges mictrl-c
(Control- und c-Taste gleichzeitig driicken) gestopptdearkann.

while(ch!='e")
{ ch=getch() ;
printf ("Das Zeichen %c wurde eingetippt \n",ch);

}

Die while-Schleife ist eine weitere wichtige Iteration von Befehl8ie wird so-
lange ausgefiihrt, wie der Wert in der runden Klammer unbgl8j also wabhr ist.
Die Funktiongetch () liest ein Zeichen von der Tastatur und gibt es an die Va-
riable ch. Dann wird es gedruckt. Falls das Zeiches’ eingetippt wird, wird die
Schleife beendet.

double v [6];
double u[5]={1.0, 1.5, 0., 6, -1.};
v[5]=ull] * ul[0];
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Bei der Deklaration von Vektoren mul3 der Typ und die Lange \dektors ange-
geben werden. Die Indizes laufen vBrbis (Lange-1) und werden mit eckigen
Klammern angesprochen.[5] hat also den Werl.5, v [6] ist nicht definiert.
Vektoren kdnnen bei der Deklaration initialisiert werden

double mat[6] [5];
for (i=0;i<6;i++)
{
for (sum=0., §=0;3<5;j++)
sum+= mat [1] [J]1*ulj];
v[1i] =sum;

}

Matrizen werden durch zwei Indizes deklariert und angedpo. Fir jeden Index
ist eine separate eckige Klammer erforderlich. Der erstiexrgibt die Zeile, der
zweite die Spalte der Matrix an. Im obigen Beispiel ist dektge v das Ergeb-
nis der Multiplikation der Matrixnat mit dem Vektoru. Die Matrix hat6 Zeilen

1 = 0,...,5undb Spaltenj = 0,...,4. mat enthalt die Adresse des ersten Ele-
mentesmat [0] [0] undmat [i] diejenige deri-ten Zeile, also des Elementes
mat [i] [0]. Das ist wichtig, wenn man Matrizen oder Zeilen davon an Eonk
nen Ubergeben will.

double *a, wert, b;

a = &b;
scanf ("%1f", a);
wert = *a;

Es gibt inC Variablen, die die Adresse und nicht den Wert eines Spegitdter
zes enthalten. Sie werden durchp * deklariert, d. h. die Variabla enthalt die
Adresse eines Speicherplatzes vom angegebenen Typa aaggt auf einen Platz
vom Typ double. Solche Variablen werden auch Zeiger genannt, und ihr Wert
wird mit *a angesprochen. Im obigen Beispiel wird die Adresselv@am a Uber-
geben, dann wird auf diesen Platz eine reelle Zahl eingelesal der Wert von
a wird anwert Ubergeben. Dasselbe Ergebnis figrt hatte auch der Befehl
scanf ("%1f", s&wert) geliefert.

In der folgenden Tabelle sind undy vom Typ double. Winkel werden bei
trigonometrischen Funktionen im Bogenmal3 angegeben.

sin (x) Sinus vonz

cos (x) Kosinus vonz

tan (x) Tangens vorx

asin(x) arcsin(z) im Bereich [—7/2,7/2], z € [—1,1].
acos (x) arccos(z) im Bereich [0, 7], =z € [—1,1].
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atan (x) arctan(z) im Bereich [—7/2,7/2].
atan2 (y,x) arctan(y/z)im Bereich[—x,7].
sinh (x) Sinus Hyperbolicus vom

cosh (x) Cosinus Hyperbolicus von

tanh (x) Tangens Hyperbolicus van

exp (x) Exponentialfunktiore®

log (x) natirlicher Logarithmus(z), = > 0.
10910 (x) Logarithmus zur Basis 10og,,(z), = > 0.
pow (xX,V) ¥

sqrt (x) vV, z>0.

fabs (x) absoluter Wert|z|

fmod (x,y) Restvonz/y

Diese mathematischen Funktionen geben einen Funktiohswer Typ double
zurick. Sie mussen vorher mitinclude <math.h> deklariert werden. Falls
das Argument nicht vom Tygouble ist, wird es automatisch umgewandelt.

double r;
r = rand() / (RAND_MAX +1.);

Die Funktionrand () liefert ganzzahlige gleichverteilte Pseudo-Zufallsealdwi-
schen0 undRAND_MAX. Braucht man reelle Zufallszahlen im Intervab, 11, so
kann manrand () durchRAND_MaAX dividieren. Allerdings mul3 man dazu den
Nenner in eine reelle Zahl umwandeln, sonst ist das Ergafiniganze Zah0.
Die Addition vonRAND_MAX und der reellen Zahl . ergibt als Resultat eine Zahl
vom Typ £1loat. Die Funktionrand () und die Konstant® AND MAX missen
mit #include <stdlib.h> deklariert bzw. definiert werden.

#include <math.h>
main ()
{
double f (double),x;
for (x=0.;x<10.;x+=.5)
printf ("\n £(%3.11f) = %4.2e ",x,f(x));
}

double f (double xxx)
{
double x2;
X2=XXX*XXX ;
return (x2*exp(-x2/2));
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Man kann eigene Funktionen definieren, hjde:) = 22 e~*"/2. Dazu muR die
Funktion in der aufrufenden Funktion (hieein () ) deklariert und dann definiert
werden, jeweils mit den Typenangaben, auch fur die Argueedie Befehle der
Funktion f () stehen in einem Block...}, und der Wert wird mitteturn an den
aufrufenden Funktionsnamen zuriickgegeben. Wird keirt Wetickgegeben oder
kein Argument Uilbergeben, so wird der Typid benutzt. Es wird nur der Wert des
Argumentesx Ubergebenf kann hier also nicht den Wert der Variablerandern.
Wird dagegen die Adresse ven, alsosx Ubergeben, dann karfhauch den Wert
vonx andern:

#include <math.h>
main ()
{
double f (double *),x=0.;
while (x<100.) printf (" \n £ (%1f)=%1f",x,f (&x));
}

double f (double *adresse)

{
double x2;
x2=(*adresse) * (*adresse) ;
*adresse+=.5;
return x2*exp (-x2/2.);

}

Hier bedeutetdouble* einen Zeiger auf eine Variable vom Tyjpuble. Die
Ubergabe der Adresse anstatt des Wertes ist notwendig, Mekiaren, Matrizen
oder sogar Funktionen an eine Funktion Uibergeben werdiemso

main ()

{
double u[100],v[100];
double ScalarProduct (double *, double *,int);
int n=20,1;

for(i=0;i<n;i++) uli]l=vI[i]=1i;
printf (" \n %1f \n",ScalarProduct (u,v,n));
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double ScalarProduct (double ul], double v[], int n)
{
int 1i;
double summe;
for (i=0, summe=0.;i<n;i++) summe += ul[i]*v[i];
return summe;

}

Dieses Beispiel zeigt, wie Vektoren an Funktionen Uibezgelwerdendouble
ul[] zeigt dem Compiler, dal3 die Funkti®calarProduct eine Adresse auf
das erste Element eines Vektors vom Bpuble erhalt;double =*u ist iden-
tisch damit. Es wird in der Funktion kein Speicherplatzdiimen Vektor reserviert,
sondern nur mit der Adresse des ersten Platzes gearheitet.zahlt diese Adresse
drei Platze weiter und gibt den Wert dieses Platzes zuiiekFunktion weil3 nicht,
wie grol3 der imain () reservierte Speicherplatz ist; man muf3 daher die Lange
der Vektoren angeben.

double MatrixFunktion (double mat[] [10],int zeilen,
int spalten)

{ ...}

Bei Matrizen wird zwar auch nur die Adresse des ersten Elégsdibergeben, also
&mat [0] [0], aber das Programm muf3 die Lange der Zeilen (hier 10) wissen
um jedes Element ansprechen zu konnen. Denn das Elementi] [j] steht

im Speicherplatz mit der Adressenat [0] [0] + i*10 + j. Die Anzahl der
reservierten Zeilen muf3 nicht bekannt sein.

/* So

besser

nicht */
double u[100],v[100],ScalarProduct (void) ;int n=20,i=0;
main () {for( ; i<n; i++) ulil=v[i]l=1*1;

printf ("%1£f",ScalarProduct()) ;}
double ScalarProduct (void) {double sum=0. ;
for(i=0;i<n;i++)sum+=ui] *v [i] ;return sum;}
/* Das ist
ein Kommentar */

Variable konnen nur innerhalb der Funktion benutzt werdenerhalb derer sie
definiert sind. Sollen sie in mehreren Funktionen gultignseo missen sie vor
diesen Funktionen auRerhalb der geschweiften Klammerfardeit worden sein.
u,v,n,iundscalarProduct kann man also (auch mit Werten) in allen Funk-
tionen benutzensum dagegen nur irscalarProduct. void bedeutet, dafd kei-
ne Variablen Gibergeben werden. Natirlich kann die Fonkgtzt nicht auf andere
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Vektorenz und y angewendet werden, sie steht also nur als Abkirzung figmei
Block von Befehlen.

Vorsicht: Fallen!

Wir wollen hier einige Standardfehler auflisten, die leid& keine Fehlermeldung
produzieren.

b = mat[i,j];

Matrixelemente mussen durch zwei Indizes jeweils in emkiflammern angespro-
chen werden, alsmat [1] [J]. Der obige Befehl ruft auf, dannj und weist das
Elementmat [j] der Variablero zu.mat [J] ist aber die Adresse dgrten Zeile
(= &mat[j] [0])!

if (a=b) dosomething () ;

Der Programmierer meinte sicherliek=b. Der obige Befehl weisb der Variablen
a zu und prift dann, ob der Wert vangleich Null ist. Falls nicht, wird die Funktion
dosomething () aufgerufen.

ganze_zahl = 3 * rand() / RAND_MAX;

Alle Variablen und Konstanten sollen vom Tyriegersein. Manche Compiler wer-
ten diesen Ausdruck von rechts nach links aus. In diesemeHadllt der Quotient
und damit die gesamte Rechnung den Wert Null, da beim Erged®ri Division
zweier ganzer Zahlen der Rest verloren geht. Also sollte daarProdukt in Klam-
mern setzen, dann erhalt man auf jeden Fall die Zufallsze) 1 und 2.

int vector[10],1;
for (i=1; i<=10; i++) vector([i]l=i*i;

Vektoren der Lang&V werden miti=0 bis i=N-1 indiziert,vector [10]1=100;
weist ohne jede Warnung dem Speicherplatz nach demvdigrtor reservierten
Bereich den Werfl00 zu, und der Programmierer weild nicht, was er da gerade
Uberschreibt!

main ()

{
char *name;
printf ("Wie heissen Sie? ");
scanf ( "%g",name) ;
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name ist als Adresse (=Zeiger) auf eine Zeichenvariable dekigraber nirgends
wird der Zeiger initialisiert. Das heif3t, in der Variableame steht irgendeine un-
bekannte Zahl, die als Adresse interpretiert wird, und aseti Adresse wird ihre
Eingabe geschrieben und zerstort damit andere Daten.i&sem Fehler warnt der
Compiler, er fuhrt ihn aber aus.

char msg[10];
msg ="Hallo";

Namen von Vektoren sind zwar Zeiger, aber keine Variablela.1 10" markiert die
Adresse der Zeichenkette, jedoch darf die Adresse des dakiey nicht geandert
werden. Der Compiler erzeugt eine Fehlermeldung. FolgeRdegramm beseitigt
beide vorherigen Fehler

main ()
{
char name[20], *msg;
printf (" \n Wie heissen Sie ?");
scanf ("%s",name) ;
msg="Hello";
printf ("\n %s %s \n", msg,name) ;

}

Der Unterschied zwischenx" und ’x’

Der erste Ausdruck ist eine Zeichenkette, er besteht aubeielen Zeichen x’
und \O0. Der zweite Ausdruck ist ein einzelnes Zeichen.

int a=100;
scanf ("%d", a) ;

scanf interpretierta als Adresse Nr. 100 und Uberschreibt das, was dort gerade
steht. Richtig lautet der Einlesebefeddanf ("%d", &a) ;.

Literatur
B.W. Kernighan, D.M. RitchieProgrammieren in CCarl Hanser Verlag, 1990.



Anhang C
Erste Schritte mit UNIX

Einfihrung

Dieser Anhang soll dem Anfanger einen kurzgberblick iiber die wichtigsten
UNIX-Befehle geben. Zusatzlich wird erklart, wie maneiillas Internet an die
in diesem Buch beschriebenen Beispielprogramme komminaiediese editieren
und kompilieren kann.

Unter UNIX gibt es mittlerweile viel@ublic domainProgramme, d.h. Program-
me, die man fur nichtkommmerzielle Zwecke frei kopiererf.daavon haben sich
etliche zu Standardprogrammen entwickelt. Einige werdesh dnier beschrieben,
wie less, gzip undgcc, g++. Wenn diese Programme bei Ihnen nicht verfugbar
sind, konnen Sie den Systembetreuer bitten, diese zuliesta. Diese Programme
sind mit® gekennzeichnet.

UNIX ist ein Multiuser- und Multitasking-Betriebssysteras kbnnen mehrere
Benutzer unabhangig voneinander zur selben Zeit arbeitdmimehrere Programme
»im Hintergrund gleichzeitig" gerechnet werdeleichzeitig" bedeutet, daR? diese
Prozesse sich die Rechenzeit aufteilen.

Um an einem UNIX System arbeiten zu kbnnen, braucht mameédeautzerna-
menUsernameund ein KennworPassword Diese bekommt man vom Systembe-
treuer. Jeder Benutzer hat ein eigenes Verzeiddaise-Directoryauf der Festplat-
te, in dem er seine Programme und Dateien speichern kann.

Nachdem man am Rechner den Benutzernamen und sein Passgetippt hat,
befindet man sich entweder in eirsdrell— das heil3t, der Rechner wartet auf Kom-
mandos — oder es wird eine Graphikoberflache (UblichessvXil1) gestartet. Falls
im letzteren Fall nicht automatisch ein Eingabefensteffget wurde, muld man
mit der Maus ein Fenster erzeugen. Dann kdnnen die UNDé&lefin das Fenster
eingetippt und mit RTURN abgeschickt werden. Fenster konnen mit den Mausta-
sten verschoben, in alle Richtungen vergrof3ert und vieekieund alsicon in den
Hintergrund gebracht werden.

Folgende Befehlsgruppen werden in diesem Anhang beselrieb

e Manipulieren von Dateien

o Kommunikation mit anderen Rechnern
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e Compiler (zurUbersetzung eigener Programme)
Nichtbeschriebene Befehlsgruppen sind:
e Kommunikation mit der Peripherie (z. B. drucken)
¢ Uberwachung und Steuerung der jidintergrund* laufenden Programme
e Kommunikation mit anderen Benutzern (z. B. Electronic Mail

Es sei darauf hingewiesen, dalR es bei den Graphikobenfigamfh@uch Hilfspro-
gramme (sogenannklemanagey gibt, die die Dateiverwaltung leichter machen.

Dateien

Eine Datei ist eine Menge von Zeichen. Diese konnen Teatgjalahlenmengen
oder auch Programme bedeuten. Die Einheit, in der meisteihsidge von Dateien
gemessen wird, ist ddByte Ein Byte ist eine Zahl zwischen 0 und 233blicher-
weise benotigt ein Zeichen ein Byte und eine Zahl zwei lis Biytes Speicherplatz
in einer Datei.

Jede Datei hat einen Namen. Dieser kann unter UNIX auf féest &ystemen
mehr als 8 Buchstaben Lange haben. Grof3- und Kleinschiift wnterschieden.
Dateien besitzen ferner Attribute wie: Name des Eigent8pidame der Gruppe,
der sie zugewiesen ist und Rechte des Eigentimers, dep&mpl aller anderen
Benutzer. Man kann zum Beispiel allen anderen Benutzegegdhen vom System-
betreuer) verbieten, die Datei zu lesen.

Die Dateien sind hierarchisch in Verzeichnis&ir¢ctorieg gegliedert. Diese
kann man mit Schubladen vergleichen. Die Wurred{) dieses Verzeichnishaumes
hat das Symbol Unterverzeichnisse werden migetrennt.

Eine tyische Baumstruktur ware zum Beispiel:

/| — letc — Jetc/motd
/etc/passwd
flusers — Jusers/userl —/user/userl/.cshrc
/user/user1/.login
/unix

Dabei merkt der Benutzer nicht, ob die Verzeichnisse eigdaigen oder gar Platten
an entfernten Rechnern sind. Die Shell merkt sich ein aesi®erzeichnisurrent
directory. Dieses ist am Anfang das eigene Verzeichnis. Dateinanmemid/ be-
ginnen, werden absolut von der Wurzel aus bezeichnet. Begin Dateiname mit
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"1, so wird stattdessen das eigene Verzeichnis eingeBetginnt er mit User, wird

er relativ zu dem angegebenen Benutaser gesehen. Alle anderen Dateinamen
werden relativ zu dem aktuellen Verzeichnis gesehen. EnkiPlbezeichnet das
aktuelle und zwei Punkte das Uibergeordnete Verzeichnis.

Die wichtigsten Befehle

Befehle in UNIX setzen sich aus Kommandos, Optionen undrifetern zusam-
men. Dabei wird den Optionen das Zeichermorangesetzt. Sollen mehrere Optio-
nen benutzt werden, kdnnen diese meistens hinter eirgeimZieichen- geschrie-
ben werden. Die Optionen missen vor den Parametern konfuenBeispiel gibt
1s -a dir alle Dateien des Verzeichnissésr aus.

Dateinamen konnedoker enthalten. Diese werden von der shell erganzt. Das
Zeichen~* steht fur beliebig viele beliebige Zeichen. So werden reinBefehlls
m* . ¢ alle Programme ausgegeben, die mit dem Buchstatbemginnen und mit ¢
aufhoren.

Die Dateinamen werden oft so gewahlt, dal man erkennt, usnesaich han-
delt: Dazu wird Ublicherweise ein Punkt und ein Kiregtensioran den Namen
angefugt. Die wichtigsten Extensions sind:

.C C-Programmtextgource codg

f Fortran-Programmtext

.p Pascal-Programmtext (manchmal auch .pas)

.0 Objektdatei (Ubersetzter Programmtext, noch nichiuftodr)
.m Textdatei mitMathematicaBefehlen

.tar  ein Programm-Archiv mitar erstellt

.0z  eine mitgzip® gepackte Datei

W4 eine mitcompress gepackte Datei

Hilfen

Mit dem Befehlman kann man sich die Beschreibung eines Befehles seitenwei-
se auf dem Bildschirm anzeigen lassen. Dabei werden Symidsauch Optionen
und Parameter erklart. Zum Beispiel erhalt man mit dem Kamdoman man die
Beschreibung desan Kommandos.

Weild man nur ein Stichwort, nicht aber den genauen Befehh kaan mitman
-k stichwort eine Liste der Befehle erhalten, die in ihrer einzeiliges@weei-
bung das Wort ti chwort enthalten.
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Dateimanipulation

Eine Datei kann auf komfortable Weise mit einem sogenari&titor erstellt, bzw.
geandert werden. Dieses wird spater beschrieben. Bskfiinnen mitat, more
oderiess® auf dem Bildschirm angezeigt werden. Dabei wirdheie die Da-
tei seitenweise angezeigt, und heiss kann man sogar mit Tastendruck beliebig
in dem Dokument umherspringen.

Das Kopieren einer Datei kann mit dem Unix-Befebbygeschehen. Die Syn-
tax ist: cp eingabe ausgabe. Hierbei wird die Dateieingabe in die Datei
ausgabe kopiert. Um Verzeichnisse zu kopieren muf3 die Opticnangegeben
werden. Dabei werden die tieferliegenden Dateien rekisdiert.

Dieselbe Syntax hat denoveBefehl, der es ermoglicht, Dateien umzubenennen,
bzw. innerhalb verschiedener Directories zu verschiebenalt neu benennt
die Dateialt in neu um. Dies kann auch mit Directories geschehen.

Eine Datei kann man mit demm Befehl loschenremove. rm file loscht
die Dateif i1e. Diese kann dann nicht mehr wiederhergestellt werdan * . txt
[6scht im aktuellen Verzeichnis alle Dateien mit der Esfen txt. Ganze Direc-
tories einschlie3lich der darin enthaltenen Dateien kaan mit dem Befehkrm
-R rekursiv l6schen. Hierbei sollte man aber sehr aufpasta® nicht aus Verse-
hen wichtige Daten geldscht werden. Anfangs sollte maatzlish die Option-1i
benutzen. Hier wirdinteraktiv* bei jeder Datei explizit nachgefragt, ob diesech
wirklich geloscht werden soll, also zum Beispietn -Ri verzeichnis.

Information Uber Verzeichnisse, aktuelles Verzeichnis

Das aktuelle Verzeichnis kann man mitd (present working directojyanzeigen
lassen. Alle Dateinamen, die nicht mit / beginnen, werdes sghon beschrieben
relativ zu diesem gesehead dir setzt das aktuelle Verzeichnis adf r. Wird
der Parameter weggelassen, so wird das eigene Verzeigdmiszh

Verzeichnisse kann man mitkdir (fUr make directoryerstellen und mit dem
Befehlrmdir (fur remove directoryloschen. Der Befehhkdir temp erstellt
also das Verzeichnisemp, der Befehkkmdir temp loscht das leere (!) Verzeich-
nis temp. Verzeichnisse, in denen sich Dateien befinden, konnemitutm -R
geldscht werden.

Um den Inhalt eines Verzeichnisses anzugeben, gibt es d&Befehlls. Mit
1s dir wird der Inhalt des Verzeichnissés r ausgegeben. Durch die Optiea
werden auch Dateien angezeigt, deren Dateinamen mit einekt Beginnen, zum
Beispiel die Datei. cshrc, die beim Starten der Shell abgearbeitet wird. Bei Ver-
wendung von-1 wird eine lange Liste mit Angaben Uber Zugriffsrechte, Bter,
Gruppe, Datum der letzten Modifikation und Grol3e ausgegebe
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Passwort

Das eigene Passwort kann mit dem Kommapdeswd geandert werden. Hierzu
mul} man das alte Passwort, das neue und (zur Sicherheit, ataBich nicht ver-
tippt hat) noch einmal das neue eintippen. Die Passwarseheinen nicht auf dem
Bildschirm.

Arbeitet man auf mehreren miteinander vernetzten Rechmart oft NIS (Net-
work Information Service} friiher Yellow Pages- verwendet. Dabei existiert nur
eine Passwortdatei fir alle Rechner. Es gibt dann e8emer der die Passworter
verwaltet. In so einem Fall muf3 man das Kommaggdpasswd verwenden.

Umleiten der Aus- und Eingabe

Die Shell, also der Kommandointerpreter, erlaubt auch dakebken von Ein- und
Ausgaben durch Einfugen des Zeichenbzw. >. Durch dag-Symbol pipe) wird

die Ausgabe eines Programmes zur Eingabe eines weitergraRmmes. Zum Bei-
spiel gibtls dir | moreden Inhalt des aktuellen Verzeichnisses seitenweise an.
1ls dir > temp erstellt die Datetemp und beschreibt sie mit der Ausgabe des
1s-Befehls.

Der Standard Editor vi

Fur das Erstellen und daéndern von Dateien stehen einige sogenannte Editoren
zur Verfugung.vi (visua) ist der am weitesten verbreitete. Er besitzt sehr viele
Moglichkeiten, ist allerdings anfangs nicht leicht zu igeen. Der Editoremacs
von GNU wird ebenfalls haufig benutzt. Hier soll nur kurz defivi eingegangen
werden, da er in jedem UNIX System mitgeliefert wird.

Aufgerufen wird der Editor mitzi f£ile. Jetzt wird die Datef i1e (falls vor-
handen) geladen oder sonst neu erstellt. Beim Arbeiten emt-di werden drei
Modi unterschieden:

e Der Kommando-Modus
e Der Einflge-Modus
e Der Kommandozeilen-Modus

Nach dem Starten befindet man sich im Kommando-Modus. D8&$, o getippten
Tasten werden als Befehle interpretiert. WichtigeBefehle in diesem Modus sind:

A Springt an das Ende der Zeile und geht in den Einfuge-Md¢&ppend

I Springt an den Anfang der Zeile und geht in den Einfige-Modn-
ser)
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i Geht in den Einfuge-Modudr{ser)

Esc schaltet vom Einfiige-Modus zuriick in den Kommando-Modus
J flugt die nachste Zeile zur aktuellen hinZoif)

X |6scht das Zeichen unter dem Cursor

dd |6scht die aktuelle Zeile

D I6scht ab der Cursorposition bis zum Ende der Zeile

dw l6scht ein Wort

nG springt in Zeilen

G springt in die letzte Zeile

Ipattern sucht nactpattern

Mit einem Doppelpunkt wird in den Kommandozeilen-Modus umgeschaltet. Die
wichtigsten Befehle sind:

X Abspeichern des Dokumentes und verlassen des Ediait (
q Verlassen des Editors, falls nichts geandert wu@latf

:q! Verlassen des Editorénderungen werden verworfe@(it)

W Abspeichern des Dokumentaa/site)

‘wq Abspeichern des Dokumentes und verlassen des Editors

ir file Einlesen der Datdfile (Read
'setnu  Zeilennumerierung einschalt&e{ Numbels

Es gibt noch wesentlich mehr Kommandos. So kann man nziiBliocke markie-
ren und kopieren oder auch ganze Blocke einriicken.
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Der C-Compiler

DasUbersetzen eineg8-Programmes in einen ausfilhrbaren Code geschieht in zwei
Schritten. In dem ersten wird das Programm in ein sogenar®@bgektfile uber-
setzt compiling. Dieses enthalt dann das Uibersetzte Programm. Im aw@dbritt
wird dieses Objekt mit Standardbibliotheken und eventaetleren Objektdateien
zu einem ausfuhrbaren Programm zusammengelingin(g).

Der C-Compiler, der bei einem UNIX System mitgeliefert wird, Becc. Mit
dem Aufrufcc file.c wird das Programniile. c Ubersetzt und auch schon
gleich gebunden. Das fertige, ausfuhrbare Programm loeiffiha . out. Sollen
Mathematikroutinen, z.B. trigonometrische Funktionearwendet werden, mul3
die Mathematikbibliothek dazugebunden werden. Dieseshigst mit der Option
-1m.

Wichtige Optionen sind:

-o name Das Ausgabefile heifftame statta . out

-0 optimiert den Code

-c erzeugt nur eine Objektdatei

-I dir Include-Dateien werden zusatzlichdd r gesucht

-1x Der Linker bindet die Bibliothek ibx dazu

-L dir Der Linker sucht Programmbibliotheken zusatzlichiinr

Ein StandardC-Compiler, der frei verfigbar ist, ist dercc® von GNU. Er liefert
oftmals schnelleren Code als der vom System mitgeliefévigterhin unterstiitzt er
C++ mit dem Aufrufg++.

Make

Um grofRere Programmpakete zu Ubersetzen, benutzt nuéig bas Hilfsprogramm
make. Es liest eine Datei namenmkefile und arbeitet die darin angegebenen
Anweisungen ab. Das Format soll hier nicht besprochen werde

Netzwerke

Viele UNIX-Rechner sind Uber ddaternetvernetzt. In diesem Abschnitt werden
die wichtigsten Befehle beschrieben.

Jeder am Internet angeschlossene Rechner hat eine Adbésse.besteht aus
vier Zahlen, die jeweils zwischen 0 und 255 liegen durfeded Adresse ist ein Na-
me zugeordnet. So hatp.physik.uni-wuerzburg.dezur Zeit die Adresse
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132.187.40.15. Die einzelnen Zahlengruppen lassen sitt @eindeutig in Namen
umsetzen. So beginnt zwar jede Wurzburger Uni-Adresse-{vuerzburg.de) mit
132.187, die Physik hat aber noch andere Unternummern d03&a bei Netz-
werkumstellungen die Nummern geandert werden konndlite stan moglichst die
Namen verwenden.

Verbindung zu anderen Rechnern

Man kann durch den Befelilelnet rechner eine Verbindung zu einem ande-
ren Rechner im Netz aufbauen. Dabei kamrchner entweder der Name oder die
Internet Adresse sein.

telnet ftp.physik.uni-wuerzburg.de gibt, falls eine physikalische
Verbindung besteht und unser Rechner arbeitet, als Ausgabe

Trying...
Connected to wptxl5.physik.uni-wuerzburg.de.
Escape character is ""]’.

HP-UX wptx15 A.09.03 A 9000/712 (ttysO0)
login:

An dieser Stelle mul3 der Benutzer seine BenutzerkennungseindPasswort
eingeben.

Man sollte Telnet-Sitzungen immer korrekt schlielen, dem fremden Rechner
mit 1ogout verlassen. Ist mal alles schief gegangen, kommt man mit deye-a
gebenen Steuerzeich&scape charactein ein Telnet-Menl. Dabei bedeutet das
"1 Zeichen das gleichzeitige Driicken der Control- und deskt&. In dem Telnet-
Meni erhalt man mit dem Kommandoeine kurze Hilfe. Mitclose kann die
Verbindung beendet werden.

Eine Moglichkeit, auf einem anderen UNIX-Rechner zu aseibietet das Kom-
mandorlogin. Hierbei wird der gleiche Benutzername angenommen. Mit der
Option-1 lasst sich dieser explizit andern.

Programme von anderen Rechnern kopieren

Um Dateien zwischen Rechnern auszutauschen, gibtpsein File Transfer Pro-
tocol. Mit £tp Rechner wird eine Verbindung aufgebaut. Dabei kakwachner
wieder entweder die Internetadresse oder der Name seirlh Biec mul3 sich der
Benutzer identifizieren. Der Rechner fragt nach Benutzeemaund Passwort. Hat
daslogin geklappt, so kdbnnen unter anderem folgende Befehle bewatzen:
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bi setzt _(_jer{Jbertragungsmodus abinar, d.h. die Daten werden
ohneAnderung Ubertragen

as setzt denUbertragungsmodus au§SCII (Textmodus). Hierbei
konnen Steuerzeichen unterdriickt werden. Es kann estersy
abhangige Konvertierung der Textzeichen vorgenommeneaver

1s zeigt die Dateien in dem fremden Verzeichnis Bst)

cd dir setzt das fremde Verzeichnis alf r

get file kopiert die Dateif 1 1e vom fremden auf den lokalen Rechner
put file kopiert die Dateif 1 1 e vom lokalen auf den fremden Rechner
mget files wieget, nur dirfen Joker im Dateinamen verwendet werden

mput files wieput, nur dirfen Joker im Dateinamen verwendet werden

Internet-Dateitransfer

Viele Einrichtungen bieten Programme an, die sich jederkispieren darf. Diese
kann man sich tGiber das Internet mit Hilfe voap beschaffen. Speziellgp-server

bieten dazu die Moglichkeit, sich als Benutferp oderanonymous einzuloggen.

Als Passwort verlangen sie die eigene E-Mail Adresse. Sbasich die in diesem
Buch angegebenen Programme auf dem ftp-Server

ftp.physik.uni-wuerzburg.de

(derzeitige IP-Adresse: 132.187.40.15) im Verzeichitisb /cphys erhaltlich.

Datenkomprimierung

Zum Archivieren von Daten ist es niitzlich, mehrere Progreminter einem Namen
zusammen zu speichern. Dieses wird oft mit dem Prograram (tape archivey
getan. Mittar -cf file.tar dir archiviert man das Verzeichn&ir mit
all seinen Dateien und Unterverzeichnissen in die einei¥dtee . tar. Mit dem
Befehltar -tf file.tar erhalt man ein Inhaltsverzeichnis des Archivs und
mit dem Befehltar -xf file.tar wird das Verzeichnis wieder hergestellt.
Um dann noch Plattenplatz zu sparen, werden Komprimieprogsamme ein-
gesetzt. Ein haufig verwendetes ist §2ipgzip file komprimiert die Datei
file. Das Ausgabefile hat den Naménle.gz. Zum Expandieren dienen die
Befehlegzip -d file.gz odergunzip file.gz.
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X11 Uber ein Netzwerk

Es ist kein Problem, X11-Anwendungen Uber ein Netzwerk endiben, also auf
einem Rechner zu rechnen und auf einem anderen die Ausgabeigen zu las-
sen. Nehmen wir an, wir wollen auf der Maschinechner ein X-Programm star-
ten, welches die Fenster auf dem X-Bildschirm unserer &okdlaschinelocal
darstellen soll. Dann missen wir als erstes unserer Masahitteilen, dal sie
Bilder von der anderen Maschine akzeptieren soll. DieslgeBt mit: xhost +
rechner. Auf der Maschinerechner missen wir die Umgebungsvariable
DISPLAY setzen. Dieses geschieht in desh, bzw. tcsh durch setenv
DISPLAY local:0. Das Symbol: 0 steht fur die erste X-Sitzung. Alle jetzt
aufgerufenen X-Programme senden ihre GraphikausgabateauBildschirm von
local.

Literatur

UNIX: Eine Einfihrung Regionales Rechenzentrum fiir Niedersachsen, Unigersit
Hannover, 1993.

J. GulbinsUnix, Springer Verlag, 1988.



Anhang D
Erste Schritte mit Xgraphics

In unseren Beispielprogrammen werden oft Bewegungen beegcdie unmittel-
bar nach dem Vorliegen der Daten auf dem Bildschirm sichgigamnacht werden.
Eine solche graphische Darstellung von Resultaten, di€iRrogramm berechnet
werden, ist auf der Workstation im UNIX-Betriebssystemhnieinfach. Es steht
zwar auf fast allen Rechnern die Benutzeroberflache X-Wirsdzur Verfiigung,
mit der elementare Graphikbefehle programmiert werdemka, aber die Benut-
zung ist fur Anfanger sehr kompliziert, weil selbst eictie Programme mehrere
Seiten Quellcode benotigen.

Um die Erstellung von Graphikprogrammen zu erleichterr, Martin Luders
Xgraphics entwickelt. Es verwendet ausschlief3lich dietRen von Xlib, der Stan-
dard-Bibliothek des X-Windows Systems, und stellt einta8efehle zum Verwal-
ten von Fenstern und zum Zeichnen in Fenster bereit. Dalreienalie vielen Pa-
rameter, die fur Aufrufe der Xlib-Befehle Gibergeben weardniissen, intern verwal-
tet, so dal’ beim Programmieren nur die wirklich notwendigarameter angegeben
werden missen. Vor allem wird dem Programmierer aber eifd3@il der Verwal-
tung der Fenster abgenommen. So muf3 man sich beispielsweisgéachen Fallen
nicht darum kiimmern, ob ein Fenster vom Anwender vergtddtter im anderen
Fall zum Icon verkleinert wird. Dadurch wird es moglichtstechlich die Physik
in den Mittelpunkt der Programme zu stellen. Dennoch sird@tenstrukturen
der Xlib direkt zuganglich, so dal3 man jederzeit Xlib-Beééoder auch auf Xlib
aufbauende Erweiterungen hinzufiigen kann.

Ein wichtiger Grundbaustein von Xgraphics sind die Zeidieeriche Worlds
genannt, die es erlauben, ein lokales Koordinatensystemefinieren, welches
dem zu programmierenden Problem angepal3t ist und sich méctt der jewei-
ligen Groflle des aktuellen Fensters zu richten hat. Die ntigseen Befehle von
Xgraphics sind: Erzeuge ein Fensterréatewindow), erzeuge einen Zeichen-
bereich mit selbstdefinierten Koordinaten im Fensterdateworld), erzeuge
mit der Maus bedienbare Steuerungsknopfei(tButtons), reagiere auf Maus-
oder Tastenbewegunge@dtEvent), lies eine Zahl ein@etNumber), zeichne
einen Punkt mit PixelkoordinatebfawPoint) oder mit selbstdefinierten Koordi-
naten W(DrawPoint), zeichne einen KreidfrawCircle bzw.WwDrawCircle),
schreibe TextfrawString bzw. WbrawString) usw. Der Quellcode deS-
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Programmsigraphics.c muld zusammen mit dem eigenen Programm ubersetzt
werden. Dabei missen die X11-Bibliothek und die entsggredbn Pfade angege-
ben werden. Dies macht das Programompile. Im eigenen Programm muf3 die
Header-Datekgraphics.h mit #include hinzugefiigt werden. Eine ausfuhr-
liche Beschreibung gibt das Postscript-Bllgraphics.ps.

Dieses Programmpaket inklusive der Dokumentation, ein@monstrations-
programme und der X-Windows-Versionen der Beispielpnogne finden sich auf
der Diskette. Sie sind mit dem Unix-Befebhr zu Gruppen zusammengefalit. Die
Archive enthalten:

e xgraphics.tar Das eigentliche Xgraphics Paket mit der Dokumentati-
on.

e demo.tar Einige Demonstrationsprogramme.
e physics.tar Die Beispiele aus dem Buch.

Das Entpacken erreicht man mit folgendem Befehl:

tar xf file.tar
AuRBerdem kann der Leser sie uber das Computernetz auhdeexhner kopieren.
Das geschieht wie folgt:

ftp ftp.physik.uni-wuerzburg.de
Der Rechner fragt nach dem Namen:

ftp
Der Rechner fragt nach dem Passwort:

leser@rechner.uni-excellent.de
Das richtige Verzeichnis muf} gewahlt werden:

cd pub/Xgraphics
Jetzt werden samtliche Files kopiert.

mget *
Dabei fragt der Rechner bei jedem File, ob er es kopieren(Aotivort y odern).
AbschlieRend wird die Verbindung beendet:

bye
AulRerdem existieren im World Wide Web einige Seiten zu Xbreg mit der kom-
pletten Dokumentation und gegebenenfalls Hinweisen ziemétersionen. Die
Adresse im World Wide Web ist:

http://www.physik.uni-wuerzburg.de/TP3/Xgraphics.html

An einem einfachen Beispiel wollen wir demonstrieren, wignnschon mit ganz
wenigen Befehlen ein physikalisches Problem auf dem Bilidstdarstellen kann,
namlich die Zufallsbewegung eines Teilchereanflom wall, fur die es eine weit-
entwickelte mathematische Beschreibung gibt. Im Modafifhéin Teilchen zufal-
lig auf einen der vier Nachbarplatze im Quadratgitter.ddigrd durch das folgende
C-Programm dargestellt:
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#include <stdlib.h>
#include <math.h>
#include "Xgraphics.h"

#define MAXX 640
#define MAXY 480
#define N 250000

main ()

{
int x=MAXX/2,y=MAXY/2,r,1i;

InitX () ;
mywindow=CreateWindow (MAXX, MAXY, "random walk") ;
ShowWindow (mywindow) ;

for (1=0; i<N;i++)
{ DrawPoint (mywindow, x,vy, 1) ;
r=rand () / (RAND_MAX+1.)*4.;
switch(r)

{ case 0: x++;break;
case 1: x——; break;
case 2: y++;break;
case 3: y—-—-;break; }

}
getchar () ;

ExitX () ;

|
— random walk [

] | D.1 Zufallsweg mit 250 000 Schritten
‘ ‘ auf dem Quadratgitter.
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z undy sind die Pixel-Koordinaten des Teilchens im Fenster, de&él3e durch
MAXX undMAXY festgelegt ist. GemaR der Zufallszahk {0, 1,2,3} werden sie
jeweils um den Wert eins erhoht oder erniedrigt. Mit funfa@hikbefehlen kann
man also schon interessante Bewegungen auf dem Bildschmenugen. Das Pro-
gramm mit dem Namemwalk.c wird mit compile walk Ubersetzt und mit
walk aufgerufen. Dabei missen eventuell im Filempile die entsprechenden
Pfade der eigenen Maschine eingetragen werden, und dasEffemit chmod
u+x compile ausfuhrbar gemacht werden. Das Ergebnis sollte das Bild&n.
Wenn man dann im aufrufenden Fenster ein Zeichen eingititckeindet das Bild
mit dem Zufallsweg.

Weitere Demonstrationsprogramme, die auch die andereighkgiten von Xgra-
phics zeigen, finden sich auf der Diskette.

Literatur

M. Luders,Einfuhrung in XgraphicsPostscript File auf beiliegender Diskette, au-
Berdem erhaltlich GUber FTP unteftp.physik.uni-wuerzburg.de als
Xgraphics.ps im Verzeichnis/pub/Xgraphics/.

0. JonesEinfuhrung in das X-Window Systeianser Verlag, 1991.



Anhang E
Programme

In diesem Abschnitt wird ein Teil der Computer-Programmeeatsuckt, und zwar
fast alleMathematicaProgramme und einige dé&-Programme fir den PC. Aus
Platzgriinden konnen wir leider nicht alle Quellcodescien, aber alle Program-
me sind auf der beiliegenden Diskette vorhanden und kose#st ausgedruckt
werden. Die Namen devlathematicaProgramme sind durchgehend von der Form
name .m. Die PC-Versionen de€-Programme wurden miturbo Cvon Borland
kompiliert und sind alsiame . exe auf der beiliegenden Diskette vorhanden.
Einige derC-Programme kann man mit Tasten steuern, die auf dem Bilasdhi
der ZeileBefehleangezeigt werden. Der erste Buchstabe in dem erklarenaden W
steuert den Algorithmus; so bedeugit, dal? die Taste das Programm beendet.
Alle Beispiele werden auch als Programme fur UNIX oder LI&Uf der Diskette
mitgeliefert. Zusatzlich konnen sie, dann vielleichtvierbesserter Version, vom
FTP-Server des Institutes fir Theoretische Physik dewéssitat Wiirzburg tiber
das Internet kopiert werden (siehe Anhang C). Die Verzéssiendort sind:
/pub/buch/cphys/dos/
/pub/buch/cphys/mathematica/
/pub/buch/cphys/unix/
/pub/Xgraphics/
Zusatzlich gibt es im World Wide Web Informationen zu deadtammen unter der
Adresse

http://www.physik.uni-wuerzburg.de/TP3/cphys.html

1.1 Funktion gegen Prozedur: summe.m und summe.c

Print [" Funktion gegen Prozedur"]
dataset=Table[Random[], {10000}];
average[data_,length_]:= Block[{sum,average},

sum=0. ;

Do [sum=sum+datal[[i]], {i,length}];

average=sum/length
]
average [data_] :=Apply[Plus,datal /Length[datal
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summe.cC

#include <stdlib.h>
#include <time.h>

main ()
{
float average(float *,int);
int 1i;
clock_t start,end;
float dataset[10000];
clrscr();
for (i=0;1<10000;i++) dataset[i]l=random(1000)/1000.;
start=clock () ;
for(i=0;1i<99;i++) average(dataset,10000) ;
printf( " average = %f\n",average (dataset,10000)) ;

end=clock () ;
printf ( " Zeit= %f sec %d ", (end-start)/CLK_TCK,CLK_TCK) ;
getch() ;

float average( float* data,int n )
{
float sum=0. ;
int 1i;
for(i=0;i<n;i++) sum=sum+datali] ;
return sum/n;

1.2 Pendel: pendel.m

Print[ " Nichtlineares Pendel "]
T[phi0_J]=4 EllipticK[Sin[phi0/2] " 2]
plotl:=Plot[T[phi0], {phi0,0,Pi},PlotRange->{0,30},
Frame -> True, FrameLabel->{"phiO","T"}]
sinuspsi[t_,phi0_]=JacobiSNI[t,Sin[phi0/2] 2]
phiscal [x_,phi0_]=2 ArcSin[Sin[phi0/2]*
sinuspsi[x T[phiO],phi0]]/phi0

phiO[1]=N[.1 Pi]
phi0[2]=N[.8 Pi]
phi0[3]=N[.95 Pi]
phi0[4]1=N[.99 Pil]

phi0[5]=N[.999 Pi]
fliste=Table[phiscal[x,phi0O[i]], {i,5}]
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plot2:=Plot [Evaluate[fliste], {x,0.,1.},

Frame -> True,

FrameLabel->{"t/T", "phi/phiO"},

PlotStyle -> Thickness[0.001]]
liste=Table[phiscal [x,N[.999 Pi]], {x,0,.99,.01}]
fouliste:=Take[Abs [Fourier[liste]],b 15]
plot3:= (grl = ListPlot[fouliste,PlotRange->{{0,15},{-1,8}},

Frame -> True,
PlotStyle -> PointSize[0.02],
FrameLabel->{"g", "Abs [b(s)]"},
DisplayFunction -> Identity] ;
Show[grl, Graphics[Line[{{0,0},{0,15}}1171,
DisplayFunction -> $DisplayFunction ] )
f=1/Sqgrt[l-m Sin[psi] "2]
g=Series[f, {m,0,10}]
tseries=4 Integratelg, {psi,0,Pi/2}] /. m->Sin[phi0/2] "2
e=phidot~2/2-Cos [phi]
plot4d:=ContourPlot [e, {phi,-Pi,Pi}, {phidot,-3,3},
Contours->{-.5,0,.5,1,1.5,2},
ContourShading->False,PlotPoints->100,
FrameLabel -> {"phi", "phidot"}]

1.3 Fouriertransformation: fourier.m

Print[" Fouriertransformation"]

flt_]=(Sign[l1-t]+Sign[1+t]) /2

fs[w_] = Integratel[Exp[I*w*t], {t, -1, 1}1/T // ComplexExpand

T=10

plotl:=Plot[fs[w], {w,-5Pi,5Pi}, PlotRange -> All]

p2liste:= p2liste = Table[ Abs[ fs[ k*2 Pi/T] 1, {k,64}]

plot2:=(gl=ListPlot[p2liste,PlotJoined->True, PlotRange->All,
PlotStyle —-> Thickness[0.0],
DisplayFunction -> Identity];

g2=ListPlot[p2liste,PlotRange->All,
PlotStyle -> PointSize[0.015],
DisplayFunction -> Identity];
Show[gl,g2,DisplayFunction -> $DisplayFunction] )

fliste := fliste = Table[N[f[-5+10 r/6411, {r,64}]

fsliste := fsliste = Fourier[fliste]l/Sqgrt[64]

p3liste:= p3liste = Abs[fsliste ]

plot3:=(gl=ListPlot[p3liste, PlotJoined->True,PlotRange->All,

PlotLabel->"Diskrete Fouriertransformation",
PlotStyle —-> Thickness[0.0],
DisplayFunction -> Identity];
g2=ListPlot[p3liste,PlotRange->All,



Programme 275

PlotStyle -> PointSize[0.015],
DisplayFunction -> Identity];
Show([gl,g2, DisplayFunction -> $DisplayFunction] )
fappl[t_]:=Sum[fsliste[[s]] Expl[-2 Pi I /64 (s-1) (64t/T+31)1,
{s,64}]//N
plot4:=Plot[{Re[fappl(t]],fltl}, {t,-5,5}]
fapp2[t_]:=Sum[N[fsliste[[s]]*
Exp[-2 P1 I /64 (s-1) (64t/T+31)1]1,{s,32}]1+
Sum [N [Conjugate[fsliste[[34-s]]]*
Exp[-2 Pi I /64 (s-33) (64t/T+31)11,{s,32}]
plot5:=Plot[{Re[fapp2[t]],£[t]l}, {t,-5,5}]

1.4 Datengétten: glaetten.m

Print[" Daten glaetten mit Faltung"]
data = Table[N[BesselJ[1l,x]+.2 (Random[]-1/2)1,
{x,0,10,10./255}1

xdata = Range[0,10,10./255]

plotl := pl = ListPlot[Thread[Join[{xdata}, {data}]l],
PlotStyle->PointSize[.01]]

gsigma= 0.4

kern Table[ N[ Exp[-x"2/(2*sigma”2)11]1, {x,-5,5,10./255} 1]

kern = RotateLeft [kern,127]

kern = kern/Apply[Plus, kern]

plot2:=p2=ListPlot [Thread[Join[{xdata}, {kern}ll],

PlotRange->Al1l]

glatt=8Sgrt[256] *
InverseFourier [Fourier [data] *Fourier [kern]] //Chop
plot3:=p3=ListPlot [Thread[Join[{xdata}, {glatt}]]]
plotd:=p4=Plot [Besseld[1,x], {x,0,10},
PlotStyle ->Thickness[0.001]]
plot5:=Show([pl,p3,p4]

1.5 Nichtlinearer Fit: chi2.m

Print [ " Nichtlinearer Fit"]

Needg ["Statistics’‘Master’"]

SeedRandom[12345]

daten = Table[{t,Sin[t] Exp[-t/10.]+.4 Randoml[]-.2}//N,

{t,0,3Pi, .3 Pi}]

ListPlot[daten,PlotStyle -> PointSize[0.02],

DisplayFunction -> Identityl];

gr2 = Plot[Sin[t] Expl[-t/10.],{t,0,3Pi},
DisplayFunction -> Identity];

Show[grl,gr2, DisplayFunction -> $DisplayFunction])

plotl:= (grl
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flt_]=a Sin[om t + phi] Exp[-t Db]
sigma2=NIntegrate[x"2, {x,-.2,.2}]1/.4
sigma = Sgrt[sigma2l]
quadrat[{t_,y }1=(y-f[t]) "2/sigma2
chi2=Apply[Plus,Map [quadrat,daten]]
find:=FindMinimum([chi2, {a, 0.9}, {fom,1.1}, {phi, 0.1}, {b, .2}]
fit:=NonlinearFit[daten,f[t],t,
{{a,1.1}, {om,1.1}, {phi, .1}, {b, .2}},
ShowProgress->True]

pvalue[x_]=1.-CDF[ChiSquareDistribution[7] ]

, X

intervall={Quantile[ChiSquareDistribution[7], .05],
Quantile[ChiSquareDistribution[7], .951}

grenze[x_]=Quantile[ChiSquareDistribution[4], x]

plot2:=Plot [PDF [ChiSquareDistribution[7],x], {x,0,20}]
rule = NonlinearFit[daten,f[t],t,

{{a,1.1},{om,1.1}, {phi, .1}, {b, .2} }]
al0=a/.rule; b0=b/.rule; omO0=om/.rule; phiO=phi/.rule;
chi2min = chi2/.rule

plot3:=ContourPlot[chi2/. {phi->phi0, om->om0},
{a,.4,1.3},{b,-.04, .2},
ContourShading->False,
Contours->{chi2min+tgrenze[.683],chi2min+grenze[.9]},
PlotPoints->50, FrameLabel->{"a",6 "b"}]

plot4d:=ContourPlot [chi2/. {phi->phi0,a->a0},
{om, .90,1.05}, {b,0.0, .15},
ContourShading->False,
Contours->{chi2min+grenze[.683],chi2min+grenze[.91},
PlotPoints->50, FrameLabel->{"om", "b"}]
glt_1= f£[t]/.rule
step:=(daten2=N[Table[{t,g[t] + .4 Random[]-.2},
{t,0,3P1i,.3 Pi}l];
NonlinearFit [daten2,f[t], t,
{{a,al0}, {om,om0}, {phi,phi0O}, {b,b0}}] )
tab:= tab = Table[{chi2,a,b,om,phi}/.step, {100}]
abtab := Map[Takel#, {2,3}]&, tabl]

ploth:= ListPlot[abtab,PlotRange->{{.4,1.2}, {-0.045,.2}},
AspectRatio -> 1, Frame -> True,
FrameLabel ->{"a","b"}, Axes —-> None,
PlotStyle -> PointSize[0.01]]
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1.6 Multipole: multipole.m

Print[" Multipole fuer ein statisches Potential "]
SeedRandom [123456789]

rpunkt:={2Random[] -1, 2Random[]-1,0}
Do[r[il=rpunkt, {i,10}]

pl=Graphics[Table[Line[ {Drop[r[i],-1]1-{0.08,0},
Drop([r[i],-1]+{0.08,0}}],{1i,5}1]

p2=Graphics [Table[Line[ {Drop[r[i],-1]1+{0,0.08},
Dropl[r[il,-11-{0,0.083}3}1,{i,5}1]

p3=Graphics[Table[Line[ {Drop[r[i+5],-1]1-{0.08,0},
Drop[r[i+5],-1]+{0.08,0}}1,{1i,5}1]

p4=Graphics[{Thickness [0.001],
Table[Circle[Drop[r[il, -11, 0.11,{i,10}]11}]
plotl:=Show([pl, p2, p3, p4, Frame ->True,
AspectRatio -> Automatic,
PlotRange -> {{-2, 2}, {-2, 2}1},
FrameLabel -> {"x", "y"}]
dist[r_,s_l=Sqgrt[(r-s).(r-s)]
potlrh_]:=Suml[ 1/dist([rh,r[i]l]l-1/dist[rh,r[i+5]] , {i,5}]
plot2:=Plot3D[pot[{x,y,0}] ,{x,-2,2},{y,-2,2},
AxesLabel—>{"x"," ", "phin},
PlotRange -> {-8,8},
PlotPoints->40]
plot3:=ContourPlot [pot[{x,y,0}] ,{x,-2,2},{y,-2,2},
PlotPoints->40,
ContourShading->False, AxesLabel->{"x", "y"} ]
quadrupol [r_] :=Table[3 r[[k]] r[[1]] - If[k==1,r.r,0],
{k,3},1{1,3}]
gsum=Sum [quadrupol [r [i]] -quadrupol [r [1+5]], {i,5}]
betrag[r_]=Sqrtlr.r]
dipol=Sum[r[i]-r[i+5], {i,5}]
potl[r_] dipol.r/betraglr] "3
pot2([r_] = potl[r] + 1/2/betraglr]”5 * r.gsum.r
weg={.6,y,0}
plotd:=Plot[{ potl[weg],pot2[weqgl],pot[wegl}, {y,-2,2},
Frame -> True,
FramelLabel -> {"{.6,y,0}","Potential"},
PlotStyle -> {Dashing[{.01,.01}1],
Dashing[{.03,.03}],Dashing[{1.0,0}1}]
Needs ["Graphics’/PlotField’ "]
efeld=-{D[pot[{x,y,0}],x],D[pot[{x,y,0}],v]}
richtung=efeld/betraglefeld]
plot5:=PlotVectorField[richtung, {x,-10,10}, {y,-10,10},
PlotPoints->30]
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1.7 Wegintegrale: wegintegrale.m

Print[" Wegintegrale"]
rl1={Cos [2Pi t],Sin([2Pi t],t}
r2={1,0,t}

r3={1-8in[Pi t]1/2,0,1/2(1-Cos[Pi t])}
pl:=ParametricPlot3D[Evaluatelrl], {t,0,1},
DisplayFunction->Identity]
p2:=ParametricPlot3D[Evaluate[r2], {t,0,1},
DisplayFunction->Identity]
p3:=ParametricPlot3D[Evaluate[r3], {t,0,1},
DisplayFunction->Identity]
plotl:=Show[pl,p2,p3,PlotLabel->" Wegintegrale",
AxesLabel->{"x",6 "y",6 "z"},
DisplayFunction->$DisplayFunction]
ki{x ,v_,z }]1={2 xy +2°3,x72,3 x z"2}
vIir_]:=Dlr, t]
int[r_] :=Integratel(k[r].v[r], {t,0,1}]
rd=t{x,v,z}
rot[{kx ,ky_ ,kz }]:={ Dlkz,y]-DI[ky,z],
D[kx,z]-D[kz,x],
Dlky,x]-Dlkx,y] }

1.8 Maxwell-Konstruktion: maxwell.m

Print [ " Maxwell-Konstruktion fuer das van der Waals-Gas "]
pp=t/ (v-b)-a/v"2
gll=D[pp,v]==
gl2=D[pp, {v,2}]1==
sol=solvel[{gll,gl2}, {t,v}]
pc=pp/.sol[[1]]
plv_] = 8 t/(3 v-1)-3/v"2
Off [Integrate: :gener]
gl3 = plvll==p[v3]
gld = p[vl]*(v3-vl)==Integratelpl[v], {v,vl,v3}]
On[Integrate: :gener]
pmax[v_]:=If[v < vleft || v > vright, plv], plvleft]]
plot [T ]:= BlockI[{}, t = T;
If[ t >= 1,
Plot[plvl, {v, .34, 5.},

PlotRange -> {{0,5},{0,2}},

Frame -> True,

FrameLabel -> {"v","p"}],

vmin = v /. FindMinimum[ pl[v], {v,0.4}]11[I[
vmax = v /. FindMinimum[-p[v], {v,1.}11[I[2

2]11;
11;
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vtest = (vmin + vmax)/2 ;

r = Solvel pl[v] == pl[vtest], vil;

vlistart = v /. r[[1]1];

v3start = v /. r[[3]1];

frg = Chop[FindRoot [{gl3,gl4}, {vl,vlistart},

{v3,v3start}l];

vleft=vl/.frs; vright=v3/.frs;

Plot [{pmax[v],p[v]}, {v,0.34,5.},
PlotRange—->{{0,5}, {0,2}},
Frame -> True, FrameLabel -> {"v","p"} 111

1.9 Beste Spielstrategie: spiel.c
Nur auf Diskette vorhanden.

2.1 Quantenoszillator: quantenoszi.m

Print[" Quantenoszillator"]

glj_,k_1:= sgrtl(j+k+1)]1/2 /; Abs([j-k]l==1
qlj_,k 1:=0 /; Abs[j-k]l!=1

gln_]:= Tablelqglj,k]l, {j,0,n-1}, {k,0,n-1}]
hO[n_]:= DiagonalMatrix[Table[i+1/2,{i,0,n-1}11]
h[n_]:= hO[n] + lambda g[n].gln].gln].gln]
evn_]:= Eigenvalues[h[n]]

plotl:= Plot[Evaluatelev[4]], {lambda, 0, 1},

Frame -> True,

FrameTicks -> {Automatic,

Table[{0.5*j,If [EvenQ[j],ToString[j/2]1,""1},{3,1931},

FrameLabel -> {"lambda", "Energie"},

PlotLabel ->"Eigenwerte von h[4]" ]
evnum|[n_,la_]:= Sort[Eigenvalues[N[h[n]/. lambda->la]]]
evdimlist[n_,la_]:= Tablel[{1/i, evnuml[i,lal [[1]]}, {i,7,n}]
plot2:=( grl=ListPlot[evdimlist[20,.1],

Axes —-> None, Frame -> True,
PlotRange -> All,
FrameLabel -> {"1/n","EO0(n)"},
PlotStyle -> PointSize[0.02],
DisplayFunction -> Identity] ;
gr2 = Graphics[{Thickness[0.001],
Line[{{1/20,0.559146327},
{1/7 ,0.559146327}3}11}1;
Show[grl,gr2,DisplayFunction -> $DisplayFunction] )
evlist:= evlist= Table[{la,evnum[20,1lal}, {1la,0,1,.05}]
ev2 [k _]:=Table[{evlist[[1,1]],evlist([[1,2,k]]1},
{i,Length[evlist]}]
plot3:= ( Tablel[gr[k]l=ListPlot[ev2[k],PlotJoined ->True,
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DisplayFunction -> Identity,
Frame -> True,
FrameLabel -> {"lambda", "Energie"},
FrameTicks -> {Automatic,
Table[{0.5%j,If [EvenQ[j],ToString([j/2],""1},
{3,213131,{k,5}1;
Show [gr[1],gr[2],gr[3],gr[4],qgr(5],
DisplayFunction -> $DisplayFunction] )

2.2 Elektrische Schwingkreise: netz.m

Print [" Elektrische Schaltkreise"]
gll={vr+va==1,ir==ic+il,vr==ir r,
va==ic/ (I omega c),va==I omega 1 il}
sol=Solvel[gll, {va,vr,ir,ic,i1}]1 [[1]]
vas=(va/.sol)//Simplify
numwert = {c¢ -> N[10"(-6)], 1 -> N[10"(-3)1}
vasnum = vas /. numwert
fliste=Table[vasnum /.r->100.0*3"s, {s,0,3}]
plotl:=Plot[Evaluate[Abs([fliste]], {omega,20000,43246},
PlotRange->{0,1}, Frame -> True,
FrameLabel -> {"omega", "Abs[va]"},
FrameTicks -> {{20000,30000,40000},Automatic} ]
plot2:=Plot[Evaluate[Arg[flistel]], {omega,20000,43246},
Frame -> True,
FrameLabel -> {"omega", "Phase(va)"},
FrameTicks -> {{20000,30000,40000},Automatic} ]
vsaege[t_] := -1+2 t/T
omegares=1/Sqgrt ([l ¢] /. numwert //N
aliste=Table[N[vsaege[(n-1) /256 T]], {n,256}]
bliste=InverseFourier[aliste]
plot3[fac_,w_]:=Block[{valiste,vtrans,omegai,plotlist},
omegai = fac*omegares;
valiste=Join|[
Table [vasnum/. {omega->omegai* (s-1) ,r->w},
{s,128}1,1{0.01},
Table [vasnum/. {omega->omegai* (s-128) ,r->w},
{s,1,127}] 1;
vtrans=Fourier [bliste valiste] //Chop;
plotlist=Table[{k/256,vtrans [ [Mod[k-1,256]+1]1]1},
{k,768}1;
ListPlot[plotlist,
Frame -> True,
FrameLabel->{"t/T","va(t)"},
PlotRange -> All]]
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gl2={ir(r + 1/(I omega c) + I omega 1) + va ==1,
ir == (I omega ¢ + 1/(I omega 1)) va }
sol2=Solvel[gl2, {va,ir}] [[1]]
vas2=(va/.so0l2)//Simplify
irs = Simplify[ir /. sol2]
leistung = r"2 Abs[irs] "2
fliste3=Table[Abs[vas2] /. numwert /. r->10*3"s ,{s,0,2}]
plotd:=Plot[Evaluate([fliste3], {omega,10000,70000},
PlotRange->All,Frame -> True,
PlotStyle->{Thickness[0.006] ,Dashing[{.01,.008}1,
Thickness [0.00311%,
FrameTicks -> {{10000,30000,50000,70000},Automatic},
FrameLabel ->{"omega","|va|"}]
plot5:=Plot [ (leistung/.numwert)/.r->10.0, {omega,10000,70000},
PlotRange->All, Frame -> True,
FrameTicks -> {{10000,30000,50000,70000},
Automatic},
FrameLabel ->{"omega","P/P0"}]

2.3 Kettenschwingungen: kette.m

Print[" Kettenschwingungen "]

matl = { { 2f , £, 0 , -f*Exp[-I gl 1},
{ -f , 28 , -£ , O },
{ 0 , -£ , 2¢£ , -f },
{ -f*Exp[I q] , O , -£ , 2f } o3

massmat=DiagonalMatrix[{ml,ml,ml,m2}]
mat2=Inverse [massmat] .matl
eigenlist=Tablel[{x,
Chop [Eigenvalues [
mat2/.{f -> 1., ml -> 0.4, m2 -> 1.0, g—> x}]11},
{x,-Pi,Pi,Pi/50}]
plotlist=N[Flatten[Tablel
Map [{#[[11],S8art[#[[2,k]]
eigenlist], {k,4}]1,1]]
plotl := ListPlot[plotlist,FrameLabel -> {"g","omega"},
Frame -> True,Axes -> None,
FrameTicks ->{{{-Pi,"-Pi"}, {-Pi/2,"-Pi/2"},
{o,"o"}, {Pi/2,"Pi/2"}, {Pi,"Pi"}},
Automatic}]
eigensys := Thread[Chop[Eigensystem[mat2 /.
{f > 1., ml > 0.4, m2 -> 1.0, g->0.0}11]

1}&,
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2.4 Hofstadter-Schmetterling: hofstadt.c

/**xx% Hofstadter—-Schmetterling ***x*x/

#include <math.h>
#include <graphics.h>

#tdefine g 200
#define maxy 200
#define SHIFT 150

main ()

{
int ie, n, nalt, m, p;
double sigma, pi, e, polyalt, poly, polyneu;
int gdriver=DETECT, gmode;

initgraph (&gdriver, &gmode, "\\tc") ;
pi=acos(-1.);
outtextxy (250,400, "Befehl: exit");
for(p = 1; p < g; p++)
{
sigma = 2.0*pi*p/q;
nalt = 0;
for(ie =
{
e = 8.0*ie/maxy - 4.0 - 4.0/maxy ;
n = 0;
polyalt = 1.0; poly = 2.0*cos(sigma) - e;
if ( polyalt*poly < 0.0 ) n++ ;

0; ie < maxy+2 ; ie++)

for(m=2; m < g/2; m++ )
{
polyneu = ( 2.0*cos(sigma*m) - e )*poly - polyalt;
if ( poly*polyneu < 0.0) n++;
polyalt = poly; poly = polyneu;
}
/* Die geraden Eigenfunktionen sind auskommentiert.
polyalt = 1.0; poly = 2.0 - e;
if ( polyalt*poly < 0.0 ) n++ ;
polyneu = ( 2.0*cos(sigma) - e)*poly - 2.0*polyalt;
if ( poly*polyneu < 0.0) n++;
polyalt = poly; poly = polyneu;
for(m=2; m < g/2; m++ )
{ polyneu = ( 2.0*cos(sigma*m) - e)*poly - polyalt;
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if ( poly*polyneu < 0.0) n++;
polyalt = poly; poly = polyneu;}
polyneu = ( 2.0*cos (sigma*qg/2)-e) *poly-2.0*polyalt;
if ( poly*polyneu < 0.0) n++;
*/
if(n > nalt) putpixel (p+SHIFT,ie+SHIFT,WHITE) ;
nalt = n;

}; /* ie-Schleife */

if (kbhit ()) {getch() ;break;}
}; /* p-Schleife */
getch(); closegraph() ;

2.5 Hubbard Modell: hubbard.m

Print [" Hubbard-Modell"]; Print[""]

sites = Input[" Anzahl der Plaetze: "] ; Print[""]
particles = Input[" Anzahl der Teilchen: "]; Print[""]
spinup = Input[" Davon SpinUp-Teilchen: "] ; Print[""]
spindown = particles - spinup

tkin = -2.*t* (Sum[N[Cos[2*Pi/sites k]],

{k,-Floor|[ (spinup-1) /2] ,Floor [spinup/2]1}]+
Sum[N[Cos [2*Pi/sites k]],
{k,-Floor [ (spindown-1) /2] ,Floor [spindown/2]}1)

Print [""]
Print[" Die Grundzustandsenergie fuer U = 0 ist: " ,tkin]
left = Permutations[ Table[ If[ j <= spinup, 1, 0],
{j,sites}] ]
right = Permutations[ Table[ If[ j <= spindown, 1, 0],
{j,sites}] ]

index = Flatten[ Tablel[ {left[[i]],right[[j]1},
{i,Length[left]}, {j,Lengthlrightl} 1,1]
end = Length[index]

plus [k _,sigma_] [arg_] := ReplacePart[arg, 1, {sigma,k}]
minus [k_,sigma_] [arg_]:= ReplacePart[arg,0, {sigma, k}]
gignlk_,sigma_,arg_] := (-1) " (spinup* (sigma-1)) *

(-1) " (sum[ argl[[sigma,jl], {Jj,k-1}1)
cdagger [sites+1,sigma_] [any_] := cdagger[l,sigma] [any]
clsites+l,sigma_] [any_] := c[1,sigmal [any]
cdagger [k _,sigma_] [0]:= 0

clk_,sigma_] [0]:= 0

cdagger [k_,sigma_] [factor_. zl[arg_ ]]:=
factor* (1 - arg[l[sigma,k]])*
signl[k,sigma,arg] *z [plus [k, sigma] [arg]]
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clk_,sigma_] [factor_. zlarg_ ]]:=
factor*arg[[sigma, k]]*
signl[k,sigma,arg] *z [minus [k, sigmal [arg]]
nlk_,sigma_][0]:= 0

nlk_,sigma_] [factor_ . zlarg_]]:= factor*arg([[sigma,k]]*z[arg]
scalarproductfa_,0] := 0
gscalarproduct[a_,b_ + c_]:=scalarproduct[a,b]+

scalarproduct [a, c]
scalarproduct [z [argl_],factor_ . zlarg2_]]:=
factor* If[argl==arg2,1,0]
H[vector_] = Expand]l
-t*Sum[cdagger [k, sigmal [c[k+1,sigmal [vector]] +
cdagger [k+1,sigma] [c [k, sigma] [vector]] ,
{k,sites}, {sigma,2} ] +

u*Sum[n [k, 1] [n[k, 2] [vector]] , {k,sites}] 1]
Print [""];Print[" "]
Print[" Die Hamilton - Matrix wird berechnet. " ]
Print[""]
Print[" Die Dimension dieser Matrix ist ", end,
" x ",end,"."]

h = ( hlist = Table[H[z[index[[j]]11], {j, end}];

Table[ scalarproduct[ zl[index[[i]111, hlistI[I[j11 1,

{i,end}, {j,end}] )

Print[""]

Print[" Die Energie - Eigenwerte",

" werden berechnet."]
zustand = Chop[Table[Flatten|
{x,Sort [Eigenvalues[h/.{t -> 1.,u -> x}]1}],
{x, 0., 6., .1}11]

Print [""];Print[" "]
Print[" Die folgenden Befehle sind moeglich: "]
Print[" "]
Print[" plotl => Vielteilchen-Spektrum in",
" Abhaengigkeit von U/t "]
Print[" "]
Print[" plot2 => Doppelbesetzung im",
" Grundzustand als Funktion von U/t "]
Print[" "]
Print[" plot3 => Vergleich: exaktes Resultat",
" fuer N -> Unendlich"]
Print[" mit endlichem N, Energie pro",
" Platz im Grundzustand"]
plotl := Show/|

Table[ListPlot [Map [{#[[1]],#[[J]1]}&, zustand],
Frame—->True, Axes—>None,
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DisplayFunction -> Identity,

PlotStyle->{PointSize[0], Thickness[0.0]},

PlotJoined->True,

FrameLabel->{"U/t", "Energie/t"} 1],
{j,2,end+1}], DisplayFunction -> $DisplayFunction]

gluu_] := Chop[Sort [Thread|[
Eigensystem([N[ h/.{t -> 1.0,u -> uu}ll11[[1,2]11]1]
nnsum = Map [#[[1]].#[[2]]&,index] /sites
md[u_]:= (Abs[g[u]l] "2).nnsum
plot2:= (11 = Sort[Eigenvalues[ h /. {t -> 1.0, u -> 1.0}11;
If[11[[1]]==11T(1[2]1,
text = "Achtung: Grundzustand ist entartet!",
text = ""];

Plot [md[u], {u,0.0,6},
Axes -> None, Frame -> True, FrameLabel->
{"U/t", "Doppelbesetzung", text,""}] )
plot3:= (grundzustand = Map [{#[[1]],#[[2]]/sites}&,zustand];

gl = ListPlot[grundzustand, Frame->True, Axes—->None,
PlotStyle->PointSize[0] ,PlotJoined->True,
FrameLabel->{"U/t", "Energie pro Platz/t"},
DisplayFunction -> Identity 1;

flu_,01 = 1/4 ;
flu_,0.0] = 0.25 ;
flu ,x ] = BesselJd[0,x]*Besseld[1,x]/(x*(1+Expl[x u/21));

plotlist = Table[{u,-4.0%*
NIntegrate[f[u,x], {x,0,5.52}]1},{u,0,6,.2}]1;
g2 = ListPlot[plotlist,
PlotJoined -> True,DisplayFunction -> Identity,
PlotStyle -> Dashing[{0.01,0.01}]1];
Show([gl, g2, DisplayFunction -> $DisplayFunction] )

3.1 Populationsdynamik: logabb.c und logabb.m

/***x% PpPopulationsdynamik ***#*x/

#include <stdlib.h>
#include <graphics.h>
#include <math.h>

int maxx,maxy;

main ()
{
void kanal (double) ;
int gdriver=DETECT, gmode;
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char ch,str[100];
double xit=0.4,rmin=.88,r;
int x,y=50,1,1ir;
initgraph (&gdriver, &gmode, "\\tc") ;
maxx=getmaxx () ;
maxy=getmaxy () ;
setcolor (YELLOW) ;
settextstyle(1,0,1);
outtextxy (100, maxy-80,

" Logistische Abbildung x = 4 r x (1-x)");
settextstyle(0,0,1);
outtextxy (50, maxy-30,

" Befehle : tief,hoch,clearscreen,print r,kanal,exit ");
setviewport (1, 1,maxx,maxy-100,1);
r=1.-(1.-rmin)*y/ (maxy-100) ;
while (1)

{
xit=4.*r*xit*(1l.-xit);
x=xX1t*maxx;
putpixel (x,y,WHITE) ;
if (kbhit ())

{
switch (getch())

{ case 't’: if (y<(maxy-100)) y+=1;break;
case 'h’': if (y>1) yv—-=1;break;
default : getch() ;break;
case ’'e’: closegraph(); exit(1l);
case ’'k’: kanal(r) ;break;
case 'p’: sprintf(str," r= %1f",r);

)

break;
case ‘c’: clearviewport () ;break;

} /* switch */
r=1.-(1l.-rmin) *y/ (maxy-100) ;
for(i=0;1<100;1i++) xit=4.*r*xit*(l.-xit);

}o/*x if x/
}/* while */
}/* main */

void kanal ( double r)
{
double xit=.4;
int x,y[1000],1i;
clearviewport () ;
for (i=0;i<maxx;i++) y[i]1=0;
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line (0, maxy-100,maxx,maxy-100) ;
while (!kbhit ())
{ xit=4.*r*xit*(1l.-x1it);
x=xit*maxx;
vy [x]++;
putpixel (x,maxy-100-y [x] ,WHITE) ;
}

getch() jgetch() jclearviewport () ;return;

logabb.m

Print [" Logistische Abbildung"]
fix ]1=4 r x(1-x)
iterf[n_]:=Nest[f,x,n]

plotl:=Plot [Evaluate[{x,f[x],iterf[2],iterf[4]1}/.r->.87],

{x,0,1}, Frame -> True,

PlotStyle -> {{Thickness[0.002],GrayLevel (0]},
{Thickness [0.002],
Dashing[{0.003,0.003}1},
{Thickness [0.002],GrayLevel[.6]},
{Thickness [0.002],GrayLevel [0]}},

FrameLabel -> {"x","f[£f[£f[£([x]]]1]1"} ]

nf[x_ ,r_ ]1=N[f[x]]
listl[r_,n_]:=NestList[nf[#,r]&, .65,n]
plot2:= (liste=1ist1[.87,40];
gl=ListPlot[liste,PlotStyle -> PointSize[0.02],
DisplayFunction -> Identity 1;
g2=ListPlot[liste,PlotJoined->True,
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PlotStyle -> {Thickness[0.002],GrayLevel[.7]},

FrameLabel -> {"n","x(n)"},
DisplayFunction -> Identity 1;
Show[g2, gl, Frame -> True,
DisplayFunction -> $DisplayFunction] )
plot3[r_:0.87464] :=(gl=Plot[nf [x,r], {x,0,1},
DisplayFunction -> Identity];
xx=Nest [nf[#,r]&,0.3,500];
lil=NestList[{nf[#[[1]1],r] , nf[#[[2]],r]l}&,
{xx,nf[xx,r]},1000];
1i2 = Flatten[Map [{{#[[1]],#[[2]1},
{#0[2]11,#[[2]1]1}}&,1411,1];
li3=Flatten[Map [{{#[[1]],#[[2]]1}}&,111],1];
g2=ListPlot[1i3,PlotRange -> {{0,1},{0,1}},
PlotStyle —-> PointSize[0.015],
DisplayFunction -> Identity 1;
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g3=ListPlot[1i2,PlotRange -> {{0,1},{0,1}},
PlotJoined -> True,
PlotStyle -> Thickness[0],
DisplayFunction -> Identity 1;
g4=Graphics [Text [
StringJoin["r = ",ToString[r]], {0.5,0.05}1171;
g5=Graphics [Line[{{0,0},{1,1}}11;
Show([gl,q92,93,94,95,PlotRange -> {{0,1},{0,1}},
AspectRatio -> Automatic,
Frame -> True,
DisplayFunction -> $DisplayFunction])
hix 1=97/25 x(1-x)
hl[n_ ]:=NestList[h,N[1/3],n]
hl[n_,prec_]:=NestList[h,N[1/3,prec],nl]
tab:=Table[{prec,Precision[Last[h1[100,precl]l},
{prec,16,100}]
plotd:=ListPlot[tab, Frame -> True,
PlotStyle -> PointSize[0.01],
FrameLabel ->
{"Rechengenauigkeit", "Ergebnisgenauigkeit"}]
periode[l]l={c,1}

genau=30
maxit=30
periode[n_] :=periode[n]=Join[periode[n-11],
correct [periode[n-1]1]]
correct[list_]:=Block[{sum=0,1i=1ist,l=Length[list]},
Do[sum+=1i[[i]],{i,2,1}];
If[0ddQ[sum] ,1i[[1]]1=0,1i[[1]1]1=1];
11]
gln_,mu_]:=Block[{x=Sgrt[mul],l=Length[periode([n]l},
Do [x=Sqgrt [mu+(-1) " (periode[n] [[i]]) xI,
{i,1,3,-1}1; xI]
frin_J]:=fr[n]l=(find=FindRoot [g[n,mu] ==mu, {mu, {15/10,16/10}},
AccuracyGoal->genau,
WorkingPrecision->genau,
MaxIterations->maxit];
mu/.find)
rrin_J]:= rr[n] = (1+Sqgrt[l+4*fr(nl]) /4
delta[l] := Print[" Der Wert von n ist zu klein"]
deltal[2] := Print[" Der Wert von n ist zu klein"]
deltal[n_]:= deltaln]=(Sgrt[l+4*fr[n-1]1]1-Sqgrt[l+4*fr[n-211)/
(Sgrt[1+4*fr[n]]l-Sqgrt[l+4*fr[n-1]11)
feigenbaum :=
Do [Print [" n="n,

"  Feigenbaum-Konstante = ",deltalnl]l], {n,3,20}]
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3.2 Kette auf dem Wellblech: frenkel.c und frenkel.m

/***x*% Frenkel-Kontorova-Modell ****x/

#include <math.h>
#include <stdlib.h>
#include <graphics.h>

main ()
{
int gdriver=DETECT, gmode;
int xb,yb,color=WHITE, maxx,maxy;
long nsum=0;
double k=1.,sig=.4,p=0.,x=0.,pi=M PI,xneu,
pneu,h=0.,wind=0.,xalt,palt;
char ch,str[1000];

initgraph (&gdriver, &gmode, "\\tc") ;
maxx=getmaxx () ;
maxy=getmaxy () ;
outtextxy (100,maxy-70," Frenkel-Kontorova-Modell") ;
outtextxy (300, maxy-70," Befehle: neu, print, exit");
xalt=x; palt=p;
while (1)
{
pneu=p+k/2./pi*sin(2.*pi*x) ;
Xxneu=pneu+x;
xb=fmod (xneu+100.,1.) *maxx;
vb=(1.-fmod (pneu+100.,1.)) * (maxy-100) ;
putpixel (xb,yb, color) ;
wind+=xneu-x;
X=xXneu; p=pneu;
h+=k/4./pi/pi* (1.-cos (2.*pi*x))+(p-sig) * (p-siqg)/2.;

nsum++;
if (kbhit ())
{ switch(getch())
{case 'e’ : closegraph(); exit(1l);
case 'n’ : x=xalt=(double) rand()/RAND_ MAX;
p=palt=(double) rand()/RAND_MAX;
color=random (getmaxcolor ())+1;
h=0.;wind=0;nsum=0;break;
case 'p’

sprintf (str,
" Energie= %1f Windungszahl= %1f (x,p)= %1f,%1f",
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h/nsum,wind/nsum,xalt,palt) ;
setviewport (10,maxy-50,maxx,maxy, 1) ;
clearviewport () ;
outtextxy (1l,1,str);
setviewport (1l,1,maxx,maxy,1l); break;

default : getch() ;break;
}/* switch */
}/x 1f */

}/* while */
}/* main */

frenkel.m

Print [" Frenkel- Kontorova- Modell"]

pi = N[Pi]

k=1.

sigma=.4

nmax=1000

tli{x_,p }] = {x + p + k/(2 pi) Sin[2 pi x],

p + k/(2 pi) Sin[2 pi x] }
list[x0_,p0_]:= NestList[t, {x0,p0},nmax]
x1list[x0_,p0_]:= Map[First,list[x0,p0]]
tildel[{x_,p_}1:= {Mod[x,1],Mod[p,1]}
listt[x0_,p0_]:= Map[tilde,list[x0,p0]]
plotl[x0_:.06,p0_:.34]:= ListPlot[listt[x0,p0],

Frame -> True, Axes —-> None,
FrameLabel->{"x",6"p"},
RotateLabel -> False,
PlotStyle -> PointSize[0.00]]
plot2[x0_:.06,p0_:.34]:=
(x1=Map [First, NestList[t, {x0,p0},10]1];
tab=Table[{x1[[m]],k/(2 pi) "2*(1-Cos[2 pi x1[[mll1])},
{m,11}];
pl=ListPlot[tab, PlotStyle -> PointSize[0.03],
DisplayFunction->Identity];
p2=Plot[k/ (2 pi) "2*(1-Cos[2 pi x]),
{x,x1[[1]1]1,x1[[11]11},
DisplayFunction->Identity] ;
Show [pl,p2,DisplayFunction->$DisplayFunction,

Frame —-> Truel] )

plot3[x0_:.06,p0_:.34]:=
(x1=Map [First, NestList[t, {x0,p0}, 9911;
ListPlot [Mod[x1,1],
Frame -> True, FrameLabel->{"n","x(n)"},
PlotStyle -> PointSize[0.013] 1)
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del{x_,p_}1:=k/(2 pi) "2*(1-Cos[2 pi x])+0.5*(p - sigma) "2

h({x0_:.0838,p0_]:=(111=1ist[x0,p0]; 112 = Mapl[de,111] ;
Apply[Plus,112] /Length[112])
wind [x0_:.0838,p0_]:=(wl=xlist[x0,p0];
(wil[-1]1-w1[[1]])/nmax )
hpO:=Table[{p0,h[.0838,p0]}, {p0, .2, .4, .01}]
plotd:= ListPlot [hp0, Frame -> True,
FrameLabel->{"p0", "Energie"},
PlotStyle -> PointSize[0.013]]
hx0:=Table[{x,h[x,.336]}, {x,.15,.2,.001}]
plot5:=ListPlot [hx0,Frame -> True,Axes -> None,
FrameLabel->{"x0", "Energie"},
PlotStyle -> PointSize[0.013]]
windpO:=Table[{p0,wind[p0]}, {p0,0.2,.4,.01}]
plot6:=ListPlot [windp0, Frame -> True,
FrameLabel->{"p0", "windungszahl"},
PlotStyle -> PointSize[0.013] ]

3.3 Fraktale Packung: sierp.c und sierp.m

/**xx% Fraktales Gitter **x**x*/

#include <graphics.h>
#include <stdlib.h>
#include <math.h>

main ()
{
int gdriver=DETECT, gmode;
struct {int x;int y;} pt={10,10},pw,
p(31={{1,1},{500,30}, {200,300}};
initgraph (&gdriver, &gmode, "\\tc") ;

while (!kbhit ())
{
pw=p [random (3) 1] ;
pt.x=(pw.x+pt.x)/2;
pt.y=(pw.y+pt.y) /2;
putpixel (pt.x,pt.y,WHITE) ;
}
getch() ;getch();
closegraph() ;
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sierp.m

Print[ "Erzeugt und plotted einen Sierpinsky gasket "]
l