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Themenschwerpunkt A

Mechanik

Aufgabe 1: Freies Teilchen auf Kegel

Ein Teilchen der Masse m bewege sich kriftefrei auf einem Kegel, der in Zylinderkoordinaten
(r,, z) durch z = ar mit o > 0 definiert ist. Die Bewegung des Teilchens sei auf z > 0 beschrénkt.

a) Bestimmen Sie die Lagrange-Funktion L(r, 7, ¢, ). (6 Punkte)

b) Leiten Sie aus der Lagrange-Funktion der vorigen Teilaufgabe die Bewegungsgleichungen fiir
r und ¢ her. (8 Punkte)

¢) Weisen Sie nach, dass der Drehimpuls L, um die z-Achse erhalten ist. Zeigen Sie ferner, dass
der Energieerhaltungssatz in der Form

. B
AT‘2+§:E (1)

gilt. Was ergibt sich fiir die Konstanten A und B? (5 Punkte)

d) Begriinden Sie, dass 7 = ¢(dr/dyp) gilt. Verwenden Sie diese Beziehung zusammen mit (1), um
die Bahnkurve r(¢) zu bestimmen. Welche minimale Hohe erreicht das Teilchen bei gegebenem

Drehimpuls L und gegebener Energie E7 (6 Punkte)
Niitzliche Formel:
d 1 1 (a)
r ——— = —arccos | —
a2 —a? a x

Fortsetzung néchste Seite!
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Aufgabe 2: Relativistische Bewegung

a)

In der nichtrelativistischen Mechanik &ndern sich beim Wechsel von einem Inertialsystem in
ein anderes die rdumlichen Koordinaten, aber die Absténde zwischen Raumpunkten sind inva-
riant. In der relativistischen Mechanik gibt es eine andere Grofle, die als invarianter Abstand
zweier Ereignisse interpretiert wird.

Geben Sie diese Grofe fiir zwei Ereignisse an, die bei (x1,y1, 21,t1) und (9, ya, 29, t2) stattfin-
den.

Es gibt instabile Elementarteilchen, die nach einer gewissen Zeit zerfallen. Als Halbwertszeit solcher
Teilchen wird die Zeitspanne bezeichnet, nach der von urspriinglich N Teilchen im Mittel N/2
zerfallen sind, wobei die Halbwertszeit im Ruhesystem der Teilchen zu messen ist bzw. angegeben
wird.

c)

Betrachten Sie einen Strahl instabiler Teilchen, die mit v = 0.9 ¢ zwei Zéahler passieren, die
im Labor entlang der z-Achse stehen und einen Abstand von 9 m haben. Der erste Zahler
detektiert 1000 Teilchen, der zweite Zahler nur 250.

Bestimmen Sie die Halbwertszeit der Teilchen in deren Ruhesystem. Fiir die Grofle der Licht-
geschwindigkeit kénnen Sie den Wert 3 - 102 verwenden. (15 Punkte)

Betrachten Sie nun einen extrem langen, geraden Stab, der um einen Winkel o gegen die x-
Achse geneigt ist (siehe Abb.) und sich mit der gleichférmigen Geschwindigkeit v nach unten
bewegt.

Geben Sie die Geschwindigkeit v4 an (in Abhéngigkeit von « und v), mit der sich der Schnitt-
punkt A nach rechts bewegt. Kann diese Geschwindigkeit im Prinzip, d.h. geometrisch betrach-
tet, groBler als die Lichtgeschwindigkeit werden? Kann mit einem real existierenden Stab durch
Hin- und Herbewegen ein Signal mit Uberlichtgeschwindigkeit iibermittelt werden? Begriinden
Sie Thre Antwort. (10 Punkte)

Stab

<J

\J
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Themenschwerpunkt B

Elektrodynamik/Optik

Aufgabe 1: Punktladung im Zentrum einer Kugelschale

Eine Punktladung () befindet sich im Zentrum einer diinnen, ideal leitenden Kugelschale vom
Radius R (Dicke vernachlissigbar). Die Kugelschale sei zunéchst ungeladen.

a) Bestimmen Sie die elektrische Feldstirke und das elektrostatische Potential fiir diese Anord-
nung. Erkldren Sie das Ergebnis physikalisch. (9 Punkte)

b) Wie dndern sich die Ergebnisse von Teilaufgabe a), wenn (zusétzlich zur Punktladung) die
Kugelschale selbst die Ladung —(@) trigt? Nehmen Sie an, dass es sich um eine homogene
Ladungsverteilung handelt. (8 Punkte)

¢) Der Unterschied zwischen der elektrostatischen Energie des Gesamtsystems und derjenigen der
beiden getrennten Einzelsysteme (Punktladung und Kugelschale) stellt die Bindungsenergie
der Anordnung aus Teilaufgabe b) dar. Berechnen Sie diese Bindungsenergie.

Hinweis: Die elektrostatische Energie ist gegeben durch

£ = %0 dPrE2. (1)

(8 Punkte)

Aufgabe 2: Dielektrika im Plattenkondensator

Bei einem Paar unendlich ausgedehnter, i

ebener Kondensatorplatten (vgl. Skizze), :

deren Fliachen senkrecht zur z-Achse stehen, :

sei die linke Platte bei z = 0 und trage die : 7
: 0 d, d

&

Flachenladungsdichte +o (mit ¢ > 0), die
rechte Platte sei bei z = d und trage die
Flachenladungsdichte —o. Das Potential der
linken Platte sei Null.

Der Raum zwischen den Platten sei mit zwei Schichten dielektrischen Materials ausgefiillt, wobei
die linke Schicht die Dielektrizitdtskonstante €; und Dicke d; habe. Die andere Schicht habe die
Dielektrizitatskonstante es.

a) Berechnen Sie das elektrische Feld E(z) und die Polarisation P(z) zwischen den Kondensa-

torplatten. (12 Punkte)
b) Berechnen Sie den Verlauf des Potentials ¢(z) im Kondensator, und skizzieren Sie ihn unter
der Annahme €5 > €. (8 Punkte)
¢) Geben Sie die Kapazitéit pro Flache des Kondensators an. (5 Punkte)
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Themenschwerpunkt C

Thermodynamik

Aufgabe 1: Bose-Kondensat

Bei tiefen Temperaturen bildet sich for nicht wechselwirkende Bosonen eine neue Phase, das soge-
nannte Bose-Kondensat. Hier sollen die thermodynamischen Eigenschaften des Bose-Kondensats
diskutiert werden.

Gegeben sei die Wiarmekapazitit Cy eines Systems von N Bosonen bei konstantem Volumen V
bei tiefen Temperaturen

Cy = Cy(T,V,N) = KT3?*V . (1)

Hierbei bezeichnet K eine Konstante. Die Teilchenzahl NN ist fiir diese Aufgabe durchweg konstant.

a)

b)

Bestimmen Sie die zugehorige Entropie als Funktion der Temperatur und des Volumens unter
Beriicksichtigung des dritten Hauptsatzes. (5 Punkte)

Berechnen Sie die freie Energie F(T,V, N) des Systems, und leiten Sie daraus die thermische
Zustandsgleichung P = P(T,V, N) ab. Beachten Sie, dass fiir nicht wechselwirkende Teilchen
die innere Energie am absoluten Nullpunkt identisch Null ist. Zeigen Sie, dass die isotherme
Kompressibilitét

1 [0V
=—— (= 2
= (i), g
in der gesamten Tieftemperaturphase divergiert. (12 Punkte)

Zwischenergebnis zur Kontrolle: Bis auf einen dimensionslosen Faktor ist die freie Energie
durch CyT gegeben.

Zeigen Sie die thermodynamische Identitét

oP a 1 [oV
— = — bei == | == 3
<6T)V,N Kt R <8T)P,N @)
den thermischen Ausdehnungskoeffizienten bezeichnet. Berechnen Sie (OP/0T)y.n. Welche
Schlussfolgerung ziehen Sie fiir a? (8 Punkte)

Fortsetzung néchste Seite!
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Aufgabe 2: Reversible Expansion eines Gases

Ein Gas expandiert vom Volumen V4 zum doppelten Volumen Vg = 2V, und leistet dabei mecha-
nische Arbeit. Betrachten Sie die drei skizzierten thermodynamischen Prozesse, die vom Zustand
A mit dem Druck ps und dem Volumen V, zum Zustand B mit dem Volumen Vp und Druck pg
fithren. Es seien A — (C'isotherm, D — B isobar, C' — B und A — D isochor, und die gestrichelte
Kurve A — B ist eine Gerade im p, V-Diagramm.

Diese Prozesse sollen reversibel ablaufen, und ps und V4 seien bekannt. Ferner soll gelten, dass
der Zustand A mit dem Zustand B ebenso durch einen adiabatischen Prozess, also ohne Wéirme-
iibertrag verbunden werden kann, der nicht eingezeichnet ist. Das Gas soll durch ein ideales Gas
beschrieben werden, also durch die Gesetze U = (3/2) NkgT und pV = NkgT, wobei U die innere
Energie, N die Teilchenzahl und 7" die Temperatur des Gases ist.

P A

D

|
A B 4

a) Berechnen Sie die relative Anderung des Druckes pg/p4 und der Temperatur T /T4 bei diesem

Prozess. (7 Punkte)
b) Berechnen Sie die Anderung der inneren Energie Up — U,4. Héngt diese Grofie vom jeweiligen
Prozess ab? (7 Punkte)
c) Bei welchen der drei Prozesse wird Wérme vom Gas aufgenommen, und bei welchen wird
Wiérme abgegeben (ohne Rechnung)? (5 Punkte)
d) Berechnen Sie diese Warme ) und die dabei geleistete Arbeit W fiir die drei Prozesse als
Funktion von psVjy. (6 Punkte)
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Themenschwerpunkt D

Quantenmechanik

Aufgabe 1: Attraktives J-Potential

Ein Teilchen der Masse m bewege sich in einem eindimensionalen Potential der Form

h2
= —— . 1
V() =~ gi(a), g0 (1)
Die Wellenfunktion ¢(z), welche die stationére Schrodinger-Gleichung erfiillt, gehorcht der Bedin-

gung

lim ['(+€) = ¢'(=€)] = —g0(0) (2)
mit ¢'(x) = dp(z)/dz.
a) Welche Einheit hat die GroBe g7 (2 Punkte)

b) Wie verhélt sich die Wellenfunktion als Funktion von x fiir einen gebundenen Zustand im
Bereich x # 0 bei gegebener Energie F < 07
Bestimmen Sie die Grundzustandswellenfunktion (ohne Normierung) und die Grundzustands-
energie Ey unter Verwendung der Bedingung (2). (7 Punkte)

Im Folgenden soll eine von links (z < 0) einfallende Welle
Qpein(l‘) — Aeikm
betrachtet und der Transmissionskoeflizient untersucht werden.

¢) Bestimmen Sie die Wellenfunktion in den Bereichen x < 0 und z > 0. Eine Normierung ist
nicht notig. (7 Punkte)

d) Bestimmen Sie die Stromdichten der einfallenden und transmittierten Welle. Bestimmen und
skizzieren Sie den Transmissionskoeffizienten als Funktion der Energie. (9 Punkte)

Fortsetzung néchste Seite!
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Aufgabe 2: Quantenkreisel

Die Rotationsenergie eines quantenmechanischen Teilchens soll durch den Hamilton-Operator
ﬁ:a(ﬁi+ﬁ§)+bﬁz
mit reellen Parametern 0 < a < b beschrieben werden. I:x, IA/y und ﬁz sind die Komponenten des

Bahndrehimpulsoperators L.

a) Welche physikalische Bedeutung haben die Parameter a und b, und welches Teilchen kénnte
dieser Hamilton-Operator beschreiben? (5 Punkte)

b) Driicken Sie den Hamilton-Operator H durch die Operatoren L? und L, aus, und berechnen
Sie die Energien der stationéiren Zusténde. (6 Punkte)

c) Geben Sie den Entartungsgrad der Eigenenergien an, und zwar fiir
(i) a =0 und fiir
(i) 0<b—a<a.

Zufillige Entartungen sollen dabei nicht beriicksichtigt werden. (4 Punkte)

Die Eigenzustandsvektoren zu den Operatoren L2 und L, mit den entsprechenden Quantenzahlen
[ und m seien die normierten Vektoren |l,m). Betrachten Sie nun den Zustand

1 1 1
) =—1,0) + =|2,1 —12,2) .
) = 511,0) + 512.1) + 12,2

d) Welche Energiewerte werden in diesem Zustand gemessen, und mit welcher Wahrscheinlich-
keit? (5 Punkte)

e) Berechnen Sie den Mittelwert und die Schwankung des Operators L, fiir diesem Zustand.
(5 Punkte)



