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Vorwort zur zweiten, unvollstindigen Fassung

Im Rahmen der zweiten unvollstdndigen Fassung dieses Skriptes wurde der Hamilton-
Formalismus sowie Anwendungsbeispiele ergidnzt. Die fehlenden Abschnitte zur
speziellen Relativitatstheorie und chaotischen Systemen sowie weitere Ergdnzungen
werden voraussichtlich im Mérz hinzugefiigt. Das Skript hat keinen Anspruch auf
Vollstandigkeit.

Wir wiinschen allen Studierenden eine erfolgreiche Klausurenphase.

Constantin Mierau, Marius Moller im Januar 2019

Vorwort zur ersten, unvollstindigen Fassung

Dieses Skriptum wird im Laufe der Vorlesung ergédnzt und in unregelméfligen
Absténden erneuert. Es hat damit also keinen Anspruch auf Vollstéandigkeit. Das
néchste gréflere Update wird voraussichtlich Mitte Januar erscheinen. Wir wollen
neben der Fortfiihrung des theoretischen Stoffes auch mehr Beispiele einbinden.

Gleichzeitig wollen wir die Gelegenheit nutzen, unsere fleiffigen Vorarbeiter zu
wiirdigen. Im Wintersemester 2017/2018 hat eine Gruppe Studenten je eine Vor-
lesung mitgeschrieben. Thre Aufzeichnungen bieten einen Pfeiler, auf dem dieses
Skriptum steht. Ihre Namen sind (in ungeordneter Reihenfolge) Florian Wirth,
Manuel Kunkel, Johannes Diireth, Moritz Meinecke, Simon Sanke, Petra Alber-
tova, Krzysztof Radacki, Konstantin Weisenberger, Kaja Jurak, Henri Scheppach,
Florian Faaber, Lennart Koniger und Thorsten Umlauf. Vielen Dank.

Wir wiinschen nun allen Studenten, die mit diesem Skriptum lernen, eine ruhige
Adventszeit und erholsame, besinnliche Weihnachten.

Constantin Mierau, Marius Moller im Dezember 2018






1 Theoretische Mechanik -
Einfiilhrung

1.1 Was ist theoretische Physik?

Die theoretische Physik formuliert physikalische Theorien und wendet sie an. Was
aber ist genau eine Theorie? Eine Theorie ist eine widerspruchsfreie Formulie-
rung allgemeiner Gesetzméfigkeiten. Eine Theorie ldsst sich nicht mathematisch
beweisen, jedoch durch ein einziges Gegenbeispiel falsifizieren. Wissenschaftsphilo-
sophische Ansétze dieser Art gehen zuriick auf Sir Karl Popper. Eine Theorie lésst
sich zum Beispiel aus der Verallgemeinerung von experimentellen Ergebnissen ab-
leiten und Vorhersagen fiir neue Experimente treffen. So ergénzen und bedingen
sich Theorie und Experiment:

Viele Theorien sind in einem physikalischen Sinne sinnvoll, auch wenn sie nicht
im mathematischen Sinne zu beweisen sind. Ein Beispiel fiir eine sehr ausgereif-
te und grundlegende Theorie ist die Theoretische Mechanik. Sie ist die Lehre
der Bewegungen. Ist die Frage nur nach der Art der Bewegung, liefert darauf die
Kinematik Antworten. Untersucht man daneben auch die Ursache der Bewegun-
gen, namlich Kréfte, hilft die Lehre der Dynamik weiter. Im Laufe des Semesters
lernen wir weitere Formalismen zur Berechnung von Bewegungsgleichungen neben
dem Newton’schen Kraftansatz kennen. Mehr dazu erfahren wir im Kapitel zum
Lagrageansatz und dem Hamiltonprinzip.

Viele Konzepte der Theoretischen Mechanik sind die Grundpfeiler anderer Theo-
rien der theoretischen Physik.

Dabei hilft die Mathematik als Sprache zur Beschreibung der allgemeinen Ge-
setzméBigkeiten. Sie ist pragnant und fiir Berechnungen niitzlich. Dazu benétigen
wir die Mittel der linearen Algebra, Differential- und Integralrechnung sowie Losungs-
methoden fiir gewohnliche Differentialgleichungen (DGL).

Die Theoretische Mechanik soll Vorhersagen iiber die Bewegung materieller Kérper
treffen. Zuerst wollen wir materielle Koérper idealisieren und Massenpunkte behan-
deln, spéater wollen wir unsere Betrachtungen auf starre Kérper ausdehnen.
Unser Ziel muss dabei sein, ein Verstdndnis fiir die Funktionsweise einer physi-
kalischen Theorie zu erlangen und Techniken anwenden zu koénnen, Bewegungen
vorherzusagen.



1 Theoretische Mechanik - FEinfiihrung

Beispiele fiir weitere Theorien sind die Quantenmechanik, statistische Dynamik
(Thermodynamik), Feldtheorien (Elektrodynamik) und die allgemeine Relativitiatstheorie.
Bei der Aufstellung von Theorien bedient man sich oft der systeminhérenten Sym-
metrie eines Problems.

1.2 Kinematik: Grundlagen

Die Bewegung eines Massenpunktes ist charakterisiert durch die Vektoren Ort 77(t),
die Geschwindigkeit ¥(t) =7(t) und die Beschleunigung d(t) =7(t).

Aus Betrachtung der wirkenden Kréfte ist @ meist gegeben, die Vektoren der Ge-
schwindigkeit und des Ortes erhélt nach durch ein- bzw. zweimaliges Integrieren.
Die Integration fiihrt zu zwei Integrationskonstanten r) und v, die zur genauen
Kenntnis der Bewegungsgleichung gegeben sein miissen. In einem ersten - seit dem
ersten Semester altbekanntem - Beispiel sei @ = const. = dj:

U(t) = ag(t —to) + vp, (1.1)

1
F(t) = 550(75 —t0)? + Uo(t — to) + 7% (1.2)

U(t) liegt dabei in der von vj und ap aufgespannten Ebene. Die Trajektorie 7(t)
liegt ebenfalls in dieser Ebene durch den Punkt 7.

Fiir jede Zeit t ist die Geschwindigkeit tangential zur Trajektorie. Die Ebene wird
charakterisiert durch den Normalenvektor, gegeben durch das normierte Kreuz-
produkt

Uy X ap
7]

7 ist konstant in der Zeit. Fiir eine Kreisbewegung in der (x,y)-Ebene haben wir
n = e,. Es ist zweckméBig, Zylinderkoordinaten zu verwenden,

(1.3)

n=

x = rcos(p), (1.4)
y = rsin(y), (1.5)
z =z (1.6)

Die Koordinaten r, ¢ und z sind paarweise linear unabhéngig voneinander. Dies
werden wir spéter bei der Einfiithrung der Lagrange’schen Mechanik brauchen.



1.2 Kinematik: Grundlagen

Zudem sind sie genau dann bestens geeignet, wenn das Problem eine inhérente
Zylinder- oder Rotationssymmetrie aufweist. Die Infinitesimale dx und dy der kar-
tesischen Koordinaten lauten in Zylinderkoordinaten (dz bleibt logischerweise dz):

dx = cos(p)r + rsin(p)@ (1.7)
und

dy = sin(@)7 + 7 cos(p)¢ (1.8)

Die normierten Basisvektoren, die den Raum zylindersymmetrisch beschreiben,
lauten:

cos(¢p)
€. = | sin(yp) (1.9)
0

—sin(yp)
€, = | cos(p) (1.10)

0
=10 (1.11)
1

Man beachte: Die Einheitsvektoren sind zeitabhéangig! Die Bahnkurve 7(t) ldsst sich
schreiben als 7(t) = re; + zé;, da €, = é€,.(p); ¢ = ¢(t). Wir sehen im Vektor 7(t)
die Abhéngigkeit von ¢ nicht direkt. Sie ist versteckt im Vektor €,., der seinerseits
von ¢ abhéngt. Ein infinitesimales Wegstiick ldsst sich in Zylinderkoordinaten
darstellen als:

dr' = dré; + rdpeg, + dze,. (1.12)

Um die Geschwindigkeit und Beschleunigung zu erhalten, muss man einmal (zwei-
mal) ableiten und erhélt

ar .
U= =i, +re, + 6, (1.13)

= (7 — 1926 + (rd + 2rd)e, + 6. (1.14)
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Man nehme solche Rechnungen nicht nur gegeben, sondern mache sich die Miihe
und verifiziere fiir sich selbst nach.

Den Vektoren der Geschwindigkeit und Beschleunigung sieht man an, dass es je
eine radiale und tangentiale Komponente gibt. Wir wollen zu diesen Rechnungen
noch ein Beispiel rechnen. Dazu betrachten wir die Bewegung eines Massenpunktes
auf einer Kreisbahn (|7] = const. = R):

d = —Ry%é, + Rpe,

Mit w = ¢ wird die Winkelgeschwindigkeit definiert. Dieser Grofle ordnet man
einen Vektor zu, der definitionsgeméfl senkrecht zur Rotationsebene, also langs
der Rotationsachse, steht:

W= we; (1.15)
AuBlerdem gilt:
WX T=10=wRe, (1.16)

Eine gleichférmige Kreisbewegung ist genau dann gegeben, wenn w = const., dann
wird die Tangentialbeschleunigung a, = 0.
Soweit sollte noch alles aus dem ersten Semester bekannt sein.

1.3 Dynamik: Grundlagen

Das Wort Dynamik kommt aus dem Altgriechischen von dvvapuckn und bedeu-
tet "méchtig”, in der substantivierten Form ”Kraft”. Damit ist semantisch klar
gestellt: In diesem Kapitel geht es um Kréfte. Newton hat sich in seiner ” Philo-
sophiae Naturalis Principia Mathematica” (1687) intensiv mit Kréaften und Bewe-
gungen befasst und folgende 5 Axiome aufgestellt:

N1: Die Geschwindigkeit von Korpern, auf die keine Krifte ausgeiibt werden, ist
konstant.

Def.: Trage Masse m;:

MaS fiir den Widerstand von Kérpern gegen Bewegungsinderungen (skalare Grofe)

N2: In einem Inertialsystem ist die Anderung des Impulses eines Korpers pro
Zeiteinheit ist gleich der Summe aller angreifenden Kréfte:

p=F (1.17)

10



1.3 Dynamik: Grundlagen

Ist die Masse konstant, gilt das altbekannte:
F=m-d (1.18)
Der Impuls werde definiert als:

p=mu (1.19)

N3: Reaktionsprinzip: Die Kraft F, 12, die ein Korper 2 auf einen Korper 1 ausiibt,
ist betragsgleich entgegengerichtet mit der Kraft F5; des Korper 1 auf den Korper
2.

N4: Das vierte Axiom besitzt keine allgemeine Giiltigkeit. Es postuliert die Ab-
solutheit von Raum und Zeit. Dies gilt nur fiir nicht-relativistische Geschwindig-
keiten. Wir werden genau diese Bedingungen am Ende des Semesters fallen lassen,
wenn wir uns der Relativitédtstheorie widmen.

N5: Superpositionsprinzip: Wirken mehrere Kréfte auf einen Kérper, so ist die
gesamt angreifende Kraft gleich der Vektorsumme der einzelnen Kréfte:

F.-SF (1.20)

Wir wollen im Folgenden drei kurze Beispiele fiir Kréafte anbringen:
Gewichtskraft: Aufgrund der Erdbeschleunigung g; ms sei die schwere Masse:

—

F=ms-g (1.21)
Aus der Relativitéitstheorie (wie wir spater sehen werden) gilt fiir alle Korper, dass

die schwere und trage Masse gleich grof3 sind.

Gravitationskraft: Zwei Massen ziehen sich aufgrund ihrer Masse an. Abstoflen-
de Schwerkraft wird unter der Theorie der Quantengravitation diskutiert, steht
aber (noch) auf sehr wackeligen Fiilen. Es gilt (fiir die anziehende Gravitation):

; M
Fora(7) = —G—1=6; (1.22)
T

G ist die Gravitationskonstante und betragt circa 6,67 - 10_11%:2

(Stoke’sche) Reibungskraft: fiir laminare Bewegungen (s. BAM, V.5) in einer Fliissigkeit:

F, = —k# (1.23)

Fiir eine Kugel, die langsam genug durch eine Fliissigkeit féllt, gilt k = 67rn

11
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1.4 Wechsel des Bezugssystems und Scheinkrafte

Def.: Inertialsystem:

Ein Inertialsystem ist ein Bezugssystem, in dem Newton’sches erstes Axiom Giiltigkeit
besitzt. Damit ist v = const. fiir Korper, auf die keine Krafte wirken.

Es gibt mehr als ein Inertialsystem pro betrachtetes Problem.

Oft sind Bezugssysteme niitzlich, die keine Inertialsysteme sind (— rotierende Be-
zugssysteme).

In diesen gelten die Newton’schen Axiome nicht (zumindest nicht einfach so wie in
einem Inertialsysteme, s. unten), trotzdem lassen sich die Bewegungsgleichungen
aufstellen.

Zwei Bezugssysteme seien S, S’ sie fallen zum Zeitpunkt t=0 zusammen, S sei
ein Inertialsystem, es gelte mi = 0 ohne duBere Krifte. S’ gehe aus S durch eine
zeitabhingige Translation R(t), R(t = 0) = 0 hervor.

S’ ist genau dann ein Inertialsystem, wenn fiir die Koordinaten  in dem neuen
System S’ ebenfalls gilt:

mi' =0 (1.24)

Der Vektor 7 sei wie folgt definiert:
F=R+7r (1.25)
A - (1.26)

(1.27)

Da S ein Inertialsystem ist, musste mi =0 gelten. Soll aber S” wieder ein Inerti-

alsystem sein, muss auch mi’ =0 gelten und es bleibt nur R =0. Ein System S’
ist also dann ein Inertialsystem, wenn es sich unbeschleunigt in Bezug zum Inerti-
alsystem, aus dem hervorgegangen ist, bewegt. Bei unserer Transformation haben
wir die Zeit invariant gelassen: ¢ = t’. Eine solche Art der Transformation nennt
man Galilei-Transformation. Sie ist die allgemeinste Art der Transformation,
die ein System wieder in ein Inertialsystem iiberfiihrt. Dies geht solange gut, wenn
U < ¢, die Systeme also nichtrelativistisch sind. Diese Annahme werden wir am
Ende des Semesters fallen lassen und uns genau mit solchen, relativistischen, Sys-
temen befassen.

Wir wollen nun Transformationen betrachten, die keine Gallileitransformationen

12



1.4 Wechsel des Bezugssystems und Scheinkréfte

sind (beschleunigte Bezugssysteme):
Fiir beliebige Transformationen zwischen S und S’ gilt

— . = -

7(t) = R(t) + 7 (t), mr=m(R+r"). (1.28)

Wir wollen Krifte ]5{ in S so definieren, dass auch in S gilt: ' = my’. Daraus
konnen wir folgern:

— - —

Fr=mr' =m(F— R) = F —mR (1.29)

Der Term mR ist eine Scheinkraft. Wir konnen also die Newton’schen Axiome
(die Bewegungsgleichungen) doch in S’ verwenden, wenn wir zur Kraft F eine
Scheinkraft addieren. Scheinkréfte beruhen nicht auf fundamentalen Kréften, son-
dern auf der Wahl eines beschleunigten Bezugssystems (bspw. rotierend). Das heift
aber nicht zwangslaufig, dass sie nicht wirkten. Der Passatwind erlebt die Coriolis-
kraft genauso wie das Kind im Kettenkarussell die Zentrifugalkraft. Diese Kréfte
wirken aber nur innerhalb des Bezugssystems und kénnen von auflerhalb betrach-
tet als Folge anderer Kréfte interpretiert werden.

In der Folge wollen wir uns genauer rotierenden Bezugssystemen widmen:
Rotationen sind Koordinatentransformationen, fiir die gelten:

1: Die Norm aller Vektoren bleibt wihrend aller Rotationen konstant.

2: Der Winkel zwischen Vektoren bleibt gleich.

3: Rechtshéindige Systeme bleiben rechtshindige Systeme, keine Spiegelung.

Die Erhaltung von Groflen werden wir spéter als das Resultat von Symmetrien
des Systems erkennen. Der Energieerhaltungssatz beispielsweise ist eine Folge eine
temporalen Symmetrie. In rotierenden Bezugssystemen ist der Drehimpuls erhal-
ten etc. Eine Erhaltungsgrofle wie Energie und Drehimpuls lésst sich schreiben
als

I(7(t), 7(t), t). (1.30)
Sie wird definiert {iber folgende Eigenschaft:

d ... -
I (F(),7(1), 1) = 0 (1.31)

Erhaltungsgrofien sind fiir die theoretische Physik von immenser Bedeutung, denn
sie spiegeln die Symmetrie der physikalischen Probleme wider (mehr dazu siehe

13



1 Theoretische Mechanik - FEinfiihrung

Emmy-Noether-Theorem). Sie bieten eine experimentell nachweisbare Aussage an
und helfen ungemein bei der Losung von Problemen (man erinnere sich an die
Aufstellung von Bewegungsgleichungen mittels des Energieerhaltungssatzes KP1).

Bei Rotationen in drei Dimensionen kommt es stets auf die Reihenfolge an: Rota-
tionen kommutieren nicht. Fiir einen beliebigen Vektor gilt:

o/ =Ri; R-S+#S-R (1.32)

Eine Drehmatrix R werde auf den Vektor @ angewandt. Danach soll auf das Re-
sultat mit einer weiteren Matrix S multipliziert werden. Das Ergebnis RS stimmt
i.A. nicht mit SR {iberein.

In drei Dimensionen ist R eine orthogonale 3 x 3-Matrix, deren Determinante
det(R) = +1 ist. Die Menge aller dieser Matrizen bildet die spezielle orthogonale
Gruppe SO(3). Dies ist eine nicht-abel’sche Gruppe.

Fiir infinitesimale Drehungen kann man die Drehmatrix R schreiben als die Ein-
heitsmatrix plus eine kleine Storung:

R=1+D (1.33)

Wie man leicht sieht folgt aus der Orthogonalitéit von R die Antisymmetrie von
D:

R'=R = D'=-D (1.34)
D sieht damit 0.B.d.A aus wie folgt:

0 —dQy d
D=|do; 0 —d (1.35)
—dQy dQy 0

Fiir einen beliebigen Vektor a gilt:

Ri=(1+D)a=d+d)xa (1.36)
mit:
o [dy
d§ = | S, (1.37)
s

Die infinitesimale Anderung von @ ist demnach dd = dQ x a.
Mithilfe der Zeichnung kénnen wir fiir den Drehwinkel ¢ einen Ausdruck finden:

_da]  [dQ xd]  dQ-a-sin(d)
p p a-sin(¥)

do = dQ (1.38)

14



1.5 Arbeit und Energie

Die infinitesimale Anderung von a ist

da  dS)
— =—Xa=wWXxa 1.39

at at e (1.39)
@ soll hierbei die bekannte Winkelgeschwindigkeit sein. & ist dabei kein Vektor,
sondern ein sog. Axialvektor. Unter einer Punktspiegelung am Ursprung dndern @

und da ihre Vorzeichen, & jedoch nicht.

1.5 Arbeit und Energie

[LA. haben wir gesehen, dass sich Bewegungsgleichungen in der folgenden Form
schreiben lassen kénnen:

mri’ = F(F,7,t) (1.40)

mit den zwei Anfangsbedingungen 7(t = 0) = 7 und (¢t = 0) = .

Die Trajektorie eines Massenpunktes ist bei bekannten Kréaften und Anfangsbe-
dingungen fiir alle Zeiten festgelegt. Die Trajektorie liegt im sog. Phasenraum,
einem mathematischen Raum, der durch die Orts- und Geschwindigkeitsvektoren
aufgespannt wird.

Um einen Massenpunkt m durch ein Kraftfeld F von 7 nach df infinitesimal zu
bewegen, muss eine Arbeit verrichtet werden:

SW = —F - di (1.41)

Um die entlang eines Weges C geleistete Arbeit zu erhalten, integriere man iiber
diesen:

W:/awz—/df-ﬁ(f,m) (1.42)
C C

Wir wollen nun der Frage nachgehen, wann 0W ein totales Differential, also ein
dW ist. Daraus lassen sich auch Schliisse iiber unser zugrunde liegendes Kraftfeld
ziehen:

' .
L — 7 —di 1.4
oW =dw e dr' + = dr'+ o dt (1.43)

Im allgemeinen Fall ist W eine Funktion vom Ort, der Geschwindigkeit und der
Zeit. Mit der Ableitung nach dem Ort sei der Nabla-Operator gemeint: Z—VX =VW.

Nach der Definition gilt aber éW = —F - dF, —F muss dann genau der Ableitung

Z—Vg entsprechen. Damit sind die anderen beiden Ableitungen nach Geschwindigkeit

15



1 Theoretische Mechanik - FEinfiihrung

und Zeit gleich 0. Damit dW ein totales Differential ist, darf W nur eine Funktion
des Ortes sein und es muss gelten:

F=-VW() = F=F® (1.44)

Ist OW = dW, so nennt man das zugehorige Kraftfeld konservativ. In einem
solchen gilt (wie sicherlich bereits bekannt):

- - oW
We = —/ F(dr)dr = / VWdr = / —dr = W(T) gnde — W(FAnfang) (1.45)
c c c O

= Die Arbeit ist in konservativen Kraftfeldern weginvariant.
Fallen Anfangs- und Endpunkt des Weges zusammen, so ist W fiir konservative
Kraftfelder 0.

Legen wir nun den Nullpunkt der Arbeit geeignet fest (W=0 fiir geeigneten Punkt
7o), ldsst sich ein Potential V definieren:

-

V() =~ / B di = F= -9V (1.46)

Anmerkung: In der theoretischen Physik werden die Begriffe Potential und poten-
tielle Energie synonym verwendet.
Da F' konservativ ist, muss hier kein Integrationsweg festgelegt werden:

VxF=-Vx(VV)=-VxVV=0 (1.47)

rotF = 0 ist eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dass F' konser-
vativ ist.

Wir wollen unsere Ergebnisse etwas zusammenstellen. Wir haben durch Rechnung
und Uberlegung 5 zueinander dquivalente Aussagen gefunden:

1. F ist konservativ.

2. rotF =0.

3. Jein Potential V (7), sodass F' = —VV.

4. Bis auf Anfangs- und Endpunkt ist W = — [ dFF () wegunabhéngig.

5. Die Arbeit verschwindet fiir jeden geschlossenen Weg.
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1.5 Arbeit und Energie

Konservative Krifte erleichtern das Rechnen sehr. Wer sich nicht mehr sicher ist,
wiederhole aus der Mathematik die Wegintegrale. Man wird sie brauchen.

Wir wollen en passant noch eine weitere Grofie definieren, die Leistung: Sie ist
die Arbeit pro Zeiteinheit:

aw T d /m

p_ s p_ ~H:__<_ 2) 1.48

dt mi == (5 () (1.48)
Das Endergebnis kommt uns bekannt vor. Es ist die zeitliche Ableitung der kine-
tischen Energie. Energie ist die Fahigkeit, Arbeit zu verrichten. Wir wollen die
kinetische Energie in Folge mit T bezeichnen:

Bn =T = %ré (1.49)
Ebenso ist die geleistete Arbeit gerade die Anderung der (kinetischen) Energie:

to

t1

In einem konservativen Kraftfeld gilt:
Wo=T1—To =V =V, = Egesle—f—‘/l:Tg—l-‘/g (].5].)

Fiir konservative Kriifte ist die Summe E=T+V fiir alle Zeiten erhalten (wir be-
trachten ein abgeschlossenes System und vernachlédssigen wie so oft Reibung etc.
Allerdings konnte man Reibungsverluste wieder als Teil des Systems sehen und
der Energieerhaltungssatz beséfle nach Anfiigen eines entsprechenden Verlustener-
gietermes nach wie vor Giiltigkeit)

Wir wollen nun noch zwei GroBen definieren, die die rotierenden Aquivalente zu
Impuls und Kraft sind: Drehimpuls und Drehmoment:

L=7Fxp=mixi (1.52)

Andert sich I unter dem Einfluss einer Kraft F:

— — — —

L=mixi+mrxr=FxEF=M = L=DM (1.53)

Der Vektor L sei dabei der Drehimpuls, M das Drehmoment. Der Drehimpuls zeigt
in e,-Richtung.

Der Drehimpuls ist konstant, wenn M = 0. Dies ist der Fall, wenn 7 und F parallel
sind, also wenn F = f(7 t) é. ein Zentralkraftfeld. Dann steht L senkrecht
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1 Theoretische Mechanik - FEinfiihrung

auf 7 und 7, d.h. fiir L = const. ist die Bahn #(t) Vt L zu L.

Wann aber ist eine Zentralkraft konservativ?

F=fFrt) é=-VV(F) (1.54)

Wir folgern (wieder), dass f unabhéngig sein muss von 7 und t. Schauen wir uns
doch die Losung in Kugelkoordinaten an (Nabla-Operator in Kugelkoordinaten):

0 10 1 0

—(er—+€y-——+e,——=—)V 1.55
G T Ta0 T g’ (1.35)
Durch einen Koeffizientenvergleich erhalten wir:
ov 10V 1 oV
M) =——, ————=0= — 1.
/() or’ r oY 0 rsing Op (1.56)
Wir folgern:
V= V() (1.57)

Ein Zentralpotential ist ein Potential, das nur vom Ort, nicht aber von der Ge-
schwindigkeit oder explizit der Zeit abhéngt. Es gilt ferner:

In einem Zentralpotential sind Energie und Drehimpuls erhalten.

Man wihle seine Koordinaten so, dass die Bahn in der (x,y)-Ebene liegt. Es bieten
sich Polar- oder Zylinderkoordinaten an.

Wir wollen uns nochmal Drehimpuls und Energie zuwenden, um noch mehr {iber
das Potential zu erfahren. Zum Drehimpuls:

—

L =mF X 7= mf x (1€, + roeg) = mr2pé, (1.58)

Die Gesamtenergie eines Systemes lésst sich schreiben:

E="T02 V(r)= %(7‘67 +roey)t +V(r) = L @rzgf +V(r)= (1.59)

2 2 2
may Ly t. (160
DI —— (r) = const. (1.60)
—

=Veff
Wir haben die Energie fiir ein effektiv eindimensionales Problem erhalten. Die

einzige Koordinate ist r. Da %r_é > 0 ist, ist E> V,¢¢(r). Dies schrinkt mogliche
Bahnen innerhalb des Potentials ein. Wir wollen diese am Beispiel des Coulomb-
Potentials der Elektrostatik betrachten: V (r) = —ﬁg ~ +. Das Vs setzt sich
also aus zwei Komponenten zusammen, eine proportional zu %2 und eine propor-

tional zu —%: Wir erhalten folgende mogliche Bahnen einer Probeladung:
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1.6 Newton-Mechanik fiir Mehrteilchensysteme

1. Fiir £ < V,,in existieren keine Losungen.
2. Fir F = V,,in ist die Bahn eine Kreisbahn mit festem Radius.

3. Fiir V,,in < E < 0 erhélt man Ellipsen. Die Bahnen sind geschlossen, r aber
innerhalb eines Intervalls variabel.

4. Fiir £ > 0 erhélt man ungebundene Bewegungen (Parabeln und Hyperbeln),
da der Radius nach unten hin beschrankt ist durch E > V.;/(r), nach oben
hin aber beliebig groff werden kann.

1.6 Newton-Mechanik fiir Mehrteilchensysteme

Wir wollen nun unser Wissen aus Einteilchensystemen auf Mehrteilchensysteme
(N>2) verallgemeinern. Beispiele fiir Mehrteilchensysteme sind die Atome in einem
Gas, das Doppelpendel, die Bewegung der Planeten im Sonnensystem und viele
mehr. Wir wollen Massen durchnummerieren mit m;, Impulse mit p;, Orte mit r;;
1 laufe dabei von 1,...,n.

Die Gesamtkraft auf ein Teilchen ¢ addiert sich aus d&ufleren, externen Kréften F;ex
und inneren Kréften ﬂ;i. Mit dem zweiten und dritten Newton’schen Axiom gilt:
Fi=F& 4+ Fi Fy=—F; (1.61)

J#i

P
Wir definieren die Gesamtmasse, Schwerpunkt und Gesamtimpuls als:
_ 1 . _ o

Leiten wir den Gesamtimpuls ab, erhalten wir:

P=Sp5=SE"+Y Y Fj-F. (1.63)
i i i g
=0
Der Impulssatz besagt:

p= const. F;E =0

Bleiben die Massen konstant, kénnen wir schreiben:

ﬁzZﬁzZmiﬁzgzmﬁ:Mf (1.64)
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1 Theoretische Mechanik - FEinfiihrung

['sei die Beschleunigung des Schwerpunkts. Der Schwerpunkt bewegt sich wie ein
Massenpunkt der Masse M, auf dem die Summe aller dufleren Kréfte wirkt. Wir

nihern den Schwerpunkt durch einen Massenpunkt.
Fiir den Drehimpuls kénnen wir ebenso einen Satz formulieren:

L:E Li:E ﬁxﬁézg mT; X 1;
i i

i

E:M:ZmlﬁXﬁ—l—mlﬁXﬁ]:ZﬁX(F}I+Zﬁz)
L_,O_, )

i j#i

Der Beitrag der inneren Kréfte liefert:

LEDIIED WD IIEED AP W

@ J#i i JFi JFi
1 ., o -
=32 2 =) X Ey
i g

Fiir Zentralkrifte gilt:
Fyll (7=75) = (70)=0
Das AuBere Drehmoment ist definiert als:

— = — exr 5
Meng rix F, =1L

7
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2 Lagrangesche Mechanik

In seinem Werk ”Mécanique analytique” von 1788 veroffentlichte Joseph-Louis de
Lagrange (* 25. Januar 1736 in Turin; 1 10. April 1813 in Paris) seine Formulierung
der klassischen Mechanik. Die darin beschriebene Lagrangesche Mechanik ist auch
heute noch brandaktuell und aus dem physikalischen Alltag nicht mehr wegzuden-
ken. Diese ermoglicht es uns, auch kompliziertere mechanische Problemstellungen
anzugehen.

In der Newtonschen Mechanik haben wir uns oft mit Systemen von Massenpunk-
ten befasst. Ein Nachteil der Newtonschen Mechanik ist, dass diese nicht kovariant
ist, d. h. die Bewegungsgleichungen haben in unterschiedlichen Koordinatensyste-
men unterschiedliche Formen. Auch hat jeder Massenpunkt drei Freiheitsgrade,
d.h. iiber drei Parameter wird der Zustand des Teilchens bestimmt. In einem N-
Teilchen System benétigt man also 3N Parameter. Fiir ein System von N Teilchen
erhélt man 3N Differentialgleichungen 2. Ordnung, fiir deren Losungen die An-
fangsbedingungen bekannt sein miissen.

Die meisten physikalischen Systeme im Alltag sind jedoch keine typischen Teilchen-
systeme: wenn man zum Beispiel den Kurbelmechanismus einer Dampfmaschine
(siehe 2.1) beschreiben will, interessieren die Krifte und Spannungen in der Pleuel-
stange nicht. Die Maschine, die selber aus unendlich vielen Teilchen besteht, kann
allein durch die den Winkel ¢ beschrieben werden.

=> W,

Abbildung 2.1: Kolben
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2 Lagrangesche Mechanik

2.1 Zwangsbedingungen und Zwangskrafte

Bei Betrachtung einer starren Hantel (siche Abb. 2.2) ben6tigt man in kartesischen
Koordinaten sechs reelle Grofen, um die Positionen der beiden Massenpunkte zu
beschreiben. Der Abstand der beiden Massenpunkte ist jedoch konstant: er ist
iiber eine sogenannte Zwangsbedingung festgelegt. Man kann also eine der sechs
reellen Groflen durch die anderen Groflen ausdriicken. Also sind von den sechs
Groflen nur fiinf unabhéngig voneinander und reichen aus, um die Lage der Hantel
eindeutig zu beschreiben. B

7 — 2| = |Ry| (2.1)

Die fiinf reellen Groéflen reichen also aus, um die Lage der Hantel in geeigneten
Koordinaten vollstdndig zu bestimmen. Den Schwerpunkt der Hantel beschreibt
man mit kartesischen Koordinaten und die Orientierung von |/} — 7| = |Fy| in
Polarwinkeln.

Abbildung 2.2: starre Hantel

Fiir ein in zwei Dimensionen auf einer Ebene rollendes Rad gilt, dass der Mittel-
punkt immer denselben Abstand R von der Ebene (— y = yo = const.) hat. Da
der Auflagepunkt des Rades nicht gleitet, ist er momentan gesehen in Ruhe. Also
folgt daraus die Rollbedingung

t=Rp— =10+ Rp. (2.2)

Hier gibt es nur eine unabhéngige Koordinate .

Zwangsbedingungen: geometrische Bedingungen, die die Bewe-
gung einschrénken

Zwangskrifte: die Krifte, die in der Bewegungsgleichung fiir die
Einhaltung der Zwangsbedingung sorgen
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2.2 Holonome Zwangsbedingungen
Diese Zwangskrifte sind jedoch meist nicht explizit bekannt. Es gibt im Lagrange-
Formalismus also zwei Moglichkeiten:

1. die Zwangskréfte werden berechnet.

2. die Bewegung des Systems wird berechnet, ohne dass eine genaue Kenntnis
der Zwangskrifte erforderlich ist (Vorgriff: dies ist ein Lagrange-Formalismus
2.Art)

Es gibt verschiedene Arten von Zwangsbedingungen: holonom und nicht-holonom.

2.2 Holonome Zwangsbedingungen

Holonome (griechisch: holonom = , ganz gesetzlich“) Zwangsbedingungen sind de-
finiert wie folgt:

fl/(FhFQaJFN)t) = 0. (23)
e N: Anzahl der Massenpunkte im R?

e v=1,2...p: Anzahl der Zwangsbedingungen

2.2.1 Holonom-skleronome Zwangsbedingung

Af

o 0 (2.4)
Diese Art von Zwangsbedingung (griechisch: skleros = starr) hingt nicht explizit
von der Zeit ab (die Ortsvektoren 7; konnen natiirlich von t abhéngen).
Beispiele hierfiir wiren die Hantel (f(7,7) = |/ — 72| — |I§H| = 0) oder die
Rollbedingung (2.2).

2.2.2 Holonom-rheonome Zwangsbedingung

of,
o 70 (2.5)

Die holonom-rheonomen Zwangsbedingungen héngen dagegen explizit von der Zeit
ab (griechisch: rheos = "flielend”). Als Beispiel fiir das Auftreten solcher Zwangs-
bedingungen kann man sich das oben erwihnte rollende Rad in einem Aufzug
vorstellen. Die Ebene bewegt sich nun und y = h(z) ist eine Funktion der Zeit.
Somit gilt fiir die Zwangsbedingung: f(7,t) = y — h(t) = 0.
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2 Lagrangesche Mechanik

2.2.3 Anzahl der Freiheitsgrade

Wenn man ein System mit N Massenpunkten betrachtet, hat dieses 3N Freiheits-
grade. Bei Anwesenheit von Zwangsbedingungen sind manche Koordinaten jedoch
voneinander abhéngig. Somit gilt fiir die Anzahl der unabhéngigen Koordinaten S
bei N Massenpunkten und p Zwangsbedingungen

S=3N—p|. (2.6)

e N: Anzahl der Massenpunkte im R?

e p: Anzahl der Zwangsbedingungen

2.3 Nicht-Holonome Zwangsbedingungen

2.3.1 Zwangsbedingungen als Ungleichungen
gy = (FMFQW"?FN;t) 20 (27)

Ein Beispiel fiir eine Zwangsbedingung, gegeben durch eine Ungleichung, wéire
zum Beispiel ein Teilchen, welches in einer Kugel mit dem Radius r eingesperrt ist.
Der Mittelpunkt der Kugel sei der Ursprung des kartesischen Koordinatensystems.
Somit gilt fiir das eingesperrte Teilchen die Zwangsbedingung

vai+yrt4+ 2 <r. (2.8)

2.3.2 Zwangsbedingungen in differentieller, nicht integrierbarer
Form

Zwangsbedingungen in differentieller Form, welche nicht integrierbar sind:
0f, = aydry + dodrs + ... + dpdr, + bdt (2.9)

Die Koeffizienten seien auflerdem nicht so durch partielle Ableitung gegeben, dass
ein totales Differential vorliegt. Lage ein totales Differential vor, wére es eine holo-
nome Zwangsbedingung. Die nicht-holonomen Zwangsbedingungen werden spéter
in (7) behandelt.
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2.4 Generalisierte Koordinaten und Konfigurationsraum

A

Abbildung 2.3: ebenes Doppelpendel

2.4 Generalisierte Koordinaten und
Konfigurationsraum

Mit den holonomen Zwangsbedingungen kann man nun p der 3N kartesischen
Koordinaten eliminieren, da diese die Anzahl der Freiheitsgrade reduzieren. Wir
fithren nun die generalisierten Koordinaten ein, wie sie in der Lagrange Mecha-
nik verwendet werden. Die generalisierten Koordinaten miissen die momentane
Konfiguration des Systems eindeutig festlegen (bijektiv) und voneinander un-
abhingig sein.

Dieser von den generalisierten Koordinaten aufgespannte S-dimensionale Kon-
figurationsraum (3N — P = S) ist eine Menge von Tupeln (¢, g2, ..., gs). Die
Punkte im Konfigurationsraum entsprechen jeweils einem moglichen Zustand des
Systems bzw. einer Kofiguration. Dementsprechend gibt es zu den Punkten

q= (q17q27---7qs) (210)

auch generalisierte Geschwindigkeiten ¢, go, ..., ¢s . Wir wollen dies am Beispiel
des ebenen Doppelpendels veranschaulichen:

Die generalisierten Koordinaten hierfiir sind die beiden Winkel ¢; und ¢s.

Somit ist der Konfigurationsraum

[0, 27[®]0, 27|

Bei dem Zeichen ® handelt es sich um das Tensorprodukt, welches multilineare
Abbildungen beschreibt. Fiir die generalisierten Koordinaten der Hantel wéren,
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2 Lagrangesche Mechanik

wie in (1.1) schon kurz angerissen, kartesische Koordinaten fiir den Schwerpunkt
und Polarwinkel fiir die Orientierung der beiden Massen geeignet. Also ergibt sich

fiir den Kofigurationsraum
R®* ® S?(0, ¢).

Dieser Konfigurationsraum charakterisiert, mit den Koordinaten in ihrer Gesamt-
heit, das System. Damit handelt es sich bei den Koordinaten nicht notwendiger-
weise um Lingen.

Mit bekannten Anfangsbedingungen fiir ¢ und ¢ ist der Zustand des Systems im
Konfigurationsraum iiber die entsprechenden Bewegungsgleichungen festzulegen.

2.5 Virtuelle Verriickung o7;

Ziel ist es, die unbekannten Zwangskréfte aus den Bewegungsgleichungen zu eli-
minieren. Deswegen fiithren wir die virtuelle Verriickung ein 07;:

Die virtuelle Verriickung ¢7; ist eine willkiirliche, infinitesimale Verschiebung,
die mit den Zwangsbedingungen unseres Problem vertraglich ist. Auflerdem erfolgt
sie instantan, also bei festgehaltener Zeit (6t = 0).

Die realen Verriickungen erfolgen in einem Zeitintervall dt. Wir gehen mit ¢ ma-
thematisch wie mit einem Differential d um. Da die virtuellen Verriickungen die

Zwangsbedingungen erfiillen, konnen virtuelle Verriickungen bei skleronomen Zwangs-

bedingungen auch reale Verriickungen sein. Bei rheonomen Zwangsbedingungen
liegt ein Unterschied vor, wie man an dem rollenden Rad im Aufzug erkennen
kann.

Abbildung 2.4: Unterschied zwischen virtueller und realer Verriickung
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2.6 D‘Alembertsches Prinzip

Mit der holonom-rheonomen Zwangsbedingung (siehe 1.2.2) y — h(t) = 0 ergeben
sich mit q=x als generalisierter Koordinate die

e reale Verriickung: dr = (dz, dy) = (dq, vodt) und die

e virtuelle Verriickung:§r' = (dz, dy) = (6¢,0) .

Man erkennt bei genauerer Betrachtung auch, dass die virtuelle Verriickung recht-
winklig auf den Zwangskréften steht.

2.6 D‘Alembertsches Prinzip

Das 2. Newtonsche Axion lasst sich schreiben
~— ~—

von den Zwangsbedingungen unabhéngige Krifte  Zwangskréfte

also ergibt sich fiir die Zwangskréfte

— —

Fiir N-Teilchen multipliziert mit der virtuellen Verriickung ergibt sich die virtuelle

Arbeit:

N

N
> (mi, — Fy)or = Zior; (2.11)
=1

=1

D¢Alembert postuliert:
”Die Natur der Zwangskrifte ist derart, dass sie keine virtuelle Zwangs-
arbeit verrichten.”

N
> " Zo7 =0 (2.12)
=1

Das Verschwinden der Zwangsarbeit kann nicht bewiesen oder hergeleitet werden,
es wird aber durch die Ubereinstimmung mit der Erfahrung als bestéitigt angese-
hen. Dieses Postulat, das Prinzip der virtuellen Arbeit, impliziert, dass die
Summe der einzelnen Beitriage zur virtuellen Arbeit Null sein muss:

N

> (i — Fy)ér; =0 (2.13)

=1
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2 Lagrangesche Mechanik

Wir sollten jedoch im Hinterkopf behalten, dass nur die Summe Null sein muss,
nicht zwangsweise aber die einzelnen Summanden. Bei holonomen Zwangsbedin-
gungen konnen die virtuellen Verriickungen 67; mit Koordinatentransformationen
i = 7i(q1, ., @3sn—p,t) mit i« = 1,...,N als Funktion der 3N-P unabhéngigen
Verriickungen geschrieben werden:

3N-P

or;

or; = ~—0¢;
= %

(2.14)

wobei ¢ = 1,...,N ist. Wenn man dies nun in die d‘Alembert-Gleichung (2.13)
einsetzt, erhélt man unabhéngige ¢; sowie d¢;. Also muss jeder Summand der
Summe einzeln gleich null sein:

3 [Z(mé—ﬁg)g—?]é% ~0 Vj=1,..3N—P (2.15)
J

j=1 i=1

Somit erhélt man 3N — P = S unabhingige Bewegungsgleichungen. Wir wollen
uns das Alles nocheinmal am folgenden Beispiel verdeutlichen:

LEITER AN DER WAND

Lange der Leiter |

B

X

Abbildung 2.5: Leiter an der Wand
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2.6 D‘Alembertsches Prinzip

Uns interessiert die Spannkraft F im Seil. Dafiir miissen wir uns Gedanken iiber
die Zwangsbedingungen machen. Hier liegen vier holonom-skleronome Zwangsbe-
dingungen vor

xp = (I — L) cos(a),
yp = Lsin(a),

Tg = écos(oz) und

I
Ys =35 sin(a).

Wir haben also einen Freiheitsgrad (4 —3 = 1 bzw. als dreidimensionales Problem
betrachtet gilt zp = zg=const. und somit 6—5 = 1) und wihlen « als generalisierte
Koordinate. Die Kraft F darf nicht als Zwangskraft betrachtet werden, da sie
sonst nicht mit dem d‘Alembert-Prinzip berechnet werden kann (und sie raubt uns
den letzten Freiheitsgrad). Die d‘Alembert-Gleichung (vektoriell und in Betréigen)
lautet

mg - 0Fs + M- 0rg + F - 674 = 0,
—mg - dys — Mg - dyg — F - dxy = 0.

und mithilfe der Zwangsbedingungen und trigonometrischer Beziehungen erhélt
man fiir die virtuellen Verriickungen in generalisierten Koordinaten:

Sra=—lsina);,  dyp= Leos(a)da;  dys = & cos(a)a

Durch Einsetzen in die d‘Alembert-Gleichung mit Betrigen erhélt man

(—mgé cos(a) — M gL cos(a) + Flsin(a)da = 0.

Da da beliebig ist, folgt daraus das (—mg< cos(a) — MgL cos(a) + Flsin(a)) = 0
sein muss. Man erhélt also final

L
F= gcot(a)(% + MT) .
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2 Lagrangesche Mechanik

2.7 Die Lagrange-Gleichungen 2.Art

2.7.1 Herleitung aus dem d‘Alembertschen Prinzip

Wir kennen aus dem vorhergegangenen Abschnitt schon die d‘Alembert-Gleichung
(2.13):

S " (mi; — F)or =0

Diese enthilt keine Zwangskrafte: die virtuellen Zwangsarbeiten verschwinden. So-
mit wére ein Zwischenziel, die Zwangskrifte zu eliminieren, bereits erreicht. Die
kartesischen Verriickungen hiangen aufgrund der Zwangsbedingungen voneinander
ab, weshalb die einzelnen Summanden nicht gleich null gesetzt werden diirfen. Um
diese Unabhéingigkeit zu gewéhrleisten und so die erforderliche Anzahl an 3N-p
Bewegungsgleichungen aufstellen zu kénnen, kénnen wir bei holonomen Zwangs-
bedingungen auf (hier nicht explizit bestimmte) generalisierte Koordinaten trans-
formieren 7; = 7i(q1, g2, .-, @3n—p, t)

7
7= E —q., 2.16

welche nach der Zeit abgeleitet die generalisierten Geschwindigkeiten ergeben

3N—p

; or; . 0r
P L A 217
"2 9y, (2.17)
il 2 or
57, = i5 i= 1N 9.18
Z 2, (2.18)

Aus der zeitlichen Ableitung folgt fiir die virtuelle Verriickung (6¢ = 0) die Glei-
chung (2.18). Auch gilt mit den in 1.4 einfgefiihrten generalisierten Geschwindig-
keiten:

or, 0T
p— R 2 . 19
dq; 9 (219
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2.7 Die Lagrange-Gleichungen 2.Art

Wir wollen dies kurz nachrechnen und dazu 7; (G1.2.17) partiell nach ¢; ablei-
ten.

3N—p 3N— paf.
)

O or; . 0r; 4
dq; - 8q] [2:: dq; 9.1 T ] Z Jq;

gleicht der Ableitung von 7; (Gl. 2.16) nach g;, also

3N—p

(97"Z 8Tz
Jq; - aQJ [z:: dq; (]]} Z dq;’

was offensichtlich dquivalent ist. Fiir die virtuelle Arbeit gilt

wobei es sich bei (); um die verallgemeinerten bzw. generalisierten Kréfte handelt.
Es lohnt sich jedoch im Hinterkopf zu behalten, dass die Dimension bzw. Einheit
von @; keinesfalls Kraft sein muss, es handelt sich ja auch bei g¢; nicht notwen-
digerweise um eine Lénge. Das Produkt );¢; muss jedoch immer die Dimension
einer Energie besitzen.

Z Jokil (2.20)

1=1 aq]

Den ersten Term der d‘Alembert-Gleichung kann man wie folgt umschreiben und
kommt mit der Produktregel auf

N L 3N—p N . OF, 3N-p N oF . 4o
Zlzlmm or; = Z [ZZ mﬂ“z r }5(]] = JZ1 [Z E(mﬂ”za—;) — (mzrlaa—;) dq; -

=1

Wenn man nun die generalisierten Geschwindigkeiten und Gleichung 2.19 einsetzt,
erhélt man

3N—p N d 81)1 d 0 d o L . |
]Z:; [Z::d_ mﬂ}z ~ (mid, vzdt@ )} 045 = ; [%a_q] Z(§mlvz2) - (mwzaa—%) 0q; .

Fiir den uns schon bekannten Ausdruck fiir die kinetischen Energie des Teilchen-
systems schreiben wir nun
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2 Lagrangesche Mechanik

1 —2
T=3 ; miv;? . (2.21)

Es ergibt sich also fiir den ersten Term der d‘Alembert-Gleichung 2.13

3N—p

S Lo doT 0T
izlmﬂ“i 57"1‘ = Zl [Eﬁ_qj - a—q]] 5(]j, (222)

Jj=

fiir den zweiten Term setzen wir nun unsere generalisierten Kréfte (2.20) ein und
erhalten schlussendlich fiir die allgemeine d‘Alembert-Gleichung

3N—p

N
o doT 0T
7o = 42 0leg =o0. 2.2
;mr, or; ; [dt 95, oq, Q;|0g; =0 (2.23)

Die obige Gleichung ist allgemein giiltig. Fiir holonome Zwangsbedingungen liegen
3N-p=S unabhéngige Koordinaten ¢; vor und somit sind die dg; frei wiahlbar. Also
verschwindet die Summe, bzw. jeder Summand:

doT T
Lo = i =1,2,.. 2.24
7o, 0g, Q=0 j=12..5 (2.24)

In konservativen Kraftfeldern gilt aufgrund eines geschwindigkeitsunabhéangigen
Potentials V fiir die generalisierte Kraftkomponenten

S oV (7, t)
Jal S v Vg
J(rt) =V, V 57
7 or; oV (7, t) (97”1
= 2.2
; 00 Z o7, ou (2:25)

und schlieBlich mit dem Potential in generalisierten Koordinaten

NV (q,...,q3n—p, 1)

Q= — 2.26
J aq] ( )
Somit konnen wir Gleichung (2.23) umschreiben zu
3N—p
d o 0
——— T -V)——(T-V)|dg; =0. 2.27
;[dwq.j< )= 5T = V)]0 (2.27)
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2.8 Die Lagrange-Funktion

Wir definieren die Lagrange-Funktion L = L(q1, ..., gsn—p, G1, - Gn, 1):

L=T-V (2.28)

Diese Gleichung erfiillt die Lagrangegleichungen 2. Art. Fiir konservative Systeme
mit holonomen Zwangsbedingungen gilt die Lagrangegleichung 2.Art.

2.9 Die Lagrange-Gleichungen 2.Art

doL 0L _
dt (‘9% (9(]]‘ N

7=1,....,3N —p (29

Diese Gleichung ist eine der wesentlichsten Gleichungen der theoretischen Physik
und auch heute noch brandaktuell. Wie wir sehen, sind die Zwangskréfte elimi-
niert und erscheinen nicht mehr in den Bewegungsgleichungen. Es geniigen fiir die
vollstindige Losung nun 2(3N — p) = 2.5 Anfangsbedingungen.

PENDEL MIT GLEITENDER AUFHANGUNG

my

mo

Abbildung 2.6: Pendel mit gleitender Authédngung
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2 Lagrangesche Mechanik

Die Zwangsbedingungen lauten
21 =29 = const. =0, y; = const. =0 und (r; —x9)? +9y3 —1>=0.

Damit folgt fiir die Anzahl an Freiheitsgraden 6 — 4 = 2. Wir benétigen also zwei
generalisierte Koordinaten und wéhlen ¢; = x1 sowie ¢o = . Dann ist

To=¢q; +1lsingy und
Yo = lcosqs .

Man erhilt also fiir die kinetische Energie T und fiir das Potential V mit einge-
setzten generalisierten Koordinaten

1 ) . 1 . .
T= sz‘(%Q +4%) + §mz’($22 + 127),
1 ) 1 . ..
= 5(mi+ ma)(G:%) + §m2(l2q22 + 21 12 cOS G2) ,
V=—mygl cosqs.

FEinsetzen ergibt die Lagrange-Funktion

1 . 1 ) ..
L=T-V= §(m1 + mg)(q12) + émg(ﬂqg? + 20 G1ga cos qa) + ma gl cosgs .

Somit erhalten wir 2 Lagrange-Gleichungen (fiir ¢; und ¢ ):
Fiir ¢; ist L jedoch nur von ¢; abhéngig. Daraus folgt eine Erhaltungsgroflie, wie
wir spéter begriinden werden. Die Gleichung

d )
7 ((m1 +ms)(q1) + ma gl cos q2) =0

~
zeitunabhéngig

ist nicht zeitabhéngig, was uns auch auf eine Erhaltungsgrofie (es handelt sich um
den verallgemeinerten Impuls, bzw. die x-Komponente des Gesamtimpulses) fiihrt.
Die Lagrange-Gleichung fiir ¢,

don oL _d
= msl [lg’z + ¢1 cos(q2) — G1ga sin(qga) + ¢1ga sin(ga) + ¢ sin(qg)}

[m2l2q'2 + molq COS(QQ)] — [—77121 <Qld2 sin(g2) — ¢ Sin(%)ﬂ
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2.10 Die Lagrange-Gleichungen 1.Art

wird nun durch Linearisierung vereinfacht (man betrachtet also nur infinitessimale
Verdnderungen dgs, dgo)

sin(qa) ~ ¢ cos(qa) ~ 1 G2 =0
Damit ergibt sich fiir ¢;
(mq 4+ ma)Gy + malga =0 (2.30)
und fiir go
Imadi + malggs + mal®dy = 0. (2.31)
Durch Einsetzen von Gleichung (2.30) in (2.31) erhélt man
q2(t) = —ga cos(w(t — ty)) , (2.32)

was eine Schwingungsgleichung darstellt (keine erste Ableitung enthalten).
Fiir w? ergibt sich
o glmi+my)

_ A T Ma) 2.33
w — (2.33)

was uns zu folgendem Ergebnis bringt:

Q(t) = —mlmTQZmQQQ cos(w(t —tp)). (2.34)

2.10 Die Lagrange-Gleichungen 1.Art

Bei der Konstruktion von Maschinen ist es notwendig, die Zwangskréfte und die
realen Zwangsarbeiten zu kennen. Im Lagrange-Formalismus 2.Art werden diese
eliminert, der Lagrange-Formalismus 1. Art ermdglicht es uns jedoch die Zwangs-
krafte explizit auszurechnen.

Fiir den Lagrange-Formalismus 1.Art betrachten wir unsere Lagrange-Funktion, im
Gegensatz zum Lagrange-Formalismus 2.Art, als Funktion aller 3N generalisierten
Koordinaten. Hierbei sind also keine Freiheitsgrade durch Zwangsbedingungen eli-
miniert, wir fithren also die Zwangsbedingungen in unserer Rechnung mit. Also
erhalten wir 3N Lagrangegleichungen

Durch die Zwangsbedingungen sind die Gleichungen jedoch voneinander abhéngig
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2 Lagrangesche Mechanik

und die Klammern diirfen nicht mehr einzeln gleich Null gesetzt werden. Deswe-
gen fithren wir die Lagrange-Multiplikatoren ein. Holonome und differentielle
Zwangsbedingungen lassen sich (mit i = 1,...,p)

3N

j=1

schreiben. Mit der virtuellen Verriickung (siehe 2.18) ergibt sich

3N
j=1

da die virtuelle Verriickung instantan erfolgt. Durch multiplizieren mit dem Faktor
i, erhédlt man

3N
j=1

welches man in die allgemeine d‘Alembertgleichung (2.23) einsetzt. Dies ergibt

NrdoL oL <&
; [Ea_q] B ; Aiai 5%} 6g; = 0. (2.39)

Hier sind p Verriickungen voneinander abhéngig. Dies sollen die letzen der 3N
Verriickungen, also 0gsn—p+1, ..., 0¢3n, sein. Nun kann man die Summe aufspalten,
um die abhéngigen und unabhéngigen Verriickungen voneinander zu trennen.

= d oL OL P 3N d oL oL p
jzl [Ea_q] N 8_% - JZI /\i(lz’j 5in| g +j:3NZ—p+1 [Ea_q] — 6_(]] — jzl)\iaij 5(]1} 0q; = 0.

(2.40)

In der zweiten Summe werden die Multiplikatoren \; so gewéhlt, dass jede Klam-
mer der zweiten Summe verschwindet. Aufgrund der Unabhéngigkeit der Verriickungen
ist es in der ersten Summe moglich, jede Klammer einzeln gleich Null zu setzen.
Durch umstellen erhalten wir die Lagrange-Gleichungen 1.Art, welche es uns
ermoglichen, die Zwangskrifte direkt auszurechnen.

doL 0L &
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2.10 Die Lagrange-Gleichungen 1.Art

Unsere unbekannten Faktoren heiflen Lagrange-Multiplikatoren. Man kann
die rechte Seite der Gleichung auch als generalisierte Zwangskraft auffassen: im
Lagrange-Formalismus 1.Art eliminieren wir die Zwangsbedingungen durch die vir-
tuellen Verriickungen. Somit verrichten die Zwangskréfte keine virtuelle Zwangs-
arbeit. In dieser Rechnung sind jedoch die Zwangsbedingungen implementiert. Die
rechte Seite der Gleichung stellt also generalisierte Zwangskrifte dar.

p
ijz/\iaij 3 jzl,,BN
i=1

Wie man mit den Lagrange-Gleichungen 1.Art rechnet, soll in einem kurzen Rezept
erldutert werden:

2.10.1 How to...: Lagrange-GLeichungen 1.Art
Mit den Lagrange-Gleichungen 1.Art rechnet man wie folgt:

a) Nach Wahl von 3N geeigneten Koordinaten werden die ZB in differentieller
Form aufgestellt

b) L =T —V wird als Funktion der 6N Variablen ¢; und ¢; geschrieben

c¢) Die 3N Lagrange-Gleichungen werden berechnet und gelost

PENDEL MIT GLEITENDER AUFHANGUNG

my

mo

Abbildung 2.7: Pendel mit gleitender Authdngung
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2 Lagrangesche Mechanik

Das Pendel mit gleitender Aufhdngung haben wir schon mit dem Langrange-
Formalismus 2.Art gerechnet. Die geeigneten Koordinaten sind fiir my: (z,y)
und fiir my: (7, ). Uber die holonomen Zwangsbedinungen

yp = const. =0 und (z; —23)* +y5 —1>=0

haben wir, diesmal in der zweidimensionalen Betrachtung, uns bei der vorherigen
Betrachtung des Problems .

filz,y,r ) =y =0
folz,y,,m,0)=r—1=0
und erhélt somit fiir die a;
0 0
da die sechs iibrigen partiellen Zeitableitungen verschwinden. Fiir die Lagrange-

funktion erhalt man somit

L=T-V= 71(1’12 + y12) + 72(3322 + y22) — m1gy1 — Magya2,

was mit den folgenden Transformationsgleichungen
To=x+rsinp — 2y =+ 7rsine + rypcospund
Yo=Y —TCcosp —Ys=y-+rcosy+rosing,
auf die neue Darstellung der Lagrangefunktion
L= @(ﬁ +9°) + % r2r?p? + 2r (2 sin o — 9 cos ) + 2r[d cos @y sin go]]
— magyr — mag(y — cos @)

fithrt. Es ist wichtig, dass die Zwangsbedingungen nicht in die Lagrangeg-
funktion eingesetzt werden. Dies muss erst in der Lagrangegleichung erfolgen,
da sonst die entscheidenden Terme in der Lagrangegleichung fehlen. Wir erhalten
also fiir die einzelnen Lagrangegleichungen mit eingesetzten Zwangsbedingungen

Ly = (mq +my)d +mal(Pcosp — p? —sing) =0

L, = myl@sing + ¢* — cos ©) + (M1 +ma)g = M = Zschiene

L, = my(iysinp — [p* — gcos ©) = Ao = —Zraden

L, = mal(# cosp + 1 + gsing) = 0
und somit auch unsere Zwangskrifte Zgcpiene Und Zpagen. Diese Differentialglei-
chungen sind zu den mit dem Lagrangeformalismus 2. Art ermittelten dquivalent.
Insofern man also nicht explizit an den Zwangskriften interessiert ist, bietet der

Lagrangeformalismus zweiter Art oft einen angenehmeren Losungsweg, da er nicht
ganz so rechenintensiv ist.
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2.11 Forminvarianz der Lagrange-Gleichung unter
Koordinatentransformation

Im Gegensatz zu Bewegungsgleichungen in der Newtonschen Mechanik, sind die
Lagrange-Gleichungen forminvariant. Sie sind also unter der bijektiven differen-
zierbaren Punkttransformation

quqg((h;?%at) ) 7'21778

forminvariant. Punkttransformationen beschreiben beispielsweise die Transforma-
tion von kartesischen auf krummlienige Koordinaten oder die Transformation zwi-
schen einem inertialen und nicht-inertialen Bezugssystem. Die Darstellung der Be-
wegungsgleichungen &ndert sich also nicht.

Aus der Lagrange-Gleichung (2.29) fiir die gestrichene Fnktion erhélt man durch
Umstellen

doL(d,dt) oL
dt 9¢  Oq

1=1,...,s

und aus der Bijektivitit folgt ¢; = qi(q), - . ., ¢;, t). Mit der Kettenregel kommt man
auf

woraus

94 o Jy;
oq;  0g;

(2.41)

folgt. Es soll jedoch auch gezeigt werden, dass die Lagrange-Gleichungen identisch
sind, also

Ll(qllv"'uqqu.la"'7Q;7t) :L<q1(q177q‘/9)77q1(Qi77Q;7q(/977QQ)7t)
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2 Lagrangesche Mechanik

Der Beweis erfolgt durch Einsetzen:

S (L L o
1

dq; — < \0q; dq,  94;0d;) 0d;
_~— 9L 9y
= 94; 9q; ’
N 0L 9¢; d oL

und

" = 04; 0 dt 0,

i@L’_i 4 9L\ 9g; , OL d dg;
dt 0 = [\dtdq;) dq; ~ 0g; dt dq;

1

Wir wissen, dass

d g _ 945
dt dq; g

gilt. SchlieBlich erhalten wir also

G0~ (d0L oLy oy
dt 0¢,  0q. dt9g;  9q;) Oq;

=0

=0

]:1 N

J/

und sehen, dass L’ die Lagrange-Gleichungen erfiillt. Forminvarianz ist eine starke
Symmetrie, es verlangt nur eine bijektive und hinreichend differenzierbare Abbil-
dung. Im folgenden Abschnitt werden wir uns im Rahmen des Noether-Theorems
ausfiihrlicher mit Symmetrien beschéftigen.
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2.12 Symmetrien und ErhaltungsgréBen

2.12.1 Symmetrie

Eine Symmetrie ist in der Physik die Eigenschaft eines Systems, nach einer be-
stimmten Anderung unverdndert zu bleiben. Transformationen, die den Zustand
eines Systems nicht verdndern, nennt man Symmetrietransformationen. Man
unterscheidet hierbei

e diskrete Symmetrie: endliche Anzahl an Symmetrietransormationen (z.B.
Spiegelungen)  und

e kontinuierliche Symmetrie: unendliche Anzahl an Symmetrietransforma-
tionen (z.B. Rotation), bzw. sie konnen aus infinitessimalen Transformatio-
nen zusammengesetzt werden.

Symmetrien kann man verkniipfen (bzw. hintereinander ausfithren) und invertie-
ren. Mathematisch kann man sie mit Gruppen beschreiben. Da Gruppen relativ
héufig vorkommen, soll hier ganz kurz auf die Grundlagen eingegangen werden:

Def.: Gruppe
Eine Gruppe (G, o) ist ein Paar aus einer Menge GG und einer inneren Verkniipfung
o, die folgende Eigenschaften aufweist:

1. Abgeschlossenheit: Vz,y € G: —zxoy e G
2. Assoziativitit: Vz,y€ G:—zo(yoz)=(roy)oz

3. Existenz eines neutralen Elements: d;e € G: —Vax € Gz

4. Existenz eines inversen Elements: Vo € G : —F127' € G : —x oz ! =

rlox=e

Ist die Gruppe kommutativ, wird sie abelsch genannt, andernfalls nichtabelsch.
Erfiillen bestimmte Elemente der Gruppe ebenfalls die oben genannten Forderun-
gen, bilden diese eine Untergruppe.

Unsere Symmetrietransformationen sind also Elemente einer Gruppe. Besonders
wichtig sind kontinuierliche Symmetrien, wie zum Beispiel die Rotation in drei
Dimensionen (SO(3)). Diese bildet eine Lie-Gruppe, welche eine Lie-Algebra asso-
ziiert. Die Begriffe Lie-Gruppe und Lie-Algebra sind hier nur der Vollstéandigkeit
halber erwéhnt, Interessierte finden in Fachbiichern mehr Informationen dariiber.
Wenn Systeme Symmetrien aufweisen, folgen daraus Erhaltungsgrofien.

41
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2.13 Noether-Theorem

”Zu jeder kontinuierlichen Symmetrie gehort
eine Erhaltungsgrofle.”

” Every continuos symmetry is associated to a conserved quantity.”

Dieses Theorem, dass kontinuierlichen Symmetrien eine Erhaltungsgrofie zuord-
net, wurde in 1918 von der deutschen Mathematikerin Amalie Emmy Noether (*
23.03.1882, Erlangen; { 14.04.1935, Pennsylvania) formuliert. Uns schon bekannte
Beispiele fiir kontinuierliche Symmetrien und ihre Erhaltungsgrofien sind:

Translationssymmetrie < Impulserhaltung
Rotationssymmetrie < Drehimpulserhaltung
Translation in der Zeit < Energieerhaltung

Aber wie finden wir unsere Erhaltungsgréfien in der klassischen Mechanik?
Wir definieren den verallgemeinerten Impuls (ebenfalls kanonischer oder auch
konjugierter Impuls genannt):

oL
pj = 94, (2.42)
Dieser konjugierte Impuls entspricht bei geschwindigkeitsunabhéngigen Potentia-
len dem kinematischen Impuls. Es gilt Koordinaten zu finden, die nicht selber in
der Lagrange-Funktion auftreten, sondern nur ihre Ableitung. Diese Koordinaten
nennt man zyklisch. Die Lagrangegleichung fiir den konjugierten Impuls einer
zyklischen Koordinate

% %—5 = %pj =0 — p; = const. (2.43)
Die konjugierten Impulse von zyklischen Koordinaten sind erhalten. Ist
ein System unter einer Verschiebung der Koordinate ¢; invariant, kann diese nicht
in der Lagrange-Gleichung vorkommen. Also verursachen Symmetrien zyklische
Koordinaten und damit Erhaltungsgrofien. Wir betrachten eine kontinuirliche Ko-
ordinatentransformation

% — ¢ ta (2.44)
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mit der infinitessimalen Koordinatentransformation a. Wenn die Lagrange-Funktion
danach invariant ist, ist der konjugierte Impuls zyklisch und somit eine Erhaltungs-
grofe. Ist ein System zum Beispiel rotationsinvariant, kann die Lagrange-Funktion
nicht vom entsprechenden Winkel abhédngen. Das Noether-Theorem besagt:

Eine Funktion f(q,q,t) heit Erhaltungsgrofie (oder Konstante der Bewegung,
sowie auch erstes Integral), wenn fiir alle die Lagrange-Gleichungen erfiillenden
Bahnen gilt

d :

also das f(q, ¢,t) fiir alle Bewegungen konstant ist. Es ist ratsam, moglichst viele
Erhaltungsgréfien in seinen generalisierten Koordinaten zu wéhlen, da jede Erhal-
tungsgrofe die Anzahl an notwendigen Integrationen verringert. Aulerdem werden
mogliche Bewegungsformen (z.B. chaotisches Verhalten) eingeschrinkt.

2.14 Beweis des Noether-Theorems

Wir betrachten die invertierbare Koordinatentransformation

G = G(q1, 2, GsN—p, t, )

die (mit ¢ = 1,...,3N — p) im kontinuierlichen Parameter « stetig differenzierbar
sind.

qi = qg(qllaqg7 """ q;;wat,Of)

Dies ist die Invertierung der Koordinatentransformation. Unsere Lagrange-Funktion
definieren wir

d
q(d t,a),t) :=L'(¢, ¢t ) (2.46)

L(qg,q,t) = L(q(d,t —
(¢,4,t) (q(d, ,oc),dt

und schauen nun, wie die neue Lagrange-Funktion L’ vom Parameter o/ anhéngt.
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Dazu berechnen wir die partielle Ableitung nach «

oL 3N_p[8L 0qi(d,t,a) N oL idqi(q',t,a)}
Oa — | 0g; oo dq; O dt
3N—
d oL @qz(q t,a) 0L ddgld.ta)
— 7 _— 7 2.4
Z (G 0 o0 T oi % oa ) (247)

SNp

[ g ourn)

und setzen « gleich Null (die Gleichung gilt ja Vo). Wenn der linke Term gleich
Null ist,

3N—p

oL (q,q,t,a) OL 0qi(d,t,a)
da =0 [Z 9 O ] (2.48)
folgt auch fiir den rechten Term
3N—p
OL 0q(q t,a)y d . B
[Z o e e LD R (2.49)

I ist also eine Erhaltungsgrofe.

2.15 Eichinvarianz der Lagrange-Gleichungen

Wir wollen nocheinmal nachrechnen, dass die Lagrangegleichungen unter Symme-
trietransformationen invariant sind. Die totale zeitliche Ableitung einer beliebi-
gen Eichfunktion F'(q,t) soll die Lagrangegleichungen identisch erfiillen. Also darf
F(q,t) nicht explizit von ¢ abhéngen. Durch Berechnen der Ableitung

d 8F oF

e (2.50)

d 9dF ddF &F . OF

doqdt dt og o ¢ atog

(2.51)

und
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0dF _O*F OF
ag dt ~ o 17 atog

(2.52)

F(q,t) erfiillt also die Lagrange-Gleichungen fiir alle ¢;(¢). Wir diirfen also zu unse-
rer Lagrange-Funktion beliebig totale geschwindigkeitsunabhéngige Zeitableitun-
gen addieren, ohne die Bewegungen zu veréindern. Dies nennt man Umeichung.
Transformationen der Form

. ) d
L(Q7Q7t) — L(q/aq/7t> + %f(q/7t7a) (253)

lassen die Lagrangefunktion invariant. Man nennt sie Eichtransformationen.
Eichtransformationen sind Symmetrien der Lagrange-Funktion, die die Lagrange-
Gleichungen unverdndert lassen. Also erhalten wir auch hier eine Erhaltungsgrofie

3N—k
L 0q(dt ) IF(dt a)
I(q,4.t) : Z e IR S e (2.54)

Beispiele zum Noether-Theorem werden noch erginzt
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3 Anwendungen der Lagrangeschen
Mechanik

3.1 Zentralkraftprobleme und Keplersche Gesetze

Als Anwendungen der Lagrangeschen Mechanik wollen wir uns mit Zentralkraft-
problemen, wie z.B. Planetenbahnen um ein Zentralgestirn beschéftigen. In diesem
Zuge werden wir natiirlich auch die Keplerschen Gesetze behandeln und sie mit
dem Lagrange-Formalismus bestéatigen.

Wir betrachten ein Zweikoérperproblem mit den beiden Massenpunkten m; und
meo mit dem

miri + mars

Schwerpunkt R = (3.1)

mi + mo

sowie dem Relativvektor 7= r{ — r5. Geméfl dem Schwerpunktsatz
. 2
MR = Z i (3.2)

konnen wir fir 7

- . BT R F B
F=r —rpg=——f — - 2 2 (3.3)
my mq mo mo
E 1 1\ =
== 4+ (— + —)Fn (3.4)
my my ma

schreiben, da ﬁlg = — ﬁ21 gilt. Wir setzen (L + L) = i, wobei p die

mi m2

reduzierte Masse 1 = Mt me (3.5)
mq Mo

ist. Fiir F; =0 oder F;  proportional zu m; (z.B. Gravitation) ist
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Wenn Fi» nur von 7 abhéngt, entkoppeln sich die Bewegungsgleichungen fiir R und
7, man erhélt also zwei Einkorperprobleme. Im Folgenden wollen wir annehmen
dass gilt

ﬁ12 = —ﬁv,V: V(‘ﬂ)?
der Drehimpuls erhalten
L=mix7F

und die Bahn eben ist. Das Koordinatensystem soll in Zylinderkoordinaten (7, ¢, z)
sein und so gewéhlt werden, dass L||L,.
Mit © — m ergibt sich fiir die Lagrange-Funktion

L= %(F +r2 ) —V(r). (3.7)

p ist eine zyklische Koordinate, ihr kanonischer Impuls ist also konstant,

_ 9L
06

Do = mr?p? = const. (3.8)

Wenn r konstant ist, handelt es sich bei der Bahn um eine Kreisbahn. Da aber
w = r%p = const. ist, sind auch Ellipsen zugelassen.

3.1.1 2. Keplersches Gesetz

Wir wissen, dass die infinitesimal (vom sogenannten Fahrstrahl) iiberstrichene
Fliache dA sich

1
dA = §r2dgp (3.9)

schreiben lasst. Somit gilt fiir die pro Zeiteinheit iiberstrichene Fléiche

dA 1,. p, L.
oz Lty _ =z _ t.. 3.10
dt 2T 14 2m  2m cons ( )

Dies ist das zweite Keplersche Gesetz.

”Der Fahrstrahl iiberstreicht in gleichen Zeiten gleiche Flichen.”

L,
2m

AA =

At = const. — 2. Keplersches Gesetz (3.11)
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3.1 Zentralkraftprobleme und Keplersche Gesetze

Dies gilt fiir jedes Zentralpotential, auch fiir nicht-konservative. Jetzt werden je-
doch die Annahmen, dass Fi = =V, L(q,q) — Cfi—? = 0 gilt, wichtig. Die Gesam-
tenergie ist also erhalten

m 2

— _m-Q 2 -2 o .9
E—T+V—§(r +r go)—l—V(T)—Er +2m7“2

+ V(r) =const.. (3.12)

Auflosen des Ausrucks nach r liefert

f:i\/% [E— L —V(r)], (3.13)

2mr?

was wir nun in ¢ einsetzen

Zusammengefasst erhédlt man

i@: /0 (r/)2\/% [E dr - , (3.15)

— 5z — V(1)

2mr
wobei (¢ = 0) = 7.

3.1.2 1. Keplersches Gesetz

Fiir Potentiale der Form V(r) = ¢ mit k := #Z) und der Exzentrizitit ¢ =

1+ Qnif; erhalten wir
l_{%{—l—FECOS(@—@O) a>0
r =|—1+ecos(p — o)) a<0

Dies sind Gleichungen fiir Kegelschnitte. Fiir eine abstolende Kraft (o > 0) wird
e > 1 (natiirlich ist £ > 0) erhélt man Hyperbeln.
Fiir anziehende Krifte (o < 0) erhélt man fiir

e=0 Kreise,

0 <e<1 Ellipsen,

e=1 Parabeln und fiir
e>1 Hyperbeln.
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3 Anwendungen der Lagrangeschen Mechanik

Da anziehende Kréfte vorliegen (o < 0), E > 0 und somit € < 1 ist, laufen die
Planeten auf Ellipsenbahnen.

"Die Planeten laufen auf Ellipsenbahnen um.” —1.Keplersches Gesetz

Die grofle Halbachse a der Ellipse ist gegeben durch

k Q
pu— = - -1
“Ti1e Tk (3.16)
und die Fléche ergibt sich mit
L
A=raVl—e =124, (3.17)

3.1.3 3. Keplersches Gesetz

In einer Umlaufzeit T soll die gesamte Fléche iiberstrichen werden. Den Zusam-
menhang zwischen iiberstrichener Flédche und Zeit kennen wir schon aus dem zwei-
ten Keplerschen Gesetz

A= Ear (3.18)

2m

Fiir die Fléche kénnen wir jedoch auch unseren Ausdruck aus Gl. (3.17) schreiben
und erhalten somit

L : L
/LS p— (3.19)
—mao 2m
also
T? 472
— == T™ _ const. (3.20)
a «
Mit @« = —Gmyemp (Gravitation), wobei mys die Masse des Zentralgestirn

und mp die Masse des Planeten ist, erhalten wir schliellich das dritte Keplersche
Gesetz.

T2 472

— = = const. — 3. Keplersches Gesetz| (3.21
a>  Gy(mze+mp) P 321

Streuung am Zentralpotential wird noch erginzt.
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4 Der starre Korper

Ein starrer Korper ist ein System vieler Teilchen. Der Abstand zwischen allen
Teilchen sei konstant (keine Fliissigkeit, Gas, etc.): |r; — 7| = const. Vi, j. Dies
sind alles holonome Zwangsbedingungen.

Ein starrer Kérper in drei Raumdimensionen hat sechs Freiheitsgrade, die mit un-
abhéngigen, generalisierten Koordinaten beschrieben werden. Zweckméflig wahlt
man den Ort des Schwerpunktes sowie drei Winkel, die die Orientierung des
Korpers im Raum beschreiben. Die Bewegung eines starren Korpers ist eine Su-
perposition einer Translation eines kérperfesten Punktes P und einer Rotation um
eine Drehachse, die nicht zwingend korperfest sein muss.

Beispielsweise stelle man sich hier eine Fahrt mit einer Achterbahn vor: Zu einer
Vorwértsbewegung in drei Dimensionen auf der Schiene kann sich der Wagen bei
manchen Fahrgeschéiften um seine eigene oder eine duflere Achse drehen.

Jedoch lasst sich die Gesamttrajektorie immer in ihre einzelnen Translations- und
Rotationskomponenten aufschliisseln.

Wir betrachten zwei Bezugssysteme:

Das System 1), im folgenden Sy, sei das Laborsystem, ein Inertialsystem. System
2), im folgenden S, sei ein korperfestes, bewegliches System S mit dem Korrdina-
tenursprung in P.

Der Vektor I%L = ro+ 7 sei ein aus dem Laborsystem betrachteter Ortsvektor. Die
Geschwindigkeit aus der Sicht von S erhélt man durch

2, d S d
N e = — | 7 4.1
- (i), =+ (), w

Wir erinnern uns: Wenn sich das korperfeste System S gegeniiber dem Laborsystem
St mit der Winkelgechwindigkeit & dreht, gilt, angewandt auf einen beliebigen
Vektor, dass die Zeitableitung im Laborsystem gleich ist mit der Zeitableitung im
korperfesten System.

=

d d
4y = 2 3 4.2
(dt)L y +d - (4.2)
~—

aus Sichtvon S

Daraus folgt, dass
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4 Der starre Korper

Hier fehlt noch die Formel

Die Bewegung des Punktes 7 wird - wie oben schon vermerkt - in eine Translation
von P und eine Rotation um die momentane Drehachse & durch P zerlegt. Wir
wollen nun die kinetische Energie eines starren Korpers berechnen:

4.1 Kinetische Energie des starren Korpers

Die kinetische Energie eines starren Korpers setzt sich zusammen aus der Transla-
tionsenergie und der Rotationsenergie. Dies wollen wir - allgemeiner als im ersten
Semester - herleiten.

1 5o\ 2 1 o L L\?
Tzég:mi(rm) :§Zi:mi(r+wxri> (4.3)

Nach dem Einsetzen des oben in (3) gefundenen Ausdrucks fiir 7, ziehen wir nun
die Summen auseinander und vereinfachen zu

5 Z m; (m) + Z m;To (&0 X T5) —1—5 Z m; (& X ri)Q . (4.4)
N 7 N ~~ o
M =

Die Summanden = kénnen wir noch durch Vorziehen von nicht von i abhingigen
Variablen vereinfachen.

[1]

— My (w x ﬁ) (4.5)

Dies ist die gesamte kinetische Energie eines starren Korpers. Wir wollen spéter
durch das Einfiihren des Tragheitsmoments manche Ausdriicke noch authiibschen.
Betrachten wir aber nun zuerst zwei Félle, die sich aus (5) ergeben:

(1) Ein Punkt des Kérpers ist raumfest. Wir wihlen P als raumfesten Punkt:
= ro=const. = 71ro=0

1 — —\ 2
T = 3 Zmi (W % 77) (4.6)

Ubrig bleibt alleine die Rotationsenergie Tj. Als Beispiel stelle man sich
einen starren Korper - zum Beispiel eine Computermaus - vor, der an einem
Punkt festgehalten wird. Er kann sich nunmehr nur drehen um Achsen, die
sich in diesem Punkt schneiden.

(2) Kein Punkt des Korpers ist raumfest. Wir wéhlen P als Schwerpunkt.

= 1 1
R=0Vt = T= §Mfo2 +5 Zi:mi((u_i x 7)) (4.7)
Translationenergie Tr Rotationzgergie Tn
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4.2 Tragheitstensor, Tragheitsmoment

4.2 Tragheitstensor, Tragheitsmoment

Im Folgenden wollen wir uns genauer der Rotationsbewegung widmen. Sei a der
Winkel zwischen zwei beliebigen, dreidimensionalen Vektoren @ und b, so gilt, dass

— 2 —.
(c? X b) = a*b*sin® a = a®b*(1 — cos® @) = a*b* — (a@b)? (4.8)
Die Rotationsenergie konnen wir mit Formel 77 als
1 1 -
Tr = B Ei:micfr? ~ 5 Z:mz(@’ - 2ry)?
1 1
— 5 Z(w% —+ wg —+ wg)r? — 5 Z mi(wlxﬂ + Wal;io + W3JIZ‘3)2 (49)

Dabei sind die x; die Komponenten des Vektors 7; im korperfesten System S. Tg
enthélt nur Terme 2.0rdnung in den w;. Dadurch koénnen wir die Rotationsenergie
schoner mit einer Matrix schreiben. Wir erhalten

3
1
TR - 5 Z Ilmwlwm (410)

l,m=1

als Ergebnis. Die Matrix [, sei

1, = Z mi(dlmrf — TiTim)- (4.11)

Das auftretende ¢y, ist das Kronecker-9. Die Matrix I, heifit Trigheitstensor.

Iy Ly I
I'= |1 Iy I
I31 I3y Is3
1
Tr = 53713 (4.12)

Ist die Massenverteilung des Korpers kontinuierlich, d.h. der Kérper besteht nicht
aus einer endlichen Summe an Massenpunkten sondern aus einer unendlichen An-
zahl von Massenpunkten, geht die Summation in ein Integral {iber. Das Massenele-
ment bei 7 ist dm(r) = d®ro(7). Die Gesamtmasse kann iiber eine Integration iiber
alle dm berechnet werden. Setzen wir den gewonnen Ausdruck in die Gleichung
fiir den Tragheitstensor ein, erhalten wir

T — / 1 0(F) (B — T1). (4.13)
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4 Der starre Korper

o0 ist die Dichte des Korpers am Punkt 7.
Dreht sich der Kérper um eine Achse, die durch den Einheitsvektor 77 beschrieben
ist, so ist W = w - 77 und

1 1 1
Tr = §QTI& = E*me? = iw. (4.14)
In Folge definieren wir
I =ilIii (4.15)

als das Tragheitsmoment des Korpers beziiglich der Achse 7.

4.3 Der Drehimpulssatz

Im Laborsystem gilt:

_ g (& N N
Lges.1, = T E MiTrL X Tr; | = E MTr; X T'pi = E Tri X Fegio  (4.16)
i—1 i1 i—1

Der Beitrag der inneren Kréfte hebt sich heraus (3. Newton’sches Axiom + ﬁ};j |
Tij)-
Wir definieren uns hier das schon aus KP1 bekannte Auflere Drehmoment

Mext _ Z M;éact — Zf; X F)’iext . (417)

=

Es folgt | L = M|,
Fiir L = const folgt automatisch Mest = 0.

4.4 Die Euler-Gleichungen

Im Folgenden sprechen wir immer vom &ufleren Drehmoment M et sodass von
nun M das duBere Drehmoment bezeichne, sofern nicht anders angegeben. Wir
wissen aus dem Drehimpulssatz, dass die zeitliche Ableitung des Drehimpulses im
Laborsystem das duflere Drehmoment liefert. Gleichzeitig wissen wir iiber L auch
noch, dass

L=1&. (4.18)
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4.4 Die Euler-Gleichungen

L ist im Laborsystem zeitabhéngig, da die Haupttrigheitsachsen mit dem Koérper
mitrotieren. Wir benutzen den Drehimpulssatz, um M zu berechnen,

M:(%)LE: {(%)LI](E—F[(%)Q. (4.19)

Wir haben (%) = % + @x und kénnen damit M angeben zu
L

=

L dL L.

M:E—I—QXL:IQchUX(IQ). (4.20)
Der erste Term ist 0, da er im korperfesten System nicht zeitabhéngig ist. In
einer kleinen Rechnung kann man sich selbst veranschaulichen, dass die zeitlichen
Ableitungen von & im korperfesten System und im Laborsystem iibereinstimmen.
Wir wahlen nun die Haupttragheitsachsen als Koordinatenachsen des kérperfesten

Systems. Dies diagonalisiert unseren Tragheitstensor mit den Diagonaleintrigen
-[17 -[27 ]3°

. M1 Ilwl w1 [1&)1 ]1(,«}1 + (]3 — IQ)CUQ(Ug
M=|M| =1L | +|w | x| Lws | =|Iows+ ([1 — I3)wswy
M3 [3&03 W3 Ingg [30.)3 + (IQ — Il)OJ1CO2

(4.21)

Die Komponenten ergeben die drei Euler-Gleichungen, drei nichtlineare, gekop-
pelte Differentialgleichungen fiir wy, ws und ws. Diese Gleichungen beschreiben fiir
jedes Drehmoment und jeden Kérper die Drehbewegung. Allerdlngs sind sie um
einiges komplizierter als das bekannte p'= F' der Translation. Zur Ubersicht seien
die drei Gleichungen nochmal aufgefiihrt.

Ml = [1&}1 -+ (Ig — Ig)tdgtdg, (422)
M2 = Igwg + (Il — 13)w3w1 s (423)
M3 = [3@3 + ([2 - [1)(,01(4}2 . (424)

Um diese Gleichungen l6sen zu kénnen, benotigen wir noch geeignete unabhéngige
Koordinaten fiir Drehungen in drei Raumdimensionen. Diese sind die drei Euler-
Winkel (¢, 0,1) Um diese zu definieren, betrachten wir zunéchst allgemein Dre-
hungen im Raum (insert graphic). Wir haben

L =To+ e &° = @S(t) . (4.25)

Wir driicken die &° durch die &% aus. Damit kénnen wir die Lage des starren
Korpers im Raum zu jedem Zeitpunkt eindeutig bestimmen.
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4 Der starre Korper

Mit der Einsteinschen Summenkonvention (iiber doppelt vorkommende Indizes
wird summiert) kénnen wir schreiben

& (t) = D&t s 7o = riei® = rDy(t)e . (4.26)

Drehungen werden durch orthogonale Matrizen D(t) beschrieben, also gilt sowohl
DD = DTD =1 als auch det(D) = 1. Diese Matrizen kommutieren nicht in drei
Dimensionen. Thre Reihenfolge in der Berechnung ist also entscheidend. Die Euler-
Winkel liefern eine eindeutige Parametrisierung aller Drehungen. Man kann jede
Drehung als Uberlagerung von drei bestimmten Drehbewegungen identifizieren. Je-
der dieser Bewegungen kann ein Euler-Winkel zugewiesen werden. Wir fithren eine
Transformation aus dem korperfesten System ins Laborsystem. Zu jeder Drehung
um einen Euler-Winkel gehort daher eine Drehmatrix.

1. Drehung um €5 um den Winkel ¢:
Die zugehorige Matrix heifit R3(¢). Der Winkel ¢ lauft im Bereich von 0 bis
2m. Es gilt

L

eF =R} et (4.27)

i Ay 565
Die Matrix R3(y) ist die schon als Drehmatrix um die z-Achse bekannte
Matrix. Sie lautet

cose singp 0

—sing cosp 0] . (4.28)

0 0 1

Ihre Zeilen ergeben jeweils die Umrechnung der Komponenten des Einheits-
vektors im gestrichen System ins Laborsystem (&;% — &7%). Die durch &1/
gegebene Achse heiffit Knotenlinie.

2. Drehung um &, L’ um den Winkel  Die zugehorige Matrix heifit R'(6). Der
Winkel 6 verlauft im Bereich von 0 bis 7. Es gilt

&' =R, e (4.29)
R lautet
1 0 0
0 cosf sind | . (4.30)

0 —sinf cos6

3. Drehung um ;%" um den Winkel ¢ Die zugehérige Matrix heifit R3(1)). Der
Winkel ¢ verlduft im Bereich von 0 bis 27. R3(¢)) lautet

cost siny 0
—siny cosy 0] . (4.31)
0 0 1
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4.4 Die Euler-Gleichungen

Nun gehen wir alle Schritte der Transformation zuriick und wollen die Einheits-
vektoren des korperfesten Systems im Laborsystem beschreiben. Wir machen also
die Riicktransformation:

e’ = Rj(0)e;"" = Ry (O)R,(0)a" = REW)R(O)R(p)a”.  (432)
Wir definieren uns die allgemeine Drehmatrix jeder Drehbewegung als das Produkt
Dy = R ()R}, (0) Riy () (4.33)

Diese ergibt sich nach léngerer Rechnung zu

(4.34)

Q@ 2 2
Q@ 2 2
2 2 2

Fazit: Die Eulerschen Winkel ¢, 0, 1) parametrisieren jede Drehung eindeutig. Sie
héngen im allgemeinen von der Zeit ab und sind unabhéngige, verallgemeinerte
Koordinaten.

Dazu wollen wir ein Beispiel rechnen und betrachten einen Kreisel. Wir wollen
als Losung die Bewegungsgleichung die zeitabhéngige Orientierung des Kreisels im
Laborsystem bestimmen. Hierfiir miissen wir die Euler-Winkel und die zugehorigen
generalisierten Geschwindigkeiten mit dem korperfesten Komponenten wy, wo, ws
in Beziehung setzen.

Betrachten wir zuerst eine infinitesimale Drehung @Gdt = (w16 + wyé5 + w35 )dt.
Diese lisst sich aus den infinitesimalen Anderungen der Euler-Winkel zusammen-
setzen.

1. dp um €%,
2. df um die Knotenlinie,
3. dip um &5 .

Jetzt wollen wir alle Ausdriicke ins Koordinatensystem der Haupttragheitsachsen
umrechnen. Nach einiger Rechnung erhélt man

Gdt =(dsin @ sin ) + df cos)éy
+(dypsin @ costp — df sin)es
+(dp cos 0 4 dip)es . (4.35)
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4 Der starre Korper

Wir erhalten also fiir jede Komponente w; eine Differentialgleichung.

wi =@ sin @ sin ) + 0 cos 1y, (4.36)
wy =@ sinf cos ) — Osing, (4.37)
w3 =@ cos 4 1) . (4.38)

Im Folgenden betrachten wir den Kreisel zundchst kréftefrei. Auf ihn wirkt kein
duBeres Drehmoment (M* = (). Aufgrund der Drehimpulserhaltung gilt im
korperfesten System

0=1L=15=3a. (4.39)
Dann lauten die Euler-Gleichungen
My = (I3 — Iy)wows =0, (4.40)
My = (I} — I3)wsw; =0, (4.41)
M;s = (I — I)wiwe = 0. (4.42)

Wir befassen uns jetzt kurz mit der Symmetrie unseres Kreisels.

1. asymmetrischer Kreisel
Wir betrachten den Fall, dass sich alle Haupttriagheitsmoment unterschei-
den. I # Iy # I3. Zwei der w; miissen gleich Null sein, damit ist ¢ parallel
zu einer der Haupttragheitsachsen.
= L || &. Dies gilt nicht fiir jeden Kreisel, es gibt auch Fille, in denen der
Drehimpuls nicht mehr parallel zu &.

2. symmetrischer Kreisel
Zwei der Haupttriagheitsmomente sind gleich. I; = I # I3. Die ausgezeich-
nete Symmetrieachse heifit Figurenachse. Die Euler-Gleichungen reduzieren
sich dann zu

0= [1&}1 + ([3 — [2>LL)2CL)3 s (443)
0= IQQ}Q + (]1 - Ig)&)gwl X (444)
0 = I3 . (4.45)

Aus der dritten Gleichung folgern wir, dass w3 konstant sein muss. Dann
erhalten wir fiir w; und w, folgende Differentialgleichungen,

I — I

1

wawy = 0; (4.46)

L—1
0=wo+ Qw; (== 7 2 ws3) (4.47)
1

0 =w; —
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4.4 Die Euler-Gleichungen

die wir mit dem Losungsansatz
wy = asin(Q + F);  wr = acos(Q + ) (4.48)

16sen wollen. Ein Differentialgleichungssytem dieser Art heiffit harmonischer
Oszillator. Der Vektor & hat dann die Form
asin(Qt + 5)
b= |acos(Qt+75)|. (4.49)

%]

Im korperfesten System lauft o auf einem Kegelmantel (Polkegel) um die
Figurenachse. Diese Bewegung nennt man freie Nutation.

Der schwere Kreisel Nun wollen wir als zweites Beispiel die Kreiselbewegung
verallgemeinern. Wir nehmen nun an, dass es sich um einen schweren Kreisel
handelt, ein Kreisel der Masse M. Auf ihn wirkt ein dufleres Drehmoment, das
durch die Schwerkraft hervorgerufen wird. Die Komponenten des Drehmoments
héngen von der Orientierung des Koérpers im Raum ab. Dies erfordert die Lagran-
gegleichungen fiir ¢, 6, 1. Die Euler-Winkel bleiben die generalisierten Koordina-
ten unserer Wahl. Um uns die Rechnung etwas zu vereinfachen, gehen wir von
einem symmetrischen Kreisel aus. Machen wir uns jetzt an die Lagrangefunktion

L=T-V:
1 . 1 .
T = gll(gf sin? 0 + 6%) + §Ig(gb0080+w)2. (4.50)
V=MgZ, =Mg(Xgsinfsiny + Ygsinf cost) + Zgcosh) . (4.51)

Fiir den symmetrischen Kreisel gilt Xg = Yg = 0, da der Schwerpunkt auf der
Symmetricachse &° liegt. Dabei stellen Xg, Yy, Zg die Koordinaten des Schwer-
punkts im korperfesten System dar. Definieren wir [ als Abstand zwischen dem
Koordinatenursprung des korperfesten Systems und dem Schwerpunkt des starren
Korpers, ist

V = Mglcos@. (4.52)

Also lautet die Lagrangefunktion fiir den schweren Kreisel
1 . 1 .
L=T-V= 5[1(<,b2 sin® 0 + 6%) + §Ig(gb cos 0 +1)*> — Mgl cos 6. (4.53)

Die Koordinaten ¢ und v erweisen sich als zyklisch. Wir haben damit zwei Erhal-
tungsgrofien.

L

Py = % = [,psin® 0 + I3(pcosf + w) cos 0 = const. (4.54)
oL . ;
Py = % = I3(pcosf + 1)) = I3ws = const. (4.55)
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4 Der starre Korper

Die zyklischen Koordinaten kénnen gedeutet werden als

1. py ist die Drehimpulskomponente Lj entlang der Figurenachse €5 im korperfesten
System.

2. p, ist die Drehimpulskomponente (L), entlang der Senkrechten €% im La-
borsystem.

Da die Schwerkraft konservativ ist und die Zwangsbedingungen holonom, ist die
Energie erhalten:

E=T+YV = const. (4.56)

Trotz zweier Erhaltungsgrofen lassen sich die Bewegungsgleichungen nur nume-
risch 16sen. Das Ergebnis der allgemeinen Kreiselbewegung ist eine Uberlagerung
dreier Bewegungen.

1. Rotation um Figurenachse, ¢ (t)

2. Die Figurenachse kreist um die Senkrechte €& im Laborsystem, o(t). Diese
Bewegung nennt man Prézession.

3. Der Winkel 6(t) zwischen Figurenachse und Senkrechten é&ndert sich peri-
odisch. Diese Bewegung heifit Nutation.

Mit einem Gyroskop lassen sich alle drei Bewegungen gut veranschaulischen. Die
Nutation sichtbar zu machen, erfordert jedoch etwas Ubung, da ein sich ein sicht-
barer Effekt beim Gyroskop erst sehr spit im Laufe der Bewegung einstellt.
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5 Kleine Schwingungen

5.1 Lineare Schwingungen

Fiir kleine Schwingungen (lineare Schwingungen) gilt das Hooke’sche Gesetz.
Demnach ist die riicktreibende Kraft proportional zur Auslenkung.

F=—k-7 (5.1)

k ist die Federkonstante. Betrachten wir ein konservatives, holonom-skleronomes
System (bspw. ein Fadenpendel, das in einer Ebene schwingt) mit einem Freiheits-
grad ¢. Die Lagrangegleichung ist nun nicht mehr explizit von der Zeit abhéngig.

Sei die Auslenkung ¢ — ¢y klein, gy sei das Potentialminimum. Dann kénnen wir
das Potential taylorndhern:

V(g) =V(q) +0-V"(q0)(q — qo) + %VH(QO)(Q —3.)*+0((g—)*)  (5.3)

Wir bekommen keinen linearen Term, da V'(go) Null ist. V" (qo) ist gerade k.

Ist k # 0, erhalten wir eine quadratische Néherung fiir das Potential. Hohere Ord-
nungen wollen wir vernachléssigen, da (¢ — qo) eine kleine Zahl ist, deren Potenzen
noch viel kleiner sind. Setzen wir nun in die Lagrangegleichung die allgemeine
Form der kinetischen Energie (T = %mcf) und legen wir gy 0.B.d.A auf Null fest,
ergibt sich

. 1 . 1
L(q,q) = sm¢* — 5K¢° . (5.4)
2 2
Als Lagrangefunktion erhalten wir
K
] = —— 5.5
i=-—q (5.5)

Diese Differentialgleichung beschreibt einen harmonischen Oszillator mit den alt-
bekannten Losungen g = e cos(wt) + egsin(wt) ; w = />

Die Losung zeigt gleiches Verhalten auch fiir mehrere Freiheitsgrade: Bei einer
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5 Kleine Schwingungen

(kleinen) Auslenkung um ein Potentialminimum fiithrt das System harmonische
Schwingungen aus. Die allgemeine Losung fiir ¢ lasst sich umschreiben

q=acos(wt+a), a=+/E+c%, tanoz:—z-i (5.6)

Die Gesamtenergie des Systems FE' ist erhalten:

E:T+V:%(

@+ wig?) = §mw2a2 = const. (5.7)

Wer will, darf auch die komplexe Schreibweise nutzen:
q = Re(Ae™), A= ae™ (5.8)

A wird auch als komplexe Amplitude bezeichnet.

5.2 Erzwungene Schwingungen
Hier lautet die allgemeine Lagrangegleichung
L=———+¢qF(t). (5.9)

qF(t) entspricht hierbei einer potentiellen Energie, die von der Wirkung eines
auBeren, unverdnderlichen Kraftfeldes herriihrt. Die Lagrangegleichung ist dann

m§+ kg = F(t). (5.10)
F(t) ist die Kraft, die die Schwingungen erzeugt.

5.3 Gedampfte Schwingungen

Hierbei wirkt eine Reibungskraft der Form F= —vcf. Die Lagrangegleichung lautet
mg—+vq¢+kqg=0. (5.11)

5.4 Schwingungen von Systemen mehrerer
Freiheitsgrade
Fiir kleine Auslenkungen werden wiederum nur die Beitridge zum Potential be-

dacht, die bis zur zweiten Ordnung in der Taylorentwicklung stehen. Fiir ein Sys-
tem mit N verallgemeinerten Koordinaten haben wir

N
1 .
V:§ E Kik G Qe , ¢ =0Vi. (5.12)

ik=1
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5.4 Schwingungen von Systemen mehrerer Freiheitsgrade

ki ist positiv definit, da die Entwicklung um ein Minimum beginnt. Nur der
symmetrische Anteil von k;; tragt bei (kg = ky;) Die kinetische Energie ist im
Allgemeinen von der positiv definiten quadratischen Form

1 ..
T= 5 %: Mirdi G ; (5.13)
1 .. ..
= L= 3 %:(mik%% — KikGidk) - (5.14)

Die Lagrangegleichungen lauten
Z MGk + Z Rikqk = 0. (5.15)
k k

Wir haben ein System von NN linearen homogenen Differentialgleichungen mit kon-
stanten Koeffizienten vor uns.

Lésungsansatz: ¢, = Ape™!. Wir setzen diesen Ansatz in die Bewegungsglei-
chung ein und teilen die Ausdriicke jeweils durch e™?. Dies ergibt

Z(—meik + lizk)Ak =0. (516)
k

Fiir nichttriviale Losungen muss die Determinante verschwinden, det(—w?m;; +

ki) = 0. Wir erhalten durch eine Eigenwertberechnung eine charakteristische
Gleichung der Matrix. Sie ist ein Polynom des Grades N in w?. Sie hat i.A. N
verschiedene positive Losungen w,, da m;, ki positiv definit sind. Die hierdurch
definierten w, heiflen Eigenfrequenzen des Systems.

Man kann durch eine kleine Uberlegung zeigen, dass die Eigenfrequenzen nicht
nur positiv definit, sondern auch reell sein miissen. Eine imaginédre Eigenfrequenz
fiihrt zu ¢, = e***. Dies ist keine Schwingung mehr und widerspricht damit dem
Energicerhaltungssatz. Um w? zu erhalten, multiplizieren wir die Matrixdifferen-
tialgleichung mit A},

> ik ki AT Ak
- e 1
w sz AT AL S 0 (5.17)

Hat man die w, aus det(—w?*m;; + ki) = 0 berechnet, so kann man sie in die Dif-
ferentialgleichung einsetzen, um die A; zu bestimmen. Aus der linearen Algebra
wissen wir, dass, falls alle w; verschieden sind, die Koeffizienten A; zu den Un-
terdeterminanten vom Grad N — 1 der urspriinglichen Determinante proportional
sind. Dabei ist in der jeweiligen Unterdeterminante w durch das jeweilige w, zu
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5 Kleine Schwingungen
ersetzen. Die Unterdeterminanten bezeichnet man mit Ay,. Eine spezielle Losung
des Differentialgleichungssystems hat daher die Form

Gr = ApaCheiwgt . (5.18)

C, ist eine komplexe Konstante. Die Summe aller N speziellen Losungen liefert
die allgemeine Losung, gegeben durch

N
> A,mcaew] = A4aOa (5.19)
a=1 a

qk:%e

mit
O, = Re[Cre] (5.20)

Die zeitliche Anderung jeder Koordinate des Systems ist eine Uberlagerung von
N einfachen periodischen Schwingungen ©1,...©y mit beliebigen Amplituden und
Phasen aber festgelegten Frequenzen.

Frage: Konnen wir die verallgemeinerten Koordinaten so wéhlen, dass jede von
ihnen eine einfache Schwingung ausfithrt? Das wiirde die Darstellung des Proble-
mes erheblich vereinfachen.

Antwort: Ja! Wir erhalten aus unserer Rechnung N Gleichungen fiir N Unbe-
kannte ©,. Wenn wir das Gleichungssystem invertieren, erhalten wir die O, als
Funktion der ¢;. Die O, sind die gesuchten neuen verallgemeinerten Koordina-
ten. Sie heilen Normalkoordinaten oder Hauptkoordinaten. Thre einfachen
Schwingungen (jeweils mit der Frequenz w,) heilen Normalschwingungen des
Systems. Die ©, erfiillen die Gleichungen

O +w?0, =0. (5.21)

In Normalkoordinaten entkoppeln die Bewegungsgleichungen in N voneinander
unabhéngige Gleichungen. Die Normalkoordinaten sind auch unabhéngig vonein-
ander.

Wenn wir Potential und kinetische Energie gleichzeitig diagonalisieren, gilt fiir die
Lagrangefunktion

r=% % (@'f - wi@i) . (5.22)

Zur weiteren Vereinfachung definieren wir ®, = \/ma0,. List jetzt L = 1 >° <<I>'a2 - wicbi)

Sind einige der Eigenfrequenzen gleich, so gibt es zu jeder derartigen Eigenfrequenz
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5.4 Schwingungen von Systemen mehrerer Freiheitsgrade

mehrere Normalkoordinaten.

Nach so viel Theorie wollen wir ein kleines Beispiel rechnen. Betrachten wir da-
zu zwei gekoppelte Oszillatoren (insert graphic). Zur Vereinfachung nehmen wir
an, dass die beiden Massen gleich grof3 sind. Fiir kinetische Energie und Potential
ergeben sich

mo oy

T=5 (0" +d°) (5.23)
1

V=5 [+ £)¢0 = F'age — Kaoqr + (5 + #)g3 ] (5.24)

Die Massen- und die Federkonstantenmetrizen lauten

_(m 0 K+ K —K/
Mgk = (O m> ) kzk( K K+H/_mw2) (5-25>

Die verallgemeinerte Eigenwertgleichung lautet

K+ K —rK A\
( -k k+K - mwQ) ’ (A2> =0. (5.26)

Wir berechnen daraus die normierten Eigenvektoren A; und As.

b b)) e

/ / !
w1 = i N Wy = fit ok (528)
m m

lauten dann die Normalschwingungen

Mit w; und ws

G = % G) cos(wit + 1), @ = % (_11) cos(wat + ) . (5.29)

Die beiden Massen schwingen bei der ersten Normalschwingung in Phase und bei
der zweiten gegenphasig.
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6 Hamiltonsche Mechanik

6.1 Das Hamiltonsche Prinzip

Im Vorhergehenden Kapitel haben wir die Lagrange-Funktion aus dem d‘Alembert-
schen Prinzip hergeleitet. Dort haben wir momentane Zustédnde und infinitessima-
le virtuelle Verriickungen betrachtet. Nun wollen wir aber einen anderen Ansatz
wéhlen, indem wir uns mogliche Wege (bzw. Trajektorien im Konfigurationsraum)
anschauen und denjenige heraussuchen, welche der Giinstigste ist. Das 1834 von
William Hamilton (* 04.08.1805; 1 02.09.1865) formulierte Prinzip besagt, dass die
Bewegung eines Systems derart verlduft, sodass die Wirkung

S = /t2L[q(t),q',t]dt (6.1)

t1

stationdr ist, also 65 = 9 fttf Ldt = 0 ist. Dies ist dquivalent zu den Lagrangeglei-
chungen 2.Art, es gilt also fiir holonome Zwangsbedingungen.

3N—p

d oL L
05 = Z /1 dioq, ~ oq 0q; di = 6qi(t1) = 0qi(t2) =0 (6.2)

Mit dem , Prinzip der stationdren Wirkung® koénnen wir auf die Bewegung eines
mechanischen Systems von einem gegebenen Anfangspunkt P, zur Zeit t; zu ei-
nem gegebenen Endpunkt P, zur Zeit t5 schlieffen. Den Begriff | stationér® fiir das
Integral, kann man zur Veranschaulichung mit den verschwindenden ersten Ab-
leitungen einer Funktion vergleichen. Doch wie finden wir die Funktion, die die
Wirkung stationdr macht? Dies ist die Aufgabe der Variationsrechnung.

6.1.1 Variationsrechnung

Ziel der Variationsrechnung ist es, die Kurve y(x) zu finden, die das Integral

1(f) = / " Fly(a), ¢/ (), aldz (6.3)
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6 Hamiltonsche Mechanik

extremal macht. [ ist ein Funktional, dass heifit eine Funktion aus einem Funktio-
nenraum V, die in den dem Funktionenraum zugrundeliegenden Kérper (R oder
C) abbildet. Ein Funktional ist also quasi eine Funktion auf Funktionen, die jeder
Funktion eine Zahl zuordnet.

Def: Funktional
Sei V ein Vektorraum mit K € (R,C). Ein Funktional F' ist eine Abbildung
F:V =K

Die Verbindungskurve der beiden Punkte ist f(x). Diese kann man jedoch beliebig
mit der infenitessimalen linearen Verschiebung dy(x) oder auch en(x) verschieben.
Wichtig ist hierbei, dass Anfangs- und Endpunkt gleich bleiben. Die Menge aller
Kurven, die man mit dieser virtuellen Verschiebung aus unserer Kurve erhalten
hat, bildet die Konkurrenzschar.

P2

Abbildung 6.1: Zwei beispielhafte Kurven von P; nach P,

1= / " Fly(a). v (o), alde

1

Betrachte alle Kurven y(z) die in der Nachbarschaft der gesuchten Kurve y(x)
liegen und schreibe sie in der Form

y(z) = y(x) +en(z).

Die n(z) sind belibig differenzierbare Funktionen mit den Randbedingungen n(z;) =
n(x2) = 0 Wir betrachten das Funktional [
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6.1 Das Hamiltonsche Prinzip

Tl
77(5):/ Fly+en,y +en, z)dx.

x2

Die gesuchte Kurve y(x) erteilt I genau dann ein Extremum, wenn die Integrale
I,(¢) bei e = 0 ein Extremum haben, d.h,

21 oF ,OF
= + dx =0
=0 /1‘\1 |: ay n 8y :|

und mit partieller Integration erhélt man schliellich

dl

_[=[oF d of of 1"
d—egzo—/m [a—y‘@a—y/]”@”[“ay} =0

Aufgrund der Randbedingungen (der Anfangs- und Enpunkt muss gleich sein) ist
der letzte Term gleich null, was fiir alle n(x) gilt.
Wir wollen uns dies an einem Beispiel verdeutlichen.

KURZESTER WEG IN DER EBENE

Gesucht ist der kiirzeste Weg zwischen zwei Punkten in der Ebene. Fiir die Bo-
genlénge gilt

ds? = da® + dy? = ds = Vdx? + dz? = \/1 + (y)%dx

und die Lange einer Kurve, die zwischen P; und P; verlauft liefert

Py P
I= / ds :/ V1+ (y)%dx,
Py

Py

Def. Abstand

Fy,y,z) =1+ ()%

Man erhalt also

oF oF Y d y'
— =0, —=——; — | —=——] =
dy oy L+ (y)2 dx 1+ (y)2

69



6 Hamiltonsche Mechanik

Daraus erhélt man durch umstellen

y=el+y? o gt =04y,

A =1-A.
Man erhilt fiir ' also folgenden Ausdruck. Aus der Stetigkeit von 3’ folgt jedoch,
dass 1/ konstant ist, da fiir

c2

1—c2

Y| =
die positive und negative Losung in Frage kommen, nédmlich

c? c?
/: d /:_
y 1—¢2 oder Y 1—¢2

Die Steigung 3" der gesuchten Funktion ist also konstant. Es muss sich also um
eine Gerade handeln,

—ylx)=ar+b.

6.2 Der Hamilton-Formalismus

Bisher haben wir im ersten Semester die Newton’sche Mechanik und vor kurzem
neu den Lagrange-Formalismus kennengelernt. Diese sind zueinander dquivalent,
das wurde auch an entsprechender Stelle gezeigt. Der Lagrange-Formalismus ist
aufgrund der Forminvarianz der Bewegungsgleichungen sehr leistungsfihig. Al-
lerdings hat der hier neu einzufithrende Hamilton-Formalismus, der nach seinem
Erfinder William Rowan Hamilton (1834) benannt ist, einige Vorziige.

1. Der Hamilton-Formalismus ist rechentechnisch vorteilhaft bei zyklischen Ko-
ordinaten.

2. Er zeigt eine noch groflere Symmetrie, ndmlich zwischen verallgemeinerten
Koordinaten .und Impuls

3. Fiir konservativ-skleronome Systeme ist der Hamilton-Formalismus gerade
die Gesamtenergie.
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6.2 Der Hamilton-Formalismus

Der Hamilton-Formalismus wird gerne in der Quantenmechanik und in der sta-
tistischen Mechanik benutzt, der Lagrange-Formalismus genie3t Vorziige in der
Relativistischen Physik, der Elektrodynamik und Feldtheorien.

Zur Definition des Hamilton-Formalismus’ miissen wir uns die Lagrangefunkti-
on nochmal in Erinnerung rufen. Sie ist von den verallgemeinerten Koordinaten,
den verallgemeinerten Geschwindigkeiten und (nicht immer explizit) von der Zeit
abhéngig,

L= L(Qz’, i t) . (6-4>

In der Hamilton-Mechanik verwendet man anstatt der verallgemeinerten Geschwin-
digkeiten ¢; die konjugierten Impulse p; als Variable.

oL .
Di = aqz ) b= (ph "'aps) (65)

Der von den zugelassenen Werten von ¢; und p; gebildete 2-S-dimensionale Raum
heifit Phasenraum. Wir suchen nun eine Funktion der Variablen ¢;, p;, t, die die-
selbe Information tragt wie die Lagrange-Funktion. Dazu muss es eine bijektive
Abbildung zwischen £ und der gesuchten Funktion (#) geben. Diese erhalten wir
aus der Legendre-Transformation, benannt nach dem franzosischen Mathema-
tiker Adrien-Marie Legendre (1752-1833).

6.2.1 Legendre-Transformation

Gegeben sei eine zweimal stetig differenzierbare Funktion zweier Variablen

fray— flay). (6.6)
Das totale Differential von f lautet
df = g—id:ﬁ + g—idy = udx + vdzx . (6.7)

Wir suchen nun eine bijektive Abbildung der Funktion f auf eine Funktion g,

sodass g von den Variablen v = % und y abhéngt. Eine Moglichkeit einer solchen
Abbildung ist

f=g9=f-u-z, (6.8)

sofern u = u(x,y) fiir alle y nach = auflosbar ist. Um dies zu zeigen, bilden wir das
totale Differential

dg = df —d(u-z) = udr — vdy — dur — udr = —xdu + vdy . (6.9)
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6 Hamiltonsche Mechanik

g ist zunéchst eine Funktion von z und y.

Of(z,y)
= €T R
9= f(z,y) pe
Um ¢ als Funktion von (u,y) zu schreiben, muss x — u = % fiir jedes feste y
umkehrbar sein. Dann konnen wir x eindeutig durch w,y ausdriicken, wie vor-
ausgesetzt. Damit existiert zu jeder Funktion f(x,y) eine Funktion g(u,y). Aus
g = g(u,y) erhalten wir

T (6.10)

0 0
= a—Zdu + 8_g£jdy = —xdu + vdy . (6.11)
Die Abbildung ist also umkehrbar. Die Abbildung f — ¢ hat die gewiinschten
Eigenschaften.
Wir wenden nun die Legendre-Transformation fiir alle Geschwindigkeiten ¢; auf

die Lagrange-Funktion an,

dg

“gi— L. (6.12)

6.2.2 Die Hamilton-Funktion
Die rechte Seite der obigen Gleichung ist die Hamilton-Funktion

“~ OL
= 94
Wir wollen zur Anwendung der Hamilton-Funktion zwei Beispiele rechnen.
HARMONISCHER OSZILLATOR
1 1
L — T _ — 22 2
\%4 2mq 2,%q
Wir berechnen jetzt den verallgemeinerten Impuls
oL : ._ D
p=po=mi = (=,
q m
welchen wir in die Hamilton-Funktion einsetzen und erhalten
2 2 2 2 2
. p p Kq p Kq
H = — L = — — — _ = —_
b m 2m 2 om 2
die Hamilton-Funktion gleicht in diesem Beispiel also der Gesamtenergie,
H=FE=T+V ] (6.14)
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6.2 Der Hamilton-Formalismus

TEILCHEN IM ELEKTRISCHEN FELD

L:T—V:%(?)Q— g 7A—qd (6.15)
Ladung

Dabei ist @, A das elektromagnetische Potential. Aus der Elektrodynamik wissen
wir, dass

E=Vd: B=VxA. (6.16)
Der generalisierte Impuls ist dann
aL . —
p=—<=mi"+qA. (6.17)
ar
Dieser ist verschieden vom kinetischen Impuls p'= mil
. 1 22
H:ﬁ-f—Lz—(*—qA) 4 q® (6.18)
2m

und somit erhalten wir einen Impuls, der um —q/f verschoben ist.

Herleitung der Bewegungsgleichungen Zur Herleitung der Bewegungsgleichun-
gen berechnen wir das totale Differential der Hamilton-Funktion,

dH = dpigi + ) pidd; — dL

oL oL oL
ZZ (dpi ¢+ piddg; — F—dg; — 4 ) — -t

8(]2‘ 8(]1 ot
oL oL

- i — da ) — ZZat 1

% (dpz @i~ 5, d%) 5t (6.19)
Andererseits gilt mit H = H(q;, p;, t)
0OH OH 0OH

H = 1 dp: i 2

d E (8% dq; + , dpl> + oy dt, (6.20)

ein Vergleich der beiden obigen Gleichungen ergibt
OH 0L  doL

o 0g  dtog (621
oH .
OH oL
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6 Hamiltonsche Mechanik

Fiir Systeme, in denen L und damit auch H nicht explizit von der Zeit abhédngen,

gelten die Hamilton’schen Gleichungen

. 0H . OH
=g D= (6.24)
Diese 2S Differentialgleichungen 1. Ordnung enthalten die gleiche Information wie
die S Lagrangegleichungen. Zur Losung benétigen wir 2S Anfangsbedingungen,
zum Beispiel Koordinaten und Impulse zu einer Anfangszeit ¢(to), p(to).

Wir wollen in einer expliziten Rechnung zeigen, dass die partielle zeitliche Ablei-
tung der Lagrangegleichung bis auf ein Vorzeichen mit der Ableitung der Hamil-
tongleichung iibereinstimmt,

a_L_d_L_Z OL,  OL.\ _d ([, 0L,
ot dt 4 \oag; " 0g; ")~ at — 0g; "

J
d dH
= | L= § Gl = ———. 2
dt( : p]%) dt (6 5)

Es folgt, wie wir oben zeigen wollten, aus

dH

d
= Z=9 =0. (6.26)

dt T
Die partielle Zeitableitung der Hamiltonfunktion ist dquivalent zur totalen Zeita-
bleitung der Hamiltonfunktion.
Mit %—IE = —% = %I = %—It{ kann die Hamiltonfunktion hochstens explizit
von der Zeit abhéingen. Die implizite Zeitabhiangigkeit (durch Koordinaten und

Impulse) muss sich herausheben.

0oH dH

E=O<:>E:0 —  H = const. (6.27)
Wir wollen dazu noch ein kleines Beispiel rechnen. Betrachten wir einen harmoni-
schen Oszillator.

P 1

H="+—r. 2
2m * 2" (6:28)
Die kanonischen Gleichungen lauten dann
OH p
= — = — 6.29
1 dp m (6:29)
0OH
)= —— = —K(q. 6.30
P=y = H (6.30)
m m

Wir erhalten die gleiche Differentialgleichung wie aus dem Lagrangeformalismus.
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6.2 Der Hamilton-Formalismus

6.2.3 Forminvarianz unter einer Punkttransformation

Wie wir bereits gesehen haben, ist die Lagrangefunktion unter einer Punkttrans-
formation invariant:

Wie aber transformiert sich die Hamiltonfunktion?

oL , oL 0oL 0q; OL 8% Jq;
e P S 6.33
P04 T g 2 dg; 0q;  0q; O Z e (6.33)

szqz ijg—zz - L= ijdj —L (6.34)

¢’ hiangt nicht von ¢ ab. Spéter lernen wir eine noch groflere Symmetrieklasse
kennen, die kanonischen Transformationen. Diese hdngen von ¢ und p ab.

6.2.4 Der Phasenraum

Die 2S Variablen ¢;, p; spannen den Phasenraum auf. Der Phasenraumvektor
heiBt I = (¢, p). Dieser Vektor enthélt die vollstdndige Information iiber ein me-
chanisches System. Gleichzeitig ist Il die minimal notwendige Angabe, um das
System eindeutig zu charakterisieren. Il wird als Zustand des Systems bezeich-
net. Als Funktion der Zeit t bewegt sich der Punkt des Systems 11 im Phasenraum
und beschreibt dabei eine Kurve, die Phasenraumbahn. Als Beispiel wollen wir
uns wiederum den harmonischen Oszillator ansehen,

p* 1
EF=H=-"— = .
T + 2,%q const. (6.35)
p q

Was wir vor uns haben, ist eine Ellipse mit den Halbachsen \/2% und v2mkE.

[insert graphic|]. Da ¢ = £ und m > 0 bewegt sich Ii(¢, p) im Uhrzeigersinn. Die
Schwingungsperiode T fiir alle Bahnen ist

2
T="con |2 (6.37)
w KR
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6 Hamiltonsche Mechanik

6.2.5 Zyklische Koordinaten

Wir wollen hier nochmal einen Blick auf zyklische Koordinaten werfen. Die Hamil-
ton’schen Gleichungen sind per definitionem schon von den zyklischen Koordinaten
p; abhéngig.

OL

— =0 = p;=0. 6.38
aqj J ( )

Fiir die Hamilton’sche Funktion gilt

OH

=0, 6.39
8(]]' J ( )

H ist unabhéngig von ¢; und p; = const.. Damit ist p; keine dynamische Variable
mehr. Jetzt ist die Anzahl der Variablen, von denen H abhéngig ist, um 2 reduziert.
Als kleines Beispiel betrachten wir ein dreidimensionales Pendel [ins. graph.]:

DREIDIMENSIONALES PENDEL

_ M (ope | g2 . 2.9

T—2<l0 + [*sin 0<p>, (6.40)
V = —mglcosb, (6.41)
L= % <l292 + % sin? 9gb2) + mglcosf. (6.42)

Fiir die Hamiltonschen Gleichungen berechnen wir die zyklischen Impulse

pp = mi0, p, = mi*sin® 0 (6.43)

pb? PP

2ml2  2mli2sin’6

H = pyl + pop — L = —mgl cos . (6.44)
Aus der Zyklizitat von ¢ ist p, = Lz erhalten. Dieser wird aus den Anfangsampli-
tuden bestimmt. Damit kénnen wir unsere Hamiltonfunktion nur in Abhéngigkeit
von 6 schreiben,

pb? L3
= —mgl cos@ . 4
om | amisin?e 0" (6.45)
Die Hamilton’schen Gleichungen lauten dann
. OH Po
0=—=— A4
8])9 mi? (6 6)

76



6.2 Der Hamilton-Formalismus

und

OH L% cosf

)y = ——— = ————— —mglsinf. 6.47
be 90 m2ltsin®6 mgrsim (6.47)
Wir erhalten eine Bewegungsgleichung in 6,
" ) L2 0
6 Po __ —z T80 mglsind . (6.48)

T omi2 T m2t sin® 6

Diese Differentialgleichung ist numerisch zu 16sen und abhéngig von den Anfangs-
bedingungen. Fiir L, = 0 erhalten wir das ebene Pendel.

Wir wollen zum Hamiltonformalismus nocheinmal ein ausfiihrlicheres Beispiel rech-
nen.

SCHWERER KREISEL

Wir betrachten einen kugelsymmetrischen Kreisel der Masse m und dem Tragheitsmoment
I, der im Abstand [ vom Schwerpunkt im Schwerefeld der Erde aufgehéingt ist. Die
Lagrangegleichung des Systems ist uns gegeben durch

I . . .
L= 3 (@2 + 6% +9* 4+ 2cos 9@1&) —mgl cos@ . (6.49)

Der Winkel 6 ist der Winkel zwischen den z-Achsen des korperfesten und raum-
festen Systems. Wir bestimmen nun die konjugierten Impulse

P = I(¢ + cos Opsi) (6.50)
po =106, (6.51)
Py = I(3) + cosBg) . (6.52)

Die Hamiltongleichungen kénnen wir durch die Legendretransformation herleiten,
H = py¢+ pof) + pytp — L. (6.53)

Wir driicken die Ableitungen nach den Euler-Winkeln durch die konjugierten Im-
pulse aus,

Dy — DpcOsl

=—-5t 6.54
v Isin?4 ( )
. Dy — costpy

= v 6.55
7 Isin?6 ( )
- % . (6.56)
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6 Hamiltonsche Mechanik
Dann ist H nach einer langeren Umformung

2
Py 2 2

=57 + YT (pw + py, — 2cos prp@) + mgl cosf . (6.57)
Die kanonischen Gleichungen lauten jetzt

. OH Py — cos Opy,

= = 6.58
14 Ipg Isin?0 ( )
. OH  py —p,cosl
= = 6.59
Opy I'sin® 6 (6.59)
. OH  py
[ " 6.60
ope 1 (6.60)

Das sind die kanonischen Gleichungen, die wir schon als konjugierte Impulse ken-
nen. Wir haben uns also nicht verrechnet. Man kann die Hamiltonfunktion auch
iiber die Gesamtenergie berechnen, wenn man vorher gezeigt hat, dass die wir-
kende Kraft im System konservativ ist. Wir haben drei Groflen, die erhalten sind.
H ist erhalten, das spiegelt die Erhaltung der Gesamtenergie des Systems wider.
P, ist erhalten, das ist die Erhaltung der Drehimpulskomponente in Richtung Fy.
py ist die Erhaltung der Drehimpulskomponente entlang der Figurenachse, die
korperfeste Achse.

6.3 Die Poisson-Klammern

Wir wollen uns in diesem Kapitel noch mehr iiber die Theorie der klassischen
Mechanik und ihre Symmetrien informieren.

Der Phasenraumvektor I = (¢,p) beschreibt den Zustand eines mechanischen
Systems vollsténdig. Jede Messgrofie (Observable) ldsst sich also als Funktion von

I1 und ¢ schreiben.
Betrachte die totale Zeitableitung einer hinreichend oft differenzierbaren Funktion
f = f(qi,pi,t). Diese Funktion wird auch Phasenfunktion genannt.

df ~(of . of.\ of
E_;(a_%qj+%pj)+a. (6.61)

J

Benutzen wir die Hamilton-Gleichungen, erhalten wir dquivalent

g_z(afaﬂ 6f8H>+8_f

dt dq; Op; Op; 0q; ) Ot

6.62
8qj (9pj 8pj (9qj ( )
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6.3 Die Poisson-Klammern

Die Symmetrie, die wir erhalten, ist hochst bemerkenswert. ¢; < p;! Wir definie-

ren uns aufgrund dieser Symmetrie die Poisson-Klammern.

S
of 0g  Of dg
f7 g = f? g i sDi = ( - 663
Die totale Zeitableitung lésst sich jetzt viel kiirzer schreiben als
df ﬁ
%—{f,H}—f— 5 (6.64)

Wir kénnen analog Bewegungsgleichungen fiir beliebige Variablen aufstellen, nicht
nur fiir ¢;, p;. Eine nicht explizit von der Zeit abhéangige Phasenfunktion ist genau
dann eine Erhaltungsgrofle, wenn {f, H} = 0. Mit den Poisson-Klammern kann
man sehr schon zeigen, dass die partielle Ableitung nach der Zeit der Hamilton-
gleichung der totalen entspricht,

i =1q,H} p;={p;,H}. (6.65)
dH OH OH
- {HH}+ 5= (6.66)

Wir wollen einige Rechenregeln fiir die Poisson-Klammern aufnotieren. Die Defi-
nition der Poisson-Klammern ergibt die fundamentalen Poisson-Klammern

{¢, 0} =0 (6.67)
{pi,pi} =0 (6.68)
{ai,pi} = 6ij .- (6.69)

Zur letzten Gleichung gibt es eine Analogie aus der Quantenmechanik. Der Kom-
mutator aus

(Gi, pi] = ihdy; . (6.70)

Ort und Impuls sind also nicht gleichzeitig messbar. Die Poisson-Klammern erfiillen
dariiber hinaus die Produktregel

zweitens die Jacobi-Identitét
{f:{g.hty +{g,{h f}} +{h,{f,g}} =0 (6.72)

und drittens

{(rfr=0, {figt=—gf}, {F+gh={fn}+{g,n} (6.73)
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6 Hamiltonsche Mechanik

6.4 Kanonische Transformation

Sei (g;, pi) ein Satz kanonischer Variablen, d.h. generalisierte Koordinaten und zu-
gehorige Impulse, und (Q;, P;) ein anderer Satz. Dann gilt {f, ¢}4, 0. = {f. 9}0..p.-
Fiir solche beliebigen Phasenfunktionen f, g gilt, dass die Poisson-Klammern un-
abhéngig von der Wahl der generalisierten Koordinaten.

Wir hatten gesehen, dass die Lagrange-Gleichungen und auch die Hamiltonschen
Gleichungen forminvariant unter Punkttransformationen sind,

G —  q(q,t). (6.74)
Sie sind also nicht von den ¢; abhéngig. Die Hamiltonschen Gleichungen sind jedoch

auch - wie schon angesprochen - unter einer viel grofleren Klasse von Symmetrie-
transformationen invariant. Diese sind Phasenraumtransformationen,

7 Q=Q(qpt), p— P=Pqpt), (6.75)
d.h. eine Punkttransformation im Phasenraum. Eine solche Phasenraumtransfor-
mation (¢,p) — (Q, P) heifit kanonisch im weiteren Sinne, wenn zu jeder

Hamiltonfunktion H({,p,t) eine Hamilton-Funktion K (@, P, t) existiert, sodass
fir j=1,.., S gilt

. oK . 0K
Qi=—-, Pp=——1r. (6.76)

opP;’ 0Q);
Es folgt: Zu jedem H existiert ein K, sodass @,ﬁ mit K ebenfalls die Hamil-
ton’schen Gleichungen erfiillen. Die Hamiltonschen Gleichungen sind dann invari-
ant unter

—

Jj - O, p - P, H — K. (6.77)

Sind f und ¢ Erhaltungsgroen, so ist es auch {f, g}.
Beweis: Fiir Erhaltungsgrofien ist

_df of
0= ={/H}+> (6.78)
_dg _ g

Mit der Jacobi-Identitét folgt
d 0
0 0]
=~ {{g. H}/} ~ ({H. Nha} + ({0 9} + {7, 57

0 0 0 0

Dies fiihrt aber nicht immer zu neuen und interessanten Erhaltungsgréfien.
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6.4 Kanonische Transformation

6.4.1 Erzeugende Funktionen

Wir wollen ein Beispiel fiir kanonische Transformationen im weiteren Sinne durch-
spielen. Dazu betrachten wir die Vertauschung von Koordinaten und Impulsen,

Q=p, P=q: (6.81)
0H OH

4Gj=—7—,Dj = —F— 6.82
J 8pj J a Qj ( )

: oH . 0OH
Pi=— 0Q;i=—=. 6.83
J aQ] ) QJ a Pj ( )
Um die Kanonizitdt der Gleichungen wiederherzustellen, wiahlen wir H = —K.

Allgemein gilt, dass die Phasentransformation von (7,5) — (@, P) ist kanonisch
im weiteren Sinne, wenn zu jedem H ein K existiert, sodass

. ~ dF;

wobei ¢ = const. und Fy; = Fi(q, Q, t) eine Funktion der alten und neuen Koor-
dinaten und zumindest implizit von der Zeit. F} ist eine erzeugende Funktion
oder Erzeugende. Diese Aussage ist insofern plausibel, als dass wir wissen, dass
die Bewegungsgleichungen invariant sind unter Transformationen der Lagrange-
Funktion der Form

dF
L - _c¢ L+ — (6.85)
Skalierung ~~

FEichtransformation

Dies ist jedoch kein Beweis, da die Funktionen von unterschiedlichen Variablen
abhéngen. Die Erzeugende F} (¢, Q, t) und ¢ legen die Phasentransformation (7, ¢) —
(Q, ﬁ) und die neue Hamilton-Funktion K eindeutig fest. Die Konstante ¢ kann
durch eine weitere Phasenraumtransformation eliminiert werden, ndmlich durch

O—>G=cg, P—>P=P, H— K=cK. (6.86)
Die Transformationen mit ¢ = 1 heiflen kanonisch (im engeren Sinne).

Eine Transformation ist genau dann im weiteren Sinne kanonisch, wenn fiir alle
lq,to aus

f[Qb:%%_H@miizo (6.87)
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6 Hamiltonsche Mechanik
folgt

PQ; — K(Q,P,t)| dt =0 (6.88)
Z

A
Die Integranden unterscheiden sich um einen konstanten Faktor ¢ # 0 und um

eine totale Zeitableitung %F (¢,p,Q, P, t). Fiir kanonische Transformationen gilt
mit ¢ =1

[ij%‘ — H(q,p,t ]

Da Q; = Q(gj,pj,t) und P; = P(qj,p;,t), das sind insgesamt 2S Gleichungen,
kann I’ neben der Zeit nur 2S unabhéngige Groflen enthalten. Es gibt demnach
sechs Moglichkeiten, wie die Erzeugende von den alten und neuen Koordinaten
abhidngen kann. Diese lauten

ZPQJ K(Q,Pt)| = —F(q,p,Q,P,t). (6.89)

d
T at

Fi = Fi(q,Q,t), (6.90)
Fy = Fy(q, P,t), (6.91)
Fy = F3(p,Q,t), (6.92)
Fy = Fy(p, P,t), (6.93)
Fs = F5(q,p, 1), (6.94)
Fs = F5(Q, P,t). (6.95)

Man kann jede der verschiedenen Formen der Erzeugenden ineinander iiberfiihren.
Betrachten wir fiir eine Rechnung F}. Es gilt

dF, ~—(OF . OF OF,
it _; ( it o0, > M

= ijq] H = Z(PQ] Fl' SSQ) K+%. (6.96)
J

4;,DPj, Qj, Pj sind jeweils voneinander unabhéngig. Daher miissen die Koeffizienten
einzeln Verschwmden

o aFl((LQvt) o _8Fl(qu7t) a}71
pi = o P = 90, K=H+ vk (6.97)

6.4.2 Herleitung der Hamiltonschen Gleichungen aus dem
Hamiltonschen Prinzip

Fiir kanonische Transformationen (¢ = 1) haben wir die eben notierten Bezie-
hungen zwischen den alten und neuen Gréflen kennengelernt. Wir kénnen hieraus
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6.4 Kanonische Transformation

zeigen, dass die Hamiltonschen Gleichungen &quivalent zum Hamiltonschen Prin-
zip, dem Prinzip der kleinsten Wirkungen, ist. Zur Erinnerung;:

to

t1

Dies ist dquivalent zu den Lagrangegleichungen, da
oL d oL
0=08= / ( 5q (5-)dt / (——— )5q
Z t 7T g, Y Z . \dq; dtog)

Da dq; beliebig ist, muss die in der Klammer auftretende Lagrange-Gleichung 0
sein. Nun erkennen wir

to to S
S = / Ldt = / > dp; — H(g,p. t)] dt . (6.99)
t1 t1 j
Wir nehmen an, dass
6q;(t1) = 6q;(t2) = dp;(t1) = dp;(t2) =0, (6.100)
also
0OH 0OH
0S8 = / Z 4;0p; + pjdq; — =—06q; — =——dbp; | dt =0. (6.101)
9q; ap]

Mit partieller Integration folgt

55 = Z (( ) p; — (pj + Z—Z) 5qj> dt . (6.102)

Wir erkennen, dass die Hamilton’schen Gleichungen folgen aus dem Prinzip der
kleinsten Wirkungen. Eine Transformation von 2S unabhéngigen Variablen ¢;, Q;
ist genau dann kanonisch, wenn diese Gleichungen fiir eine Erzeugende Fi(q, @, 1)
erfiillt sind.

oF;
K=H+4+ — 1
+ En (6.103)
definiert die neue Hamiltonfunktion
0
K(Q? P7 t) =H [Q(Qu P7 t)up(Qu P7 t)a t] + aFl <Q7 Q7 t)‘q:tZ(Q,P,t) . (61O4>

Gleiches kann fiir alle oben genannten Funktionen F; gezeigt werden.
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6 Hamiltonsche Mechanik

Satz: Eine Transformation ist genau dann kanonisch, wenn die

fundamentalen Poisson-Klammern erhalten bleiben, also invariant sind.

Die fundamentalen Poisson-Klammern wollen wir hier nochmals aufzéihlen, den
Beweis des Satzes haben wir schon geliefert.

{gi,q:} =0 (6.105)
{pi,pi} =0 (6.106)
{ai,pi} = 63 (6.107)

Wir wollen zum besseren Versténdnis das Gelernte iiber die kanonischen Transfor-
mationen anhand zweier Beispiele anwenden.

Zuerst stellen wir uns die Frage, wie wir iiberpriifen konnen, ob eine gegebene
Transformation kanonisch ist. Dazu miissen wir sicherstellen, dass die fundamen-
talen Poisson-Klammern unter der gewiinschten Transformationen erhalten sind.
Wir fordern also {f, g},, = {f, 9}o,p. Welche der folgenden drei Transformationen
sind also kanonisch, wenn 5 # 0, |B| # 17

1 B —p
o' = (55)
(¢,p)* = (Bq,Bp)

(¢,p)° — (Bp, %1)

Wir berechnen also die Poissonklammern und erwarten ein Ergebnis von +1,

1 _oQor oQor _ [ 1\ _
{Q,P},, = 30 95 O Ba =0 ( 6> = —1#+1, (6.112)
{Q,P}., =5 #+1, (6.113)
{Q, P}, = :—g = +1. (6.114)

Von den drei Transformationen ist also nur die dritte kanonisch.

Betrachten wir ferner ein Teilchen der Masse m und der Ladung ¢, das sich in einem
homogenen, konstanten elektromagnetischen Feld bewege. Das Feld sei durch die
Potentiale

1

O(F) = -7 E; ff(f):iéxf; E|B; |B =" (6.115)
q
gegeben. Die Hamiltonfunktion des Teilchens sei
L | .
HEp) = 5 (7~ AlF) + 02(7)). (6.116)
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6.5 Satz von Liouville

Wir wollen H(Z,p) so schreiben, dass E und B entlang von &3 verlaufen. Dann
kénnen wir unsere Potentiale schreiben als

N 1 0 I wm —T2
@) =—z3- B, A@)=5[0]) x|22|= 2 | o ] (6.117)
B T3 0

Dann ist unsere neue Hamiltonfunktion

wm 2 wm 2
H(7,p) = |:<p1 + T@) + <p2 - 7%) +p§} —qr3b. (6.118)

Zeigen wir nun, dass die Transformation (¥, p) — (Q, 15) kanonisch ist, wenn

wm wm
P=pi+ w”;“ Py =y w”;xl . Py (6.120)

Wir miissen jetzt jede Kombination der neuen Koordinaten als Poisson-Klammer
iiberpriifen. Wir kénnen uns einen Teil der Arbeit sparen, wenn wir erkennen, das
alle Kombinationen {Qs, Q;} = {Qs, P} = {P5,Q:} = {P5, P;} = 0 sein miissen,
da fiir = 1,2 in Q;, P; keine Abhéngigkeit von z3 gegeben ist. Nach wenigen
Rechenschritten erhélt man gleiches Ergebnis auch fiir {Qq, P} und {Q2, P, }. Die
Rechnung fiir {Q1, @2} soll exemplarisch gezeigt werden,

[Q1,Qa} {——j—%@—pl}
T3 G e T =0 (6121

27 wm wm’ wm
Die Aufspaltung in vier Poisson-Klammern funktioniert analog mit gleichem Er-
gebnis mit { Py, po }. Man iiberzeuge sich, dass die Poisson-Klammern {Q1, P }, {Q2, P2}, {Q3, P3}
jeweils 1 ergeben. Damit ist gezeigt, dass die Transformation kanonisch ist.

6.5 Satz von Liouville

Betrachte ein thermodynamisches System (z.B. ein Gas oder eine Fliissigkeit) mit
N =~ 10% Teilchen. Die Losung der Hamilton’schen Gleichungen ist weder noch
mdglich noch sinnvoll. Selbst wenn man die 10% gekoppelte Differentialgleichun-
gen 16st, sind die Losungen experimentell nicht mehr iiberpriifbar. Die genaue
Kenntnis des Mikrozustandes des Systems, gegeben durch 6N Freiheitsgrade (3
Dimensionen, p, g fiir N Teilchen) ist nicht erforderlich.
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6 Hamiltonsche Mechanik

Thermodynamische Systeme werden durch makroskopische Zustandsgréfien
wie Druck, Volumen, Temperatur, Energie,... beschrieben. Eine geniigende Anzahl
dieser Zustandsgroflen bestimmt den Makrozustand des Systems.
Thermodynamik ist die Theorie der Makrozusténde. Ein einzelner Makrozustand
wird durch viele verschiedene Mikrozusténde realisiert. Makroskopisch identische
Systeme nehmen daher in der Regel verschiedene Mikrozustéinde an. Fiir bei-
spielsweise eine Tasse Tee der Temperatur 80 Grad ist es irrelevant ob manche
Molekiile in ihrer Position oder ihrem Impuls vertauscht oder verdndert werden,
diese Verdnderung ist nicht signifikant genug. Die Systeme sind dennoch nicht
unterscheidbar. Eine Menge von makroskopisch identischen, mikroskopisch unter-
schiedlichen Systemen heifit Ensemble. Die Mengenelemente werden durch Punk-
te im Phasenraum beschrieben. Wenn ein Ensemble sehr viele Elemente G hat und
die Dichte der G Phasenraumpunkte hoch genug ist, kann eine Verteilungsdichte
9(q, p,t) im Phasenraum eingefithrt werden. Dann ist

9(qi, pi, t)dqy...dgsndp,...dpsn (6.122)

die Anzahl der Systeme des Ensembles, die sich zum Zeitpunkt t im Volumenele-
ment um den Punkt (¢;, p;) im Phasenraum befinden,

/Q(Qz‘apz'at)dQ1---dQ3Ndp1~-~dp3N =G (6.123)

Verteilungsfunktion Die Verteilungsfunktion

o(q,p,t) = % (6.124)

gibt nun die Wahrscheinlichkeit an, ein System in einem gegebenen Volumenele-
ment im Phasenraum zu finden. Dieses wird fiir gewOhnlich auf 1 normiert. Die
Aufgabe der statistischen Mechanik ist es, o zu bestimmen.

Dazu bezeichnen wir ein Phasenraumelement mit dI'. So folgt, dass

_ 12
9= "5 (6.125)

dG ist die Anzahl der Phasenraumpunkte in dI". Bestimmen wir die Hamilton’schen
Gleichungen, stellen wir fest, dass die zeitliche Entwicklung von g eine kanonische
Transformation ist. Das Volumen ist konstant.

Kanonische Invarianz des Phasenraums: Das Volumen des Phasenraums

V—/.../dqi...dqndpl...dpn (6.126)
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6.5 Satz von Liouville

ist invariant unter kanonischen Transformationen, d.h. die Integrationsgrenzen
andern sich, das Volumen bleibt aber konstant. Wir kénnen fiir diese Fille dieses
beweisen, dass die Funktionaldeterminante gleich Eins ist, also

_0(Q1.-Qu P P)
IG1--Gn P1---Pn)

D =1. (6.127)

Dann ist
/d@l...dQndPl...dPn = /dql...dqndpl...dan = /dql...dqndpl...dpn. (6.128)

Damit ist g eine Erhaltungsgrofie und es gilt der Satz von Liouville,

dg _
dt

dg do

do

5 =0 (6.129)

Man kann sich die Bewegung der Phasenraumpunkte analog zu einem Fliissigkeitsstrom
vorstellen.
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6 Hamiltonsche Mechanik

6.6 Hamilton-Jacobi-Theorie

6.6.1 Die Hamilton-Jacobi-Gleichung

Wir haben die Hamiltonsche Mechanik iiber eine Legendre-Transformation aus der
Lagrangeschen Mechanik gewonnen. Da in der Hamiltonschen Formulierung der
klassischen Mechanik Ort und Impuls gleichwertig sind, kénnen wir mehr Trans-
formationen durchfithren unter denen die Bewegngsgleichungen invariant bleiben.
Im letzten Abschnitt wurden die Phasentransformationen und Kanonizitat behan-
delt.

Die in der Hamiltonschen Mechanik vorhandene starke Symmetrie zwischen ()
und P wollen wir nun verwenden, um die Handhabung physikalischer Probleme
zu erleichtern. Man kann zum Beispiel verschiedene Problemstellungen auf bereits
behandelte Fragen zuriickfiihren oder durch die neuen Variablen ); und P; die
Bewegungsgleichungen immens vereinfachen, z.B. wenn die Hamiltonfunktion nur
von @y, aber nicht von P; abhingt (1.). Ist dies genau umgekehrt der Fall, al-
so die Hamiltonfunktion nur von P;, aber nicht von @; abhéngt, liegen zyklische
Koordinaten @); vor (2.). In diesen Féllen ist

L Q= %ﬁ?j’“ = 0 = @; = const. und

2. b= —Mgg“t) = 0 — P, = const.
Wenn alle Koordinaten zyklisch gew#hlt wiren, wiirde uns dies die Integration der
Bewegungsgleichungen sehr erleichtern. Dies ist méglich, wenn eine zeitabhingige
kanonische Transformation existiert, sodass die neue Hamiltonfunktion null wird,
wie wir spater sehen werden. Es wird zusétzlich angenommen, dass

oH

— =0 6.130
gilt. Nun ist das Problem bereits iiber die Anfangsbedingungen c¢; und d; gelost,
da aus

pi=¢ =0 Vi— p;, =const. = ¢;und ¢; = const. = d; (6.131)

folgt. Dies wirft die Frage auf, ob und wenn, unter welchen Bedingungen ein System
unendlich viele Erhaltungsgrofien hat? Im Rahmen des Noethertheorems haben
wir uns schon etwas mit Erhaltungsgrofien und Symmetrien befasst, ein System
mit unendlich Erhaltungsgrofien muss also unendlich viele Symmetrien haben. In
unseren neuen Koordinaten sollen also sowohl die (); als auch die P; zeitlich
konstant sein. Wir suchen also eine kanonische Transformation

qi(t) = Qi[qi(t), pi(t),t] = const. (6.132)
pi(t) = Pilqi(t), pi(t), t] = const. (6.133)
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6.6 Hamilton-Jacobi-Theorie

Diese ist gefunden, wenn die neue Hamiltonfunktion K verschwindet, also K = 0.
Um K = 0 zu erhalten, miissen wir eine dementsprechende Erzeugende F' finden.
Wir bendétigen also

OF
K=H+—=0. 6.134

Dafiir wihlen wir Fy = Fy(q, P,t) — H(q,p,t) + %2(q, P,t) = 0, wobei die Wahl
von F;, geschickt, aber nicht zwingend ist. Wir wissen das gilt
_8F2(Q7P7t) _8F2<Q7P7t)
pl - aql 9 T T aPZ .
Schliefllich erhalten wir also die Hamilton-Jacobi-Gleichung-Gleichung

i ( or, or, | t> or,

e Gy —2 —2=0, 6.135
R PR + ( )

welche eine nichtlineare partielle Differentialgleichung erster Ordnung in der n+ 1-
ten Variable ¢y, ..., q,,t ist. Die Variablen ¢;(t) und p;(t) ergeben sich wie oben,
aus den Transformationsgleichungen der Erzeugenden.

Das vollstandige Integral der Hamilton-Jacobi-Gleichung heifit Hamiltonsche
Wirkungsfunktion S oder auch Prinzipalfunktion. In der Hamilton-Jacobi-
Differentialgleichung treten n + 1 Ableitungen von S auf, also erhédlt man auch
n+ 1 Integrationskonstanten. Da aber S nur in Form von Ableitungen nach ¢; und
t enthilt, ist S + C auch eine Losung und eine der Integrationskonstanten somit
trivial. Man berechnet S in folgenden Schritten:

6.6.2 How to: Hamilton-Jacobi-Gleichung
1. Stelle die Hamiltonfunktion H(q,p,t) auf.
2. Die Hamilton-Jacobi-Gleichung wird H (g, ‘?9—*2, t) + % aufgestellt.

3. Wenn alle Variablen separierbar sind, erhélt man aus n eindimensionalen
Integerationen die Losung S(qq, ..., ¢n, 1, ..., i, T).

Zur Berechnung von ¢;(¢) und p;(¢) wihlen wir die Integrationskonstanten als neue

Koordinaten
a; =Q; oder «o; =P

in beiden Féllen gilt

~ 05(q,a,t)
pi= g (6.136)
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6 Hamiltonsche Mechanik

Im ersten Fall (Typ F}) haben wir

S(q,a,t
bi = % 3 (6.137)
fiir den zweiten Fall (Typ F) gilt
oS t
Qi = —(za’ ) (6.138)

Wir wollen uns dies einmal am Beispiel des harmonischen Oszillators verdeutlichen.

HARMONISCHER OSZILLATOR

Die Hamiltonfunktion lautet

2
p k?2

H=-"—+— 1
2m 2q, (6.139)

somit ergibt sich fiir die Hamilton-Jacobi-Gleichung

1 ,05\2 &k 9 oS
<8_q> +§ +E—0. (6.140)

2m
Wir wéhlen einen Separationsansatz, um die Hamilton-Jacobi-Gleichung in eine
allein von ¢ und eine allein von ¢ abhéngige Seite zu unterteilen. Somit haben wir

zwei konstante gewohnliche Diferentialgleichungen. Mit einem solchen Ansatz

S(q,a,t) = W(q,a) — at (6.141)
erhalten wir
1 OWN2 Kk,
(2 2 =a=FE. 142
2m( dq > + gl T (6 )

Dies ist die Gesamtenergie (die linke Seite der Gleichung entspricht der Hamilton-
funktion) und zeitunabhéngig. Damit erhalten wir

2K
S:W—Et:\/mt/wf—qu—Et, (6.143)

was wir nur noch integrieren miissen. So kommen wir zu

LN T e
t 2E _ 2
\Vkx 4

.144
Oa 0 (6 )
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6.6 Hamilton-Jacobi-Theorie

was mit w = /&
m

t+ 8= Marcsin[\/%q] —q(t) =4/ % — ¢?sin(w(t + B)) (6.145)

ergibt. Fiir solch ein einfaches Problem ist die Hamilton-Jacobi-Theorie recht un-
handlich, bei komplizierteren Problemen zeigt sie jedoch ihren grofien Mehrwert.
Leider ist es jedoch nicht immer moglich, eine Erzeugende S zu finden, die uns die
Problemstellung vereinfacht.

Wir rekapitulieren nocheinmal: im Lagrange-Formalismus sind n gewohnliche Dif-
ferentialgleichungen zweiter Ordnung zu l6sen, um die Bewegungsgleichungen zu
erhalten. Im Hamilton-Formalismus sind es hingegen 2n Differentialgleichungen
erster Ordnung und unter Verwendung der Hamilton-Jacobi-Theorie ist genau ei-
ne partielle Differentialgleichung erster Ordnung zu losen. Dies wollen wir uns im
Hinterkopf behalten.

Die Wirkungsfunktion S(q, P, t) erzeugt eine konstante Transformation mit X = 0.
Dies setzt voraus, dass die neuen Impulse die fundamentalen Poisson-Klammern
erfiillen, dass also

{Piv ‘Pj}Qiapj =0 (6'146)

gilt. Es gibt also n Konstanten der Bewegung P;(g;, p;) -

oS oS oS . oS
i G+ a5 P)+ 5 = G+ K —H=1L 14
ot %:(aqiql " ap, J) o Zj:quﬁ:%_, (6.147)

Wenn wir die partielle Zeitableitung bilden erkennen wir, dass die Prinzipalfunk-
tion S mit der Hamiltonschen Wirkung iibereinstimmt.

a8 2

—:L—>S:/ dt L (6.148)

ot 6
Wenn die Losung der Bewegungsgleichung eines mechanischen Systemes auf die
Berechnung eindimensionaler Integrale zuriickgefiithrt werden kann, nennt man die-
ses System integrabel. Integrabilitét ist also gegeben, wenn die Hamilton-Jacobi-
Gleichung vollstandig separiert werden kann. In Feldtheorien werden die endlich

vielen ¢; durch unendlich viele Freiheitsgrade ersetzt. Eine integrale Feldtheorie
hat unendlich viele Erhaltungsgrofien.
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