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I. Lagrangegleichungen 1. Art

Ein Massenpunkt bewegt sich reibungsfrei unter dem Einfluss der Schwerkraft auf der
Oberfléiche eines Paraboloiden, der durch z = kr? gegeben ist (siehe Abbildung 1).

a) Wie lautet die Zwangsbedingung ?
b) Stellen Sie die Lagrangefunktion und die Lagrangegleichungen 1. Art auf.

c) Stellen Sie die Bewegungsgleichungen fiir die r- und ¢-Koordinaten auf, indem Sie
den Lagrange-Multiplikator mit Hilfe der Zwangsbedingungen eliminieren. (Die Losung
der Bewegungsgleichungen ist nicht erforderlich.)

d) Berechnen Sie die z-, r— und ¢-Komponenten der Zwangskraft als Funktion der
unabhingigen Koordinaten und Geschwindigkeiten (Eine Kraft darf nicht explizit von
Beschleunigungen abhéngen.)
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Abbildung 1. Massenpunkt auf einem Paraboloiden.

(bitte wenden)



Abbildung 2: Federpendel.

II. Lagrange-Gleichung 2. Art

Das Federpendel in Abbildung 2 besteht aus einem Massenpunkt der Masse m und einer
Feder mit Federkonstante c. Es wirken die Schwerkraft und die Federkraft entlang der
Feder. Die momentane Lénge der Feder wird mit ¢, die Ruhelage der Feder wird mit ¢

bezeichnet, so dass die Federkraft F = —c(¢ — £y)é, wirkt. Wir nehmen an, dass sich
das Federpendel nur in der (z, z)-Ebene bewegt.

a) Stellen Sie die Zwangsbedingungen auf. Wihlen Sie geeignete generalisierte Koordi-
naten.

b) Stellen Sie die Lagrange-Funktion auf und berechnen Sie die Lagrange-Gleichungen.

¢) Losen Sie die Lagrange-Gleichungen fiir den Spezialfall ¢(t = 0) = ¢(t = 0) = 0 und
beschreiben Sie die zugehorige Bewegung.

(bitte wenden)



II1. Energieerhaltungssatz

Betrachten Sie eine Lagrangefunktion L(q, ¢, t), die unter der Zeitverschiebung t — t'+a
mit konstantem a invariant ist.

a) Zeigen Sie, dass L nicht explizit von der Zeit abhéngt, d.h.
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b) Berechnen Sie die totale Zeitableitung %. Zeigen Sie, dass die Funktion

3N—p
L
= 04

zeitunabhéngig ist, dH /dt = 0. H wird Hamiltonfunktion genannt.

IV. Noether-Theorem

Gegeben sei ein Massenpunkt der Masse m, der sich unter dem Einfluss eines Potentials
V(r, ¢, z) auf der Oberfléche eines in z-Richtung unendlich ausgedehnten Kreiszylinders
mit Radius R um die Symmetrieachse gegeben durch €, bewegt. (r, ¢, z) sind Zylinder-
koordinaten. Das Potential besitzt die Symmetrie einer Schraubenlinie mit Ganghdhe
C7
V(r,g,z) =V (r,p+a,z+ zia) ,
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fiir alle reellen Transformationsparameter c.

Bestimmen Sie mit Hilfe des Noether-Theorems die Erhaltungsgrofie, die sich aus der
Symmetrie des Potentials ergibt.



