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Theoretische Physik: Formulierung und Anwendungen physikalischer Theorien.
Was ist eine physikalische Theorie?

Definition. Theorie ist die widerspruchsfreie Formulierung allgemeiner Gesetzmdaflig-
keiten, z.B. aus der Verallgemeinerung von in einzelnen Experimenten gewonnener Daten.
Fine Theorie ldsst sich nicht mathematisch beweisen, aber durch ein einziges Gegenbeispiel
widerlegen (Falsifikation, Sir Karl Popper, Wissenschaftstheoretiker).

Mathematik

Die moderne theoretische Physik formuliert die grundlegenden Gesetzméfigkeiten in der
Sprache der Mathematik, der fiir eine iiberschaubare und fiir Berechnungen niitzlich am
besten geeigneten Sprache.

Mathematische Methoden:

1. Lineare Algebra
2. Analysis (Differential- und Integralrechnung)
3. Differentialgleichungen

4. Variationsrechnung

Kinematik
Die Bewegung eines Massenpunkts ist charakterisiert durch die Vektoren:
e Ort 7(%)

e Geschwindigkeit v(t) = F(t) = ?Tf

2

Q
=

e Beschleunigung d(t) = 7(t) =

|

dt

Im allgemeinen ist daher @ = 7 bekannt, 7 und 7 sind gesucht = zweifache Integration
ist erforderlich. Bei jeder Integration tritt eine Integrationskonstante auf, also zwei Kon-
stanten insgesamt. Diese miissen durch Anfangsbedingungen zu einem Zeitpunkt ¢ = ¢,
festgelegt werden, also z.B. 9(ty), 7(ty).
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Tangentialvektor

Abbildung 1: Bahnkurve in der (x,y)-Ebene

Beispiele:

Gleichméafiig beschleunigte Bewegung eines Massenpunkts:

a = const. = d

i(t) = /t : dt'a(t’)

ebenso
(to) = (to) + U(t — to)
hier
(to) + ap(t — to)
mit )
F(t) = 7% + ot — to)? und ¥(ty) = v

v liegt fiir alle ¢ in der vonu, und a; aufgespannten Ebene.
Die Bahnkurve liegt in der Ebene durch den Punkt 7, aufgespannt durch v, und ag. Der
Normaleneinheitsvektor b ist konstant.
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b=
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X
” Deutet auf eine Symmetrie hin!

<

0

|99 X% dg
Kreisbewegung in (x,y)-Ebene:

Benutze Zylinderkoordinaten

T =1TCcosp

dx = cos @dr — rsin pdp
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Abbildung 2: Kreisbewegung in der (x,y)-Ebene

dy = sin pdr + r cos @dp

Kartesisches Linienelement:

ds® = dz* + dy* + rd2*

hier ds* = dr® + rde + dz*

Basisvektoren:
B & W S Gkt W SR
hrza—: sin ¢ ;h“’:a_: cosp | hy=o-= 0
r z
0 4 0 1

cos —sinp 0
€, = |sing |; e, =1| cosp |; e,=10
0 0 1

r=re.+ z€e,
dr =dreé, +rdpé,+dze,
Lodr rbE 4 iE
V= —=7¢é.+rpe,+ze
dt r ¥ [ z
dv . 2N o ; SN o o
o= (F=r@?)e +(rg+27¢)e, + 2¢e,
'Die Einheitsvektoren héngen auch von den Koordinaten ab!
Bewegung auf Kreis mit konstantem Radius R, in der Ebene mit z = 0:

a=

r=|fl=R; =R¢é,; d=—-RP* € +RPe,;

Wobei @ die Zentripetalbeschleunigung ist und ¢ die Tangentialbeschleunigung.
Winkelgeschwindigkeit: w = ¢ = v = Rw,dr = —Rw,dp = Rw gleichférmige Kreisbewe-

gung w = const. Definiere: b =we,,d X 7,0
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(Zweite Vorlesung, aufgeschrieben von Manuel Kunkel, 23. 10. 17)

1 Dynamik

Nach der Kinematik wollen wir jetzt die Dynamik (Lehre der Kréfte) betrachten. Diese
hat Isaac Newton in den Philosophiae Naturalis Principia Mathematica"(1687) begriindet.
Dazu definieren wir noch zwei Gréfsen:

Definition. Die trage Masse m, ist ein Mafs fir den Widerstand von Kdérpern gegen
Bewegungsdinderungen. Sie ist eine skalare Grof$e (keine Richtungsabhdngigkeit).

Definition. Der Impuls ist das Produkt aus trager Masse und Geschwindigkeit: p = m,v
Ausgangspunkt fiir die Dynamik sind die Newton’schen Axiome:
(N1) In jedem Inertialsystem ist die Geschwindigkeit aller Kérpern, auf die keine Kréfte

ausgeiibt werden, konstant.

(N2) In einem Inertialsystem ist die Anderung des Impulses pro Zeiteinheit gleich der
angreifenden Kraft:
p=Fr

(N3) Reaktionsprinzip: Die Kraft F,, die ein Kérper 2 auf einen Korper 1 ausiibt und die
Kraft ﬁgl des Korpers 1 auf Korper 2 sind betragsméafig gleich und entgegengesetzt,
also édctio = reactio":

ﬁ21 = —ﬁ 12

Es gibt noch ein "viertes Axiom", das jedoch meistens nicht zu den Newton’schen
Axiomen dazu gezahlt wird, das Superpositionsprinzip: Wirken mehrere Kréfte auf einen
Korper, so ist die gesamte angreifende Kraft die vektorielle Summe:

F-Ft+F+ =Y F

Beispiele fiir Kréfte sind:

e Die Gewichtskraft ﬁG = m g mit der Erdbeschleunigung ¢ und der schweren Masse
mg. Da m,a = m,g, gilt

mt_‘g_

ms

SRS

Die Allgemeine Relativitidtstheorie sagt uns, dass m, = m,. Fiir einen Massenpunkt
unter Einfluss der Schwerkraft gilt also 7= g.

e Gravitationskraft: Fiir Massen weit entfernt von der Erdoberfliche gilt das New-

ton’sche Gravitationsgesetz:
= mM
Fgr(w = _7767“

3
m
kg'sQ'

Dabei ist v die Newton’sche Gravitationskonstante v ~ 6,67 10"

e Stokes’sche Reibungskraft fiir langsame Bewegung (laminar, keine Turbulenzen) in
einer Fliissigkeit oder einem Gas: F = —k¥

>



Wechsel des Bezugssystems und Scheinkrafte

Definition. FEin Inertialsystem ist ein Bezugssystem, in dem fir kriftefreie Kdorper
U = const gilt.

Gibt es mehr als ein Inertialsystem? Und wenn ja, wie lassen sich alle Inertialsysteme
finden? Oftmals sind auch Bezugssysteme niitzlich, die keine Inertialsysteme sind (z.B. ro-
tierende Bezugssysteme). In diesen gelten die Newton’schen Axiome zwar nicht, trotzdem
lassen sich Bewegungsgleichungen aufstellen, wie wir an folgendem Beispiel demonstrieren.

Wir betrachten zwei Be-

\ zugssysteme S und S’, die

zum Zeitpunkt ¢ = 0 zusam-
men fallen. S sei ein Inertial-
system, also ist mr = 0, wenn
keine &dukeren Kréfte anlie-
gen. S’ gehe aus S durch ei-
ne zeitabhéngige Translation
} R(t) hervor, fiir die E(0) =0

g gilt. S’ ist genau dann ein

1

Inertialsystem, wenn fiir die
Koordinaten 7 in S’ ebenfalls

R(¢t) mi = 0 gilt.
Ein Blick auf die Skizze
zeigt:
S F=R+7 =>7r=R+7

Multiplikation mit m liefert:
mr = mR +mr’

Da S ein Inertialsystem ist, muss die linke Seite verschwinden. Wenn S’ auch ein Inerti-
alsystem ist, ist m7” = 0 und wir erhalten folgende Bedingung an die Translation:

mR =0
Durch Lésung dieser Differentialgleichung finden wir alle moglichen Inertialsysteme:
R=Vt=7f=Vt+7

Wir halten fest: Durch Translation erhélt man genau dann wieder ein Inertialsystem,
wenn sich S" mit konstanter Geschwindigkeit relativ zu S bewegt. Die Zeit haben wir
dabei unverandert gelassen: ¢’ = ¢. Man nennt eine solche Koordinatentransformation eine
Galilei-Transformation. Sie ist die allgemeinste Transformation, die Inertialsysteme
ineinander iiberfiihrt und die Zeit invariant lasst. Am Ende des Semesters behandeln wir
die spezielle Relativitdtstheorie und werden dabei Koordinatentransformationen kennen
lernen, die die Zeit nicht mehr invariant lassen.



Wir wollen jetzt eine beliebige Transformation (keine Galilei-Transformation) betrach-
ten. Fiir sie gilt 7(t) = E(t) + 7' (¢) und damit m# = mR + ms. Dabei definieren wir die
Kraft F'' in S’ so, dass auch in S’ gilt: F' = m#”. Es folgt

~/ = i > — >
Fr=mr=mr—mR=F—-mR,

wobei wir den hinteren Summanden —mR als Tragheitskraft oder Scheinkraft bezeichnen.
Nach Addition dieser Scheinkraft gilt auch in Nicht-Inertialsystemen die Newton’sche
Bewegungsgleichung. Scheinkréfte sind nicht fundamental, sondern beruhen auf der Wahl
eines beschleunigten Bezugssystems.

Wir beschréanken uns hier auf rotierende Bezugssysteme; eine allgemeine Transforma-
tion kann ja immer aus Translation und Rotation zusammengesetzt werden. Rotationen
sind Koordinatentransformationen, fiir die gilt:

1. Die Norm (Lénge) aller Vektoren bleibt invariant.
2. Die Winkel zwischen Vektoren bleiben erhalten.
3. Rechtshindige Systeme werden in rechtshindige tiberfiihrt (keine Spiegelung).

Bei Rotationen in 3 Dimensionen ist noch zu beachten, dass die Rotationen nicht
kommutieren. Man kann Drehungen im Raum daher mit orthogonalen 3 x 3-Matrizen R
mit det R = +1 modellieren:

@' =Rd, R-S#S R

Die Menge aller dieser Matrizen bildet die spezielle orthogonale Gruppe SO(3).
Fiir infinitesimale Rotationen kann

man die Drehungsmatrix als Identitat plus
by eine Storung D schreiben: R = 1 + D.
Durch Nachrechnen verifiziert man schnell,
dass aus der Orthogonalitdt von R die An-

4
. tisymmetrie von D folgt: R~' = R' =
Y D" = —D. Wir kénnen D also 0.B.d.A.
2 in folgender Weise schreiben:
KJ " 0 —dQ, d9,
D - dQ3 0 _dQl

—dQ, dQ, 0

¥

mit dQ = (dQ,,dQy, dQ;). Damit ergibt
sich fiir die Drehung eines Vektors a

Ri=(1+D)i=a+ddxa

und wir lesen fiir die infinitesimale Anderung von @ ab: da = d) x @. Aus der Zeichnung
finden wir einen Ausdruck fiir den Drehwinkel dy und berechnen
_|dal A9 xd  dQasing

dy - = dS).
p p asin 6




Die infinitesimale Anderungsrate von a ist

da A% . .
% = _t Xa=wXa,
wobei wir die Winkelgeschwindigkeit & = % definiert haben. Ihr Betrag ist w = ‘Zl—f. W

ist allerdings kein Vektor: Unter Inversion des Raumes, also einer Punktspiegelung am
Ursprung, dndern sowohl @ als auch da ihre Vorzeichen, & jedoch nicht! Die Winkelge-
schwindigkeit ist also ein Pseudovektor oder Axialvektor.

Bei der Rotation mit konstanter Winkelgeschwindigkeit treten als Scheinkrifte die
Corioliskraft und die Zentrifugalkraft auf.

Das eben betrachtete System ist offensichtlich rotationssymmetrisch: Alle Aussagen
bleiben giiltig, wenn man das gesamte System einen festen Winkel um & dreht. Solche
Symmetrien spielen eine wichtige Rolle in der theoretischen Physik. Wir werden sehen,
dass sie auf fundamentale Weise mit Erhaltungsgrofien (Integrale der Bewegung) zusam-

menhangen.
Definition. Fine Erhaltungsgrofie 1(Z(t), f(t), t) hat die Eigenschaft

d .
Sie bietet eine experimentell tberprifbare Aussage und kann bei der Lésung der Bewe-

gungsgleichungen helfen.

Arbeit

Wie wir bereits gesehen haben, sind die Bewegungsgleichungen im Allgemeinen von der
Form

m@ = F(Z(t), (), t)
mit zwei Anfangsbedingungen #(t,) = &, und ¥(ty) = v,. Die Trajektorie eines Massen-
punkts ist bei bekannten Kréften und gegebenen Anfangswerten fiir Ort und Geschwin-
digkeit bei t = t;, durch die Newton’schen Gesetze fiir alle Zeiten festgelegt. Der Zustand

eines Systems entspricht also einem Punkt (Z,¢) im Phasenraum, einem mathematischen
Raum, der durch die Orts- und Geschwindigkeitsvektoren aufgespannt wird.

Definition. Um einen Massenpunkt in einem Kraftfeld F = F(Z(t),Z(t),t) von & nach
T+ dZ zu bewegen, muss die Arbeit

SW = —F-dz

geleistet werden. Per Konvention gilt W > 0 < F I d7 (13 antiparallel zu dZ) und
W <0< F || dz. Fir einen endlichen Weg vom Ort Z, nach @y entlang einer Bahn C
haben wir dann das Wegintegral

WC:/5W:—/da?-ﬁ(f,i:’,t).
C C



Das Wegintegral wird berechnet, indem man # entlang C' durch einen skalaren Para-
meter parametrisiert (z.B. Zeit, Bogenldnge).
O0W ist im Allgemeinen kein totales Differential, sondern nur, wenn gilt:

ow ow .. oW
OW = dW = o - dT + — - dif + — - dt
ox or ot
Per Definition ist aber W = —F - dz, also ist 6 nur dann ein totales Differential, wenn
| - w
LEVW:—F, a—W:a—.:O,
0T ot or
oder in der vertrauten Form: F = —ﬁW(f) Dann ist F eine konservative Kraft und es

gilt V x F = 0.

2 Vorlesung vom 06.11.2017

Aufgeschrieben von Johannes Diireth

2.1 Generalisierte Koordinaten

Generalisierte Koordinaten sind nicht immer am besten zur Losung eines physikalischen
Problems geeignet.

1. Aufgrund einer vorhandenen Symmetrie (Kugel,Zylinder)
2. Da ein beschleunigtes Bezugssystem vorliegt
3. Weil die Koordinaten nicht unabhéngig voneinander sind

Nummer 3) tritt bei Anwesenheit von Zwangsbedingungen auf.

Beispiel 1: Starre Hantel im IR?

Der Abstand der beiden Massenpunkte ist durch eine Zwangsbedingung festgelegt:
|71 — 73| = || R]] Von den sechs reellen Grofen (Freiheitsgrade) (zq, xo, 3, Y1, Y2, Y3)
kénnen wir eine durch die iibrigen ausdriicken. Fiinf davon reichen aus, um die Lage der
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Hantel eindeutig zu bestimmen.
Beispiel 2: Rollendes Rad

Der Mittelpunkt (z,,,¥,,) = M hat immer den Abstand R zur Ebene. Die
Zwangsbedingung ist: y = vy,, = const V t,x

M

L

? {

;\

Der Auflagepunkt gleitet nicht, ist also momentan (bei ¢ = ¢,) in Ruhe, daher gilt die
Rollbedingung: & = R¢ — x(t) = xq + Ro(t)
x bzw. phi ist dabei eine unabhéngige Koordinate (Wenn man y kennt kennt man x und

W
b 3

M(agapmm

umgekehrt, abhédngige Koordinaten sind unpraktisch und fiir Lagrange sind unabhéngige
Koordinaten wichtig).

Lagrange-Mechanik beinhaltet das Schreiben der Bewegungsgleichung in der geeigneten
Anzahl von geeigneten Koordinaten. Zwangsbedingungen sind geometrische
Bedingungen, die die Bewegung einschranken. Zwangskrafte sind die Kréfte, die in der
Bewegungsgleichung fiir die Einhaltung der Zwangsbedingungen sorgen.

Beispiele dafiir sind: Auflagekraft beim Rad, Fadenspannung beim Pendel.

Zwangskrifte sind meist nicht explizit bekannt. Dies ist fiir Lagrange-Gleichungen 2.Art
nicht von Bedeutung, da geeignete Koordinaten diese mit beriicksichtigen.

2.2 Zwangsbedingungen

Holonome Zwangsbedingungen: f, (7,25, ...,2,,t) =0
v=1,...,p, p: Zahl der Zwangsbedingungen — p Gleichungen
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e holonom-skleronom: sind nicht explizit zeitabhéangig égt” =0

Beispiel Hantel: |1y — 3| = [[R]| = f1(r1,72) = [lr1 — 72| = [|&[| = 0

o .. . . . 8f,
e holonom-rheonom: sind explizit zeitabhingig =5 # 0
Beispiel: Massenpunkt im Aufzug

Alle holonomen Zwangsbedingungen reduzieren die Anzahl der unabhéngigen
Koordinaten.Ein System in 3 Dimensionen hat (Mit N Teilchen und p
Zwangsbedingungen)

S=3N-p (1)
Freiheitsgrade (unabhéngige Koordinaten).

Beispiel fiir nicht-holonome Zwangsbedingungen:
1. Ungleichung f,(z3,...,2,,t) >0

2. Differentielle Form, nicht integrierbar df, = a, dri +a,, dry+ ...+ b, dt
mitv=1,...,p

Ab jetzt werden nur noch holonome Zwangsbedingungen verwendet.Es werden S gene-

.. . . da.
ralisierte Koordinaten und ¢; = -

spannen den Konfigurationsraum auf. Der Konfigurationsraum ist eine Menge von Tupeln

generalisierte Geschwindigkeiten eingefiihrt. Diese
(41,4, - --,qs), die die Konfigurationen eines Systems eineindeutig (bijektiv) beschreiben.

Beispiel 1: Ebenes Doppelpendel

Generalisierte Koordinaten sind ¢; und ¢,
Konfigurationsraum: [0, 27 @ [0, 27|
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Beispiel 2: Hantel

Geeignete generalisierte Koordinaten sind: die kartesischen Koordinaten des Ursprungs,
sowie 2 Winkel 6 und ¢, die die Orientierung des Relativvektors ;7 — 75 beschreiben.

Konfigurationsraum: R? XS 2

2.3 Lagrange-Funktion und Lagrange-Gleichungen 2.Art
(holonome ZB)

Definition: Lagrange-Funktion

L(QlaQQa"'7QS7417q.27"‘7stut) :T(Qla"‘7q57(jl7"'7(js7t)_V(QI7"'7QS) (2)

Aus dem Hamilton-Prinzip (Prinzip der kleinsten Wirkung) folgen die Lagrange-Gleichungen:
——— ——=0firj=1,...,s (3)

Beispiel: Pendel mit gleitender Aufhingung

B 4
»

¢

Y\

1. Zwangsbedingungen:

e 2, =2,=0

e m, fest auf x-Achse: y; =0
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e Satz v. Pythagoras: (z; — x5)° + 45 — 1> =0
S =3N — p=06—4 =2 unabhéngige Koordinaten
2. wir wahlen: ¢; = z; und ¢, = ¢
3. Dann ist xy = q; + (- sin(qy) , ¥ = - cos(qs)
4. L=T-V

1 1
T= 57"71131512 + 5777/2(3522 +4,°)

1 1 _ .
= 5(mi+ my)gy” + §mz(l2qQ2 + 2G5 cos(gy)) (4)

V' = —mygl cos(gy) (5)

my + mo . m . ..
—-L=T-V = %%2 + 72l2qZ2 + molqygs COS(Q2) + mygl COS(QQ) (6)

Lagrange-Gleichung fiir ¢;: (L héngt nur von ¢; ab, aber nicht von ¢ )

= E[(ml + M) g + Malgs cos(gy)]

= (my +my)qy + malds cos(qs) — mylgy” sin(qy) (7)

Lagrange-Gleichung fiir gs:
d 0L 0L d i ) S )
Ea_qg - 8_(]2 = E[mﬂQ% + mylgy COS(Q2)] - [—m2l(q1q2 SIH(CIQ) - 951n(q2))]
= mollgy + 1 cos(qa) — G1Gasin(qa) + G1Gasin(qe) + gsin(ge)]  (8)

Vereinfachung durch Linearisierung: Betrachte nur (infinitesimal) kleine ¢y, ¢, :

sin(gs) ~ ¢ cos(qy) ~ 1 G,* ~ 0 (9)
Damit ergibt sich fiir ¢;:
(my 4+ ma) gy + maldy =0 (10)
Und fiir gs:
Imady + malggy + myl®dy = 0 (11)
Losung durch ineinander Einsetzen:
mol .
t) = ———qgycos(w(t —ty)) + oyt + « 12
¢ (t) m1+m2QQ (w( 0)) 1 0 (12)
Gr + WZQQ =0 mit w? = —g(ml +ms) (13)

Imy
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3 Forminvarianz der Lagrange-Gleichung unter Koor-
dinatentransformation - Vorlesung 10. November

Aufgeschrieben von Moritz Meinecke

d 0L(q;,q;,t) 0L ,
- a:.  — a3 ) = 1 e
dt 0q.; dq & o8[S =3

J J Lagrange Gl. 2. Art

Bijektive differenzierbare Punkttransformation:

qg:q;(Q177QS7t) ;i:17"'78
Zu Zeigen:

d OL'(q;, ¢ist)  OL

- A = / 3= 17 ) S
Beweis:

Bijektivitat = 3 Umkehrfunktion ¢; = qi(q}, gt

. . dq; . aq] dq; dg;
4 03,9 "o 7\ ag ~ oy,

j=1

G; + generalisierte Geschwindigkeit transformiert sich geméf Kettenregel

Nun zeigen wir:

Ll(Qia"'7q;7QI7"'7Q;>t) :L(QI(q/baq;)a7Q1(q/1>7qgaq{977qg)7t)

Es gilt:

- (aL (9q] oL (9q])
— \ Jg; Jg; 0% 4

J

sowie:
oL oL Oqj oL 8(]]
7 = S — 5 =
dq 2 5 dq; O jz: dq; 04

dol & d OL\ 9q; OL d Oq; 04,

——.,ZE K ) Ly — — 3,} (1) = —2

dt 9¢; = [\dtdq;) Oq; ~ 9q; dt dg; aq;
]_

(1)
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Einsetzen in:

iaL ,—Z(ia_[’——)aq]—()
dt 04,  0Oq, p= dtd¢; 0q;) 0q;

(2)
(2) =0, da LG. in den urspriinglichen Koordinaten erfiillt ist

= Die Lagrangegleichungen sind auch in den gestrichenen Koordinaten erfiillt.
Dies ist eine starke Symmetrie ,weil die Bijektivitat und die Differenzierbarkeit sind

eingegangen.

Definition: Generalisierter Impuls:

E—— - d OL
J

4 Lagrangegleichung 1.Art:

Bisher haben wir die Lagrange-Gleichung 2.Art mit S = 3N — P generalisierten Koordina-
ten betrachtet. Es gibt auch Lagrange-Gleichungen 1.Art, bei denen die Zeit die Zwangs-
bedingungen mit Hilfe von Lagrange-Multiplikatoren implementiert werden. Die Lagran-
gefunktion hiangt hier von allen 3N Koordinaten ab. Die Lagrange-Gleichungen 1.Art sind

auch bei differentiellen Zwangsbedingungen anwendbar (Bsp.: fiir nicht-holonome Zwangs-
bedingungen). Holonome und differentielle Zwangsbedingungen lassen sich schreiben als:

quidqj si=1,...,p p: Zahl der ZB
=1

Fiir holonome ZB gilt:

oL

Qij:a_qj

i=1,....,p ;5=1,...,3N

Die Lagrange-Gleichungen 1.Art lauten:

Die unbekannten Koeffizienten \; heiften die Lagrange-Multiplikatoren. Die rechte Seite

ist als generalisierte Zwangskraft aufzustellen:

p
i=1

Gebrauchsanweisung;:
(fiir LG 1.Art)
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a) Nach Wahl von 3N geeigneten Koordinaten werden die ZB in differentieller Form
aufgestellt

b) L =T —V wird als Funktion der 6N Variablen ¢; und ¢; geschrieben

c) Die 3N Lagrange-Gleichungen werden berechnet und gelost

Beispiel:

mi

Koordinaten: x,y; Koordinaten von m, : r, ¢

fl(xluyhrago):yl:o 7f2(x17y17T7¢):T_l:O
of1 dfs

[5D) Em or Qa3

ayg: 1.ZB , 2.Koordinate

Alle anderen Ableitungen sind Null.

b)

L=T_-V= 71(90? +93) + 72(1'3 +93) — Migys — Magys

— wir haben: xy =2, +17sinp = oy =27sinp+rysine
= Yo=Y —TCOSQY+Tresing

myq —i—m2

2

. . m
(#7 + 97 +

= L= =
2

[7’“2 + %)% 4 27 (i sin g + g4 cos @)
+2rp(& cos @ + 9, sin )]
— Mgy — ng(yl — T COoS 90)

Erst nach der Herleitung der Lagrange-Gleichung aus diesen Lagrangefunktionen
diirfen die ZB in die Lagrange-Gleichungen eingesetzt werden (Lagrange-Gl. 1.Art).

16



c) Die Lagrange-Gleichungen sind:

z1 : (my 4 may)dy + mal(@cosp — P sing

. . Dieselben wie bei LG. 2. Art
@ 1myl(Zcosp+lpcosp =0
yr tmal(Bsing + @ cos) + (my + ma)g = A1 = Zsehiene

roimy(@sing — 1$* — g cos ©) = X2 = —Zraden
wir finden:

ZSchine : (ml + mgy COS2 (p)g + mZ(lsbz - jil sin 90) CoOs@ = Mmy1g + ZFaden COS @

5 Hamilton’sches Prinzip
W. R. Hamilton (1805-1865))

Die Bewegung eines mechanischen Systems verlduft von einem gegebenen Anfangspunkt
P, zur Zeit t1 zu einem gegebenen Endpunkt P, zur Zeit t, derat, dass die Wirkung
S = ft ), t]dt stationér ist, d.h. 65 =4 [’ “ Ldt =0 (6 Variation) Fiir holonome
7B ist dles aqulvalent zu den Lagrange- Glelchungen 2. Art

3N—-P d aL
08 = Z /1 {8% &0 }5qzdt—0 ;0q;(ty) = dqi(ty) =0

Aufgabenstellung zur Variationsrechnung: Suche die Kurve y(z), die das Integral zu

einem Extremum macht.

- [ " Fly(e).y/ @), 2lda

Leonhard Euler (1707-1783) fiihrte dieses Problem auf das Losen von Differentialgleichun-

gen zuriick.
Betrachte alle Kurven y(x) die in der Nachbarschaft der gesuchten Kurve y(x) liegen und

schrieb sie in der Form:
y(r) = y(z) +en(xr)

Die n(x) sind belibig differenzierbare Funktionen mit den Randbedingungen n(z,) =
n(wz) =0

Wir betrachten:

I,(e) =/ Fly+en,y +en, zldx
T2
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Die gesuchte Kurve y(z) erteilt I genau dann ein Extremum, wenn die Integrale I, (¢) bei
e = 0 ein Extremum haben, d.h.:

[ 9gF  ,0F ]
= Nn—+n—|der=0
e=0 /901 |~ 8y ay/
Partielle Integration fiihrt zu:

_ [ |9F _ dof ary™
- / [ay dwy,] n(z) + [nmay,} 0

Z1

dl,(e)
de

ﬁ
de

——
=0,wegen Randbed.

Dies gilt fiir alle n(z) Beispiel: Gesucht ist der kiirzeste Abstand zwischen zwei Punkten
in der Ebene. Bogenldnge:

ds® = da* + dy* = ds = Vda* + da® = /1 + (¢ )?dz

Lange einer Kurve, die zwischen P, und P, verlauft:

P, P,
I = / ds :/ 1+ (y)’dz
" " Vit )

N——
Def. Abstand

= F(y,y,2) = /1+ (¢

oF _ oF _ Ay ),
- /A ) -
y c
S = y=—F—== const.
L+ (y)* 1+ec

6 Starrer Korper - Vorlesung vom 24. November 2017

(Aufgeschieben von Simon Sanke)
Zwei Bezugssysteme: Laborsystem (Inertialsystem) und korperfestes System S mit Koor-

dinatenursprung P.




Geschwindigkeit aus Sicht von S:

=0 aus Sicht von S, da S starrer Kérper

4 _ 4 + W x
i), T @
—~—

aus Sicht von S

6.1 Kinetische Energie

mZ
m1 m,
m5
1 1
T = mz(rL> :_E Tnz(o—f_w>< z)
2 2 &~
) )
1 S5N\2 — —
=5 m;(79)” + E m;To(d X 75)
[ %
~ N TV -
= Gesamtmasse M . 5 . .,
ZTB Gx E mﬂ“i ZMT‘B(QXR)
7
———
MR Schwerpunkt

1
:§M( 7o) + Mry(3 x R) + Zm w X 1)

Die Bedeutung des Punktes 7 wird zerlegt in eine Translation von P (korperfester Punkt)
und in eine Rotation um die momentane Drehachse & durch P.

6.2 Kinetische Energie Fallunterscheidung:

1) Ein Punkt des Kérpers ist raumfest (Kreisel). Wir wihlen P als diesen Punkt. = 7 =
konstant = 75 =0
T =13, m(& x 7;)* (Rotationsenergie)

2) Kein Punkt des Korpers ist raumfest. Wir Wéhlen den Ursprung des Koordinaten-

systems P als den Schwerpunkt = R=0Vt = T = 2 4 Z m;(J X 15)

Translations Energie® ~~
Rotationsenergie
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6.3 Tragheitstensor

Wir betrachten die Rotationsbewegung:
Fiir zwei Vektoren @ und b mit Zwischenwinkel « gilt:

(@ x b)? = a®b*sin® @ = a®b*(1 — cos® o) = a®b® — (T - b)?

1 1 1
:TR:§ Ez miwiz—ﬁ % mi(cﬁ-ﬁ-)2:§ EZ m(wi + wy + w3)r?
mit Rotationsenergie:

1
) Z M (wiTi1 + walti + ways)”

(2

Wobei x;;,x;9,2;3 Komponenten von 7" im korperfesten System S sind.
Tx enthélt nur Terme zweiter Ordnung in w;,w, und ws

3
1
= TR = § Z ]lmwlwm, [lm = Z mi<5lmrz'2 - :Cil'rim)

Im

Die Matrix [, heift Tragheitstensor:

PN Iy Ly I
I = [21 122 [23
I3y I3 Isg
w1
1 1 >
T = 5(3T I'a= §(W1,W2,W3) I Wa
W3

Fiir eine kontinuierliche Massenverteilung, wird aus der Summe ein Integral.
Das Massenelement bei 7 ist dm(7) = d°rp(7), p(7) Dichte
Gesamtmasse M =Y. m; - M = [, d*rp(7) Fiir den Trigheitstensor haben wir dann:

]lm = /dgrp(f‘)(almr2 - $l$m)

Rotiert der Koérper um eine Achse, die durch den Einheitsvektor 7; beschrieben ist, so ist

W =wn und

1 _ ¢ 1 5 7=
5&)

7
— 2 —
I o=-wn I

1
Ty, = -
R 2 2

ist das Tragheitsmoment' beziiglich der Drehachse 7.

1TréaLgheitsmoment engl. moment of inertia
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Vergleich Translation/Rotation:

Das Tragheitsmoment spielt fiir die Rotation eine dquivalente Rolle wie die Masse fiir die
Translation.

I ist symmetrisch und hat drei reelle Eigenwerte mit zueinander senkrechten Eigenvek-
toren.

Die Eigenwerte I, I, I heiften die Haupttriagheitsmomente und die durch die Eigen-
vektoren gegebenen Richtungen heifien die Haupttragheitsachsen.

\(E)éihlen wir die Haupttrégheitsachsen als Koordinaten des korperfesten Systems S, so ist
I diagonal:

o I, 0 0
I - O IQ 0
0 0 Iy

Beispiel: Trigheitsmoment eines homogenen? Zylinders mit Radius R und Héhe H.

e

Y
|

Die Achse des Zylinders ist eine der Haupttragheitsach-
sen (— I3). Die beiden anderen Trégheitsmomente gehoren zu Achsen senkrecht dazu und

%p(7) = konstant
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sind gleich (I, = ;).

Ty =TCOS¢ Ty=rsing x3=2

Volumenelement  d*z = rdrd¢dz
L= [ plat ) = p [ dalat 4 ad)

I35 = /d%P(F)(xi + 25y + T35 — 9533)

4 2
M
dz/ d¢>/ rdr = QWpH]z 2R M = pV = pR*nH

Is—P/

w\m

P m=d+r
Sei P der Schwerpunkt und P’ ein anderer korperfester Punkt.

f;l = 7_’; — 67 I;% = Z mz(@m(f;)g - x;lm;m>
%

Einsetzten von 7 =7, —a und Zmi:M, MR =0

Ist 7 die Drehachse mit Trigheitsmoment I, so ist I’ = I + Ma® (Steiner’scher Satz *).

7 Kinematik und Dynamik des starren Korpers

(Aufgeschrieben von Petra Albertova)

7.1 Drehimpuls eines starren Korpers

Im Laborsystem gilt: L; = > myTir X 7
Wir haben: 7, =7y + & X 7

3 Jakob Steiner, Schweizer Mathematiker.
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Wir setzten in L 1, die Grofsen des korperfesten Systems ein:
Ly =%2,m(fy+75) X (T + & X 75)
= M7y X 7y + 7 X (Qx Mé) +MB x Fo+ 3, mi, x (& % 7))

R: Schwerpunkt

1. Fall: P ist raumfest, P ist der Ursprungspunkt von S und S},

:>F0§0
= Lp=),m7; x (Jx7) =1L

L: im korperfesten System
2. Fall: P ist der Schwerpunkt = R=0

EL = MFO X 7?0+2sz7’_'; X (LZ; X 7’_';)
Der Gesamtdrehimpuls teilt sich in Bahndrehimpuls und Eigendrehimpuls.

Korpereigener Drehimpuls: L= > ml[(f;)%}’ — (r30)75]
\2
x-Komponente: L; = Zz mi[(ﬁ‘) Wy — Ty Wi — L1 Ti0We — L1 T;3W3
IR
=L=1Tw

Der Drehimpuls ist das Matrixprodukt von Tragheitstensor und Winkelgeschwin-
digkeit

1
Rotationsenergie: T = 3 'L

1=
Fiir eine Rotation um die Hauptachsen gilt: T = 3 I'w?

7.2 Dynamik des starren Korpers

Plan: Herleitung der Eulerschen Gleichungen
Zur Losung dieser Gleichungen sind im Allgemeinen generalisierte Koordinaten erforder-
lich = drei Eulersche Winkel = Bewegungsgleichungen=- Losungen

Der Drehimpulssatz

d

L,ges — %L(Zf\[ miFL,i X ?L,i)

= 20 mT X T (da 7 x 7 = 0)

= va TLi X F;ezt

Der Betrag der inneren Kréfte zwischen den m,; hebt sich heraus
(3.Newtonsches Axiom) F;j |75
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Definition: dufleres Drehmoment

Text Text __ — ext
M=% My =50, x Fj

IE

—

= Drehimpulssatz: L = M
(L = const. < M = 0)

Die Eulerschen Gleichungen
(Leonhard Euler: berithmter Schweizer Mathematiker im 18. Jhd.)

-

Im Laborsystem gilt: (=)L = M

=
t
o

Wir setzten ein L =

<
I ist im Laborsystem zeitunabhéngig, da die Haupttriagheitsachsen mit dem Korper

mitrotieren
d. < . d

= M = (dt> [(E)L Io+ 1 (E)Lw
d d
. a, _a -
Wir aben(dt)L o X
- d. - dL . :
s ML= v aoxi=Ts+ax (T
dt dt
dL
ar im korperfesten System; 7) zeitunabhéangig
Bemerkung:
(d)_,_d_w+ X & mit & xJd =0
o dw =ty W X W=
= (dt> W= (dt)sw

Wir wahlen nun die Haupttriagheitsachsen als Koordinatenachsen des korperfesten Sy-
stems

o I, 0 O
=1 =10 I, 0
0 0 I
Dies setaten wir in M = T3 +d x (?cﬁ) ein
11w, Wi Lw,
Lw, | + | wy | X | Lowy
303 w3 T3ws

Die Komponenten dieser Vektorgleichung nennt man die Euler-Gleichungen.
M,y = Ly + (I3 — Ip)waws
My = Iwy + (1) — I3)wsw,
My = Iws + (I — I} Jwiw,

Drei gekoppelte, nicht lineare Differentialgleichungen fiir w, w,, ws (selbst fiir M =0
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sind die Gleichungen komplizierter als ﬁ = F fiir die Translation.)
Zur Losung dieser Gleichungen bendtigen wir geeignete unabhéngige generalisierte Ko-
ordinaten fiir Drehungen in drei Raumdimensionen =

drei Euler-Winkel

Definition der Euler-Winkel

Wir betrachten eine allgemeine Drehung im Raum
Es stellt sich die Frage: wie miissen wir (élL, éx ek ) drehen, damit das zugehorige Koordi-
natensystem mit (€}, €,, €3) iibereinstimmt?

. S S .S S
Wir haben 7, = 7 + r;&; mit €; = € (t)

(Einstein’sche Summenkonvention: tiber doppelt vorkommende Indizes wird summiert)

Wir driicken die & durch die & aus. Damit kénnen wir die Lage des starren Kérpers
im Raum zu jedem Zeitpunkt bestimmen.
<= <=
i,j=1,2,36 = D, ;(t)e%) mit D': Drehmatrix
=
r= 7"1'5;5 =T Dij(t)gf
Aed
Drehungen werden durch orthogonale Matrizen D (t) beschrieben, also
DD" = D"D = E;,det(D) = 1
In drei Dimensionen kommutieren diese Matrizen nicht! Die Reihenfolge ist entscheidend.
Die Euler-Winkel liefern eine Parametrisierung aller Drehungen.

a) Drehung um & und den Winkel ¢(0 < ¢ < 27)

Die zugehorige Matrix heife Rs(¢):

’

é;'L = R?j(@)gf
él
& = cos(p)éy + sin(p)ey
& = —sin(p)e + cos(p)eh
L oL
€3 = €3

cos(p)  sin(p) 0
R (p)= | —sin(p) cos(p) 0

0 0 1

R*R* = FE,, det(R*) = 1 Die durch &} / gegebene Richtung heifst Knotenlinie
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’

b) Drehung um die Achse &7 (Knotenlinie) um den Winkel 6(0 < 6 < )

& = Ri(0)e*

1 0 0
R'(9) = (O cos(0 sin(@))
0 —sin(f) cos(0)

¢) Drehung um égl um den Winkel ¢(0 <9 < 27)

cos(v)  sin(yp) 0
RY(¢) = | =sin(¢) cos(y) 0
0 0 1
T = RW)R OR ()

<=
D : Drehmatrix

Abbildung 3: Definition der Euler-Winkel. Gezeichnet von Simon Sanke.

8 Vorlesung 1. 12.
(Aufgeschrieben von Krzysztof Radacki)
é'is = Zj ngéyL

F=3 e =3 i D, ;&% wobei D(t) eine orthogonale Matrix ist.

a) Drehung um & um den Winkel ¢ € [0, 27| :
& =3 Ry(0)ey
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mit

cos¢ sing 0
R*(¢)=| —sing cos¢ 0
0 0 1

b) |Drehung um é}L/ (Knotenlinie) um den Winkel 6 € [0, 7] :
o = Zz Rilcz(e)élLl
mit
1 0 0
R'@ =1 0 cosh sind
0 —sinf cosd

¢) |Drehung um a%” um den Winkel ¢ € [0, 27 :
& =X, Ry(W)e

=Y, R} < )éy
Rf’( 0)Y, Ri(0)
R3() Y, R, ()ZRM()
e R0 ) (0 Ry (o)
(4,0, p)ér

//

Z
2
252
> Du

Die Eulersche Winkel parametrisieren jede Drehung im ®* = unabhéngige verallge-

meinerte Koordinaten.

Ziel: Losung der Bewegungsgleichung des Kreisels = Zeitabhéngige Orientierung des
Kreisels im Laborsystem.
Dazu miissen wir die Euler-Winkel und die zugehorigen generalisierten Geschwindigkei-
ten mit den Korperfesten Komponenten w;, wy, ws der Winkelgeschwindigkeit in Bezug
setzen.
Wir betrachten eine infinitesimale Drehung: ddt = (wlé‘f + Wyl + wals )dt
Diese lifit sich aus infinitesimalen Anderungen der Euler-Winkel zusammensetzen:

a) d¢ um 5

b) df um &

= Gdt = dpe + d061 + dwe3
Nun schreiben wir €5 und € im Koordinatensystem der Haupttrigheitsachsen:
Man kommt zu dem Ergebnis:

Gdt = (dpsinsin ey + df cos )& + (dgsin b cos) — df sin)és + (dé cos O + dip)és
& w, = ¢sinfsiny + 0 cos

wy = Gsinh cos ) — 9sin1p

ws = ¢ cosl + 1
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Eulergleichungen:

Fiir einen kréftefreien Kreisel gilt: M =0

= 0=1L =13 = & = 0 Diese Beziehung gilt strenggenommen nur, falls @ und L
parallel sind.
= 0= (I3 — Iy)wyws

0= () — I3)wws

0= (I — I))ww,

Bei einem unsymmetrischen Kreisel gilt: I} # I, # I3 # I} = Zwei w; miissen gleich
Null sein. = & ist parallel zu einer der Haupttriagheitsachsen. = & || L

Bei einem symmetrischen Kreisel gilt: I} = I, # I3 Die ausgezeichnete Symmetrien-
achse heifit Figurenachse.

= 0= ]1&}1 -+ ([3 — [1)(.4.]2(.4.]3 (14)
0= Ly + ([; — I3)wiws (15)
0 = I[3Ws = wy = const (16)
Teile (14) und (15) durch I;
Cd‘l— 1_3003(4)2:0)1_90&)2:0
I
I, — 1
(A}2+ ! 3&)3&)1 :w2+le :0

1
= harmonischer Oszillator

Losungsansatz: w; = asin(Qt + 3) = wy, = acos(Qt + f)

asin(Qt + )
=d=| acos(Qt+5)
w3
3] = Va? +?
Im korperfesten System lauft & auf einem Kegelmantel (Polkegel) um die Figurenach-
se. Diese Bewegung heifst freie Nutation

Der schwere Kreisel
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In diesem Fall hdngen die Komponenten des Drehmoments im korperfesten System
von der Orientierung des Korpers im Raum ab. Die Eulergleichungen koénnen nicht mehr

unabhéngig von den Lagrange-Gleichungen fiir ¢, 0, v gelost werden:
1 1 . . 1 . N 2
T=5a"5 =5, (¢2 sin? 0 + 92> + 515 (gb cos 0 + ¢)

V=MgZ;, = Mglcosf

Der Schwerpunkt liegt auf der Symmetrieachse des Kreisels. Der Abstand zwischen
dem Ursprung des Korperfesten Systems und dem Schwerpunkt ist mit 1 bezeichnet.

Die Koordinaten ¢ und % sind zyklisch:

oL S92 y i
p¢_8_¢_[1¢81n 0+ I3 (¢cos€+¢> cos f = const
oL : :
pw:a_qb:]3 <¢cos@+@/}> = [yw; = const

py: Drehimpulskomponente Ly entlang der Figurenachse &5 im korperfesten System.
py: Drehimpulskomponente (L), entlang der Senkrechten % im Laborsystem.

Die Schwerkraft ist konservativ und die Zwangsbedingungen sind holonom, folglich ist
Energie erhalten.

9 Vorlesung vom 4. 12. 2017

(Aufgeschrieben von Konstantin Weisenberger)
Die Losung fiir die Bewegung des schweren, symmetrischen (I, = I, # I3) Kreisels erfor-
dert die Lagrangegleichung fiir die Eulerwinkel.

Es gibt zwei zyklische Koordinaten:

oL oL
pcp:a_gb ) pw:@

p, : Drehimpulskomponente entlang der Senkrechten im Laborsystem.

py : Drehimpulskomponente im korperfestem System entlang der Figurenachse.

Weiterhin ist die Energie erhalten (holonome Zwangsbedinungen und konservatives Kraft-
feld)

Im allgemeinen lassen sich trotz der Erhaltungsgrofen die Bewegungsgleichungen nur nu-
merisch integrieren.

Ergebnis: Uberlagerung von drei Bewegungen:

1) Rotation um die Figurenachse, ()

2) Die Figurenachse bewegt sich um die Senkrechte im Laborsystem herum — ¢(t) =
Prézession
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3) Der Winkel O(t) zwischen Figurenachse und Senkrechte dndert sich periodisch —
Nutation

Laborsystem:

Préazession und Nutation.

.. ) Schwerer Kreisel.
Nur Prézession:

[=M=RxF
10 Kleine Schwingungen

10.1 Lineare Schwingungen
A

— Es gilt das Hook’sche Gesetz:

Riicktreibende Kraft proportional zur
Auslenkung:

F=—k7 : k: Federkonstante

Doppelpendel.

Betrachte ein konservatives, holonom-skleronomes System mit einem Freiheitsgrad q.

L(q,q) = T(q,4) — V(q)

Sei die Auslenkung (¢ — ¢g) klein, mit g, dem Potentialminimum. Dann kénnen wir das
Potential in einer Taylor-Reihe entwickeln:

Vigo + %V”(q —q0)* +O0((g — q)°)
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— kein linearer Term, da Entwicklung um ¢, (Potentialminimum): V'(g,) = 0

Wir betrachten die quadratische Néherung fiir 7" und V' = Die Bewegungsgleichungen
sind in ¢ und ¢ linear. Die kinetische Energie ist allgemein von der Form T = %mcf (m
muss im Allgemeinen nicht Masse sein).

Betrachte L(q, ¢) zur 2. Ordnung in den kleinen Gréfsen g und ¢ (dabei wiahlen wir ¢, = 0):

1 1
L(q,q) = qu'Z — 51{: 7 k : verallg. Federkonstante

Lagrangegleichung 2. Art:
doL 0L

—— ——=m{d+kq=0
dag og AT
linear in ¢ und q
. k
q=——q
m

harmonischer Oszillator (wihle m > 0,k > 0) allgemeine Losung:

. k
q = c; cos(wt) + ¢y sin(wt); w=14/—
m

Fiir meherere Freiheitsgrade gibt es analoges Verhalten. Bei Auslenkung um ein Poten-
tialminimum fiihrt das System lineare Schwingungen aus.

Die allgemeine Losung fiir ¢ lasst sich umschreiben auf

2, 2 !
= a cos(wt + ), a=1/c]+c3, tan o = —
Co

Energie (ist erhalten):

1
E=T+V = %(Cf + W) = Emuﬁaz = const.

Weitere Schreibweise:
q= Re{A ™"}, A=ae® komplexe Amplitude

Erzwungene Schwingung: Lagrangefunktion:

mch kq2
L=—— — F(t
5 5 T (t)

Energie, die von der Wirkung eines &ufseren verdnderlichen Kraftfeldes herriihrt: Euler-
Lagrange: mq + kq = F(t)

Gedampfte Schwingung: Reibungskraft:

ﬁ:—/iq’, mg+ kg + kq =10
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10.2 Lineare Schwingungen von Systemen mit mehreren Frei-
heitsgraden

Fiir kleine Auslenkungen werden wiederum nur Beitrédge zur potentiellen Energie betrach-
tet, die 2. Ordnung in den Auslenkungen sind. Fiir ein System von N verallgemeinerten
Koordinaten haben wir: V' = % ka:l kirQiqi- ki st eine N x N Matrix, die positiv definit
ist. kix, Gi, @ > 0 (Entwicklung um Minimum des Potentials).

Kinetische Energie:

1 N
T = 5 = ’kzlmiqu'%

m;, = My, ist eine symmetrische Matrix.
Lagrangegleichung:

oL Z my; g G oL - Z ki,ka (17)

dq; B 1 dg; B 1

= > M+ ki gr =0 (18)
K

System von N linearen homogenen DGLn mit konstanten Koeffizienten. Wir setzen den
Losungsansatz g, = Age™’; k= 1,...,n in Gleichung (18) ein und teilen durch ¢*“*. Dies
ergibt:

n

Z(‘WQ Mg + ki) Ay = 0

k=1

System von N linearen Gleichungen

Fiir nichttriviale Losung muss die Determinante verschwinden. det(k;, — w? my,) =0
= Charakteristische Gleichung.

(Vorlesung 8.12.17, aufgeschrieben von Oliver Schad)

Da my, und k;;, positiv definit sind, hat diese Gleichung im allgemeinen Fall N ver-
schiedene positive Losungen w?, a=1,...,N.

Die hierdurch definierten w, heifen die Eigenfrequenzen des Systems. Die w? sind reell
iwkt

und positiv, da keine Dampfung betrachtet wird. Ein Imaginéarteil fithrt auf ¢, ~ e
d.h. keine Energieerhaltung.

Mathematisch:

Multipliziere (xx) mit A;:

= Z(_wzmik + ki) Aj A =0
ik
(ki AT A
:>w2: Z’L,k( k h k) >
Z@k(miszi Ap)
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Hat man die w? aus der charakteristischen Gleichung bestimmt, so kann man sie in (k)
einsetzen, um die A, zu bestimmen. Aus der linearen Algebra folgt, dass wenn alle w,
verschieden sind, die Koeffizienten A, zu den Unterdeterminanten von Grad N — 1 der

urspriinglichen Determinante proportional sind.

Dabei ist in der jeweiligen Unterdeterminante w durch das jeweilige w, zu ersetzen. Die
Unterdeterminanten werden mit Ay, bezeichnet.

Spezielle Losung des Differentialgleichungssystems () hat die Form

@ = Ao Ce™=". Die Summe aller N speziellen Losungen liefert die allgemeine Lsung:

N
G = Re[> | ApaCoc™'] = 41,0, (s % %)
a=1 «
mit
0, = Re[C, ™"
Die zeitliche Anderung jeder Koordinate des Systems ist eine Uberlagerung von N einfa-

chen periodischen Schwingungen ©,, ©,, ..., O, mit beliebigen Amplituden und Phasen,
aber ohne festgelegten Frequenzen.

Frage:

Konnen wir die verallgemeinerten Koordinaten so wahlen, dass jede von ihnen nur eine
einfache (entkoppelte) Schwingung ausfithrt?

(* % %) gibt uns N Gleichungen fiir N Unbekannte ©,. Wenn wir dieses Gleichungssystem
invertieren, erhalten wir die ©, als Funktion der ¢,. Die O, sind die gesuchten neuen
verallgemeinerten Koordinaten. Sie heiffen Normalkoordinaten oder Hauptkoordinaten.

Ihre einfachen Schwingungen -jeweils mit Frequenz w,- heiffen Normalschwingungen des

Systems.

Die ©,, erfiillen die Gleichungen 6, + we, = 0.

In Normalkoordinaten entkoppeln die Bewegungsgleichungen in N voneinander unabhé
ngige Gleichungen. Die Normalkoordinaten sind unabhéngig voneinander.

Lagrangefunktion fiir die Normalkoordinaten:

N
me , -
L:ZT(Gi—uﬁ@i), Mg > 0

Die kinetische und die potentielle Energie wurden gleichzeitig diagonalisiert. Sind einige
der Eigenfrequenzen gleich, so gibt es zu jeder derartigen Eigenfrequenz mehrere Normal-
koordinaten.

Beispiel:

Zwei gekoppelte harmonische Oszillatoren mit identischen Massen.
| |
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Kinetische Energie:

m.
T=d+ i
Potentielle Energie:
k k K
V= 561% + 5% + E(QZ —q)?
1

Daraus folgt:

0 m

#km:(k+k —k )

(5 )
= M, =

—K k4K

Verallgemeinerte Eigenwertgleichung (sx):
k+k —mw? —K *<A{>__(0>
—k k+ k' —mw? Ay 0
Charakteristische Gleichung:

k4K —w? —K
det -
e( A

(k+ Kk —mw?)?—E*=0

2(k' + k k(k + 2K
L 2EER) o R

= Losungen:

Wig =
|k [k + 2K
W = — Wy =
m m

Auferdem erhélt man durch Einsetzen von wy /o in (¥x) die Eigenvektoren:

veg () wes)

_’—ﬁ(l)cos(wt-i— )
Q1—\/§ 1 1t 1

“—%(1)cos(wt+ )
Q2—\/§ 1 2l T P2

Die beiden Massen schwingen bei der ersten Normalschwingung in Phase und bei der

Normalschwingungen:

zweiten gegenphasig.
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11 Der Hamilton-Formalismus

(Vorlesung vom 11.12.17, aufgeschrieben von Kaja Jurak)
Bisher: Newton’sche Mechanik, Lagrange-Formalismus (zueinander dquivalent) Lagrange-
Formalismus leistungsfihig wegen der Forminvarianz der Bewegungsgleichungen (¢ — ¢')

Hamilton-Formalismus:

oL
b= 94,

e rechentechnisch vorteilhaft bei zyklischen Koordinaten
e noch héhere Symmetrie

e fiir konservative holonom-skleronome Systeme ist die Hamilton-Funktion H gleich
der Gesamtenergie

Hamilton-Formalismus < Lagrange-Formalismus
\J \J
Quantenmechanik Relativistische Physik
Statistische Mechanik Feldtheorien (Elektrodynamik)

Erinnerung: Lagrangefunktion L = L(g;, g;,t)

In der Hamilton-Mechanik verwendet man anstatt der verallgemeinerten Geschwindigkei-
ten ¢; die konjugierten Impulse p;, p'= (p1, ..., Ps)s Ps = é—qﬁ als Variable.

Der von den zugelassenen Werten von ¢; und p; gebildete 2s-dimensionale Raum heifst
Phasenraum. Wir suchen eine Funktion der Variablen g;, p;,t, die dieselbe Information
beinhaltet wie die Lagrange-Funktion.

Dazu muss es eine umkehrbare Abbildung zwischen L und der gesuchten Funktion geben.
Die gesuchte Abbildung heiftt die Legendre-Transformation.

(Adrien-Marie Legendre, 1752-1833, franzosischer Mathematiker)

Legendre-Transformation:
Gegeben sei eine zweimal stetig differenzierbare Funktion zweier Variabler f : (z,y) —

fz,y).
Totales Differential:

_of . Of
ﬁ_%m+%@

= udx + vdy

Gesucht: bijektive Abbildung der Funktion f auf eine Funktion g, so dass g von den Va-

riablen v = % und v = % abhangt.

Beispiel: Eine solche Abbildung ist:
f—g9g=f—wu-x, sofern u = u(x,y) fir alle y nach = auflosbar ist. Um dies zu zeigen
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bilden wir das totale Differential.

dg =df —d(u-x)
= udzr + vdy — dur — udzx
= —xdu + vdy(x)

g ist zunéchst eine Funktion von z und y:

gzﬂ%w—g%%ﬂw

Um g als Funktion von v und v zu schreiben, muss * — u = % fiir jedes feste y umkehr-
bar sein.

Dann kénnen wir z eindeutig durch v und y ausdriicken (wie vorausgesetzt). Damit exi-
stiert zu jeder Funktion f = f(z,y) eine Funktion g(u,y):

) B
dg::5%~du+-5§-dy
)

= —xdu + vdy

Die Abbildung f — g ist umkehrbar: f = g4+ - u, u = u(z, y) existiert nach Voraussetzung
= die Abbildung f — ¢g mit ¢ = f — x-u hat die gewiinschten Eigenschaften. Wir
wenden nun die Legendre-Transformation fiir alle Geschwindigkeiten ¢;,7 = 1, ..., s auf die
Lagrangefunktion L(g;, g;,t) an.

. —~ 0L .
L(gs, Gint) = > ag. 4~ L=H = H(q;,p;1)
i=1 1
(f = 9=—(f —ux))

Hamilton-Funktion:

H(%;pwt) = ;g—é% — L= ;pz‘% - L

Beispiel 1: harmonischer Oszillator (ein Freiheitsgrad)

1 .5 1.5
L=T-V =—-mqg~° — =k
Qm(b 2q
oL .
p=m=mg—q="—
dq
2 pz pz
H=pj—L="——+ k¢’ ="+ ~k¢*
2m m 2

H = H(q,p)
H = E =T + V(Gesamtenergie)
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Beispiel 2: Teilchen im elektromagnetischen Feld

Lagrange-Funktion: L =T —V = %(F)Q + gFA — q®

q=elektrische Ladung

(®,A) = elektromagnetisches Potential, £ = —V®, B =V x A

Generalisierter Impuls: p = % = mi’ — q/f

Bemerkung: generalisierter Impuls p'= mi + qff unterscheidet sich jetzt vom kinetischen

Impuls p'= mr

H=pi—L
_F—qA, m p-qA, F-qA -

— _Z _ A+ qd
( - ) 2( - )" —q( JA+q
1 .y

— (- qgA d
2m(p qA)" +q

Herleitung der Bewegungsgleichungen

dH = dei Qi+zpi dg; —dL

. . 0L oL . oL
= Z <dpi G + pi dg; — a4, dg; — o4, in)

Z OL oL
i ( bid 8%’) ot
Andererseits gilt mit H = H(q;, p;, t):

°. (OH oh OH

Koeffizientenvergleich ergibt:

OH 9L  doL
oq, 04,  dtog "

(9H_.
Gpi_%
(9]-[_ oL
ot ot

Fiir Systeme, in denen L und damit auch H nicht explizit von der Zeit abhingen:
Hamilton’schen Gleichungen:

. _OH s _ _OH
q; = p; b = dq;

2s DGL’'n 1.0rdnung, dquivalent zu den s Lagrange-Gleichungen. Wir benétigen 2s An-
fangsbedingungen, z.B. Koordinaten ¢; und Impulse p; zu einer festen Anfangszeit (q;(t,), p;(to))-
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11.1 Zeitabhangigkeit der Hamilton-Funktion

(aufgeschrieben von Henri Scheppach)
Aus der Hamilton’schen Bewegungsgleichung erhélt man ein System aus 2S Diffe-
rentialgleichungen erster Ordnung, wobei S die Anzahl der generalisierten Koordinaten

bezeichnet.

Wegen

oL dL oL oL d oL d dH
e _ 0 =il =2 =Nl =2 (L= o = 2
ot dt Z (3%‘ e 9q; qj) dt( ;@qﬂ) dt( ;pﬂ qj) dt
folgt: % = 0, falls %—f = 0. In Worten: Wenn die Lagrange-Funktion nicht explizit von

der Zeit abhéangt, ist die Hamilton-Funktion eine Erhaltungsgrofe. Da gleichzeitig gilt:

%—If = —%—f folgt: %I = %—Ij. Die Hamilton-Funktion kann also hochstens explizit von der

Zeit abhéngen. Die impliziten Zeitabhéangigkeiten durch generalisierte Koordinaten und

Impulse miissen sich herausheben. = %—’;I =0& % =0= H = E = const.

Beispiel: Fiir einen harmonischen Oszillator ist die Hamiltion-Funktion gegeben durch:

2

P k2
g .
om T 24

Daraus folgen mit der Hamilton-Gleichung:

. D k
q=—=—-—q
m m

Die mit dem Hamilton-Formalismus erhaltene Schwingungsgleichung ist diesselbe, die man
mit dem Lagrange-Formalismus erhalt.

11.2 Forminvarianz der Hamilton-Funktion unter Parametertrans-
formation

Sei eine Paramtertransformation gegeben durch:
¢ — ¢ (4;:t)
Somit transformiert sich die Lagrange-funktion zu
L' (¢i- di-t) = L (a:(di, 1), 6i(di 4i. 1), 1)

Wie transformiert sich die Hamilton-Funktion?

J

, oL OL dq; 0L 0q; | 9q; Jg;
P=oq =2\ oy, 04, 93, 04 |~ 2Pad ~ 2Pay
~ ~~ !
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Die letzte Gleichheit folgt aus folgender Rechnung:

Die transformierte Hamilton-Funktion erhédlt man mit

3(11 .
i3 i

12 Der Phasenraum

Die 2S Variablen ¢;, p; spannen den Phasenraum auf.
Der Phasenraumvektor 7 = (¢, p) enthélt die vollstdndige Information {iber ein mechani-
sches System. Gleichzeitig ist 7 die minimal notwendige Angabe, um ein System eindeutig

zu charakterisieren. 7 wird auch als Zustand des Systems bezeichnet.
© = 7(t) = Als Funktion der Zeit ¢ bewegt sich der Punkt 7(¢) im Phasenraum und
beschreibt eine Kurve, die Phasenbahn.

Beispiel: Harmonischer Oszillator: Die Gesamtenergie im System ist gegeben durch

vk, » ¢
— 4+ —q° = t. 1= —
2m—|—2q const. & 2mE+2

E—=H-=

E
K

Die Phasenbahn muss deshalb eine Ellipse mit den Halbachsen w/Q% und v2mE sein.
Da ¢ = £ und m > 0 bewegt sich 7 im Uhrzeigersinn. Ebenfalls erkennt man, dass die

Schwingungsperiode unabhéngig von der Energie durch T" = 27” = 271'\/% beschrieben
wird.

Zyklische Koordinaten und die Hamilton-Funktion:

oL OL
b dq; 8qj b

Hamilton’sche Gleichungen werden zu:

or
0q;

J

=—p; =0

= Die Hamilton-Funktion ist unabhéngig von ¢;, falls p; = const. Fiir eine zyklische
Koordinate ¢; ist die Hamilton-Funktion unabhéngig von ¢; und p, = const. Die Anzahl
der Variablen ist somit um 2 reduziert.

13 Vorlesung vom 20.12.

(Aufgeschrieben von Florian Faaber)
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Eine Phasentransformation (7, 5) — (@, P) heift kanonisch im weiteren Sinne, wenn

zu jeder Hamiltonfunktion H((j’ D, t) eine Hamiltonfunktion K (@, P,t) existiert, so dass fiir

Der Poisson’sche Satz: Sind f und g Erhaltungsgrofen,so ist es auch {f, g}
Beweis: Fiir Erhaltungsgrofien ist 0 = % ={f,H} + g{, 0= dg ={g,H} +
ﬁ{fgﬁ-—{{fg}ﬁ}+-&{fg}

=—{{g. H}f} - {{Hjﬂﬂ}+{awg}+{fu%}
{atvf} {8t’g}+{8t’g}+{f>8t}_0

Dies fithrt jedoch nicht immer zu einer neuen und interessanten Erhaltungsgrofe.

Beispiel fiir eine kanonische Transformation im weiteren Sinne: Vertauschen der Koordi-
naten und Impulse

—

_ 2~ = 0H - __ OH
Q_p7p_q7Qj_a_qj7pj__aQ]7Q] - apj

Wiéhle K = —H, dann sind die Hamilton’schen Gleichungen wieder erfiillt.

L _ 0K (. _ 0K
P = Taq, Wi T oy,

Allgemein gilt: Die Phasenraumtransformation (7, 7) — (Q, P) ist kanonisch im weiteren
Sinne, wenn zu jedem H ein K existiert, so dass:

Yopidi —H =c(> P]Qj —K)+ ad—};,wobel ¢ = const und F; = F|(q, Q, t) eine Funktion
der alten und der neuen Koordinaten ¢ und Q und eventuell der Zeit. F} = Fy(q, Q,t) ist
eine erzeugende Funktion oder Erzeugende.

Dies folgt aus der Aquivalenz der Hamilton’schen Gleichungen mit dem Hamilton’schen
Prinzip. Weiterhin kann man sich diese Relation dadurch plausibel machen,dass die Be-
wegungsgleichungen invariant sind unter der Transformation der Lagrange-Funktion der
Form L — cL + Cfl—f

Lagrange-Gleichung «— Hamilton’sche Gleichungen <+— 05 =0

Die ErzeugendeF; (¢, Q, t) und c legen die Transformation (¢, p) — (@, 13) und die neue
Hamiltonfunktion K eindeutig fest.

Generell kann im Hamilton’schen Prinzip F von ¢, p, Cj, ﬁ,t abhédngen. Bei den Hamil-
ton’schen Gleichungen sind nur 2s davon unabhéngig. F(q, Cj, 13, p,t) kann also folgende
Formen annehmen:

FI(7.Q. 1), Fy(@.0.1), Fy(5. Q. 1), Fy(P. 7.), Fy(4.5,1), Fo(Q. 7. 1).

Die Konstante ¢ kann durch eine weitere Transformation eliminiert werden Q — Q
CQ P—)P —cP H— K=cH

Die Transformationen mit ¢ = 1 heifsen kanonisch im engeren Sinne.

Beispiel: Die Transformation Cj = p, P= ¢ ist kanonisch im weiteren Sinne, aber nicht im
engeren Sinne, da ¢ = —1. Hingegen ist @ = p,p = —¢ kanonisch im engeren Sinne.

Fiir die kanonischen Transformationen zwischen den alten und den neuen Koordinaten
(Fy = Fi(q, Q, t) haben wir die folgende Bezichung zwischen den alten und den neuen

Groben: | p; = glq?l Py = 8F1 K =H + 8F1

Dies folgt wiederum aus der Aquivalenz von Hamilton’schen Gleichungen und Hamilton-
schen Prinzip.

Fiir die kanonische Transformation mit c=1 gilt:

Cpid;— H) — (CPQ; — K) = LF(q,p, P,Q,t)(x)

da Q; = Q;(q;,p),t), Pi(q;,p;,t) reicht es, die Fy,.., Fs zu betrachten. Betrachte Fy =
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F(7,Q.1)
Es gilt: dFl = Z(aFl 8F1 Q]) + aFl
mit (x) = 3 pd; — H = Z(P &+ 8F1 +50-@g) — K + G
(¢;,Q;) und (q;, Qj) sind jeweils Vonelnander unabhangig.\/ergleich der beiden Koeffizien-

ten auf beiden Seiten zeigt:

_ 0F(§G:1) _ _9F(3.G, t) (th)

14 Vorlesung vom 8.1.

(Vorlesung vom 8.1. 18, aufgeschrieben von Lennart Koniger)
Wiederholung: Poisson-Klammern, kanonische Transformationen

Definition: Poisson-Klammern:

_~[(0f g Of dg

n: Zahl der verallgemeinerten Koordinaten
f,g: Phasenraumfunktionen - f(q, p,t); g(q, p,t)

totale Zeitableitung der Phasenraumfunktion f:

i af
Jede nicht explizit zeitabhingige Grofe ist eine Erhaltungsgrofe, wenn ihre Poisson-
Klammer mit der Hamiltonfunktion (H) verschwindet.

of
ot

d
:Ound{f,H}:O%d—{zo

Erweiterte Transformationen der Koordinaten und der Impulse.
¢ — Qi(q,pi,t); pi — Pi(q;,pi,t) Punkttransformation im Phasenraum.

NEU: Abhéngigkeit von p; der neuen Koordinaten. Sofern fiir ¢;, p; die Hamiltonischen

Gleichungen ¢; = gf D = —8—H gelten, soll fiir die neuen Koordinaten Q; = % P =

gg mit einer geeigneten Hamlltonfunktlon K gelten.

Die Transformation heifst kanonisch im weiteren Sinne, falls es fiir alle H ein K = K(Q;, P;, t)
gibt.
Aus dem Hamilton’schen Prinzip (Prinzip der stationdren Wirkung)

0 =4S =0 [ Ldt folgt, dass fiir kanonische Transformationen im weiteren Sinne gilt:

n

Z(piQi—H) =

i=1

¢ = const.; F'(q,p,Q, P,t): Eichfunktion
Unter dieser Bedingung erfiillen (Q;, P;, K) das Prinzip der stationdren Wirkung, wenn

n

> (PQ — K)

=1

d
+ EF(CLZ%Q?Pa t) (*)
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auch (g;, p;, H) dieses Prinzip erfiillen.

Fiir kanonische Transformationen im engeren Sinne gilt ¢=1.

Da es nur 2n unabhéngige Variablen im Phasenraum gibt, kann die Funktion F'(q, p, Q, P, t)
nur von den folgenden Typen sein: (bzw. Mischungen davon)

Fi(q.Q.t); F5(q, P,t); F5(p, Q,t); Fy(p, P,t); F5(q, p, t); F6(Q, P, t)

wobei Fy und Fy vernachléssigt werden, da diese die Transformation nicht eindeutig be-
schreiben.
Diese Funktionen heifien Erzeugende der kanonischen Transformation.

Die Erzeugende F(q,Q,t)

dFy <~ (0F, . OF . OF,
ait ; (8% ¢+ aQiQi) o

Aus (%) folgt mit c=1

n n

. o S aFl . aFl . aFl

¢; und Q;, sind voneinander unabhéngig, wie auch ¢; und @,. Daher ist (xx) erfiillt, wenn
die Koeffizienten von ¢; und @); einzeln verschwinden:

OFi(q,Q,t
ne T T
Die Transformation ist genau dann kanonisch, wenn es eine Erzeugende F; gibt, die diese
drei Gleichungen erfiillt.
Die Gleichung fiir K definiert die neue Hamiltonfunktion.
Bei gegebenem F| kénnen die Transformationen ¢; — @); p;, — P, eindeutig aus den
obigen Gleichungen fiir p; und P; berechnet werden.

Die Erzeugende F(q, P, t)
Wir betrachten zunéchst eine erzeugende Funktion FQ(q, Pt)

Dann haben wir aus (xx)

n

" (v~ PG) ~ H+ K = iy, P)
=1

Wir schreiben nun auch die linke Seite als Funktion von ¢;, P;,t. Mit Q; = Q;(p;, P;, t)
folgt:

- . " (0Q; . Q; - 00, " (9F,  OF,. OF),
. — P. L Xp ) _p 2t _H4+ K= —— 2. P -2
%;(WL z;(gqjqjﬂLPj j) Zé%) + ;<8ql~%+aﬂ i +8t
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(Q; mit Kettenregel berechnet und eingesetzt)
Vergleich der Koeffizienten:

" 0Q; OF, )
pi=Z<Pjan+a—qi>—a <F2+Z PQ])

j=1
n an OFy,\ (0
Z( JaP 8P1>_(6_P2F2)_Q2

OF,
9y
o T

K —

aus dem Koeffizientenvergleich folgt:

i = aFZquZLP + 0, = 8an(}13Pt) K =H+ %

Der Zusammenhang zwischen F, = F5(q, P,t) und den Transformationen

¢ — Qi(q,p,t) p; = Pi(q,p,t) ist wiederum eindeutig.

Erinnerung: Satz: Eine Transformation ist genau dann kanonisch, wenn die fundamentalen
Poisson-Klammern erhalten bleiben, also invariant sind.

Die fundamentalen Poisson-Klammern sind:

{Qia Qj}qm =0 {Pza Pj}q>p: 0 {Qza Pj}qap: 6@']’

Kanonische Invarianz des Phasenraumvolumens

:/.../dqi...dqndpi...dpn

ist invariant unter kanonischen Transformationen, d.h. die Integrationsgrenzen &ndern

sich, aber das Volument bleibt konstant.
Beweisidee: Es wird gezeigt, dass die Funktionaldeterminante gleich Eins ist, also:

8(Q,...Q,, P,..P,

D=
(q1---Gn, P1---Pn)

=1

Dann ist

/dQl...dQndPl...dPn = /dql...dqndpl...dan = /dql...dqndpl...dpn

15 Kanonische Invarianz des Phasenraumvolumens

(Aufgeschrieben von Torsten Umlauf)
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Der Satz von Liouville Betrachte ein thermodynamisches System (z.B. Gas oder
Fliissigkeit) mit N~ 10** Teilchen. Die Losung der Hamiltonschen Bewegungsgleichung
ist nicht mehr moglich und auch nicht sinnvoll, da nicht experimentell iiberpriifbar. Die
genaue Kenntnis des Mikrozustands des Systems, das gegeben ist durch 6 N Freiheitsgra-
de (3 Dimensionen, ¢, p Anfangsbed. fiir N Teilchen) ist nicht erforderlich.

Thermodynamische Systeme werden durch makroskopische Zustandsgrofen wie Druck,

Volumen, Temperatur, Gesamtenergie, ... beschrieben. Eine geniigende Anzahl dieser Zu-
standsgroften bestimmt den Makrozustand des Systems. Ein einzelner Makrozustand wird

durch viele verschiedene Mikrozusténde realisiert.

Makroskopisch identische Systeme nehmen daher in der Regel verschiedene Mikrozustdnde
ein, sind aber dennoch nicht unterscheidbar. Eine Menge von makroskopisch identischen,
aber mikroskopisch unterschiedlichen Systemen heifst Ensemble. Die Elemente dieser Men-
ge werden durch Punkte im Phasenraum beschrieben.

Wenn ein Ensemble sehr viele Elemente hat (Anzahl G) und die Dichte der Phasenraum-
punkte hoch genug ist, kann eine Verteilungsdichte g(g;, p;, t) im Phasenraum eingefiihrt
werden. ¢g(q;, p;, t) dqy...dgsndp;...dpsy ist die Anzahl der Systeme des Ensembles, die sich
zum Zeitpunkt ¢ im Volumenelement um den Punkt dq,...dgsndp;...dpsy im Phasenraum
befindet.

/ 9(q, i, t) dqy...dgsndp;...dpsy = G

ges.Phasenraum

g(q

Die Verteilungsfunktion p(g;, p;, t) = &4 ) gibt die Wahrscheinlichkeit an, ein System
in einem gegebenen Volumen im Phasenraum zu finden. Auf 1 normiert.
Aufgabe der statistischen Mechanik: Bestimmung von p.

Definition

dl' = dqy...dgydp,...dpy, g = %, dG : Anzahl der Phasenpunkte in dI'.

Folgt das System den Hamiltonschen Gleichungen, so ist die zeitliche Entwicklung von g
eine kanonische Transformation.

Wie schon gesehen, ist das Volumen konstant. Wir zeigen gleich: ¢ ist eine Erhaltungs-

grofe:
dg g
g HY+ 2 =
d
= d—/; ={p, H} + % = 0| Satz von Liouville

Phasenraumpunkte stromen wie inkompressible Fliissigkeiten durch den Phasenraum.
Erhaltung der Wahrscheinlichkeitsdichte in Phasenraum.

Beweis

g = %, Volumen dI' ist invariant. Anzahl dG der Systeme in diesem Volumen ist eben-
falls invariant: Da die Hamiltonschen Gleichungen ein lineares Differentialgleichungssy-
stem sind, konnen sich Kurven im Phasenraum nicht schneiden. Wiirde ein Phasenpunkt
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aus dI" abwandern oder hinzukommen, so miisste er die Begrenzungsfliche und damit eine
andere Phasenkurve schneiden. Folglich ist % = 0.

Wird der Querschnitt eines Teilchenstrahls verkleinert, so wird die Impulsverteilung brei-
ter.

Hamilton-Jacobi-Theorie: Wir wollen kanonische Transformationen benutzen, um
neue Variablen @);, P; einzufiihren, fiir die die Bewegungsgleichungen stark vereinfacht
sind. Beispiel: Transformationen, bei denen die neue Hamiltonfunktion K entweder

1) nur noch von den @;, aber nicht von den P; abhéngt,
2) nur noch von den P;, aber nicht von den @); abhéngt. = @, zyklische Koordinaten.

In diesen Fallen ist

1) Q = —aKg%”t) = 0 = @Q, =const.

2) P =— %Sf’t) = 0 = P, =const. (Erhaltungsgrofen)

Hier wollen wir den Fall untersuchen, dass in den neuen Koordinaten sowohl ), als auch
die P; konstant sind, d.h. wir suchen eine kanonische Transformation, sodass

q;(t) — Q;lqi(t), pi(t), t] = comst, p;(t) — Pi[g;(t), pi(t), t] = const.

Diese ist gefunden, wenn die Hamiltonfunktion gleich Null ist: Q; = gg =0, P =
0K '
Um K = 0 zu erhalten, miissen wir eine geeignete FErzeugende F' finden. Wir miissen

K = H + %—f, d.h. wir brauchen H(g;, p;, t) + 68_5 = 0.

Dafiir wiahlt man am besten Fy, = Fy(q;, P, t) = H(q, p, t) + % = 0.
IF,
0q;

P; nicht unabhéangig, wir haben p;, =
oF, oF, oF,

H(qi, -y Qs 90 B ) + e 0 (nicht linear, da p im allg. als p* in H auftritt)

16 Hamilton-Jacobi-Gleichung

1. Ordnung in den n Variablen ¢, ..., q,, t.
Die Variablen ¢;(t) und p;(t) ergeben sich nach der Berechnung von F, aus den Transfor-
mationsgleichungen

p_ B t) 5 _ K6 pt)
Z 9q; Op; '

Das vollstandige Integral der Hamilton-Jacobi-Gleichung heiftt Hamiltonsche Wirkungsfunktion

aQi

oder Prinzipalfunktion S. S héngt von ¢y, ..., q,, den Integrationskonstanten «;, ..., a,
und ¢ ab.
(Vorlesung vom 15.01.2018, aufgeschrieben von Dietmar Herdt)

Berechnung von S in folgenden Schritten:
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a) Stellen Sie die Hamilton-Funktion auf: H(g;, p;,t).
b) Leiten Sie die Hamilton-Jacobi-Gleichung her: H (g, %, t)+ % =0.

c¢) Wenn alle Variablen separierbar sind, liefern n eindimensionale Integrationen die
Losung S(qy, -, @n, 1y ooy Qi 1)
(Das System ist integrabel, Stichwort: Integrabilitét!)

Zur Berechnung von ¢;(t) und p;(t) wihlen wir die Integrationskonstanten entweder als
die n neuen Koordinaten oder die n neuen Impulse:

1) ;= Qz )
In beiden Fillen ist p; = 85%”?’”
4

Fiir 1) haben wir:

95(q, o, t)
p=_2\0"7
1 aa{Z b
fiir 2):
~05(q,a,t)
Q= do,

Beispiel: Harmonischer Oszillator

c) Ansatz: S(q,a,t) = W(q,a) — at
Einsetzen: #(%)2 +ikd=a=E (=H, da g—g = %—V; =)
T
t+p=4/— arcsin i
N 2F 4

Bemerkung:

e Es ist nicht immer moglich eine Erzeugende S zu finden, die eine kanonische Trans-
formation auf ein triviales Problem erzeugt.
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e Die Wirkungsfunktion S(q, p,t) erzeugt eine kanonische Transformation mit K = 0.
Dies setzt voraus, dass die neuen Impulse die fundamentalen Poisson-Klammern
{P,, P;};p erfiillen, d.h. dass es n Konstante der Bewegung P;(g;,p;) gibt.

e Physikalische Interpretation der Wirkungsfunktion:

ds oS . 9S 03
-2 |a vt Dt
N~~~ =0
:p]-
. 0s |
=2 mdt 5 =X md—H=L
J ~~ J
K—-H=—H

12
:>§:L, S:/ dtL

Hamilton-Jacobi-Gleichung ist dquivalent zum Hamiltonschen Prinzip mit S = [ L dt.

17 Relativistische Mechanik

Bisher haben wir Koordinatentransformationen betrachtet, die nur auf die Raumkoor-
dinaten wirken. Die Zeit war bisher eine absolute Grofe, d.h. in allen Inertialsystemen
gleich. Dies éndert sich in der relativistischen Mechanik (spezielle Relativitétstheorie).

Inertialsystem: Bezugssystem, in dem sich kraftefreie Kérper gleichformig geradlinig be-

wegen (oder ruhen).

Newton’sche/ Lagrange’sche/ Hamilton’sche Mechanik: Invariant unter Existenz einer
absoluten Zeit, deren Ablauf nicht vom verwendeten Bezugssystem abhéngt.

T =T+t =t

Galilei - Transformation

Hingegen Einstein:

1) Relativitdtspostulat: Es ist nicht moglich absolute Geschwindigkeiten zu messen.
(Verallgemeinerung des Relativitdtsposulat der Mechanik auf die ganze Physik -
insbesondere Licht)
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2) Konstanz der Lichtgeschwindigkeit: Die Lichtgeschwindigkeit ist in allen Bezugssy-

stemen gleich grof: ¢ = 299 792 458 . (Hangt nicht von der Bewegung der Quelle
ab)

— Widerspruch zur Galilei-Transformation

Definition:Ereignis: Physikalischer Vorgang, dem drei Ortskoordinaten und eine Zeitkoor-
dinate zugerechnet werden (Raum-Zeit-Koordinaten).

Die von einem Ereignis bei £ = 0 und ¥ = 0 ausgesandten Lichtwellenfronten liegen in
jedem Inertialsystem auf der Kugel |Z| = ¢t = =t = x—co Zeit wird durch eine aquiva-
lente Lange ausgedriikt.

Einlaufende Welle: || = ct = —z°

Ereignisse konnen durch ihren Zeitpunkt und Ort in einem Vierervektor

= (2°,7) = (a°, 2", 2% 2%) = (%, %) charakterisiert werden.

Ein Lichtstrahl kann zwei Ereignisse x und y genau dann verbinden, wenn
0= (z"—y")° = (&—7¥) = *(t, —t,)* — (¥—¥)° d.h. wenn ihr Abstand auf dem Lichtkegel
liegt, 2* = 0.

Bemerkung: Entsprechendes gilt fiir die gegeniiberliegenden Quadranten, s. Abbildung
weiter unten.

Eine von der Wahl des Betrachter unabhéngige Definition der Lénge eines Vierervek-
toers z ist 2° = (z)? — 2 7 = (2°)% — 2?21(362')2_
Skalarprodukt:

3
_ oy

i=1

.00 - > 00
ry=rYy —ry=21Y

Vierdimensionaler Raum mit Metrik ¢g: Minkowski-Raum

3
9(x,y) = > guy 22",

)
410 0 0
o =10 0
v =109 0 -1 0
0 0 0 -1



(Vorlesung vom 19.1., aufgeschschrieben von L. Koniger)

Postulat: Die Lichtgeschwindigkeit ¢ ~ 2,9979 * 108% ist in jedem Intertialsystem
gleich.
= Die Zeit ist nicht mehr absolut . Die Galiei-Transformationen sind keine Symmetrien
der Intertialsysteme.
= Bei t = 0 und 7 = 0 auslaufende Lichtwellenfronten liegen in jedem Intertialsystem
auf der Kugel ]9?\ =ct=2a"

Minkowski-Raum

Ereignis/Vierervektor

—~<&

Bl

-

ix!

Ein Ereignis wird durch sienen Zeitpuknt und Ort in einem Vierervektor charakterisiert:
z=(2°,7) = (2%, 2", 2", 2%) = (tc, @)
Betrachte zwei Ereignisse x,y, wenn

T

7 =gl ="y | = clt, = —t,| = 0= (2" —y") — (@ = §)° = (t, — t,)" — (T~ )

kann ein Lichtstrahl die beiden Ereignisse verbinden.

Definiere: z° = (2°)* — (7)? (%)

Wir wollen z* als beobachterunabhéngige Definition von Lingen wihlen. Die Vierervek-
toren zerfallen in drei Klassen:

- zeitartig: 2° > 0

- lichtartig: 2* = 0

- raumartig: 2° < 0 (negative Lingen moglich!)

Diese Unterteilung ist fiir alle Beobachter gleich (da c=const.). Fiir zeit- und lichtartige
x lassen sich Zukunft 2° > 0 und Vergangenheit 2° < 0 unterscheiden. Fiir raumartige z
hangt das Vorzeichen vom Beobachter ab.

Da z*,y* und (x —|—y)2 unabhéingig vom Intertialsystem sind ist es auch das Skalarprodukt:

(z+y)?—2"—y?)

1

— wir konnen eine Metrik einfiihren
der Minkowski-Raum R®, 1 ist ein vierdimensionaler Vektorraum mit Metrik g(z,y) =
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+1 0 0 O
ZIJJJ g,u.,l/xuy ) mit [g,u.,l/] = 0 0 _1 0
0 0 0 -1

92 .

Achtung: Der Viererabstand z” ist in jedem Inertialsystem gleich, aber weder |Z| (rdum-
licher Abstand) noch z° = ¢t (zeitlicher Abstand).

Eigenzeit: Fiir zeitartige Abstdnde gibt es ein ausgezeichnetes Inertialsystem, das Ru-
hesystem, in dem Z = 0. Die in diesem Sytem verstreichende Zeit 7 nennt man Eigenzeit.
Sie entspricht der Zeit, die ein in diesem Raum ruhender Beobacher misst.

Im Ruhesystem gilt

\/_2
x:(%c> :>:1:2=(7')2c2(i)’r=—x
c

Synchrone Uhren, Gleichzeitigkeit, Zeitdilatation

Betrachte zwei Raumpunkte A,B in einem Inertialsystem. Die Zeit die ein Lichtsignal von
A nach B braucht ist t 45 = |A:B |

Experiment: Wir stellen bei B einen Spiegel auf. Senden wir bei A zum Zeitpunkt ¢, das

Signal aus, so kehrt es zur Zeit ¢, + t 45 wieder zu A zuriick.
Synchrone Uhren: Zwei Uhren bei A und B sind synchron, wenn zum Zeitpunkt der Re-
flexion die Uhr bei B ebenfalls t, + t 45 anzeigt.
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