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Kapitel 1

Einfiihrung

Andererseits halte ich die Theorie von der
Kontinuitdt des Raums fiir falsch, weil wir
immer wieder dieses Unendlich erhalten und
zudem auf andere Schwierigkeiten stoflen;
[-..]. Ich vermute, dass sich die einfachen
Begriffe der Geometrie nicht ohne weiteres auf
den unendlich kleinen Raum dbertragen lassen.
[RICHARD P. FEYNMAN: Vom

Wesen physikalischer Gesetze]

Quantenfeldtheorien (QFTen) auf nicht-kommutativer (noncommutative, NC)
Raumzeit sind eine sehr faszinierende Erweiterung des Standardmodells der
Elementarteilchenphysik. Der Ubergang von einer kommutativen hin zu einer
nicht-kommutativen Raumzeit ist eine natiirliche Fortsetzung dessen, was in
den 20er Jahren des letzten Jahrhunderts der Ubergang von der Mechanik
hin zur Quantenmechanik war. Wie damals die kommutativen Groéfien, Ort
und Impuls, zu Operatoren, also zu nicht-kommutativen Groéflien, wurden,
werden bei nicht-kommutativen Theorien die klassischen Raumzeitkoordinaten
zu Operatoren, deren Eigenwerte die entsprechenden Koordinaten sind. Diese
Analogie kann man fortsetzen. Anstelle des Planck’schen Wirkungsquantums
gibt es in nicht-kommutativen Theorien den Tensor 0¥, der die Skala angibt,
bei der nicht-kommutative Effekte relevant werden. Und ebenso, wie in der
Quantenmechanik aus der Vertauschungsrelation von Ort und Impuls die
Heisenberg’sche Unschérferelation folgt, erhélt man in nicht-kommutativen
Theorien eine Unschérferelation, die den kleinstmoglich messbaren Abstand
zweier Punkte in Raum und Zeit angibt.

Die Idee, Theorien auf nicht-kommutativer Raumzeit zu betrachten, geht
bis zu Heisenberg zuriick. Snyder versuchte 1947 in einer Veroffentlichung
[1], die Divergenzen in Feldtheorien zu beseitigen, indem er eine quantisierte
Raumzeit annahm. Er zeigte, dass es eine lorentzinvariante Theorie gibt, deren
Ortskoordinaten hermitische Operatoren sind. Mit diesem Vorgehen konnte er
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einen Parameter mit der natiirlichen Einheit einer Lénge einfiithren, womit er
einen inhirenten Abschneideparameter fiir die divergenten Integrale erhielt.
Das Problem der Theorie war, dass sie nicht invariant unter Translation ist,
was kontinuierliche Raumzeitkoordinaten voraussetzt. Yang [2] erweiterte
diesen Ansatz, ebenfalls 1947, fiir eine gekriimmte Raumzeit.

Die Arbeiten zu QFTen auf nicht-kommutativer Raumzeit waren bis vor we-
nigen Jahren im Wesentlichen von der Vorstellung motiviert, eine Theorie zu
entwickeln, deren Raumzeit quantisiert ist. Die Hoffnung war und ist, mit die-
ser Theorie einen Ubergang zu einer gekriimmten Raumzeit zu vollzichen, um
letzten Endes eine quantisierte allgemeine Relativitatstheorie (ART) bzw. eine
Quantengravitationstheorie zu erhalten. Die Notwendigkeit, eine quantisierte
ART einzufithren, kann man sich semiklassisch folgendermafien veranschauli-
chen. Ein Teilchen in der kommutativen Feldtheorie wird als punktférmiges Ob-
jekt angesehen. Jedes Teilchen, das eine Masse besitzt, bildet somit in der ART
formal ein Schwarzes Loch. Dieses Problem kann womdglich auf eine natiirli-
che Weise durch eine nicht-kommutative Feldtheorie behoben werden, da wegen
der Raumzeit-Unschérfe die Singularitdt fiir Massen, deren Schwarzschildradi-
us kleiner oder gleich der nicht-kommutativen Skala ist, von dieser ,verdeckt
wird. Daraus folgt nicht notwendigerweise, dass dieses Problem nur durch ei-
ne nicht-kommutative Raumzeit gelost werden kann, da eine quantisierte ART
auf kommutativer Raumzeit sehr wohl, analog zur Quantenelektrodynamik, re-
normierbar sein kann. Das obige Beispiel zeigt dennoch anschaulich, dass eine
nicht-kommutative Feldtheorie dieses divergente Verhalten der ART m&glicher-
weise inhédrent beseitigen konnte.

Das Interesse an Theorien mit nicht-kommutativer Raumzeit nahm 1999
nach der Veroffentlichung [3] von E. Witten und N. Seiberg stark zu, in der
sie zeigten, dass nicht-kommutative Quantenfeldtheorien, mit ausschliellich
Raum-Raum-Unschirfe, in der Superstring-Theorie eingebettet sind. Sie konn-
ten zeigen, dass sich die Dynamik von Niederenergieanregung einer D-Brane
in einem Hintergrund-Magnetfeld vollstdndig mit einer Quantenfeldtheorie auf
nicht-kommutativer Raumzeit beschreiben lésst. Diese Entdeckung unterstiitz-
te natiirlich den Gedanken, dass nicht-kommutative Quantenfeldtheorien eine
natiirliche und physikalisch sinnvolle Erweiterung des Standardmodells sind.

Jetzt stellt sich die Frage, wie man nun konkret eine Theorie auf nicht-
kommutativer Raumzeit realisiert. Der konsequente Weg wéire der, dass man
angefangen bei der Definition einer nicht-kommutativen Raumzeit und deren
deformierten Symmetriegruppe, die einer Quantengruppe entspricht, die
grundlegenden Arbeiten, die die Viter der kommutativen Quantenfeldtheorien
fir die Minkowski-Raumzeit und der Poincaré-Gruppe als Symmetriegruppe
durchgefiihrt haben, fiir die neu zu definierende nicht-kommutative Theorie
wiederholt. Das heifit, dass man beginnend mit der Entwicklung eines kano-
nischen Formalismus fiir eine klassische nicht-kommutative Feldtheorie diese
quantisiert und dann renormiert und anschliefend die Invarianz dieser Theorie
unter Eichtransformationen fordert, um damit Wechselwirkungen einzufiihren.



Da dies eine ziemlich langwierige Arbeit ist, ist diesen Weg noch niemand zu
Ende gegangen. Die wichtigsten Realisierungen nicht-kommutativer Theorien
basieren auf der Vorstellung, dass man das Punkt-Produkt der Felder auf
nicht-kommutativer Raumzeit konsistent durch ein neu zu definierendes
Produkt zweier kommutativer Felder beschreiben kann. Somit braucht man
nur noch alle Punkt-Produkte der Felder einer Feldtheorie durch die neuen
Produkte zu ersetzen, um eine nicht-kommutative Feldtheorie zu erhalten.

Als Beispiel fiir eine mogliche Realisierung, wie man nicht-kommutative Raum-
zeit auf kommutative Quantenfelder {ibertragen kann, wurde 1996 von T.
Filk [4] aufgezeigt. Er nahm fiir die Algebra der selbst-adjungierten Operato-
ren eines Hilbertraums H, deren Eigenwerte die Raumzeitkoordinaten z* sein
sollen, folgende Algebra an

[ZH, 3] = 16M (1.1a)

[©,27] =0, (1.1b)

wobei O total antisymmetrisch in den Indizes ist. Da O € A = L(H,H)
im Zentrum der von ## erzeugten Algebra A liegt, kann ©#” fiir eine gegebene
irreduzible Darstellung durch einen reellen Lorentztensor ausgedriickt werden

O =g".1, 1A (1.2)
1
o = — i (1.3)
Akc

wobei Anc die nicht-kommutative Skala ist. Dieser reelle Tensor ist nichts an-
deres als der schon oben genannte nicht-kommutative Parameter. Die Alge-
bra (1.1), die auch als ,kanonische Algebra“ bekannt ist, ist nur eine mogliche
Algebra fiir die Raumzeit-Operatoren. Weitere Algebren sind die ,,Lie-Algebra“

[#H,2"] = iC’;f”x”, (1.4)
und die ,,Quantengruppen-Algebra*

[##, 3] = i DI 2P (1.5)

Eine weitere mogliche Realisierung, wie man Eichfelder auf nicht-kommutativer
Raumzeit durch Eichfelder auf kommutativer Raumzeit ausdriicken kann, zeig-
ten E. Witten und N. Seiberg, wiederum in [3]. Sie entwickelten eine
Ersetzungsvorschrift, die sogenannte ,Seiberg-Witten-Map®“ (SWM), mit
deren Hilfe man alle nicht-kommutativen Felder durch kommutative Felder
ersetzt. Diese Ersetzungsvorschrift erhélt man aus der Forderung, dass eine
Eichtransformation der kommutativen Felder die Eichtransformation der
nicht-kommutativen Felder induziert. Der Vorteil dieses Ansatzes ist, dass die
Theorie inhirent eichinvariant ist. Der Nachteil dieses Ansatzes ist, dass die
SWNMs, bis jetzt zumindest, nur in erster Ordnung in 0# existieren. Es gibt
aber Hoffnung [5], dass zumindest abelsche Eichtheorien bis in alle Ordnungen



4 KAPITEL 1. EINFUHRUNG

in 0" geschlossen darstellbar sind. Ein nicht-kommutatives Standardmodell
unter Verwendung der SWMs wurde 2002 von Wess et al. [6] formuliert.

An dieser Stelle soll noch die Frage diskutiert werden, wie sich der nicht-
kommutative Parameter ©O*” im allgemeinen Fall beziiglich der Lorentztrans-
formation verhélt. Grundsétzlich gibt es drei Moglichkeiten, wie sich O trans-
formieren kann:

e UM ist unter Lorentztransformation ein invarianter Tensor
A 1 R
AZ,AZ,UG“ YU =M, (1.6)

Dies bedeutet aber, dass die Elemente des Tensors operatorwertige Grofien
sind, womit sich diese Moglichkeit nicht mit (1.1) vereinbaren lésst.

e 0" ist eine konstante Matrix. Dies wiirde bedeuten, dass es zwei ausge-
zeichnete Richtungen gibt, wobei die Richtung 05 einen zeitartigen und
die Richtung 0_}3 einen raumartigen Charakter aufweisen (Die Indizes F
und B stehen fiir die elektrischen bzw. magnetischen Komponenten von
6,.,). Die zwei ausgezeichneten Richtungen wiirden sich aber bei einem Be-
zugssystemwechsel mit &ndern, also in jedem beliebigen System konstant
bleiben, was physikalisch schwer vorstellbar ist.

o Als letzte Moglichkeit kann 0% ein Lorentztensor sein, der ebenfalls zwei
bestimmte Richtungen in der Raumzeit auszeichnet. Diese ausgezeichne-
ten Richtungen dndern sich relativ zu dem jeweiligen Bezugssystem nicht,
was bedeutet, dass sich die ausgezeichneten Richtungen mit dem Bezugs-
system transformieren. Dies fithrt dann dazu, dass dieser Tensor implizit
die Lorentzinvarianz der Wirkung bzw. der S-Matrix bricht.

Da in der vorliegenden Arbeit (1.1) gelten soll, ist 6*” ein Lorentztensor, der
zwei Richtungen, §E und 53, auszeichnet. Praktisch heiffit das, dass man die
Berechnungen so durchfithren kann, als ob die Theorie lorentzinvariant wiére.
Erst wenn man die konkrete Messung von Observablen diskutieren will, muss
man beriicksichtigen, dass die Messungen von der Lage des Beschleunigers
beziiglich der von 6" ausgezeichneten Richtungen abhingen. Diese #dndern
sich natiirlich im Allgemeinen, da sich die Erde um die eigene Achse und um
die Sonne dreht. Die Resultate der Messungen sind also abhingig von dem
Zeitpunkt, an dem die Messungen vorgenommen wurden. Das heif3t aber, dass
bei langer andauernden Messungen iiber die entsprechenden Bereiche integriert
werden muss. Eine tiefergehende Diskussion dieses Themenbereichs, der in
jeder Realisierung einer nicht-kommutativen Theorie gefithrt werden muss,
ist nicht Thema dieser Arbeit und bleibt den jeweiligen phdnomenologischen
Untersuchungen vorbehalten.

Hier sollen nun die Annahmen, die fiir meine Arbeit bis jetzt schon getroffen
werden konnen, zusammengefasst werden, wobei die Liste noch nicht vollstéindig
ist.



1. Die Raumzeitoperatoren erfiillen die ,kanonische Algebra“, das heifit es
gilt (1.1).

2. Der nicht-kommutative Parameter 0¥ ist konstant in Raum und Zeit.

3. Aus den ersten Annahmen folgt schon, dass 6" ein Lorentztensor ist,
der zwei bestimmte Richtungen in der Raumzeit auszeichnet und somit
implizit die Lorentzinvarianz der Theorie verletzt.

4. Es wird explizit angenommen, dass alle Komponenten von 6*%, ins-
besondere 6%, ungleich Null sein konnen, dass also Raum-Zeit Nicht-
Kommutativitit zugelassen wird.

Aus der Forderung des letzten Punktes folgt, dass eben nicht nur die
Ortskoordinaten operatorwertige Grofien sind, was zu einer Unschérfe oder
Nicht-Lokalitit im Raum fiihrt, sondern dass auch die Zeitkoordinaten
operatorwertig werden, was dementsprechend zu einer Unschérfe oder Nicht-
Kausalitdt in der Zeit fithrt. Es sei angemerkt, dass sich die Nicht-Lokalitét
und Nicht-Kausalitdt nur auf der nicht-kommutativen Skala Axc bemerkbar
macht und somit die Theorie fiir Abstinde > Anc sehr wohl lokal und kausal
ist. Wie wir im n#chsten Kapitel sehen werden, fiihrt dies zu Problemen mit
der Unitaritdt dieser Theorie. Man kann sich nun fragen, weswegen man dann
iiberhaupt eine Raum-Zeit Nicht-Kommutativitit zuldsst. Die Antwort ist ganz
einfach: Warum sollte man, auch wenn dieser allgemeine Fall zu Problemen
fiihrt, diese Einschrinkung a priori vornehmen? Solange das Experiment eine
Raum-Zeit Nicht-Kommutativitdt nicht ausschliefit, sollte man versuchen, die
theoretischen Probleme in den Griff zu bekommen, was auch Ziel dieser Arbeit
ist.

Diese Arbeit ist wie folgt gegliedert. Zuerst sollen die formalen Grundlagen,
die fiir die weitere Arbeit benottigt werden, entwickelt werden. Anschliefend
werden dann, ausgehend von der in Kapitel 2 motivierten Lagrangedichte, die
Feynmanregeln der hier verwendeten Theorie bestimmt, mit denen wir dann im
néchsten Kapitel die differentiellen Wirkungsquerschnitte der Bhabha-, Mgller-
und Compton-Streuung berechnen. In Kapitel 5 wird das wesentliche Ergebnis
dieser Arbeit dargestellt, indem gezeigt wird, dass die Ward-Identitéat der hier
besprochenen Theorie nicht erfiillt werden kann. Im darauf folgenden Kapitel
sind dann ein paar Observable von den in Kapitel 4 berechneten Wirkungs-
querschnitte dargestellt. Den Abschluss bildet dann die Zusammenfassung in
Kapitel 7.



Kapitel 2

Formale Grundlagen

Mit den im vorherigen Kapitel gemachten Annahmen, ldsst sich nun explizit
ein sogenanntes Stern-Produkt bestimmen, das die Unschérfe der Raumzeit auf
das Produkt zweier kommutativer Felder abbildet. Man kann auf mindestens
zwel unterschiedlichen Wegen zu dem Stern-Produkt gelangen. Der erste Weg
ist, dass man ein Produkt sucht, das die Gleichung

ot kgt — ¥ xah =[xt F 2] =10M. (2.1)

fiir kommutative Koordinaten z* realisiert. Der zweite Weg wird indem nun
folgenden Abschnitt 2.1 anhand von [4] erldutert.

2.1 Stern-Produkt

Zuerst sei folgender Operator definiert, der eine Impulstranslation eines Zu-
stands im Impulsraum darstellen soll

T(p) := P& T(q)|p) o |p + q) (2.2)
und folgende Eigenschaften hat
Tlp) = e = Tp) (2.3a)
T(p)T(k) = eiPudt ik _ o (p+k) wdH — Lpuky [34 47
= T(p + k)e~2Pukn0"” (23b)

AuBerdem soll die Spur im Darstellungsraum die Eigenschaften eines Integrals
iiber die Raumzeit haben, insbesondere soll

tr'(p) = tr P T O (p) (2.3¢)

sein. Es sei angemerkt, dass in (2.3b) die geschachtelten Kommutatoren der
Baker-Campbell-Haussdorf-Formel wegen (1.1b) Null sind und in (2.3c) geht
ein, dass die Ortsoperatoren #* nach [18] ein kontinuierliches Spektrum haben.
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Zu dem klassischen Feld ¢(z) kann man nun einen Operator ® assoziieren, in-
dem man ¢(x) zweimal Fourier-transformiert, wobei fiir die Riicktransformation
operatorwertige ebene Wellen, also die Operatoren T'(p) verwendet werden.

1
(2m)*

Wie iiblich ist ¢(p) die Fouriertransformierte von ¢(x). Das klassische Feld ¢
kann man nun durch das nicht-kommutative Feld & ausdriicken

1

b —

/d4:1c d*p T(p) e 1Pue" p(z) = @) /d4p T(p)(p) (2.4)

¢(z) =

5 /d4p e Prt i [T (p)], (2.5)

da die Spur iiber ® und 7', unter Verwendung von (2.3),

tr [(I)TT(]?)] = (271_(_)4 /d4q; d4k e*ikux“d)(g;) tr [T(k)TT (p)]
= (2711-)4 /d4:1,’ d4k e*ik,um“(b(x)é(‘l)(k _p)e%pukug;w

_ (2;)2 / Az e P () (2.6)

ist, wobei schon verwendet wurde, dass die Spur iiber zwei Operatoren T
tr [T(k)TT (p)] = tr [T(k — p)es? "] = 6 (k — p)ezruket” (2.7)
ergibt. Somit steht in (2.5) nichts anderes als die Identitét

1
(2m)?

/d4p e Pr tr (DT (p)]

_ 1 4 lp a:“
- oy [ A

Die obige Gleichung erlaubt nun, das Stern-Produkt zwischen zwei kommuta-
tiven Feldern zu definieren, indem man in die Spur von (2.5) nun einfach das
Punkt-Produkt zweier nicht-kommutativer Felder schreibt

z e P p(z) = p(x). (2.8)

(61 % 62) (&) = / dp P tr (B, 8,71 (). (2.9)

1
(2)2
Jetzt bleibt noch die Aufgabe, die rechte Seite der obige Gleichung in kommu-
tative Felder umzuschreiben. Die Spur iiber die nicht-kommutativen Felder ist
mit (2.4)

tr (@187 ()] = /d4p1d4pz o(p1)(p2)tr [T(p1)T(p2)T" ()], (2.10)

1
(2m)*
wobei die obige Spur im Wesentlichen die Spur iiber die Operatoren T ist.
Mit (2.3¢) erhélt man fiir die Spur iiber drei Operatoren 7'

tr [T(p)T(p2)TH (k)] = 6@ (p1 + py — ke 2[P10k—p2bkempal (2.11)
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Da (2.11) eine Delta-Distribution enthélt, kann man eine Integration, zum Bei-
spiel die iiber p2, sofort ausfithren. Man erhélt dann fiir die Spur iiber die beiden
Operatorfelder ® und den Operator T’

tr [®1 DT (k)] =

( 1)2 /d4p1 Q;(pl)gg(k _pl)e—%[—p10k‘—(’€—p1)0k+p19(k—p1)]
2

- (271r)2 /d4p1 Hp1)k — pr)e 2% (212)

wobei die rechte Seite der obigen Gleichung aus der Antisymmetrie von 6,

folgt. Somit erhélt man eine mogliche Darstellung des Stern-Produktes

(61 % 2)(w) = (271r)4 /d4kd4pl eikx(lg(l?l)ﬁg(k _p1)e*%p19k

= 1 /d4p1 d4p2 ei (pl+p2)l'g£(p1)gg(pz)ef%p19(p1+p2)

(2m)4
1 ‘ ) i |
= (27‘()4 /d4p1 d4p2 el (p1+p2)x¢(p1)¢(p2)67§p19p2
= AR g s et n)| L (219)
=n=

wobei nach dem zweiten Gleichheitszeichen py = k — p; wurde. Wie man sieht,
ist diese Darstellung des Stern-Produktes im Impulsraum definiert. Eine, bis
auf mathematische Feinheiten (siehe [7]), dquivalente Darstellung des Stern-
Produktes, die im Ortsraum definiert ist, ist

4
(fxg)(x) = /d4s (;r; (20 4 01" /2) g (2, + 5,) €1 (2.14a)

= 2% %% {2 4 E)g( + 1) (2.14b)

g=n=0"
wobei (2.14b) durch einen Taylorreihenentwicklung aus (2.14a) hervorgeht.

Wenn man sich nun die Form des Stern-Produktes ansieht, insbesondere (2.14a),
sieht man, dass das Stern-Produkt zweier lokaler Felder f und g nicht-lokal und
fiir 6p; # 0 auch akausal ist. Dies ist nicht wirklich ein Problem des Modells,
da die Lokalitdt und Kausalitdt nur oberhalb der nicht-kommutativen Skala
Anc verletzt ist. Man hat also nur bei sehr kleinen Abstanden nicht-lokale und
akausale Effekte, was man auch erwarten wiirde, da bei diesen Abstéinden die
Raumzeit unscharf wird und somit die Frage, was ,oben“ und ,unten“ bzw.
,vorher* und ,,nachher® ist, keinen Sinn mehr macht.

Durch die beliebig hohen Ableitungen des Stern-Produktes steht man auch vor
dem Problem, dass bis heute niemand weifl, wie man bei so einer Theorie ka-
nonisch konjugierte Impulse zu den Feldern ¢ einzufithren hat. Damit steht
man insbesondere vor dem Problem, dass man nicht weif}, wie die Legendre-
Transformation der Hamiltondichte oder der Lagrangedichte auszusehen hat.
Wie [7] bemerkt, sind die verschiedenen, in kommutativer Raumzeit dquivalen-
ten, Methoden eine Storungsreihe zu entwickeln, in nicht-kommutativen Theo-
rien nicht mehr gleich. Man kann sich nun fragen, welchen der vier folgenden
Ansétze man nun verwenden soll.
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e Dyson-Reihe. Sie ergibt sich aus der iterativ gewonnenen Losung der
Schrédingergleichung

S(i— f) = (f\ T [ei Jat Hz(t)} \z> mit H(t) = /d3fH1(:c)

o Gell-Mann-Low Formel

S(i = )= (f| T [ 4] )

e Yang-Feldman Ansatz. IThm liegt die iterative Losung der Feldgleichung
zugrunde (siehe [13])

e Pfadintegralansatz

Da dies auf dieser Ebene nicht beantwortet werden kann, muss man sich fiir
einen Ansatz entscheiden. Ich habe mich fiir den Ansatz der Gell-Mann-Low
Formel entschieden, da dieser mit der Lagrangedichte beginnt. Damit entfallt
das Problem, eine Legendre-Transformation durchfithren zu miissen. Solange
es noch keine experimentellen Daten gibt, anhand derer man die verschiedenen
Ansitze ausschlieflen kann, muss man die verschiedenen Herangehensweisen auf
ihre Konsistenz hin untersuchen, und versuchen, damit den einen oder anderen
Ansatz auszuschliefien.

Die obige Liste mit Annahmen, die wir fiir diese Theorie getroffen habe, kann
man jetzt um einen Punkt erweitern:

5. Ausgangspunkt der Storungsreihe soll die Gell-Mann-Low Formel
S(i— f) = (f| T [ [ F 4@ ) i (2.15)

sein.

Im nichsten Abschnitt soll nun die Eichtransformation fiir die nicht-
kommutative Quantenelektrodynamik (NCQED) entwickelt werden.

2.2 FEichtransformation

Wir beginnen mit der Forderung, dass unsere NCQED invariant unter loka-
len nicht-kommutativen Eichtransformationen sein soll, wobei ,lokal“ bedeu-
tet, dass die Eichphase explizit eine Funktion von z* ist. Nicht-kommutative
Eichtransformation bedeutet, dass alle Punkt-Produkte zwischen den Feldern,
insbesondere das Produkt zwischen Materiefeld, Eichfeld und Phase, durch ein
Stern-Produkt ersetzt werden. Man kann nun den im kommutativen Fall {ibli-
chen Weg gehen (siche z.B. [8]), und aus der Eichinvarianzforderung die kova-
riante Ableitung herleiten, woraus sich wieder die Transformationseigenschaft
des Eichfeldes ergibt.
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Die infinitesimalen Eichtransformationen der Dirac- und Eichfelder sowie des
Feldstarketensors sehen folgendermaflen aus

U Utiax® (2.16a)

U0 —ilxa (2.16b)

AP — AP — 1(3“04 +ifa ¥ A¥] (2.16¢)
e

FM — FM 4oy FM], (2.16d)

wobei « die lokale Phase ist. Mit der kovarianten Ableitung
D,=0,+ieA,, (2.17)
erhilt man den Feldstiarketensor
D,xD,—D,xD, =[D,*D,] =:ieF,, =ie(0,A,—0,A,+ie[A, T A)]) (2.18)

und damit die Lagrangedichte der NCQED
_ - 1
ﬁNCQED:\I/*(ilp)*\lf—mq/*\lf—ZF“V*Fuy. (2.19)

Es bleibt nun zu zeigen, dass die Wirkung der Lagrangedichte [ d*z LNCQED
eine Invariante unter lokaler U(1)-Eichtransformation ist. Dazu gibt es zwei
Vorgehensweisen. Man kann entweder zeigen, dass jeder der drei Terme in der
Lagrangedichte eichinvariant ist, oder man zeigt, dass die einzelnen Bausteine
der Lagrangedichte invariant unter Eichtransformationen sind, was eleganter
und méchtiger ist. Zuerst schauen wir uns den Massenterm in der Lagrange-
dichte, also U « ¥, an. Dieser Term ist eichinvariant, da

1.0rd

UxW — W(1—ixa)x(1+iax)¥ T UKW (1 Uxar U —i Urax W) = UxT (2.20)

ist. Ebenso ist der kinetische Term der freien Eichbosonen eichinvariant, da
ebenfalls

FM % By — (F* +i[a* FP)) % (B +ia* Fly))

1.0rd. .
=M % Fyy +1[F™ xax Fy — F" % Fxa

+axF,«F" —F,, xax F'") = F'" % F,, (2.21)
ist, wobei die obige Gleichung nur unter der Operator-Spur (2.3c) bzw. dem
Raumzeitintegral gilt, da nur dort das Kommutativgesetz gilt, also tr (axF*") =
tr (F* % «) ist. Nun bleibt nur noch zu zeigen, dass sich (i D) x ¥ wie ¥ trans-

formiert. Wenn dies der Fall ist, haben wir mit (2.20) gezeigt, dass auch der
erste Term in der Lagrangedichte eichinvariant ist. Da

(iﬂ))*\If—d[@+ie(A—§@a+i[afA})]*(\If+ia*\1!)

PV Pl x W) ieAx U —edxax ¥ (o)« ¥ —clat A+ 7]
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=(P*V) +iax(iP*T) (2.22)

ist, haben wir gezeigt, dass die Lagrangedichte der NCQED invariant unter den
nicht-kommutativen Eichtransformationen (2.16) ist.

Da die Invarianz der Lagrangedichte unter Eichtransformationen nicht automa-
tisch impliziert, dass auch die Amplitude eichinvariant ist, dass also die Ward-
Identitét erfiillt ist - dhnlich der chiralen Anomalien -, werden wir im néchsten
Abschnitt die Ward-Identitit ndher betrachten.

2.3 Ward-Identitit

Vorweg sei angemerkt, dass in diesem Abschnitt nur die Ergebnisse des BRST
Formalismus angefiihrt werden sollen, da eine detaillierte Behandlung dieses
Themas auerhalb des Themengebiets dieser Diplomarbeit liegt (weiteres ist in
[9] zu finden).

Wegen den Termen in der Lagrangedichte, die von der Form J,A4, x
A* % AY sind, werden analog zur QCD, die entsprechend Terme der Form
fabc(aﬂAa,,)Ag A? aufweist, unphysikalische Photon-Zustédnde erzeugt. Damit
der Photon-Propagator in der Stérungsrechnung invertierbar wird, bedarf es
einen Eichfixierungsterm, den wir als QL(OMA")2 wihlen. Wenn man diesen
Term noch so wahlt, dass die Lagrangedichte BRST-invariant, also eichinva-
riant, bleibt, gelangt man zu dem folgenden Eichfixierungsterm

Ly f = OBRST (E* (gB + BMA“» , (2.23)

mit dem Fadeev-Popov Geist ¢, dem Antigeist ¢ und dem Nakanishi-Lautrup
Feld B. Dieser Eichfixierungsterm, der wie schon gesagt, die Lagrangedichte
BRST-invariant 148t, sorgt inhdrent auch dafiir, dass der Hilbertraum posi-
tiv definit wird und somit die unphysikalische Photon-Zusténde entfernt wer-
den. Die Summe aus der nicht-kommutativen Lagrangedichte Lncqrp und dem
Eichfixierungsterm L, ist invariant unter der folgenden nicht-kommutativen
BRST-Transformation

OBRSTY =1iec* (2.24a)
SBRSTY = —lep xc (2.24b)
OBrRsTA, = [Dy ¥ (] (2.24c)
OBRSTC = %[Cf c] (2.24d)
oBrsTC = B (2.24e)
oprsTB =0, (2.24f)

was nach dem Noether’schen Theorem bedeutet, dass eine erhaltene Ladung
Q@prst existiert. Aus der BRST-Transformation (2.24) folgt fiir den Eichfixie-
rungsterm

¢
2

Lo = Bx* < B+ 8MA“> +¢x 0u[D" % ], (2.25)
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womit sich mit der Euler-Lagrange-Gleichung 0L, /OB fiir das Nakanishi-
Lautrup Feld

B— —éauA“ (2.26)

ergibt. Somit erhélt man fiir den Eichfixierungsterm
1
Les = —i(a“Au *xO'A,) + % (0"0,)c+iecx 0, [AF ¥ (], (2.27)

womit man indirekt (siehe [9]) folgende Ward-Identitét erhélt

O O[T A () (1) (2) - B () [0)

5o 0, (228

amputiert, on-shell —
die unter der Voraussetzung gilt, dass alle physikalischen Felder amputiert und
auf der Massenschale (on-shell) sind, wobei die Felder ®; entweder Materiefel-
der oder Eichfelder mit physikalischer Polarisation sind. Wenn nun die Ward-
Identitét (2.28) nicht erfiillt sein sollte, ist die BRST Ladung nicht erhalten,
was zur Folge hat, dass es nicht moglich ist, einen Hilbertraum mit positiver
Norm zu erzeugen. Das heifit, dass eine Theorie, die die Ward-Identitét verletzt,
physikalisch keinen Sinn macht und somit unbrauchbar ist.

2.4 Unitaritét

Fiir eine Theorie, die physikalisch Sinn machen soll, ist es nicht nur essentiell,
dass die Ward-Identitét erfiillt ist, sie muss auch, wenn man sie quantenmecha-
nisch interpretieren will, unitér sein.

Wenn man nun die fiinf oben getroffenen Annahmen umsetzt und mit der so ge-
wonnenen nicht-kommutativen Theorie Amplituden berechnet (Feynmanregeln
findet man zum Beispiel in [10]), so findet man [11], dass das optische Theorem,
bzw. die Schnittregeln [12] verletzt sind. Das heifit, dass diese Theorie nicht
mehr unitir ist. Wenn man aber eine rein Raum-Raum Nicht-Kommutativitat
annimmt, also 6y; = 0 setzt, dann erfiillt diese Theorie das optische Theorem.
Man kann sich nach dieser Entdeckung auf den Standpunkt von [11] stellen
und sagen, dass NCQFTen nur fiir fp; = 0 einen Limes der String-Theorie
darstellen und entsprechend nur diese Art von nicht-kommutativen QFTen
physikalisch sinnvoll sind.

Im Jahr 2002 erschien jedoch eine Veroffentlichung von K. Fredenha-
gen et. al. [13], indem gezeigt wird, dass die Unitarititsverletzung auf ein
naives Vertauschen des Zeitordnungsoperators mit den wunendlich hohen
Ableitungen des Stern-Produktes zuriickzufiihren ist. Im selben Jahr ent-
wickelten Y. Liao und K. Sibold [14] eine nicht-kommutative $3-Theorie in
sogenannter zeitgeordneter Storungstheorie (Time Ordered Perturbation Theo-
ry, TOPT), indem sie das Ergebnis von [13] umsetzten. In der vorliegenden
Arbeit verwenden wir fiir den Ansatz von Y. Liao und K. Sibold den Begriff
Wechselwirkungspunkt-Zeitordnung (Interaction-Point Time-Ordering, IPTO),
der in [7] eingefiihrt wurde. Diese Bezeichnung verdeutlicht besser, was fiir
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eine Art von Zeitordnung tatsdchlich verwendet wird. Y. Liao und K. Sibold
konnten nun zeigen [15], dass diese IPTO NCQFT das optische Theorem auch
fir 6p; # 0 erfiillt und somit unitdr bleibt. Jetzt erschien es moglich, eine
allgemeine, das heifit in Raum und Zeit, nicht-kommutative Eichtheorie zu
entwickeln. Der erste Schritt wurde von Y. Liao und C. Dehne in [16] gemacht,
indem sie den Streuprozess e e™ — pu~ T berechneten. In dieser Diplomarbeit
setzen wir nun diese Arbeit fort, und berechnen unter anderem zum ersten Mal
die Compton-Streuung. Das Besondere bei der Compton-Streuung ist, dass
externe Eichbosonen indem Streuprozess involviert sind, weswegen man in der
Lage ist, die Ward-Identitdt (2.28) anhand dieses Prozesses zu iiberpriifen.
Das Ergebnis dieser Berechnung, was sich auch als das wesentliche Ergebnis
meiner Diplomarbeit darstellt, ist, dass die IPTO NCQED in kovarianter
Eichung (2.23) fiir die Compton-Streuung negative Wirkungsquerschnitte
liefert, was weiter unten auch in Abbildung 4.4 gezeigt ist. Es stellt sich
heraus, dass diese Theorie die Ward-Identitédt nicht erfiillt, dass es also nicht
moglich ist, einen Hilbertraum mit positiv definiten Norm zu erzeugen. T. Ohl,
R. Riickl und ich konnten nun zeigen [9], dass es grundsitzlich nicht méglich
ist, eine U(N) Eichtheorie in IPTO NCQED zu bekommen, die eichinvariant
ist. Da dies aber, wie oben schon gesagt, essentiell ist, wenn diese Theorie
physikalisch Sinn machen soll, kann man mit dem Ergebnis dieser Arbeit sagen,
dass die IPTO NCQED physikalisch unbrauchbar ist.

Es ist nun zukiinftigen Arbeiten vorbehalten, das Verhalten von anderen nicht-
kommutativen Theorien, zum Beispiel Theorien mit Seiberg-Witten-Maps
in allen Ordnungen in 6, beziiglich der Unitaritdt und der Erhaltung der
Ward-Identitdat zu untersuchen.

Zum Schluss seien noch kurz zwei weitere Probleme erwihnt, die aber nicht
direkt diese Arbeit beriihren.

Wie M. Hayakawa in [17] zeigte, kann bei einer U(1)-Eichtheorie die elektrische
Ladung nur die Werte {1,0, —1} annehmen. Dies fithrt dann zu einem Problem,
wenn man gleichartige Quarks, die drittelzahlige Ladungen haben, mit dieser
Theorie beschreiben will. Da es, wie wir spéter sehen werden, in dieser
Theorie einen drei-Photon-Vertex gibt, ist durch die Eichinvarinzbedingung
der NCQED die Kopplung der Photonen auf —e festgelegt. Wenn man nun
den Prozess q@ — 7y betrachtet, wiirde das virtuelle Photon, das drittelzahlig
an das Quark g koppelt, ganzzahlig an die Photonen « koppeln, was, wie schon
gesagt, wegen der Eichinvarinz nicht erlaubt ist. Dieses Problem umgeht Wess
et. al. in [6], indem er geschickt die Freiheiten in den SWMs ausnutzt. In dieser
Arbeit spielt das Problem keine Rolle, da wir es hier nur mit einem geladenen
Fermion zu tun haben.

FEin weiteres Problem, das im Zusammenhang mit NCQFTen auftritt ist, dass
bei diesen Theorien eine Mischung zwischen UV- und IR-Divergenzen auftritt
(sieche zum Beispiel fiir eine Einfithrung [10]). Da in dieser Arbeit nur in
niedrigster Ordnung Stérungsrechnung gerechnet wird, ist auch dieses Problem
fiir diese Arbeit nicht relevant.
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An dieser Stelle ist die letzte und alle vorher schon genannten Annahmen der
IPTO NCQED, die dieser Arbeit zugrunde liegen, aufgelistet:

1.

Die Raumzeitoperatoren erfiillen die , kanonische Algebra“, das heifit es
gilt (1.1).

. Der nicht-kommutative Parameter 0#¥ ist konstant in Raum und Zeit.

Aus den ersten Annahmen folgt schon, dass 6*¥ ein Lorentztensor ist, der
eine bestimmte Richtung in der Raumzeit auszeichnet und somit implizit
die Lorentzinvarianz der Theorie verletzt.

. Es wird explizit angenommen, dass alle Komponenten von 8*”, insbeson-

dere 0% ungleich Null sind, dass also Raum-Zeit Nicht-Kommutativitéit
zugelassen wird.

. Ausgangspunkt der Storungsreihe soll die Gell-Mann-Low Formel

S — f) = (f| T[T Er] i)

sein.

. Die Ableitungen, die von dem Stern-Produkt herriithren, werden nicht mit

dem Zeitordnungsoperator vertauscht.

Mit dieser Einfithrung sind wir jetzt in der Lage, Streuamplituden und somit
auch Observable auszurechnen, was der Inhalt der néchsten Kapitel auch sein

wird.



Kapitel 3

Feynmanregeln

In diesem Kapitel soll nun der erste Schritt hin zur Bestimmung von Observa-
blen in der IPTO NCQED gemacht werden. Dieser erste Schritt hin zum diffe-
rentiellen Wirkungsquerschnitt eines Streuprozesses, auf dem die meisten Ob-
servablen der Elementarteilchenphysik beruhen, soll die Berechnung der Streu-
amplituden von Bhabha- und Compton-Streuung sein. Anhand der berechneten
Amplitude kann man dann einen Teil der Feynmanregeln der IPTO NCQED
bestimmen. Dieses Vorgehen ist dquivalent zu dem Beweis des Wick-Theorems
(siehe zum Beispiel [8]), weshalb dies hier nicht explizit bewiesen werden soll.

Das Kapitel ist wie folgt gegliedert: Zuerst soll ein kurzer vorbereitender Ab-
schnitt kommen, dem sich in Abschnitt 3.2 die ausfiihrliche Berechnung der
Streuamplitude der Bhabha-Streuung anschliefft. Die Berechnung wird beson-
ders ausfiihrlich vorgefiithrt, damit der Leser die Berechnung in IPTO NCQED
am Beispiel von s- und u-Kanal Schritt fiir Schritt nachvollziehen kann. Im dar-
auffolgenden Abschnitt widmen wir uns der Amplitude der Compton-Streuung,
bei der der, in der kommutativen QED nicht vorhandene, drei-Photon-Vertex
relevant wird. Im letzten Abschnitt dieses Kapitels wird dann noch der vier-
Photon-Vertex und der Geist-Propagator bestimmt, womit wir dann alle Feyn-
manregeln der IPTO NCQED beisammen haben.

3.1 Vorbereitung

Beginnen wollen wir mit einem kurzen einleitenden Abschnitt. Wie wir aus dem
letzten Kapitel wissen (siehe die sechs Annahmen am Ende des Kapitels), soll
der Ausgangspunkt zur Bestimmung der Feynmanregeln die Gell-Mann-Low-
Formel sein, die hier noch einmal aufgefiihrt ist

S(i— )= (f| T [ 1 2] iy (3.1)
Die Lagrangedichte £ ist die Summe aus der Lagrangedichte Lncqep (2.19) und

dem Eichfixierungsterm L, ¢ (2.27). Damit erhalten wir fiir die Lagrangedichte

15
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_ 1 _
L=Yx{id—m) ¥ — ZF”V*FW —eUx (YA, W
1

~ ¢ (OFA, xO"A,) + % (0"0,) -c+iecx 0, [AF 5], (3.2)

wobei die Definition des Stern-Produkts in (2.14) zu finden ist. Der Feldstérke-

Tensor
F.= 8HAV — 8,,AM + ie[Au A (3.3)

erhélt, wie in Abschnitt 2.2 schon gezeigt, dhnlich wie bei einer nicht-abelschen
Eichtheorie, einen nichtlinearen Term, weshalb es, analog zur QCD, einen drei-
und vier-Photon-Vertex gibt. Wie in der QCD auch, generieren die Terme der
Form 0, A, x A¥x A in der NCQED Photonen mit unphysikalischen Polarisati-
onszustdnden. Konsequenterweise entkoppeln auch die Geist-Felder nicht mehr
vollstéindig von den Eichfeldern, wie es in der kommutativen QED der Fall ist
(siehe Abschnitt 2.3).

Da nun das Stern-Produkt die Eigenschaft hat, dass eine Bilinearform des Stern-
Produkts innerhalb eines Integrals iiber die gesamte Raumzeit gleich dem Inte-
gral iiber das iibliche kommutative Punkt-Produkt ist

/ a4 f(x) % g(z) = / diz f(z) - g(z), (3.4)

ergeben sich keine Anderungen an der freien Theorie. Somit wirkt sich das
Stern-Produkt nur auf die Teile der Lagrangedichte (3.2) aus, die drei oder
mehr Felder enthalten. Diese Terme bilden zusammen die Wechselwirkungs-
Lagrangedichte, womit

1
Lr= 1 (e[Au ¥ Ay] % (0"AY — 0V AM) + e (0,A, — 0,A,) x [AF 5 A"
+e2 [AF * AY] * [A,x A,,]) —eWx (VWAL *x Y +iecx0,[A" ¥ c] (3.5)
ist, was sich noch durch einfaches Umbenennen der Indizes zu
1
Lr=—e (9,4,)x[A"* AY] — 1e2 [AF * AY] % [A, % A
—eUx (YA, x U +ieexd,[A" ] (3.6)

zusammenfassen lasst.

Nun haben wir die benttigte Wechselwirkungs-Lagrangedichte, um mit der Be-
rechnung von Amplituden anfangen zu kénnen, was wir auch in den néchsten
Abschnitten, beginnend mit der Bhabha-Streuung, tun werden.

3.2 Bhabha-Streuung

In diesem Abschnitt wollen wir anhand der Bhabha-Streuung den Photon-
Propagator und den Fermion-Photon-Vertex bestimmen. Ausgehend von der
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Gell-Mann-Low-Formel (3.1) erhélt man in niedrigster Ordnung Stérungstheo-
rie folgendes S-Matrixelement

S == [derdtes (" (ke ()| TILs (1) Lalan)] |6 (pr)e* ()
(3.7)

Wenn wir nun explizit die Wechselwirkungs-Lagrangedichte (3.6) einsetzen,

erhalt man fiir das S-Matrixelement
1 4 4 — —+ v
5 [dterdtas (e (ke (k)| T [(—e(@HAl,)*[A“fA ]

2
Sl(al) =
(AP AV % [A 5 A)) — e x (VWA,) * U +iecx O,[AF % c])(xl)

1

4
(el@pA0) % (401 A7) 1A% 1 A7) [4, 1 A

—e\IJ*('ypAp)*\IJ—|—ieé*8p[A'”’,*c]>(x2)] e~ (p1)et(p2)) (3.8)

Da wir in diesem Abschnitt die Bhabha-Streuung ausrechnen wollen, tragen alle
Terme mit mehr als zwei Photonfeldern nicht zur Streuamplitude bei, weswegen

sie hier weggelassen werden kénnen. Es tragt somit nur folgender Term

(—eWx (YA, *U)(z1) - (—e ¥ x (7VA,) * U) (22)

— <_€ . e% 0“‘” (65187’;1+8528;/72)

(1 + &+ o)V Ap(zr + &+ B) ¥ (21 + m1) ey =m=ar=p1=0

)

—e-e2?

( 5 0u (0l 05, +04,0%.)
(2o 4 & + ao)V Ay(ma + &o + B2) ¥ (22 + 72)|ey=np=as=@>=0

) (3.9)
zur Streuamplitude bei, indem gleich die explizite Darstellung des Stern-

Produktes eingesetzt wurde.

Nun fangen wir an, Schritt fiir Schritt die Amplitude

2 1 - +
S(}? _ —762 /d4x1 d4$2 <€ (kl)e (k‘?)‘
8?2 o by El b2 52)

T {659“" (851851
‘I’($1 +& + al)'Y“Ay(-Tl +& +61)Y(z1 +m)

las + &+ 02)" Ayl + &+ B) W (a2 + o)
‘67 (pl)e+ (p2)>fz:77l:al:ﬁl:0§ 1=1,2 (3'10)

auszurechnen, wobei wir ab dieser Stelle nicht mehr explizit angeben, dass die
Groflen &, 1, @ und 3 nach dem Ausfiithren der Ableitungen gleich Null gesetzt

werden.
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Im ersten Schritt wollen wir die zwei internen Photonfelder A,(z1) und
Ay (z2) kontrahieren und den Zeitordnungsoperator explizit durch Heaviside-
Funktionen ausdriicken. Die Kontraktion der beiden Eichfelder ergibt die retar-
dierte Green’sche Funktion

Apu(x1)Ay(22) = (0] T [Au(21) Ay (22)]|0) = 7(2f — 25) Dy (21 — 2),  (3.11)

mit

Bq g _;

D —x9) = By o—iq(z1—x2) . 3.12
,ul/(i’l 1'2) /(27T)3 2E(j€ . ( )
—q

Dabei darf man nicht den Fehler machen, die Wightman-Funktion (3.12) mit
dem kausalen Photon-Propagator zu verwechseln, der in der kommutativen
QED wie folgt aussieht

Dy (z1 — 22) = T(l‘(l) — :L’g)DW(xl —x9) + T(xg — x(l))DW(xg — 1)

d4q _ig,uu i
= - 6_ q((E1—f£2) . 313
/(27’[‘)4 q2 + 1€ qO:Eé» ( )

Es sei angemerkt, dass in dieser Arbeit der griechische Buchstaben 7 das Sym-
bol fiir die Heaviside-Funktion ist, da der Buchstabe 6 schon fiir den nicht-
kommutativen Parameter vergeben ist. Es stellt sich die Frage, warum sich die
retardierte und avancierte Green’sche Funktion (3.11) nicht mit den Heaviside-
Funktionen zu dem iiblichen Feynman-Propagator (3.13) zusammenfassen las-
sen. Wie in der Amplitude

1
Stn = —5¢° / d*zydizy (e (k1)et (ko)

i moau Hmoau YU mo v
T(ZE(1) - 1‘(2)) [6’29‘“’ (8518"1+8528"2 +80‘18ﬁ1 +8"‘26ﬁ2)

V(x4 &+ ar)y W (ry + 1) Dy (21 + &1+ Br — 22 — &2 — Po)
\if((lig + &+ ag)Y' U (xg + 772)}
(el — a0 [e%ew (08, o1 +0k, 00, + 0k, 05 +01, 05, )

V(zy + &+ o)y (2 + ) Dy (w2 + 2 + B2 — 21 — & — fr)
U + & + 02)r" W(ws + )| [ (p)e” () (3.14)

zu sehen ist, haben die Green’schen Funktionen unterschiedliche Phasenfak-
toren, die von den Stern-Produkten herriihren. Diese unterschiedlichen Pha-
senfaktoren sind nun dafiir verantwortlich, dass sich die Green’schen Funktio-
nen zwar zu einem Propagator zusammenfassen lassen, der den gleichen Pol
wie der Feynman-Propagator hat, dessen Residuum sich aber durch die nicht-
kommutativen Phasen der IPTO NCQED von dem, aus der QED bekannten
Propagator unterscheidet. Um unnétige sprachliche Unklarheiten zu vermeiden,
soll dieser Propagator weiterhin Feynman-Propagator heiflen. Mehr zu diesem
Thema kommt dann im néchsten Kapitel.
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Im néchsten Schritt werden wir die Fermionfelder mit den Erzeugungs- und Ver-
nichtungsoperatoren der externen Teilchen kontrahieren und die gesamte Am-
plitude im Impulsraum schreiben. Dazu benétigt man zusétzlich zu (3.12) noch
die Integraldarstellung der Heaviside-Funktion, die nach [19] folgende Form hat

[ dt e—it(@i—a])

= 3.15
! 2r  t+1ie ( )

7(a] — )

Damit bekommt man das S-Matrixelement im Impulsraum
1 dt d3q
@ = 2 /d4:r; d*z /
Bh o P52 ) or (2m)3
e_it(w(l)_mg) i@ a# o au o au oY a# oY
1765 W( &1 n1+ () n2+ o1 @1+ ] Bz)
t+ie
(_2a(k1)eikl(x1+£1+a1),yﬂv(k2)eikz(z1+771)%efiq(x1+£1+ﬁ1712*52*ﬁ2)
7
0(pa)e P2 Y u(p)e P!

+ 2’[7(])2)e_ip2($1+51+al)ryﬂv(k2)eik2($1+771) Iy e la(@1+&+B1—za—§2—f2)
2F~
q

a(kl)eikl(x2+£2+a2),yvu(pl)6fip1(:02+772)>

(x2+&2+a2) (x24n2)

e—it(mg—z?)

+i———-ce
t+1e
(_Za(kl)eik1(ﬂc1+§1+o¢1),7uv(k.2)ei k2(:c1+771)%eiq(m—f—gl-}-ﬁl—m_@_@)
q

@(p2)e—ipz ($2+§2+a2)’7uu(p1)6_ip1 (z24n2)

i Hnoau YUY mo au Hnoau
50, (08, 03, +08, 0%, 0k, 0 +04, 0% )

+ 21—)(p2)€—ip2(x1+§1+041)7uv(k2)ei ko(z1+m) gﬂei q(z1+&1+P1—w2—E2— )
2Eg

u(kl)eikl(x2+§2+a2),yl/u(p1)eipl(:]c2+772)>:| ) (316)
"=FE;

Jetzt kommen wir zu dem Punkt, an dem im naiven Fall der NCQED die
Ableitungen des Stern-Produktes mit dem Zeitordnungsoperator, bzw. mit der
Heaviside-Funktion vertauscht werden, oder in unserem Fall, also bei der IPTO
NCQED, eben gerade nicht. Um es nochmals deutlich zu sagen: Es werden nun
zuerst die Ableitungen nach &, 1, o und  ausgefiihrt und erst in (3.19) werden
die Heaviside-Funktionen mit den Green’schen Funktionen zu einem Vierer-
Integral zusammengefasst. Nach dem Ausfithren der Ableitungen ergibt obige
Amplitude

@ _ 2[4 4 dt d*q
Spp = —ie /d r1d 29 /27T e
[(u(]ﬁ)eiklxl,yue;[(ikl—iq)G(iIcg)-i—(ik1)0(—iq)]v(k2)eik2x1

v 1 e—it(x[l)—a:g)e—iq(xl—xg)
2Eq~t + i€




20 KAPITEL 3. FEYNMANREGELN

o(py)e 1172:1:2,y 62[( 1p2+zq)9(—ip1)+(—ip2)9(iq)]u(pl)e—imxz
_ @(p2)6*1292361,Yueg[(*ipzfiqw(ik2)+(*ipz)9(*iQ)]v(k2)ei kaxy

Guv Le—it(a:?—;tg)e—iq(zl—xz)
2Eq't + if

ﬂ(kl)ei k122,}/u€%[(i k14iq)0(—ip1)+( k1)«9(iq)}u(pl)efip1x2>

i (ﬂ(k Yei k1Tt o3 (k1 =ig)0 ko) +( k)O(—i0)] () i ko

G L it@g—af) ig(ar—a»)
2E;t + i€
o(psy)e 12029@7 e3l= ipz—iq)9(—ip1)+(—ip2)9(—iq)]u(p1)e—imrz

Guv 1 e—lt(a: —zl)elq(ml x2)
2Bzt +1ie

a(ky)etF1z2qY 62[(1k1iq)9(ip1)+(ik1)9(iq)]u(p1)eiPlﬂ’Q)] o (3.17)
q"=Ez

Bevor wir die beiden Integrationen zusammenfassen, vereinfachen wir diese et-
was uniibersichtliche Gleichung. Dazu fassen wir die beiden runden Klammern
zusammen, indem wir die Integrationsvariable ¢ durch —t substituieren. Die In-
tegrationsgrenzen dndern sich dabei nicht, da {iber ganz R integriert wird. Mit
dieser Anderung erhalten wir

(2) c o [ 4 dt d%q
SBh_ —le /dxle'Q/%W
{(a(k‘l)v“e;[‘W’”*q@(’”‘kl)]v(kz)ﬁ(m)v”e5[”191’2“6(”1"’2”11(291)
I L(;i t(w(ffwg)e*iq(xrxz)ei (k1tk2)z =i (p1+p2)z2
2kt +1ie
_ 5(p2),yue%[P29k2+q9(k2+p2)]v(k2)a(k1),),Ve%[kﬁpl-l-q@(kl-l—pl)]u(pl)

Juv 1 . efit(ngxg)efiq(xlfxz)ei (szpg)xlefi (klfpl)l'z)
2Bzt +1ie

+ <ﬂ(k1)fy“e%[‘kle’“?‘q"(’“"“”v(l@)@(pz)'y”e%[plg”?_qg(“_””wpl)
G ;e—lt(%—rz) Lq(z1—22) o1 (k1+k2)z1 o =1 (P1+p2) 72
2Eq' —t+ie
_ @(p2>,yueé[p2€k2—q0(k’2+p2)],U(kQ)a(kl),yue%[k19p1—q9(k1+p1)]

Guv 1 —it(29—29) eld(@1—2) Ji(ka—p2)a1 i (k1—p1)z2 )]
¢ 172 e U . (3.18
T )], e

Im néchsten Schritt werden wir die zwei Integrationen {iber ¢ und g zu einer
Integration vereinigen. Ohne die unterschiedlichen Phasenfaktoren wiirde man
den Feynman-Propagator (3.12) erhalten. Da wir aber wegen der IPTO un-
terschiedliche Phasen haben, dndert sich das Residuum des Propagators (siehe
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oben). Nun definieren wir folgende Abkiirzungen und Substitutionen

/\(]0 =t+AE; mit A = {+,-}
X = (¢°, A7) = (t + AE; A7) mit A = {+,—}

wobei zu der zweiten Zeile noch zu sagen ist, dass die konstante Verschiebung
der Integrationsvariablen ¢° bei der obigen Substitution um +Ey zuldssig ist,
da zum einen t bzw. ¢" iiber ganz R integriert wird und zum anderen die
Konvergenz gesichert ist, da wir hier nur in Baumgraphennéherung rechnen. Mit
diesen Definitionen erhélt man nun das S-Matrixelement der Bhabha-Streuung
in kompakter Form

(2) ‘q §+:
s 2 4 4
SBh_ —1le /d x1d 1'2/27_‘_)4)\
1]

[ﬂ(kl),yueé[kﬁkﬁAGH(kz (k)T (pa)y” o3 [P16p2+ 246 (p1—p2)] u(pr)

9uv 1 ei (k1+ko— )‘q~)x1 e*i (p1+p2— ACDIEQ
2E; A" — Ez+ie

— B(pa)ytes POkt 0 p)]y (o) (ke )y e s R O 00 k2]

Guv 1 i (ka—p2— Q1 ,—i (k1 —p1— )2 3.19
2E N — Egtic ’ -

Wenn man nun iiber xy und x5 integriert, erhilt man d-Distributionen, die als
Argument unter anderem Impulse enthalten, die von A abhéngen. Da man bei
dem Ausfithren der Integration iiber diese §-Distributionen leicht einen Fehler
machen kann, sei anhand eines Beispiels die §-Distribution fiir A = 4+ explizit
ausgeschrieben

A=+: prtp— ") =6O@ +5 -7 -6V + ) - ")
A=—: Flpr4p— =G +m+d sV +p)— ).

Man beachte, dass sich das Vorzeichen in der §(3)-Distribution éndert. Nachdem
man noch iiber ¢ integriert hat, erhélt man mit den Abkiirzungen

qS =p1+p2 =k + ko
()‘E 1+P27p1 +p2) (AEE1+EQa k1 + k2)
Qt :p1+k‘1 =p2 + k2
(AE” k 7p1 + kl) (>\E52+E2vﬁ2 + k:2)
das folgende Endergebnis

S@ = —(2m)4 64 (p1 + p2 — k1 — ka)

a(k) (—ie’y”e%[_klekﬁd"se(k2 )]) v(ks)

|| Fj-ﬁ-
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i ey e3PIr+ad(r—p)]

Abbildung 3.1: Fermion-Boson- Vertex

p
1 —igh
2E5 \p¥—Eg+ie
Abbildung 3.2: Photon-Propagator
1 —iguw - < AV i[1919102—5-*qﬁ(m—m)])
2Eq‘s )\qg _E(TS +1€U(p2) 167 €2 U(p]_)
+ .
+(m) 'y + k= p2 — k2) Y 0(pa) (—ientelattat Mot ) g )
A=—
1 —i 9uv _ . ilk10 Aqi0(k
k (_ v 3 [k10p1+ 2q:0( 1+p1)]) . (3.20

Aus dem obigen Ergebnis kann man nun den Fermion-Boson-Vertex und
den Photon-Propagator der IPTO NCQED ablesen. Wenn man alle Impulse
einlaufend wéhlt, erhédlt man den in Abbildung 3.1 gezeigten Feynmangraphen.
Der Photon-Propagator ist in Abbildung 3.2 dargestellt. Wie man in Abbildung
3.1 sieht, ist die nicht-kommutative Phase 3 [pfr + ¢f(r — p)] nicht symme-
trisch unter dem Austausch von Fermion- und Photon-Impulsen. Unter dem
Austausch der Fermion-Impulsen &dndert sich nur das Vorzeichen der ganzen
Phase, weswegen die Observablen invariant unter dem Fermion-Austausch
bleiben.

Der zentrale Unterschied zwischen der naiven NCQED und der IPTO NCQED
liegt auf der Ebene der Lagrangedichte natiirlich darin, dass in IPTO die Ab-
leitungen nicht mit dem Zeitordnungsoperator vertauscht werden. Auf der Ebe-
ne der Amplituden oder der Vertizes bedeutet das in IPTO NCQED, dass,
zusitzlich zu der Anderung des Residuums, die Energieerhaltung in den nicht-
kommutativen Phasen nicht mehr giiltig ist. Dies kann man sich leicht verstand-
lich machen, wenn man folgende ,,Anleitung® fiir die Benutzung der Feynman-
regeln betrachtet: Man erhélt die gewiinschte Amplitude (z.B. Gleichung 3.20),
wenn man diese wie bei der gewohnlichen QED aufschreibt, danach alle in-
ternen Impulse p durch % ersetzt und anschlieBend iiber A summiert. Gerade
dieses Ersetzen der internen Impulse durch die mit A verzierten Impulse, deren
Nullkomponente die Energie eines auf der Massenschale befindlichen Teilchens
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ist, bricht die Viererimpulserhaltung, oder genauer die Energieerhaltung, in den
Phasen. Am Beispiel von dem in Abbildung 3.1 gezeigten Vertex sieht man fiir
ein internes Photon ¢ und zwei auf der Massenschale befindlichen Fermionen p
und r, dass die Energieerhaltung im Allgemeinen nicht mehr gilt, da

Y= (B, @) = M p+7|,—p—7) # (|7], =)+ (7|, =) fiir p,r # 0 (3.21)

Im néichsten Abschnitt folgt die Berechnung des drei-Photon-Vertex, des Geist-
Vertex und des Fermion-Propagators.

3.3 Compton-Streuung

In diesem Abschnitt werden wir anhand der Compton-Streuung den drei-
Photon-Vertex, den Geist-Vertex und den Fermion-Propagator bestimmen
konnen. Wie schon weiter oben erwéihnt, produziert der nichtlineare Term
[A# % AY] des Feldstiarketensors unphysikalischen Polarisationszustéinde. Um
diese Zustinde entfernen zu kénnen, muss man Geistfelder einfiihren, was mit
dem Eichfixierungsterm (2.23) auch gemacht wurde. Es sei hier schon erwéhnt,
dass man die unphysikalische Polarisationszustinde auch dadurch entfernen
kann, indem man die Summe iiber die Polarisationsvektoren e* explizit durch
physikalische Polarisationszusténde ersetzt. Dies ist aber nur in niedrigster Ord-
nung Storungsrechnung moglich. Sobald man Schleifenrechnungen durchfiihrt,
bené6tigt man zwingend die Geistfelder.

Wenden wir uns nun der Berechnung der Streuamplitude der Compton-
Streuung zu. Die S-Matrixelemente 2. Ordnung lauten

Seo(e™y = e77)
= —% /d4331d4$2 (e (p2)v(k2)| T [L1(21) L1(w2)] €™ (p1)y (k1))

_ _% / dizydiey (e (p2)y(ks)|

T [(—ie(9uA,) * [A* T_A”] —eW x (YFA,) * U)(z1)
(=i e(9pAs) x [AP + A7) — €U x (v Ap) x W) (22)] |e~ (p1)7v(k1)) (3.22)

und

SEee— e == [dhadas (¢ (pa)ethy)
T [(—e¥ * (v A,) * U +iecx 0, [A* % c])(21)
(=€ x (YPA,) x U +iecx0,[AP * c])(x2)] |e” (p1)e(kr)) , (3.23)

wobei nur die Summanden der Lagrangedichte mitgenommen wurden, die zur
jeweiligen Amplitude beitragen. So trigt zum Beispiel kein Term des Produktes
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der Lagrangedichten zur Compton-Streuung bei, der mehr als vier Photonfelder
enthélt. Die Berechnung erfolgt in drei Teilen. Zuerst werden wir sorgfiltig den
Fermion-Propagator berechnen, da die naive Annahme

1 i(p+m)

3.24
QEZ;')\pO—Eﬁ—i-iE ( )

AS(p) #

nicht richtig ist! Dann folgt die Berechnung des, gegeniiber der kommutativen
QED neu hinzugekommene, drei-Photon-Vertex. Am Ende dieses Abschnitts
wird dann noch der Geist-Vertex berechnet, den man aus der Amplitude (3.23)
erhilt.

Fangen wir also mit der Berechnung des Fermion-Propagators an. Man erhilt,
bis auf die Zeitordnung, den retardierten und avancierten Fermion-Propagator,
indem man den Vakuumerwartungswert eines Antikommutators von Dirac-
Spinor und Dirac-Anti-Spinor am Ort x bzw. y ausrechnet:

(Oolte). v = [ 52 ﬁ/ ﬁ%z

<0|a%u3(p)6—ipx ij 3( ) ipx b?:fr(p) 1qy+arT r(q)eiqy’(»

- [y [ m 2
(276 (p — )0 [’ (p)t" (@)™ P o ()i (q)e 0+

’ i .
- / <§7£3 mlsﬁ > w )@ p)e e £ 37 0 () ()|

3 . .
_ / (;17:)’;2;5 [(p -+ m)e 7P o (p— m)e @] (3.25)

Damit erhélt man folgende retardierte und avancierte Green’sche Funktionen

3 L
TSz —y) =1 —y")i / éﬂl))s 2;3,;(+15 +m)et Py (3.26a)
“S(z—y) =7y’ —2%)i /(;1;)) 2;ﬁ(+ﬁ —m)e @Y
L 8y — .,
PP ()0 — 2% /(gﬂ 2;( p+m)e PEY) (3.26D)

mit

= (\Ezp) und A= {+,-}.
Wenn man die Green’schen Funktionen (3.26) im Impulsraum schreiben will,
muss man, wie im letzten Abschnitt, die Heaviside-Funktion als Integral schrei-
ben (3.15) und die Integrationen iiber p und ¢ aus (3.26) bzw. (3.15) zusam-
menfassen. Damit erhélt man dann die retardierte (4) und avancierte (—)
Green’sche Funktion im Impulsraum

1 i())ﬁ—i-m)
2E5Ap0—Eﬁ+i€

AS(p) = (3.27)
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Zur Uberpriifung sei der Feynman-Propagator der kommutativen QED be-
stimmt, der sich aus der Summe der Propagatoren, jeweils fiir A = + und
A = —, ergeben sollte, was folgende Gleichung auch bestétigt.

L ri(+m) i(*ﬁ—&—m)}
2B;1p° — Ez+ie  pV+ Ey—ie
i 1 I 0 - 0
= Ej) — — E;
P2fm2+162E[7[( p+m)(p”+ Ep) — (TP +m)(p p)]
B i
- p?—m?+ie2E;

[(2E5p°, 20 Ej)"y,, + 2mEj]

- S = Se) (329)

In Abbildung 3.3 ist der Fermion-Propagator der IPTO NCQED nochmal gra-
phisch gezeigt. Es sei angemerkt, dass die Schreibweise

p 1 i(M+m)
2E; \pU—Eytie

Abbildung 3.3: Fermion-Propagator

T H\Ija('r)a \le(y)]] =T [(1 @x + m)ab[q)(x)v (I)(y)]]
# (i@e + m)ay T[[(2), 2(y)]] (3.29)

nur dann richtig ist, wenn man die Ableitung @, nicht mit der Zeitordnung
vertauscht, da sonst

(2 +m)ay 7(2° —¢°) [2(2), D(y)]
(7, 4m) / dp 1 e~ p(—y) o *p(z—y)
= ¥z T ab (2m)4 2E;\p° — Ez+ie —p' — Ez+ie
d4 1 *i Ap(z—y)
/(2%42E~[ (B +m)a P’ — Ez+ie

i p(z—y)
e
- (/\ﬁ —M)ab —po—Eﬁ—i-lJ

pO'=Ez

# [Wa(z), Uy(y)]  (3.30)

p=Ez

ware.

In diesem Teil wollen wir den in der IPTO NCQED neu hinzugekommenen drei-
Photon-Vertex berechnen. Hierzu tragen vier Terme der Lagrangedichte bei, die
zwel Dirac-Felder und vier Photonfelder enthalten:

— [®(z1) * (P Au(1)) * ©(z1)] - [(0,40 (22) x AP (22) x A7 (22)]
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+ [P (21 Au(x1)) > U(21)] - [(9,As x2)*AU(iU2)*Ap($2)}

v (
[(8# (z1) x AH (1) x AV (21 ] [ (z2) * (WA, (x2)) % \I/(asg)]
[(GHAZ,(ajl) * Ay(ll?l) * A“(Jrl)} [\I/(l‘g) * ( ( )) * \I’($2)] . (331)

Die anderen Terme, die von dem nichtlinearen Teil des Feldstérketensors F),,
kommen, haben mehr als vier Photon-Felder und tragen demnach nicht zur
Compton-Streuung oder zum drei-Photon-Vertex bei. Das einzig Neue an
der Rechnung ist das Vorhandensein von Ableitungskopplungen (derivative
couplings). Hier kann man sich fragen, ob diese, wie bei der normalen QED,
mit dem Zeitordnungsoperator vertauscht werden oder nicht. An dieser
Stelle soll festgelegt werden, dass wir die Ableitungskopplungen nicht mit
dem Zeitordnungsoperator vertauschen werden. Eine Begriindung fiir diese
Entscheidung, kann an dieser Stelle noch nicht gegeben werden. Sie soll aber
in Kapitel 5 nachgereicht werden.

Nach ldngerer Rechnung, die ansonsten keine weiteren Schwierigkeiten aufweist,
erhélt man den in Abbildung 3.4 gezeigten Vertex. Wie man erwarten durfte,

’ v <2 [P - QY+ g7(Q - RY 4 g7 (R - PY]
D q PH=pHt.e —5p0(a+7) gip (%)
r Qh=qt-e —540(p+7) g (%)
p RH = i =300+ gip (%)

Abbildung 3.4: drei-Photon- Vertex

ist der obige Vertex vollstindig symmetrisch unter dem Austausch zweier
Photonen. Da hier, wie bei dem Fermion-Photon-Vertex, alle internen Impulse
p durch A ersetzt werden, wird natiirlich diese Symmetrie und vor allen
Dingen die Energieerhaltung verletzt, sobald eines der Photonen ein internes
virtuelles Photon ist. Eine direkte Folge der Tatsache, dass der Impuls in der
Phase des Vertex nicht erhalten ist, ist die Verletzung der Ward-Identitét, wie
wir in Kapitel 5 sehen werden.

Wegen der Vollstiandigkeit sei noch angemerkt, dass die Impulse, die von
den Ableitungskopplungen kommen, mit einem A\ verziert werden, wenn man
die Ableitungskopplungen mit dem Zeitordnungsoperator vertauscht oder
entsprechend nicht, wenn die Ableitungskopplungen nicht mit dem Zeitord-
nungsoperator vertauscht werden.

Im letzten Teil soll der Geist-Photon-Vertex bestimmt werden, indem die Am-
plitude (3.23) berechnet wird. Von der Wechselwirkungs-Lagrangedichte sind
nur zwei Terme relevant:

e(Ux(v*A,)* ) () und ie(cxdy[A" %) (). (3.32)
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Somit wird das S-Matrixelement aus (3.23)

S(CQJ(e*c —e c) = —% /d4x1d4x2 (™ (k)c(ko)]

T[i e U(z1)* (v Au(21)) * U(z1)e(z2) * (0" Ay(22)) * c(22)
+1ie?U(xy)* (Y Au(z1)) * U(z1)e(w2) * Ay(m2) * (0"c(x2))
—ie2U(z)* (V" Ap(z1)) * W (z1)e(m2) * c(x2) * (0" Ay(z2))
—1e2U(zy) * (Y Au(21)) * U(z1)e(z2) * (07 c(x2)) % A (22)

+1i e e(z) x (0¥ Ap(x1)) * c(21) T (22) % (Y Ap(w2)) * U(22)

+ie? c(x1) x Ay(x1) % a”c(xl))\fl(mg) * (’YMA”(QS‘Q ) * U (xzg)

i e?e(xn) *c(wn) * (0" A (21)) W (x2) * ( (2)

x ]

e (p1)e(p2)) - (3.33)

Auch hier gibt es, analog zum drei-Photon-Vertex, die beiden Moglichkeiten die
Ableitungen mit dem Zeitordnungsoperator zu vertauschen oder nicht - wobei
man sich natiirlich bei dem drei-Photon-Vertex und beim Geist-Photon-Vertex
fiir jeweils eine Variante entscheiden muss. Nach kurzer Rechnung erhilt man
den in Abbildung 3.5 gezeigten Vertex, wobei sich, wie bei dem Fermion-Boson-
Vertex, unter Austausch der Impulsen der Geist-Felder die Physik nicht dndert.

2ie (p+ q)" e 2700 gin (’%‘7)

Abbildung 3.5: Photon-Geist-Vertex

Wenn man jetzt die Berechnungen in diesem Abschnitt zusammenfasst, erhélt
man fiir die S-Matrixelemente in 2. Ordnung der Compton-Streuung fiir IPTO
NCQED

SGo(e v —e) =
+ .
(2ﬁ)4 54(1)1 + k1 — po — k2) Z u(p2) (—iey”eé[_ 2qs0p2+k26( AqurpQ)]) GZ(kQ)
A=—
1 i(gs +m) . L —p10Xgs—k10( *gs
Uk oV s [ P10 s —k10( g5 +p1)]
2E; A0 — Eg +i€ ( 1)( tey e )“(pl)

+ )
+ (27‘(’)4 54(]91 — ko +ky — p2) Z 'I_L(pQ) (_i eﬁyﬂe%[f AguBp2—k16( )‘Qu+p2)]> Ep(kl)
A——

L i(dutm) : 1 p16 gy +ka6( >
* k (_ v [ P10 “qutk2 ( QS+pl)])
2E¢Tu )\qg _E(Tu +i€6V( 2) le’y €2 u(pl)
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+ 4
F1(2m) 6 (o e — by — k) Y lpe) (—eqtier RO )
A=—
1 19w
2E; \q) — E +ie

€y (k2) (—26 [ng(Kl — Ko) + g7 (K2 — Q)P 4+ ¢"P(Q — Kl)g])ep(kl) (3.34a)

Sgo)(e_c — e c) =
+

i(27r)4 54(]?1 + po — k1 — k) Z a(ps) (—i 67#6%[—p19p2+Ath(p1+p2)]) u(p1)
A=—
1 LG Y . [ —k10ka + A0 (k1 + k2)

2 kY +qf .34b

2Eq~t)\q?—Eq~t—|—ie[le (“L%)Sln( 2 (3:34b)
mit den Abkiirzungen
. A
K=k - e 3ROkt 2a) gy <k20 Qt>
2

[\

. A
Ky = kb - e zk20(ki+200) gipy < qt9k1>

Q* = q# . e_% q10(k14ks2) sin <k19k2>
2

und

qs = p1+ k1 = p2 + ko
qe = p1+p2=k1+ k2
qQu =p1 + k2 = k1 + p2
=", p).

Auch hier sei angemerkt, dass der interne Impuls ¢}', der in der Abkiirzung Q*
steht, ein A erhélt, also zu ’\qf wird, wenn man die Ableitungskopplungen mit
dem Zeitordnungsoperator T' vertauscht.

3.4 Vier-Photon-Vertex und Geist-Propagator

Die noch verbleibende Aufgabe besteht darin, den vier-Photon-Vertex und den
Geist-Propagator zu berechnen. Beginnen wollen wir mit der Berechnung des
Vertex, den man iiber das S-Matrixelements 1. Ordnung erhélt

SO (yy — vy) = (17] i/d4:c Lrlyy)

2

. € v
= i (1[4 T A« [A" 1 A |y7)
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4i e? [cos (W) sin <péﬁ> sin (Té&)

(gPg"” — g"7g"")

+ cos (7(T+p)g(q+s)) sin(m%) sin(%ﬁs)
o s rop (9" g"P — g""g"7)

+ cos (7(p+s)g(q+r)) sin(ng) sin(%)

(9" gP? — gPg"?)]

Abbildung 3.6: vier-Photon- Vertex
1 i
2E5 A\pV—Eg+ic

Abbildung 3.7: Geist-Propagator

e?
L e

2

= (VY| Ay * Ay % A % A — Ay x Ay x A % AP|yy) . (3.35)
wobei nach dem zweiten Gleichheitszeichen nur die relevanten Terme, also
diejenigen Terme, die genau vier Photonfelder haben, mitgenommen wurden.
Nach einer etwas miihseligen Rechnung erhélt man fiir den in Abbildung 3.6
gezeigten vier-Photon-Vertex. Es ist offensichtlich, dass dieser vier-Photon-
Vertex vollkommen symmetrisch unter dem Austausch der Photonimpulse
ist, solange man diese Symmetrie nicht explizit dadurch bricht, dass man ein
reelles Photon zu einem virtuellen Photon macht.

Der Geist-Propagator ist schnell behandelt. Man kann sich leicht iiberlegen, dass
der Geist-Propagator, der nichts anderes ist als der Propagator eines skalaren
Teilchens, die in Abbildung 3.7 gezeigte Form haben muss.

Nun haben wir alle Propagatoren und Vertizes der IPTO NCQED beisammen,
mit denen wir im n#chsten Kapitel konkrete Wirkungsquerschnitte berechnen
werden.

Zum Schluss sei nochmals der entscheidende Punkt dieses Kapitels dargelegt.
Da durch die IPTO alle Impulse p* von internen oder virtuellen Teilchen durch
die entsprechenden Impulse “p# ersetzt werden, ist sowohl die Symmetrie der
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an dem Vertex beteiligten Teilchen gebrochen, als auch die Energieerhaltung in
den nicht-kommutativen Phasen verletzt. Dies ist einerseits das Besondere an
der IPTO NCQED, aber auch das entscheidende Problem dieser Theorie, da,
wie schon erwéhnt, gerade diese Verletzung der Energieerhaltung dazu fiihrt,
dass die Ward-Identitéat der IPTO NCQED nicht erfiillt werden kann. Mehr zu
dieser Problematik in Kapitel 5.

Abschlielend sind auf der néichsten Seite alle Feynmanregeln der IPTO NCQED
zusammengefasst dargestellt.
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Abbildung 3.8: Feynmanregeln der IPTO NCQED



Kapitel 4

Wirkungsquerschnitte

In diesem Kapitel soll die wichtigste Observable in der Teilchenphysik, der
differentielle Wirkungsquerschnitt, fiir die Bhabha-, Mgller- und Compton-
Streuung berechnet werden. Das Besondere wird sein, dass sich das Residuum
der Feynman-Propagatoren, wie es im vorherigen Kapitel schon angespro-
chen wurde, relativ zu der kommutativen bzw. naiven nicht-kommutativen
QED, in der hier behandelten IPTO NCQED é#ndern wird. Wie wir sehen
werden, ist die Anderung des Residuums natiirlich auch eine direkte Folge der
Wechselwirkungspunkt-Zeitordnung.

Im ersten Abschnitt wird, wieder anhand der Bhabha-Streuung, sehr ausfiihrlich
der differentielle Wirkungsquerschnitt berechnet, um dem Leser die Moglichkeit
zu geben, die Rechnungen im Detail nachvollziehen zu kénnen. Im darauffol-
genden Abschnitt wird dann recht kurz der Wirkungsquerschnitt der Mgller-
Streuung berechnet, der als Neuerung zur Bhabha-Streuung einen u-Kanal auf-
weist. Im letzten Abschnitt wird dann der recht aufwendig zu berechnende
differentielle Wirkungsquerschnitt der Compton-Streuung bestimmt. Hier wird
sich zeigen, dass der Wirkungsquerschnitt, wenn man die unphysikalischen Po-
laristationszustdnde mit den Geist-Termen zu entfernen versucht, negativ wird.
Die Ursache liegt, wie schon im letzten Kapitel erwéhnt, in der Verletzung der
Ward-Identitét, wie wir in Kapitel 5 sehen werden.

4.1 Bhabha-Streuung

Beginnen werden wir mit der ausfithrlichen Berechnung des Wirkungsquer-
schnitts der Bhabha-Streuung. Mit den Feynmangraphen in Abbildung 3.8
kann man formal die Amplitude der Bhabha-Streuung darstellen. Die Frage
ist nun, wie man die Zeitordnung graphisch umsetzt. Wir folgen der in [14]
verwendeten Darstellung, bei der eine Zeitrichtung eingefiihrt wird, wobei
weiter oben liegende Vertizes zeitlich nach den darunterliegenden Vertizes
stehen, was der Pfeil am rechten Rand symbolisieren soll. Da wir jetzt fiir
jeden Feynmangraphen der kommutativen QED genau zwei zeitgeordnete

32
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Feynmangraphen in der IPTO NCQED haben, einen fiir A = 4+ und einen fiir
A = —, haben wir insgesamt vier Graphen, jeweils zwei fiir s- und t-Kanal.
Wenn man nun die Amplitude (3.20) visualisiert, erhélt man die in Abbildung
4.1 gezeigten Graphen. Da man auf der Ebene der Amplituden sich im

e (k1) et (ka) e (k1) et (ka)

T - t
gs
e~ (p1) et (p2) e~ (p1) et (p2)
e” (k1) et(k2) e (k1) et (k2)
g TG

i

e (p1) et(p2) e (p1) et (p2)

Abbildung 4.1: Feynmangraphen der Bhabha-Streuung

Impulsraum und nicht im Ortsraum befindet, kann man auch die Zeitrichtung
als den Energiefluss interpretieren, wobei der positive Frequenzanteil von unten
nach oben und der negative Frequenzanteil von oben nach unten lauft. Mit
dieser Interpretation sieht man auch sofort, dass Teilchen, die dem positiven
Frequenzanteil entsprechen, beziiglich der Antiteilchen, die dem negativen
Frequenzanteil entsprechen, unterschiedliche nicht-kommutative Phasen tragen,
also nicht mehr dquivalent behandelt werden. Diese unterschiedlichen Phasen
fiir Teilchen und Antiteilchen fithren dann zur Anderung des Residuums der
Feynman-Propagatoren, wie wir gleich sehen werden.

Im folgenden Unterabschnitt beginnen wir mit der Berechnung des Wirkungs-
querschnitts, indem wir zuerst iiber A summieren.

4.1.1 Summation iiber )\

Anhand der obigen Feynmangraphen oder einfach aus (3.20), bekommen wir
fiir die Bhabha-Streuung folgende Amplitude

+ )
M) = Z u(ky) (—iev“e%[_klek”que(kr’“)]) v(ks)

A=—
1 —i Juv = S % i[p 0 A -
_ 3 [P10p2+ "gs0(p1 p2)]>
2E; A0 — B, O < vere u(p)
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+ )
_ Z I_J(pg) (—i e,yueé[pzakz+ )\qte(k2+p2)]) U(k‘g)
)\—7

1 _iguy _ . ilk,0 Aqi0(k
k (_ v % [k10p1+ 2q:6( 1+p1)]) . (41
2E; A — By, + k) (—ierte ulpr), (41)

mit den Impulsen %y, und g fiir das virtuelle Photon im s- bzw. t-Kanal:
gGs=p1+p2=ki+ky g =\Es p,01+ Do) = (AEL 7, k1 + ka) # gs
G=pitki=p2tk q=OE; 0+ k) =By o+ ke) # a

Bevor wir die Summation tiber A durchfiihren, trennen wir der Einfachheit hal-
ber alle Terme die von A abhéngen von den {ibrigen Termen. Deswegen klam-
mern wir zuerst alle Faktoren aus, die trivial nicht von A abhéngen:

M1(32ﬁ = 6271(/<71)’y“v(kg)ﬁ(pg)fmu(pl)e%[plepz—klekz}

1 < 1 o3 Ts0(p1—k1+k2—p2)
2Bq, \ 49 — Eg, +1ie

+ e% q59(p1—k1+k’2—p2)>

—q) — Eg, +ie

— 20(pa) v (ko )t (ks )y u(py e 2 P20k2—P10ka]

1 ( 1 o3 T@0(p1+ki+patha)
2E;, qg — Eg +ie
+ 1 6% _QtQ(P1+k1+P2+k2)> . (4.2)
—q) — Eg, +ie

Da in der Gréfe *¢61 nur einer von vier Summanden von A abhiingt, spaltet
man diese Grofle auf. So ist

1, 1 1,
3 0l = ingeo,-zl + §ql9w1ﬂ =: Ao + o,

wobei ¢ € {1,2,3} und p € {0, 1,2, 3} ist. Zur Notation sei angemerkt, dass der
Index ,,0“ oder ,,3* an der Grofle o andeuten soll, dass die Zeitkomponente bzw.
die Raumkomponente des links stehenden Impulses *g in der GréBe « enthalten
ist. Mit dieser Notation kann man nun alle Terme, die nicht von A abhéngen,
aus der Klammer herausziehen, womit man bei

M) = (k) o (ko) (o) ety e 2 PrOP2 i Ohal i

1 LI T L i
2E; \¢?—Eg, +1ie€ -9 — Eg +ie

— €0(pa)y""v(ka) (k) yuu(p e P2 mi Okl it

1 ]. iaO ]. iaO)
—e t +— e t s 43
QE(jt (qg—E@—l—le —q?—Eq;—i-le ( )
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mit den Abkiirzungen

1 : L
al = §Eq~590¢(p1 —ki+ke—p2)  al= §q§9w(p1 — kit k= p2)t

1 . 1 .
o) = §E@90@'(p1 + k1 +p2+ k2)' ol = iq,?@m(pl + k1 +p2 + k)",

angelangt ist. Jetzt kann man die Addition ausfithren, was am Beispiel des
s-Kanals gezeigt werden soll:

1 LI T 1 e
2E; \¢) — Eg, +i¢ —q) — Eg +ie
1 1

— 0 . ia (0 . —iad
N 2E§5 (q,(s) + E(Ts) (qg - EJS) +1€ |:<qs +E S) € (qS Eq.s) e :|

L 0,4 . 0
:q2+ie cosas+1E sinag | . (4.4)
S

—

qs

Wie man an dieser Stelle sieht, ist das Residuum des Feynman-Photon-
Propagators nicht mehr 1 sondern [cos a2 + i g—? sin @?]. Da nun ein Summand
des Residuums komplex ist, &ndert das auch dqen Imaginérteil der Amplitude.
In [15] wurde gezeigt, dass tatséchlich in der IPTO NCQFT, im Gegensatz zur
naiven NCQFT, das optische Theorem wegen diesem imaginéren Term erfiillt
ist. Somit hat sich die Hoffnung bestétigt, das Unitaritdtsproblem der naiven
NCQFT, fir Raum-Zeit Nicht-Kommutativitét, also fiir y; # 0, zu lsen.
Zusammengefasst kann man sagen: Wenn man die Ableitungen des Stern-
Produktes nicht mit dem Zeitordnungsoperator vertauscht, erhdlt man an den
Vertizes Phasen, in denen die Energieerhaltung nicht gilt. Dies fithrt dann
zu unterschiedlichen Phasen in den Vertizes fiir Teilchen und Anti-Teilchen,
was wiederum urséchlich fiir das geéinderte Residuum ist. Dieses geénderte
Residuum, insbesondere der komplexe Term, fithrt dann letzten Endes dazu,
dass das optische Theorem in der IPTO NCQFT erfiillt ist. Dies gab Anlass
zur Hoffnung, dass auch bei Eichtheorien, und im Speziellen bei der NCQED,
das Problem mit der Unitaritdt behoben ist.

Mit dem in (4.4) gewonnenen Ergebnis, ldsst sich die Amplitude der Bhabha-
Streuung recht kompakt schreiben

Mgy = (k) (ke )o(pa)yau(pr)e ™ el o [cosal + 1 sin ]
S

. . 3 1 . .
_ 6217(p2)’Y“U(@)ﬂ(/ﬁ)’mu(m)el’gtelatm [cos A +if smag] , (4.5)
t
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wobei nochmals zusammengefasst

qs =p1+p2 =k + ks gt =p1 + k1 =p2+k
1 : 1 .
af = §E(7590i(p1 — k1 + k2 — p2)’ af = §Eq;90i(p1 + k1 + p2 + k2)’
1 . 1 .
ol = §Q§91p(p1 — k1 + kg — p2)H af = 2Q§9zp(p1 + k1 + p2 + k)"
1 1 1
Bs = §[p16p2 — k10ko) = 5[2919761 —p2bks] By = 5[—2919151 + pabks] = —fs
0 0
_ U _ %
fs - E(TS ft Eq’

(4.6)
ist. Eine weitere Anmerkung zur Notation: Alle Phasen, die von der IPTO
herriihren und die interne Impulse ¢ beinhalten, werden mit o bezeichnet, alle
anderen Winkel, die also nur von den &ufleren Impulsen abhéngen, werden mit 3
bezeichnet. Wenn man nun die Komponenten 0y; = 0 setzt, werden alle Winkel
a® = 0. So kann man leicht den Ubergang von fy; # 0 — 6g; = 0 nachvollziehen.
Man sieht zum Beispiel an 4.4, dass das Residuum fiir a? = 0 zu dem Residuum
der naiven NCQED, also gleich eins, wird.

4.1.2 Quadrierte Amplitude

Die néchste Aufgabe in der Berechnung des Wirkungsquerschnitts ist das Qua-
drieren der komplexen Amplitude (4.5), was nichts anderes ist, als die Ampli-
tude mit der entsprechenden komplex-konjugierten Amplitude von sich selbst
zu multiplizieren. AnschlieBend werden dann die Spuren iiber die ~-Matrizen
ausgefiihrt, was hier nicht im Detail vorgefithrt werden soll (fiir diese Berech-
nungen, siche z.B. [8]). Mit den folgenden Gréfien

o 1
Mg = 621](]{71)’7M’U(k’z)'(_)(pQ)’}/#U(pl)elﬁselagm [cos o +1i fysin ao] (4.7a)

S

qs
. . 1
M = 62ﬂ(p1)Wuv(pz)@(kz)’yuu(kl)e_‘ﬂse_lag pr— [cos ag —1ifssin ag]
2 —ie

(4.7b)

M, = —6277(1)2)vﬂv(kg)@(k‘l)’yuu(pl)el’gtelag Ziic [COS oz? +1 fesin a?]
t
(4.7¢)

R | L
M = =eu(pr)y ko) yo(p)e et o [eosaf — i fisinaf]
7
(4.7d)

ldsst sich das Quadrieren der gesamten Amplitude in die Berechnung der vier
Produkte Mg - M7, Mg - M§, My - M und My - M{ unterteilen.
Wenn man das erste Produkt explizit ausschreibt, erhilt man folgende Summe

1 *
ZZMS.MS

Spins
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= % Z 64?126%1)’Y“U(kZ)T)(pﬁVuu(pl)

Spins
(p1)y" v(p2)v(ka)ywu(ky)[cos® af + f2sin® o], (4.8)

wobei die Summe iiber die Spins eine Spur iiber die dann verbleibenden ~-
Matrizen ergibt:

> (k) v o(ka)o(p2)vuu(p)a(p)y v(p2) v(ka)vu(kr)

Spins
= tr [(f1 +m)r" (B2 — m)vu (B +m)y” (B2 — m)y] "= 8 (12 +u?) . (4.9)

Da Beschleunigerexperimente fiir nicht-kommutative Physik bei Energien im
TeV Bereich stattfinden werden, ist hier nur der differentielle Wirkungsquer-
schnitt flir den masselosen Limes angegeben. Die Groflen s, ¢ und u sind die
Mandelstam-Variablen, die bei der Bhabha-Streuung, ebenfalls fiir den masse-
losen Limes, wie folgt von den externen Impulsen abhéngt

s:=q: =2pips = 2kiky  t:=gq; =2piki = 2poko  u = 2piky = 2poky

Mit dem obigen Resultat fiir die Spur, erhélt man fiir die quadrierte Amplitude
des s-Kanals das Ergebnis

4t2+

2
- Z Mg - ME = 2e [cos? @ + fZsin®al] , (4.10)

Splns

und fiir die quadrierte Amplitude des t-Kanals, deren Berechnung #quivalent
zu der des s-Kanals ist, erhalt man

32+u2

1
12 Mo M =2t

Spins

[cos a? + fZsin? aﬂ . (4.11)

Die noch ausstehenden Interferenz-Terme, deren Berechnung auch keine weite-
ren Schwierigkeiten aufweisen, ergeben

1 * * 4“2
ZZ(MS-MHLM,;-MS):Q@ o

Spins
. . i _ 3_43 _; _ 3_,3
[(cos a2 cosa? + f,f;sina smag) <el(ﬁs Prtai—ai) 4 o=i(Bs—Petas at)>
—1 (frcosalsinay — fssinal cosay) (ei (Bs=Betag,—of) _ o=i(Bs=Pitag aQ)]
u2
= 4648 - [(cos a2 cosal + fsfisinal sin a?) cos (Bs — B + ad — af)

+ (frcosalsinaf — fssinal cosaf) sin (Bs — B + ol — a?)] . (4.12)

Zusammengefasst hat man nun fiir die quadrierte Amplitude der Bhabha-
Streuung in niedrigster Ordnung Stérungsrechnung in IPTO NCQED
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1 2
12 M

Spins

t? +u? s° + u?
= 264[ 2 (cos2 al + f2sin? ao) + 2 (cos a? + f2 sin? ag)

2

u 0 0 0 0 3 3
+ 2;{(0080&5 cosay + fofysinaysinay) cos (Bs — By + aj — o)

(ft cosa¥sina? — £, sina? cos 04?) sin (ﬁs — Gt + ags — agt) }] . (4.13)

Wenn man bedenkt, dass die Phasen a o« 8*” A;Ié sind, sieht man, wenn
man den Cosinus und Sinus entwickelt, dass in niedrigster nichtverschwinden-
der Ordnung in #* alle Terme des Wirkungsquerschnitts proportional zu o?
und demnach proportional zu A;{é sind. Man sieht also, dass die Schwerpunkt-
senergie des Beschleunigers in der Gréflenordnung von Anc liegen muss, damit
man nicht-kommutative Effekte bei der Bhabha-Streuung zu sehen bekommt.

4.1.3 TUbergang in das Schwerpunkt-System

In diesem Abschnitt wollen wir in das Schwerpunktsystem % (Center of Mass
System, CMS) gehen, um die konkrete Abhéingigkeit des Wirkungsquerschnitts
von den Elementen des ¢*V-Tensors (1.3) zu sehen. Die vier Impulse des Streu-
prozesses setzen wir im Schwerpunktsystem folgendermaflen fest

wo_

= Lwroop =L 100

Vs
2

K = \2[(1 cos ¥, sin 9 cos ¢, sin ¥ sin ¢ )
Vs

Ky = 5 (1, — cos ¥, — sin ¥ cos ¢, — sin ¥ sin ¢)** |

wobei 1 der Polarwinkel und ¢ der Azimutalwinkel ist. Es sei angemerkt, dass
sich die Teilchen im Anfangszustand nicht parallel zur z3- sondern zur x'-

Richtung bewegen. Mit der folgenden konkreten Darstellung des ¢*-Tensors

0 Co1 €02 Co3
1 1 —C 0 c c
P 01 12 C13 7 (4.14)
A} Ae | —Cco2 —ciz2 0 e

—co3 —ci3 —c3 0 /)

kann man alle méglichen Kombinationen der Impulse mit dem Tensor 6, - auch
wenn hier nicht alle Kombinationen benétigt werden, sind der Vollsténdigkeit
halber doch alle angegeben - berechnen

S
.C- = ——¢
pL-C-D2 5 €0l
ky-c ko = —%[Cm cos ¥ + coz sin ¥ cos ¢ + co3 sin ¥ sin @]

pr-c-ky = —Z [001(1 —cos?) — (cp2 + c12) sin ¥ cos ¢ — (co3 + c13) sinz?singé]
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p1-c-ky = —Z [001(1 + cos ) + (co2 + c12) sin ¥ cos ¢ + (co3 + c13) sinz?singé]

p2-ciki=—7]
— (—cp2 + c12) sin¥ cos ¢ — (—cp3 + ¢13) sin ¥ sin qﬁ]

—c1(1 + cos V)

po-c-ky = —Z [—001(1 — cos 1)
+ (cp2 — co2) sin ¥ cos ¢ + (co3 — ¢13) sin ¥ sin (b] ,

wobei p-c-q = c*p,q, ist. Fiir die Bhabha-Streuung sind natiirlich die in (4.6)
genannten Groflen relevant. Diese sind im Schwerpunktsystem

8 = (\f 0,0 O) q é (0,1 — cos 9, sin ¥ cos ¢, sin 9 sin )"

2
=0 =0
fj 0 af = ﬁ [—co1(1 — cos ) + co2 sin v cos ¢ + cp3 sin ¥ sin @)
NC
Bs = 82 [—co1(1 — cos ) + co2 sin ¥ cos ¢ + cp3 sin I sin @)
A%
Oy = — 82 [—co1(1 — cos ) + cpa sin ¥ cos ¢ + cp3 sin ¥ sin p| = — s
4o

ft=0

Den Faktor fs muss man gesondert behandeln, da in ¥ die ausgetauschte Ener-
gie des s-Kanals gegen Null geht, also Ez — 0 und somit formal fs divergent
ist. Das Produkt f,-sin a! bleibt jedoch konvergent, was man leicht sehen kann,
da

fs - sin ao
qg cMs :
- Ei sin < Eg.00i(p1 — k1 + k2 — p2)’ ) =gl 90@'(291 — k1 + ky —p2)*
qs
= —ﬁ [—co1(1 — cos V) + coasin®d cos ¢ + cogsinIsinp] = —a;  (4.15)
NC

ist. Wenn man nun diese Ergebnisse in (4.5) einsetzt, erhilt man folgendes
Resultat fiir die quadrierte Amplitude

DY Mol = [t T (1 a,) + 2+“2+2“2} (4.16)

t2 s-t
Spins

mit der nicht-kommutativen Phase im Schwerpunktsystem

App = — [co1(cos ¥ — 1) + cp2 sin ¥ cos ¢ + cp3 sin ¥ sin @)

_5
203

- A%c (Cmt + Vut [cpz cos ¢ + co3 sin d)]) (4.17)
Hier wurden die Mandelstam-Variablen verwendet, die in X

s = Flys t:—g(cosﬁ—l) u:—g(cosﬂ—kl)
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ergeben. Mit den obigen Rechnungen ist der differentiellen Wirkungsquerschnitt
der Bhabha-Streuung fiir den masselosen Limes

do a? [t2 4+ u? 5%+ u? u?
— = — 1+ A2 42— . 4.18
(dQ)CMS 2s [ 52 ( + Bh) + 12 + 5.t ( )

Man sieht, wie oben schon erwédhnt, dass die neue nicht-kommutative Phy-
sik mit A;Ié in den Wirkungsquerschnitt eingeht, weswegen mit der Bhabha-
Streuung nur schwer, das heifit nur mit sehr hoher Schwerpunktsenergie, nicht-
kommutative Effekte entdeckt werden kénnen. Wie man an (4.17) sieht, ist die
Bhabha-Streuung nur auf die Zeitkomponenten, also auf cy;, sensitiv. Das heif3t
natiirlich, dass es grundsétzlich nicht moglich ist, die Raumkomponenten von
" mit dieser Observable zu messen. Wie wir in den néchsten beiden Abschnit-
ten sehen werden, &ndert sich dies bei der Mgller- und Compton-Streuung.

Zu dem Wirkungsquerschnitt (4.18) sei noch erwéhnt, dass fiir s — oo die Grofle

do

und somit auch <> (4.19)
ds? CMS

formal nicht beschrinkt ist. Dies muss aber nicht zwangsldufig die Froissart-

Martin Grenze verletzen, wie in [16] erwidhnt wird.

4.2 Mgller-Streuung

In diesem Abschnitt wollen wir, wie bei der Bhabha-Streuung, den differenti-
ellen Wirkungsquerschnitt der Mgller-Streuung berechnen. Da die Berechnung
beziiglich der Bhabha-Streuung keine neuen Elemente beinhaltet - aufler den
neu hinzugekommenen u-Kanal, der aber nicht anders zu berechnen ist als der ¢-
Kanal - werden wir in diesem Abschnitt nur die wichtigen Ergebnisse prasentie-
ren. Ausgangspunkt sind die in Abbildung 4.2 gezeigten Feynman-Graphen der
Mgller-Streuung. Nach der Anleitung aus Abschnitt 3.2 ergeben die Feynman-
Graphen aus Abbildung 4.2 die folgende Amplitude

+ )
i/\/ll(vzl)(Zj = Z u(ky) (—ie’y“eé[*plek“rkqte(pl*kl)]) u(p1)

A=—
1 —iguw _ . Al o Oka— Aqe0 k
k (_ v, [—pabka—2q:0(p2+ 2)])
2E; A0 — Eg + T tlke) (—er”e u(p2)

+ :
_ Z (ko) (_ie,yueé[—p19k2+*qu9(p1+k2)]> u(pr)
A=—

1 —19u _ . 1 [—p2bk1— *qu0(p2+k
L (_ v [ p20k1— *qub(p2+ 1)]) , 4.20
2Eq, My — Eg, + 16“( 1) (—ier’e> u(pz), (4.20)

mit den Impulsen

_ kg — )

Qt — pl — l{l == k2 - p2 /\Qt = ()\Eﬁl_El7ﬁl - El) = ()\EEQ—pQ

qu=p1—ka=ki—ps =B, .01 — ko) = (AEj . k1 + ).



4.2. MOLLER-STREUUNG 41

67(k1) 67(/{2) 67(]61) 67(]{2)
Ty Qi
t
e (p1) e"(p2) e (p1) e~ (p2)
e (k1) e (k2) e (k1) e (ko)
t
+Qu T Qu
e (p1) e (p2) e (p1) e~ (p2)

Abbildung 4.2: Feynmangraphen der Mgller-Streuung

Wie bei der Bhabha-Streuung trennt man im ersten Schritt die Groflen, die von
A abhingen von dem Rest der Amplitude und fithrt dann die Summe tiber A
aus, was folgende Streuamplitude ergibt

o 1
Mﬁ; = e%j(lﬁ)fyﬂu(pl)u(kl)’y“u(m)elﬁtela?ﬁ [cosaf +1 fisina)]
0

. . 3 1 . .
— eQE(kQ)WHU(pl)ﬂ(k‘l)Vuu(pg)elﬁ“ela“m [cos ag +1ify smag] , (4.21)
u

mit den Abkiirzungen
o_ 1 i o_ 1 i
a; = §E@90i(]71 + ki1 — p2 — ko) Qg = §E§u90i(p1 + ky —po — k1)

1 . 1.,
o} = =qi0iu(p1 + k1 — pa — ko) ay @ bip(p1 + ko — p2 — k1)

2 "2
1 1
Br = _§[P19k1 + p2bks] Bu = _§[P19k2 + p2bka] = =P
5 0
gy _ Y
Jo= Eg, Ju Eg,’

wobei sich auch bei der Mgller-Streuung die Residuen der Propagatoren vom -
und u-Kanal dndern. Als Néchstes quadrieren wir die Amplitude und erhalten
fiir den ¢- und u-Kanal und den Interferenztermen folgendes Ergebnis

1 s% + u? s% 4 t2
1 Z IM|? = 2¢* [ ; (cos2 o+ f2sin? a?)—th (0052 ad+ 2 sin? ag)
Spins
2

s
+ Qt— { (cos af cosal) + f; fusinal sin 042) cos(By — Bu + ol — ai)
U

+ (fu cos a?sina? — f;sina? cos ag) sin(B; — Bu + ol — ai) }] . (4.22)



42 KAPITEL 4. WIRKUNGSQUERSCHNITTE

Beim Ubergang in das Schwerpunktsystem, wobei die externen Impulse wie
bei der Bhabha-Streuung gewihlt sind, gibt es keine scheinbaren divergenten
Groflen, wie bei der Bhabha-Streuung, weswegen man explizit alle Gréfien der
Mpgller-Streuung ohne Schwierigkeit in ¥ umschreiben kann

W (0 1 — cosd, —sin ) cos ¢, — sin ¥ sin ¢)"*

q

\ws

gt = (O 1 + cos ¥, sin ¥ cos ¢, sin ¥ sin ¢)*

0 \f\/ssm /2

o = ~———5— [co1(1 + cos V) + sin¥(co2 cos ¢ + co3 sin ¢)]
2A%c
9
ai’ = % (c12 cos ¢ + c138in @)
2A%¢
\/ 20/2
042 = —w [—001(1 — COS 19) + sin 19(002 COS d) + Co3 sin d))]
2A% ¢
ssin v
ai =——a (012 cos ¢ + c13 sin gb)
2A%¢
Oy = —% sin 19(012 cos ¢ + c13 sin gb)
By = % sin 19(012 cos ¢ + c13sin qb)
2A%¢
fi=0

Mit den folgenden Groflen
0 1 t v .
Oy = =75\ —— |:C()1’LL — tu(cog COS Qb -+ Cp3 S gb)}
Ac s

1 U .
ol = — [—— [cmt + Vtu(coz cos ¢ + co3 sin gb)}
NC s

Viu
Anig = P — Bu+ o} — ajy, = A (c12cos ¢ + c135in )
NC

bekommt man einen kompakten Ausdruck fiir die quadrierte Amplitude der
Mgller-Streuung

§2 4 2, 42
s°+t
—E M = [ cosQa?+ 5 cos® al
u

Spins
2
s 0 0
+ QE - cos o cos a, cos Ay |, (4.23)

was sofort zum differentiellen Wirkungsquerschnitt

do a? [+ u? 2 4+ t2
— = — + cos? oz? + e cos? oz?L
dQ) ovs 25 12 u2
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2

+ 2:7 -cosal cosal cos Ay | (4.24)
fiihrt. Wie man auch hier sieht, ist die niedrigste nicht verschwindende
Ordnung in 6, proportional zu a? oder Al%/lw was auch hier bedeutet, dass
die niedrigste Ordnung proportional zu Aié ist. Das heifit, dass auch der
Wirkungsquerschnitt der Mgller-Streuung, wie der der Bhabha-Streuung, keine
gute Observable ist, um neue nicht-kommutative Physik zu detektieren. Anders
als bei der Bhabha-Streuung, ist dieser Wirkungsquerschnitt aber sensitiv auf
die Raumkomponenten c12 und c13 des c#*”-Tensors, was bedeutet, dass anhand
der Mgller-Streuung zwei weitere Komponenten von ¢, theoretisch messbar
sind.

Im letzten Abschnitt dieses Kapitels, wird der differentielle Wirkungsquer-
schnitt der Compton-Streuung berechnet. Dieses Unterfangen wird, wie wir
sehen werden, recht aufwendig.

4.3 Compton-Streuung

Als letzter Prozess wird der Wirkungsquerschnitt fiir die Compton-Streuung
berechnet. Dieser Prozess ist in zweierlei Hinsicht interessant. Als erstes
enthélt dieser Streuprozess den in der NCQED neu hinzugekommenen drei-
Photon-Vertex. Zum anderen liegen bei der Compton-Streuung zwei externe
Fichbosonen, also Photonen, vor, weshalb man anhand dieses Prozesses in der
Lage ist, die Ward-Identitéit zu tiberpriifen. Wegen dem drei-Photon-Vertex
werden, wie schon oOfters erwihnt, unphysikalische Polarisationszustdnde
erzeugt, die durch das Einfiigen von Geist-Termen wieder entfernt werden.
In Baumgraphennéhrung gibt es zwar die Moglichkeit, die Summe iiber die
Polarisationszustdnde explizit durch rein physikalische Zustédnde zu ersetzen
(siehe weiter unten), sobald man aber Schleifenrechnungen, wie zum Beispiel
der Photonselbstenergie, ausfithren will, benétigt man zwingend die durch
den FEichfixierungsterm hinzugefiigten Geist-Felder. Wie wir weiter unten
sehen werden, erhélt man aber einen negativen Wirkungsquerschnitt fiir die
Compton-Streuung, wenn man die unphysikalischen Polarisationszustinde
durch die Geist-Felder entfernen will. Dieses Problem wird auch nicht von
der Tatsache relativiert, dass der Wirkungsquerschnitt positiv definit bleibt,
wenn man die Summe iiber die Polarisationszustéinde durch rein physikalische
Zustande ersetzt, da diese Ersetzung, wie oben schon erwihnt, eben nur in
Baumgraphenndhrung moglich ist. Der Grund, warum der Wirkungsquer-
schnitt bei der Verwendung der Geist-Felder negativ wird, liegt, wie schon
ofters angesprochen wurde, in der Verletzung der Ward-Identitét, die wir im
néchsten Kapitel ausfiihrlich besprechen werden.

Nachdem wir jetzt die kommenden Probleme schon kennen, wollen wir zuriick-
kehren und uns der Berechnung des differentiellen Wirkungsquerschnitts wid-
men. Die Nicht-Kommutativitét fiihrt dazu, dass die Compton-Streuung nun
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nicht mehr nur einen s- und u-Kanal, sondern auch einen t-Kanal Beitrag auf-
weist. Dieser zusétzliche Kanal ldsst auch die Berechnung ziemlich aufwendig
werden. Auflerdem kommt dann noch die Geist-Amplitude hinzu, die ebenfalls
quadriert werden muss. Alles in allem haben wir also acht Feynmangraphen,
jeweils zwei - wegen der IPTO - fiir s-, t- und u-Kanal plus zwei fiir die Geist-
Amplitude, die in Abbildung 4.3 dargestellt sind.

e (p2) 7 (k2) e (p2) v(k2)
*gs s ;
e”(p1) v(k1) e (p1) v(k1)
e (p2) v(k2) e (p2) v(k2)
T qu - ;
e”(p1) v(k1) e (p1) v(k1)
e (p2) v(ka2) e” (p2) v(k2)
tq T qt
t
e (p1) v(k1) e (p1) v(k1)
e (p2) c(ka) e (p2) c(ks)
tq Gt
t
e (p1) c(kr) e (p1) c(ky)

Abbildung 4.3: Feynmangraphen der Compton-Streuung

Es sei angemerkt, dass in diesem Abschnitt die Ableitungskopplungen des
drei-Photon-Vertex nicht mit dem Zeitordnungsoperator vertauscht werden
(siehe auch 3.3). Diese Berechnung ist weniger aufwendig, als die, bei der
die Ableitungskopplungen vertauscht werden. Auflerdem gibt es auch ein
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physikalisches Argument die Vertauschung nicht vorzunehmen, das in Kapitel
5 deutlich werden wird.

Zuerst behandeln wir die Amplitude mit den externen Photonen, die man aus
(3.34) erhilt, oder die sich aus den obigen ersten sechs Feynman-Graphen ergibt

+ )
iM(ng(e_v —e )= Z u(p2) (—iey“eé[* *qsOpa-+k20(p2-+ *qS)]) €, (k2)
A=—
1 i(Ms+m)

(kK (_‘ v %[_p16>\QS—k19(>\QS+p1)])
2y A~ By, e (Tl u(pr)

+ 4
" Z a(ps) (—i e'y“e%[_ A Op2—k10(p2+ Aqu)]> €H<k1)
A=—

L i(Yutm)
2E;, A\ — Eg, +1ie€

€, (k2) <—i ey e3 [P0 s +26( *qsﬂ’l)]) u(p1)

+ .
+ Z fL(pQ) (—i 67#65[—1719;024— >\qt9(P1+p2)]) U(pl)
A=—

1 —iguw
2B \q) — Eg +ie

ep(k1) (=2e[g"(P = Q)7 +97(Q — R)" + g”" (R — P)’]) e;(k2) , (4.25)

mit den Abkiirzungen

. A
Q' = -k e~ 3k10(Pa—kz2) sin(kQZ Qt>

. A
RF = —Kb - e3k20(ki+a:) sin(iqfkl)

PH = g g2 abki—ks) Sm(kﬁkg) .
2

Die Groflen @, R und P tragen ein negatives Vorzeichen, da der Impuls ks aus-
laufend ist. Wie bei der Bhabha- und Mgller-Streuung trennen wir die Groflen,
die von X\ abhéngen und fithren die Summation iiber A aus. Man erhélt dann

3

M ey = ) = —a(pa)y el (ko) (dy + m)y"en (ke yu(pr)e P el

)

1 0
——————(cosa? +1i fysinal) +i sin ao}
[qg —m?+ie s B # Eg, s

— e2(p2)y (k) (d, +m)y” s (ka)u(pr)e et
0

1 . . .
[71(COS a® +if,sinad) +i ; "

. 0]
sin a
g2 —m?+ie

—

Qu
yen
@ +ie

k10k :
[(gw%p - 9"°q7) Sm(%)ela?1 (cosa) +1 fysinaf))

—2i 62’L_L(p2)’}/uu(p1)fp(kl)ﬁz(k?)e
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+ (977 kY — g””k”)eékl@k? i {(fecos o +1 sin ) sin af, cos o,
+ (cos afy +1 fysinagy) sin ap, cos af, }

+ (977ks — g7 kb)) e” gh10ks gl {(ficosafs +1 sinafy) sinaf) cos aj,
+ (cosafs +1 frsinafy)sinaj, cosag, } |, (4.26)
mit folgenden Groéfien

gs=p1+ki=patky qu=pi—ka=p2—k1 q¢g=p1—p2=k -k

1 1
as==q0(p2+ka—p1—k1) =0 ay=—-qbp2+kr—p1—Fk)=0

9 2
1 1
o1 = 5%‘9(}71 — k1 +p2t+ka) ap= 5%9(1’1 +p2 + ki)
1 1 1
o3 = §Qt0(p1 +p2—k2) ua= *%91@2 Qtp = 5%%1
1 1
Be = 5(p10p2 — kibkz) fu = (p1«9p2 +ki0kz) e = —5pibp2
0

fi= 9 mit ¢ = s,t,u,

qi

wobei, wie bei Bhabha- und Mgller-Streuung,

Oé? = %E@Qm()z Oé? = %qzew()“

ist. Wie man an (4.26) sieht, wird das Residuum des ¢-Kanals ziemlich kompli-
ziert. Der Grund ist folgender: durch die Wechselwirkungspunkt-Zeitordnung,
bei der alle internen Impulse p durch *p ersetzt werden, wird die Symmetrie
des drei-Photon-Vertex explizit gebrochen. Dies fithrt dann dazu, dass die nicht-
kommutativen Phasen der drei Photonen nicht mehr gleich sind, was wiederum
urséchlich fiir die recht komplexe Struktur der Amplitude (4.26) ist.

Wegen der Impulserhaltung vereinfachen sich aber die s- und u-Kanal Ampli-
tude, da aus p; + k1 — p2 — ko = 0 sofort folgt, dass ay; = 0 und o, = 0 ist,
womit man dann bei folgender Amplitude angelangt ist

MENe™y = e77)

. 1
o _ * v lﬂs
= —*u(pa)t'e;, (k) (ds +m)y" e (ki )ulpr)e @Z—m2otic

_ v % i 1
= Pup2)yeulhy) d + )€ (haJulpr)e!

s 2 * is3
— 2ie"u(p2)vu(p1)ep (k)€ (kz)e tﬁ
k10k
(97" q) — g""q7) Sin(%)ela“(ms ag) +1fisinag))
+ (977 kY — ”%")mklgk? m‘t2{(f cos afy + 1 sin afy) sin o, cos o,

+ (cos agy + 1 f; sinady) sin o, cosaf, }
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+ (9”7ky — g7V KY) e~ ak10k2 glags {(fi cos ol +1 sin ady) sin ), cos a3y
+ (cos ¥y + 1 f; sin aly) sin a3, cos a?b}} . (4.27)

Nun wollen wir die Geist-Amplitude betrachten, die man, wie die Photon-
Amplitude, entweder aus (3.34), oder aus den Feynmangraphen in Abbildung
(4.3) erhalt

+

Mo )= 3 at el w0
A=—
1 —19u . Vi 0k —ko) . (F10k2
1-(—2ie(k 9:0(k1~k2) ( ) 1L (4.2
2Eg M) — Eg, +ie ( te(kn+a) e ST (4.28)

Nach der Summation iiber A erhélt man fiir die obige Amplitude

Mgg(e_c — e7¢) = 2¢%u(pa)y u(py e P el Sin(k19k2>
1
Zyichm(cosal Fifisinal)  (4.29)

mit den folgenden Abkiirzungen

1 1
Qg = Qg3 = 5%9(101 +p2—k2) By = —5(2919192 +k10k2)  fi = % :
qt

Nun quadrieren wir die Amplituden (4.27) und (4.29). Um die Schreibweise
so kompakt wie moglich zu halten, fithren wir folgende Abkiirzungen fiir die
Amplituden ein

1

g2 —m?+ie
1

g2 —m?+ie

S = —e*u(p2)y" e, (k2) (ds + m)n" ey (kr)u(pr)e' ™

U = —e*u(p2)* e (k1) (dy + m)y"e, (k2)u(pr)e'

T, = 2i %u(pa) 7y, ki)eg (ka)e! ™
q ie“u(p2)y u(pl)ﬁp( 1)%( 2)e qtz+i€

k10koN ;-
(QWQf - gypqg) Sin( 12 Q)elafl(cos af) +1 frsinad))

T = 2i €2a(p2)’)/yu(p1)€p(k1>6;(k2)€iﬁt e (gp"kf — g””k‘l’)e%klek%io‘??
q; +1€

{(ficosady +1 sinafy) sinaf, cos ay,
+ (cosaly + 1 fysinal,) sin i, cos aga}

. 1 i o
Tha = 2i €2a(pa)yu(pr)e,(kr)es (ke)el P @ +ie (9" k5 — g7V kD) e~ 3k10k2 giady
;

{(f:cosady +1 sinafy) sinafy cos oy,
+ (cos ags + 1 f; sin ady) sin o, cos o, }

k10K 1
12 2>qt2'ek2“(cosag +1ify sinoz(g)) )

—+1

G = 262a(p2)'y“u(p1)eiﬁgeiag sin(
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und definieren die folgenden Gréfien

oF 04? + a?

1 1
Bst, = Bs — B = 3 (2p10p2 — k10k2)  Bur, = Bu — Bt = 3 (2p10p2 + k10ks)
Bst,, = p10p2 — k10ko But,, = p10p2
BsT,, = p10p2 Buty, = p10p2 + k10ks .

Wenn man die obigen Amplituden quadriert, erhdlt man 26 Terme (5 -5+ 1),
die folgendermaflen bezeichnet werden sollen: Das Betragsquadrat der einzel-
nen Amplituden bezeichnet man mit dem quadrierten Symbol fiir die obigen
Abkiirzungen. So bezeichnet zum Beispiel

S%:=88* oder Tg :=TiTr,. (4.30)

Die Interferenzterme sind immer mit ihrem komplex-konjugiertem , Partner-
term“ zusammengefasst, so ist zum Beispiel

STy := ST;:l + S8*T}q . (4.31)
Nachdem man nun die Summe iiber die Polarisationszustinde
qu@t = G (4.32)
Pol.

ausgefiihrt hat, erhdlt man mit diesen Termen, die im Anhang A.1 explizit auf-
gefiihrt sind, dann formal den differentiellen Wirkungsquerschnitt der Compton-
Streuung

d 1
<d?2> = s [S? + U? + ST, + UTy + STyy + UTgy + STho + UTjo
CM

TP + T + T2 + TyTin + TyTho + T Tho + G?] . (4.33)

Der Interferenzterm SU zwischen s- und u-Kanal ist in (4.33) nicht aufgefiihrt,
da er identisch Null ist.

Wie man in Abbildung 4.4 sieht, kann der Wirkungsquerschnitt (4.33) negativ
werden! Auch wenn die nicht-kommutative Skala Axc im Beispiel 4.4 bei un-
realistischen 200 GeV liegt, darf der Wirkungsquerschnitt nicht negativ werden,
da im Plot alle Ordnungen in 6, beriicksichtigt wurden, weshalb die Theorie
fiir alle Skalen giiltig sein muss. Da ein Wirkungsquerschnitt physikalisch nicht
negativ sein kann, muss die Vorgehensweise einen Fehler aufweisen. Wir stellen
diesen Fehler erst einmal zuriick, und ersetzen die Summe iiber die Polarisati-
onszusténde €, durch rein physikalische Polarisationsvektoren

. kuc, + kyc
> enlk)en (k) = —gu + == ”kc e (4.34)
Pol.

wobei ¢ ein weiterer Impuls am drei-Photon-Vertex ist. Wenn man dieses Vor-

gehen auf die Berechnung des Wirkungsquerschnitts der Compton-Streuung
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Abbildung 4.4: Beispiel fiir einen
negativen Wirkungsquerschnitt der
Compton-Streuung bei /s = 1 TeV
und cp1 = 1

ibertrigt, dndern sich all diejenigen Terme aus (4.33), die einen Term des
drei-Photon-Vertex, also Ty, Ty oder Tja, enthalten. Wie die Terme konkret
aussehen, findet sich im Anhang A.2.

Da hier der Geist-Term G? natiirlich entfillt, ergibt sich der differentielle Wir-
kungsquerschnitt zu

d 1
(dg> = 1672 [52 +U?+ ST, +UTy+ STy + UTyy + STia + Ul
CcM

+ TP + T2 + T2y + TyTia + TyTho + TiaTho],  (4.35)

der nun tatséchlich nicht negativ ist. Wie schon mehrfach angedeutet wurde,
ist die Verletzung der Ward-Identitdt fiir den negativen Wirkungsquerschnitt
(4.33) verantwortlich. Diese Verletzung der Ward-Identitét werden wir anhand
der Compton-Streuung im n#chsten Kapitel auch explizit zeigen.

In diesem Kapitel haben wir zuerst gesehen, wie der differentielle Wirkungs-
querschnitt der Bhabha-, Mgller- und Compton-Streuung berechnet wird und
wie sich die Residuen der Propagatoren &nderten. Desweiteren sahen wir
im letzten Abschnitt, dass der Wirkungsquerschnitt der Compton-Streuung
negativ wird, wenn man, wie in der QCD, die unphysikalischen Polarisations-
zustédnde, durch das Einfithren von Geist-Termen, zu entfernen versucht. Im
néchsten Kapitel werden wir nun die schon &fters angesprochene Ward-Identitét
tiberpriifen, deren Giiltigkeit elementar fiir Eichtheorien, also insbesondere fiir
die hier vorliegende NCQED, ist.



Kapitel 5

Ward Identitit

In diesem Kapitel soll die Berechnung der Ward-Identitit anhand der Compton-
Streuung durchgefiihrt werden [9]. Wie in Abschnitt 2.3 schon erwéhnt wurde,
ergibt sich die Ward-Identitét

0

55 O TA ()@ (1) Pa(22) - - - P (2n)]0)

1

amputiert, on-shell —

wenn alle physikalischen Felder amputiert und auf der Massenschale (on-shell)
sind, wobei die Felder ®; entweder Materiefelder oder Eichfelder mit physikali-
scher Polarisation sind.

Wie sieht nun die konkrete Berechnung von (5.1) fiir die Compton-Streuung in
IPTO NCQED aus? Um dies zu sehen, schreiben wir die Ward-Identitét zuerst
im Impulsraum und erhalten mit

MENe™y = e7y) = MEeulkr)ey (k) (5.2)
folgende Form der Ward-Identitét
ME ke (ko) = MG eu(k1)ka, = 0. (5.3)

Das heifit: Wenn man auf der Ebene der Amplituden einen Polarisationsvektor
€u(p) durch den entsprechenden Impuls p, des Photons ersetzt, muss die so
abgeénderte Amplitude Null ergeben. Um nun (5.3) auszurechnen, zerlegt man
die Amplitude der Compton-Streuung in die Anteile fiir den s-, - und u-Kanal

M (k) (k) = M (k) (k) -+ M ey (R el (k) + ML € (1) (k)

Die Summe aus s- und u-Kanal ergibt mit gs = p1 + k1 = p2 + ko und ¢, =
p1 — ko = pa — k1 zuerst einmal

iME ey (k)€ (ko) + 1My e (ki) (ko)
=i 626%[plek1+k29p2} - 12 :
—m* +1¢€

qs
.9 i 1 _
—ictealeln Ol apa) () w1 (1) )

u(p2)7” (b1 + K1 +m) v ulpr)en(kr)e, (k2)
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o1

6;(k2)2—>k2u _ie2e3 L [p1 0k +k20po)] ;
g2 —m?+ie

u(p2)y” (P1 + K1 4+ m) v u(p1)eu(kr)kay

1 - v
mu(p2)7“ (P — K1+ m) v u(pr)eu(kr)kay

1
—Je 62 [P19k1+k20p2}m@(p2)k2 (]51 + %1 + m) ¢(k§1)u(p1)

1 [k20p1+p20ki ] ;
@2 —m?+ie

_ i e203 [k20p1+p20k1]

—iefe2 u(p2)¢ (k1) (P2 — K1+ m) kau(pr) -
Man hat nun vier Bedingungen, die man verwenden kann, um obige Gleichung
weiter zu vereinfachen. Zuerst gilt die Gesamtimpulserhaltung p; + k1 = pa+ka.
Desweiteren ist der Impuls k; auf der Massenschale, das heifit 2 = 0 und das
Teilchen ist physikalisch polarisiert, was bedeutet, dass €(k;)k; = 0 ist. Zuletzt
miissen auch noch die Bewegungsgleichungen (p — m)u(p) und ua(p)(p — m)
gelten. Mit diesen Bedingungen kann man die obige Summe fiir €,(k2) — ko,
folgendermaflen vereinfachen

AP i(pa) (K1 )y + ) (1))

e ea[kﬁwm%ﬂMuwﬂkl) (hy — b1 +m) (b + o = o) ulp)
il ) a(pa) (1 4+ 1) ) (k1))
—iRealialrn Ol () (k) (— O — 1) + ) ulp)

m
—ie2ezP1Okithabpaly (p2)¢ (k1)u(p1)
+ i e2enk20P1tpa0kal g 1)) g (1 Yu(py)

:Qezsin<klgk2>62p10m (p2)¢ (b )u(pr), (5.4)

wobei bei dem letzten Gleichheitszeichen Umformungen der Impulse vorgenom-
men wurden. Analog erhélt man fiir €,(k1) — ki,

2¢? sin (’“Z’f) €3710P25(py)¢* (e Yu(py ), (5.5)

Wie man an (5.4) und (5.5) sieht, verschwinden die Pole im s- und u-Kanal,
was eine notwendige Voraussetzung ist, damit die Ward-Identitét erfiillt werden
kann, da Beitrage von verschiedenen Kanélen sich gegenseitig aufheben miissen.

Die analoge Berechnung fiir den t-Kanal sieht folgendermafien aus. Es ist

+

M6 (ke (k) = Y alpa) (—ieyTes o el g p)
A=—

1 —iGpo
k) (—2e[g"" (P — Q)
2F, /\q?—Eq;—i—iee“( D (=2e[g"(P = @Q)
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+9"(Q — R)” + ¢"P(R — P)"] )}, (k2)
= 2¢%u(pa)ypulpr)en (k)€ (ko) [9" (KT K1 — K5 K)
+ 9" (¢"T — k{ K1) + g7 (kh K2 — ¢'T)]

mit

i 1 k10ka\ |
T = —e 3PP Z1ic sin ( 12 2) el ot (cos ad +ify sinagl)
t

i

K, = e—%plem s e3k10ks o,
q; +1€
[(ft coS oz?Q +1 sin oz,?2) sin aga cos afa + (cos a% +1ifysin oz?Q) sin ag’a coS oz?a]
K2 — _e*%m@m %ef%kﬁkgeia%
qt + 1€

[(f: cos ady +1 sin a%) sin ady cos oy + (cos o +i fysin O[?S) sin oy cos a?b]

und den in Abschnitt 4.3 aufgefithrten Groflen. In die obige Gleichung ging die
t-Kanal Amplitude, bei der die Ableitungskopplungen nicht vertauscht wurden,
ein. Fiir den Fall, dass die Ableitungskopplungen mit dem Zeitordnungsoperator
vertauscht werden, ist es nicht moglich, den Pol des t-Kanals zu entfernen,
weswegen schon auf dieser Ebene, also unabhéingig von den nicht-kommutativen
Phasen, die Ward-Identitét verletzt ist.

Dies kann man folgendermaflen sehen. Wenn man die Ableitungskopplungen
mit dem Zeitordnungsoperator vertauscht, erhilt man fiir iM}" e, (k1)k5 oder
iMLY kY € (ka) einen Term, der proportional zu ki — kg + Ag; ist. Da dieser Term
von dem Pol des t-Kanals abhéngt und der Pol sich nicht durch einen Faktor,
der proportional zu t2 ist, entfernen lisst, muss dieser Term verschwinden. Das
heifit, es muss

M e, (ke )k o By — Ky + g = 0 (5.6)

gelten. Dies ist nur dann der Fall, wenn % = ¢; = ko — k1, womit man beim
FErgebnis angelangt ist, das man bei Nicht-Vertauschung erhélt. Das bedeutet,
dass man schon auf der Ebene der Pole die Ward-Identitét bei Vertauschung,
also unabhéngig von dem Phasenproblem, nicht erfiillen kann. Daher kann man
sagen, dass die Theorie mit Vertauschung der Ableitungskopplungen noch ,,we-
niger richtig® ist, als die Theorie ohne Vertauschung, weshalb wir die Wahl, die
wir in Abschnitt 3.3 getroffen haben, an dieser Stelle begriindet haben.

Nun wollen wir mit der Berechnung der Ward-Identitét fortfahren und ersetzen
zuerst € (ka) durch kg, womit wir

LM e (ke ()

L 262 () el aT — 2620(pa) ou(pr el e
+ 2 a(pa) fru(pr)e (k1) ko Ko — 2¢*u(pa) fru(pr)e(kn ) ki Ko
+ 2€2(p2 )¢ (k1) u(p) k1 ke K1 — 2¢2u(p2)¢ (k1 )u(p1 ) qkoT
= *u(p2)¢ (k1 )ulpr)g; (K1 +T) (5.7)
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erhalten. Analog erhélt man, wenn man €,(k;) durch k;, ersetzt, folgendes
Ergebnis

teu()()

L 9 2 (s (k) Ky — 26%(pe) fau(pr Yo (ko) Ky

+ 2¢ U( 2)k1u(pr)ge” (k)T — 2¢*u(p2) Fru(pr) ki€ (ko) Ky
+ 2¢2U(p2) ¢ * (ko) u(pr) k1 ka Ko — 2e*0(p2)¢™ (ko)u(p1) gk T
= e*u(p2)¢ " (k2)u(p1)g; (K2 — T) — 2i e*u(pa) fru(pr)kie* (ko) (K2 + T) . (5.8)

Wenn die Ward-Identitéit nun erfiillt sein soll, muss (5.4) gleich (5.7) und (5.5)
gleich (5.8) sein, was sofort drei Bedingungen ergibt:

Ki+T=N, Ky—-T=N und Ko+T =0, (5.9)
wobei
N = 2sin <k16k2> e%plemil -
2 @ +ie

ist. Die letzte Bedingung folgt aus der obigen Feststellung, dass der Pol des
t-Kanals verschwinden muss, damit die Ward-Identitéit erfiillbar ist. Dies hat
dann zur Folge, dass der letzte Term in (5.8) Null ergeben muss, da dieser nicht
proportional zu ¢? ist, womit sofort die dritte Bedingung in (5.9) folgt. Da die
obigen Bedingungen von dem im 3. Kapitel bestimmten drei-Photon-Vertex
der IPTO NCQED mnicht erfiillt werden, ist somit auch die Ward-Identitéit
nicht erfiillt!

Man kann sich nun fragen, wie ein drei-Photon-Vertex aussehen miisste, damit
dieser die Ward-Identitéit erfiillen kann. Die Antwort ist einfach. Der Vertex
muss eine Form haben, damit

MG (e (ko) = ME Ky (ke (ko) + MU Ky (R Jep (R2) - (5.10)

oder, dquivalent dazu, dass

k0ko\ 1, 1
B = :—R _(\/ 2: pl p2___ ~
' 2= N/ Sm( 2 ) i +ie

gilt. Diese Bedingungen fithren dann zu der folgenden Relation

sin k10K 6%1’16’?2 1
2 g +ie

i 1 1
x 5 —p16p2+ )‘Qte(p1+p2)] ki k A
Z 2Eq‘t )\q? _ qu;l 165( 1, 2, Qt)a

wobei die rechte Seite der t-Kanal Amplitude in IPTO NCQED entspricht, und
€(ky, ko, Ag;) fiir den drei-Photon-Vertex steht. Wenn man fordert, dass & nicht
von den beiden Impulsen p; und ps abhingen darf, was nichts anderes heifit,
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dass der Vertex nur von den Impulsen abhéngen darf, die an diesem Vertex ein-
oder auslaufen, muss

+
esP16p2 L § :eé[—p19p2+AQt9(p1+p2)]

A=—

sein, was nur fiir A = p1 — p2 der Fall ist. Entsprechend muss dann

. k19k2> T X A
Sin = I ’k ,
< 2 ) gt )\E—ZE@AQQ_E@—FiEg( 1 k2, )

sein, was nur fiir

&(k1, ko, *q1) = sin <k19k2>

moglich ist. Man erhélt somit die Feynmanregeln der naiven NCQED.

Zusammenfassend kann man sagen, was auch das wichtigste Ergebnis dieser Di-
plomarbeit ist, dass man die naive NCQED erhélt, wenn man die IPTO NCQED
so gestaltet, dass sie der Ward-Identitét gentigt. Somit lisst sich keine Eichtheo-
rie in IPTO erstellen, was bedeutet, dass diese Raum-Zeit nicht-kommutativen
Theorien nicht geeignet sind, das Unitaritdtsproblem der nicht-kommutativen
Theorien, die in allen Ordnungen in 6, formuliert sind, zu lésen. Eine verallge-
meinerte, von der Form der Lagrangedichte und der Art der nicht-kommutativen
Phase unabhingigen, Behandlung dieses Problems, findet man in [9)].

Wie in der Einleitung schon erwidhnt wurde, miissen zukiinftige Arbeiten zeigen,
ob Theorien, die dem Ansatz mit den Seiberg-Witten-Abbildungen folgen, in
allen Ordnungen in 6,,, das gleiche Unitaritdtsproblem aufweisen, wie die naive
NCQFT, oder ob diese Theorien das optische Theorem erfiillen. Es muss leider
der Weg gegangen werden, die verschiedenen moglichen nicht-kommutativen Er-
weiterungen des Standardmodells anhand von intrinsischen Inkonsistenzen auf
ihre physikalische Relevanz hin zu selektieren. Es wére erstrebenswert, weil ein-
facher, wenn das Experiment, bzw. die Natur, den Theoretikern sagen wiirde, ob
eine gegebene Erweiterung des Standardmodells falsch ist. Solange solche Ex-
perimente nicht vorhanden sind, muss man zwangsléaufig die moglichen Ansétze
solange auf Inkonsistenzen hin iiberpriifen, bis - hoffentlich - nur noch ein mogli-
cher Ansatz iibrig bleibt.



Kapitel 6

Resultate

In diesem Kapitel sollen nun einige Observable von den in Kapitel 4 be-
rechneten Streuprozessen dargestellt werden. Auch wenn die IPTO NCQED
die Ward-Identitdt nicht erfiillt, und somit im Allgemeinen keine sinnvollen
physikalischen Aussagen von diese Theorie erwartet werden konnen, lohnt es,
sich mit einigen der theoretisch zu erwarteten Observablen niaher auseinan-
derzusetzen, da unter Verwendung von (4.35) die Wirkungsquerschnitte von
Bhabha-, Mgller- und auch Compton-Streuung positiv definit sind.

Als Beschleuniger soll hier sowohl fiir die Bhabha- und Mgller-Streuung als auch
fir die Compton-Streuung ein zukiinftiger Elektron-Positron-Linearcollider,
ideal ist natiirlich TESLA, angenommen werden. Die fiir die Compton-Streuung
benétigten hochenergetischen Photonen werden durch einen Héchstleistungsla-
ser, der Photonen im optischen Spektrum emittiert, erzeugt, wie das in einer
Erweiterung des TESLA-Projekts geplant ist. Dieser Collider soll eine Schwer-
punktsenergie von optimistischen /s = 1 TeV erreichen wobei der e~ e™- oder
e~e -Collider eine Luminositit von Lg = 500fb~'a~! und der e~v-Collider
eine Luminositdt von Lg, ~ Lg/3 = 167 fb~'a~! haben soll. Somit erreicht
man, bei einer durchschnittlichen Messzeit von 107s pro Jahr, eine integrierte
Luminositét iiber zwei bzw. sechs Jahre von

6a 2a
N:/ dthbz/ dt Lg = 1ab™!. (6.1)
0 0

Zu der oben genannten Messzeit von 107s pro Jahr sei angemerkt, dass dies nur
dann erreicht werden kann, wenn die Messapparatur, also der Beschleuniger,
sich relativ zu den von 6, ausgezeichneten Richtungen, nicht &ndert, bzw. fest
steht. Dies ist im Allgemeinen nicht der Fall, da ein erdgebundener Collider
sich natiirlich mit der Erde mit dreht. Somit wiirde die Messung {iber die Nor-
male der Erdrotationsachse gemittelt werden. Da die Normale ebenfalls nicht
raumfest ist, mittelt sich die Messung auch noch iiber die Ekliptik. Da dies,
wenn man das alles beriicksichtigen will, ein recht aufwendiges Unterfangen ist,
und dies nicht das Thema dieser Arbeit ist, wird hier angenommen, dass das
Experiment relativ zu den ausgezeichneten Richtungen fest stehen soll.

95
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Anzumerken ist noch, dass hier nur Graphen gezeigt werden, wo entweder
co1, co2 oder ci2 ungleich Null sind, da zwischen cg2 und cp3 bzw. c12 und ci3
kein qualitativer Unterschied besteht. Desweiteren sei zur Notation Folgendes
angemerkt: Wenn ein Element der c,,-Matrix gleich eins gesetzt wird, heifit
das implizit, dass alle anderen Elemente gleich Null gesetzt sind. Weiterhin
wird in jedem Plot /s = 1TeV angenommen, ausgenommen natiirlich die
Plots von den totalen Wirkungsquerschnitten.

Es folgen nun vier Abschnitte. Im ersten Abschnitt wird derjenige Abschneide-
parameter fiir die Plots von den totalen und differentiellen Wirkungsquerschnit-
ten bestimmt, bei dem die Anzahl der nicht-kommutativen Ereignisse maximal
wird. In den beiden folgenden Abschnitten wird dann unter Verwendung des in
Abschnitt 6.1 bestimmten besten Abschneideparameters einmal der totale und
dann der differentielle Wirkungsquerschnitt der einzelnen Streuprozesse gezeigt.
Zum Schluss sind dann noch die Plots von der Vorwarts-Riickwérts-Asymmetrie
(forward-backward-asymmetry, FBA) gezeigt, fiir die zuerst nochmals ein be-
ster Abschneideparameter bestimmt werden muss, da der im ersten Abschnitt
bestimmte Parameter bei der FBA nicht mehr optimal ist.

6.1 Beste Abschneideparameter

Zuerst stellt sich die Frage, fiir welchen Abschneideparameter ¢ man bei einem
gegebenen Streuprozess am meisten Ereignisse pro Zeiteinheit erwarten darf.
Je kleiner man den Bereich wihlt, aus dem man Ereignisse fiir die Auswertung
nimmt, desto weniger Ereignisse bekommt man wahrend der Messzeit. Wenn
man jedoch den Bereich, aus den man die Ereignisse herrannimmt, geeignet
wahlt, nimmt die Sensitivitdt der Observablen auf Abweichungen zum Stan-
dardmodell zu. Um nun den optimalen Abschneideparameter zu finden, ist in
den Abbildungen 6.1 bis 6.8 die Gréfie

Nnc — Nsm

— (6.2)

mit

N, '—Nfledcosﬁ/%d done, sm (6.3)
NG, 8M -= Clge 0 dcos?de ’

iiber € aufgetragen. Die Grofle in Gleichung 6.2 gibt die Anzahl der Ereignisse
pro Jahr, normiert auf eine Standardabweichung v/ Ngn, an. Man sieht nun, dass
zum Beispiel fiir die Bhabha-Streuung bei ¢g; = 1 (Abbildung 6.1), das Maxi-
mum, also der beste Wert fiir den Abschneideparameter, bei ca. € = 0, 3 liegt.
Bei der Compton-Streuung hingegen (Abbildungen 6.3 bis 6.5) liegt der beste
Wert fiir den Abschneideparameter bei € — 0. Dies ist leicht einzusehen, wenn
man sich ins Gedéchtnis ruft, dass bei der Compton-Streuung der ¢t-Kanal neu
hinzugekommen ist. Dieser neue Beitrag ist aber gerade fiir kleine €’s divergent
und damit entsprechend auch die Differenz zwischen Standardmodell und NC-
QED. Die besten ermittelten Parameter sind in Tabelle 6.1 zusammengefasst.
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Da der Messbereich der Detektoren fiir cos®¥ — +1 apparativ beschriankt ist,
setzten wir den Abschneideparameter bei der Compton-Streuung auf € = 0.15,
was einen Abschneidewinkel von ¥ = arccos0,15 = 8,63 entspricht. Dieser
Wert ist fiir e v-Collider zwar optimistisch, aber durchaus nicht utopisch. Bei
der Mgller-Streuung ergibt sich fiir ¢g; = 1 ein optimaler Abschneideparameter
von ¥ = arccos 0,078 = 4,47° , was fiir einen e~ e~ -Collider nicht zu optimistisch
ist.

Bhabha Compton Mgller

co1 | 0,315(18,367) | 0,15(8,637) | 0,078 (4,47")
co2 | 0,487(29,147) | 0,15(8,637) | 0,375 (22,027)
€12 - 0,15(8,63") | 0,406 (23,95")

Tabelle 6.1: Optimale Werte fiir den Abschneideparameter € fiir die Plots der
Wirkungsquerschnitte, in Klammern ist der Winkel in grad angegeben

Abbildung 6.1: Normierte Rate der Abbildung 6.2: Normierte Rate der
Bhabha-Streuung bei /s = 1TeV Bhabha-Streuung bei /s = 1TeV
und Co1 = 1 und Co2 = 1

Abbildung 6.3: Normierte Rate der Abbildung 6.4: Normierte Rate der
Compton-Streuung bei /s = 1 TeV Compton-Streuung bei /s = 1 TeV

und cy1 = 1 und coo = 1
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Abbildung 6.5: Normierte Rate der Abbildung 6.6: Normierte Rate der
Compton-Streuung bei /s = 1 TeV Myller-Streuung bei /s = 1TeV
und C12 = 1 und Co1 — 1
Abbildung 6.7: Normierte Rate der Abbildung 6.8: Normierte Rate der
Mopller-Streuung bei /s = 1TeV Mopller-Streuung bei /s = 1TeV
und cpg = 1 und c19 = 1

6.2 Totaler Wirkungsquerschnitt

Die Plots vom totalen Wirkungsquerschnitt sind in den Abbildungen 6.9 bis
6.16 fiir die jeweils besten Abschneideparameter gezeigt. Bei der Bhabha- und
Mgller-Streuung ist fiir Axyc = 5TeV kein Unterschied zum Standardmodell
mehr festzustellen, weswegen die Kurven, im Gegensatz zur Compton-Streuung,
weggelassen wurden. An den Plots der Bhabha-Streuung sieht man, wie der
Wirkungsquerschnitt bei ¢g; = 1 und ¢p2 = 1 (Abbildungen 6.9 und 6.10) fiir
grofle s linear anwéchst. Dies erwartet man auch, da der Term im Wirkungs-
querschnitt der Bhabha-Streuung (4.18), der proportional zu A%, ist, linear in
s ist.

Bei der Compton- und Mgller-Streuung sieht man, im Gegensatz zur Bhabha-
Streuung, zum Teil recht wilde Oszillationen. Diese Oszillationen kommen von
den Faktoren, die vor den einzelnen Termen in den Wirkungsquerschnitten
(4.35) und (4.24) stehen. Diese Faktoren bestehen aus trigonometrischen Funk-
tionen, deren Argumente proportional zu s/ A%\IC sind. Dies ist der Grund, wes-
halb die Frequenz der Oszillation auf der einen Seite mit anwachsendem s zu-
nimmt und auf der anderen Seite mit wachsendem Anc, von Axc = 1TeV zu
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Anc = 2TeV oder Anc = 5TeV, abnimmt, wie man teilweise schén in den
Abbildungen 6.11 bis 6.16 sehen kann.

Anzumerken ist noch, dass die Skala des Wirkungsquerschnitts bei den Plots der
Bhabha-Streuung, anders als bei Compton- und Mgller-Streuung, logarithmisch
ist.

Abbildung 6.9: Totaler Wirkungs- Abbildung 6.10: Totaler Wirkungs-
querschnitt der Bhabha-Streuung querschnitt der Bhabha-Streuung
fﬂT’ Cco1 = 1 fﬂT’ Co2 = 1
Abbildung 6.11: Totaler Wirkungs- Abbildung 6.12: Totaler Wirkungs-
querschnitt der Compton-Streuung querschnitt der Compton-Streuung
f’[l:?” Col1 = 1 f’[l:?” Co2 = 1

6.3 Differentieller Wirkungsquerschnitt

In diesem Abschnitt sind die differentiellen Wirkungsquerschnitte fiir do/d cos 9
in den Abbildungen 6.17 bis 6.24 und fiir do/d¢ in den Abbildungen 6.25 bis
6.29 dargestellt. Wenn man die Gleichungen fiir den differentiellen Wirkungs-
querschnitt betrachtet, sieht man zum Beispiel an (4.24), dass nur die Faktoren
von cge und cqo - entsprechend natiirlich auch cg3 und c13 - von ¢ abhéngen.
Demnach ergibt ein Plot iiber ¢, bei dem nur cg; = 1 wire, eine Konstante,
weswegen diese Plots nicht gezeigt sind. Die Plots sind natiirlich jeweils fiir den
besten Abschneideparameter aus Tabelle 6.1 dargestellt.
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Abbildung 6.13: Totaler Wirkungs- Abbildung 6.14: Totaler Wirkungs-
querschnitt der Compton-Streuung querschnitt der Mpller-Streuung fiir
fﬂT’ Cl12 = 1 col = 1
Abbildung 6.15: Totaler Wirkungs- Abbildung 6.16: Totaler Wirkungs-
querschnitt der Mpller-Streuung fiir querschnitt der Mpller-Streuung fiir
co2 =1 ci2=1

6.3.1 Graphen iiber cosv

An den Plots der Bhabha-Streuung in Abbildung 6.17 sieht man, dass fiir
cost < 0 die nicht-kommutativen Effekte sichtbar werden. Dies kann man an
dem differentiellen Wirkungsquerschnitt (4.18) sehen, da fiir negative cos ¢ der
Term, der von der nicht-kommutativen Gréfle Apy, abhéngt, relativ zu den an-
deren Termen grofl wird. Wenn man beriicksichtigt, dass bei den Plots in den
Abbildungen 6.17 und 6.18 eine logarithmische Skala vorliegt, sieht man, dass
selbst bei Axc = 1 TeV kein wirklich grofler Effekt zu sehen ist.

Bei der Compton-Streuung in den Abbildungen 6.19 bis 6.21, sieht man, dass
der Wirkungsquerschnitt fiir cos?? — 1 divergiert. Dies liegt an den nicht-
kommutativen Termen des Wirkungsquerschnitts (4.35), die von dem drei-
Photon-Vertex herrithren. Diese Terme sind alle proportional zu dem Faktor
su/t? (siehe Anhang A.2), der, wie schon gesagt, fiir cos? — 1 divergent ist.
Wegen dieser Divergenz sieht man, im Gegensatz zur Bhabha- und Mgller-
Streuung, auch fiir Axyc = 2TeV noch einen Unterschied zum Standardmodell.

Bei der Mgller-Streuung ist die Anderung gegeniiber dem Standardmodell nur
sehr klein, wie man an den Abbildungen 6.22 bis 6.24 sieht. Es ist eigentlich
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nur eine leichte Verschiebung des Wirkungsquerschnitts hin zu kleineren Grofien
sichtbar.

Abbildung  6.17:  Differentieller Abbildung  6.18:  Differentieller
Wirkungsquerschnitt do/d cos ¥ der Wirkungsquerschnitt do/d cos ¥ der
Bhabha-Streuung fiir cop = 1 Bhabha-Streuung fiir cpo = 1
Abbildung  6.19:  Differentieller Abbildung  6.20:  Differentieller
Wirkungsquerschnitt do/d cos ¥ der Wirkungsquerschnitt do/d cos ¥ der
Compton-Streuung fiir cop = 1 Compton-Streuung fiir cgo = 1

6.3.2 Graphen iiber ¢

Bei den Plots iiber den differentiellen Wirkungsquerschnitt do/d¢ ist anzumer-
ken, dass alle Graphen eine Periode von 27w aufweisen, was man auch erwarten
wiirde, da die ¢-Abhéngigkeit des Wirkungsquerschnitts von der Form cos(sin ¢)
ist. Der Wirkungsquerschnitt der Bhabha- und Compton-Streuung ist, anders
als bei der Mgller-Streuung, immer gréfler oder gleich dem Wirkungsquerschnitt
des Standardmodells (siehe Abbildungen 6.25 bis 6.29). Dies kann man sich klar
machen, indem man sich wiederum die Wirkungsquerschnitte anschaut. Bei der
Bhabha-Streuung ist A%, der nicht-kommutative Term, der offensichtlich im-
mer grofer gleich Null ist. Bei der Mgller-Streuung enthalten die ausschlielich
positiven Termen Cosinus-Funktionen, die immer kleiner gleich eins sind, wes-
wegen hier der Wirkungsquerschnitt immer kleiner gleich dem des Standard-
modells ist. Bei der Compton-Streuung lésst sich das Aussehen der Plots so
erkldaren, dass an den negativ beitragenden Interferenztermen des drei-Photon-
Vertex ebenfalls Cosinus- und Sinus-Funktionen stehen, die deshalb die negativ
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Abbildung  6.21:  Differentieller Abbildung  6.22:  Differentieller
Wirkungsquerschnitt do/d cos 9 der Wirkungsquerschnitt do/d cos ¥ der
Compton-Streuung fiir ci1o = 1 Mpller-Streuung fiir cop = 1
Abbildung  6.23:  Differentieller Abbildung  6.24:  Differentieller
Wirkungsquerschnitt do/d cos ¥ der Wirkungsquerschnitt do/d cos ¥ der
Moller-Streuung fiir cgo = 1 Moller-Streuung fiir c1o = 1

beitragenden Terme verkleinern, woraus folgt, dass der differentielle Wirkungs-
querschnitt demnach immer grofler oder gleich dem des Standardmodells sein
muss.

6.4 Vorwirts-Riickwirts-Asymmetrie

In diesem Abschnitt soll die Vorwéirts-Riickwirts-Asymmetrie (Forward-
Backward-Asymmetry, FBA) iiber die nicht-kommutative Skala Axc aufgetra-
gen werden. Da der optimale Abschneideparameter e fiir die Wirkungsquer-
schnitte aus Abschnitt 6.1 nicht mehr zwangslaufig fiir die FBA optimal ist,
wird zuerst der Abschneideparameter bestimmt, der die FBA maximal werden
l&sst.

Die FBA gibt die Asymmetrie zwischen Vorwiérts- und Riickwértsstreuung an,
die folgendermaflen definiert ist

of—0p
Gf—i-Ub’

Ay = (6.4)



6.4. VORWARTS-RUCKWARTS-ASYMMETRIE 63

Abbildung  6.25:  Differentieller
Wirkungsquerschnitt  do/d¢  der

Abbildung  6.26:  Differentieller
Wirkungsquerschnitt do/d¢  der

Bhabha-Strevung fiir cops = 1

Abbildung  6.27:  Differentieller
Wirkungsquerschnitt  do/d¢  der
Compton-Streuung fiir ci1o = 1

Bhabha-Streuung fiir cgo = 1

Abbildung  6.28:  Differentieller
Wirkungsquerschnitt do/d¢  der
Myller-Streuung fiir cgo = 1

wobel

1—e 2m do 0 2w do
f /0 cos /0 ® dcosvdg / L e /0 ? dcos U do

ist. Da die Mgller-Streuung auch in IPTO NCQED explizit symmetrisch in
cos ¥ ist, werden hier von der Mgller-Streuung keine Plots gezeigt, da sie trivial
identisch Null sind.

Um nun den besten Abschneideparameter zu bestimmen, ist in den Abbildun-
gen 6.30 bis 6.34 fiir verschiedene Anc’s die Differenz der FBA von NCQED
und QED iiber e aufgetragen. Wie nicht anders zu erwarten war, ist es bei
der Compton-Streuung am Besten, den Abschneideparameter € so klein wie
moglich zu wihlen. Bei der Bhabha-Streuung verschiebt sich der optimale Wert
fiir den Abschneideparameter nach oben. Man erhilt fiir cg; = 1,e = 0,40 und
fir cgo = 1,e¢ = 0,47. Mit den entsprechenden Werten, die nochmals in der
Tabelle 6.2 zusammengefasst sind, erhédlt man dann die Plots fiir die FBA in
den Abbildungen 6.35 bis 6.39. Wie man sieht, unterscheidet sich die FBA bei
der Compton-Streuung, im Gegensatz zur Bhabha-Streuung, wegen des drei-
Photon-Vertex recht stark von derjenigen des Standardmodells. Es sind auch
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Abbildung  6.29:  Differentieller
Wirkungsquerschnitt  do/d¢ — der
Mpller-Streuung fiir c1o =1

Abbildung 6.30: Optimaler Ab-
schneideparameter fiir die Forward-
Backward-Asymmetry der Bhabha-
Streuung fiir \/s =1 TeV und

Col — 1

KAPITEL 6. RESULTATE

Abbildung 6.31: Optimaler Ab-
schneideparameter fiir die Forward-
Backward-Asymmetry der Bhabha-
Streuung fiir \/s =1 TeV und

cpz =1

noch Unterschiede bei Axc = 3 TeV, also bei der dreifachen Schwerpunktsener-
gie, festzustellen. Demnach eignet sich die Compton-Streuung, relativ zu den
hier besprochenen Streuprozessen, besonders gut, um neue nicht-kommutative

Physik zu entdecken.
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Bhabha

Compton

C12 -

cor | 0,40(23.587)
coz | 0,47(28.03°)

0,15(8,63")
0,15(8,63°)
0,15(8,63°)

Tabelle 6.2: Optimale Werte fiir den Abschneideparameter e fiir die Plots der
Vorwdrts- Riickwdrts- Asymmetrie, in Klammern ist der Winkel in grad angege-

ben

Abbildung 6.32: Optimaler Ab-
schneideparameter fir die Forward-
BackwardAsymmetry der Compton-
Streuung fiir /s =1 TeV und co1 =
1

Abbildung 6.34:

Optimaler
Abschneideparameter ]

fiir die
Forward-Backward-Asymmetry der
Compton-Streuwung fir /s = 1 TeV
und c1g = 1

Abbildung 6.33: Optimaler
Abschneideparameter  fiir die
Forward-Backward-Asymmetry der
Compton-Streuung fir \/s = 1 TeV
und coo = 1

Abbildung 6.35: ForwardBackward-
Asymmetry der BhabhaStreuung fiir
Vs=1TeV,co1 =1 unde=04
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Abbildung 6.36: ForwardBackward- Abbildung 6.37: ForwardBackward-

Asymmetry der BhabhaStreuung fiir A"symmetry der ComptonStreuung

Vs =1TeV, co2 =1 und ¢ = 047 fir /s = 1TeV, cop = 1 und e =
0.15

Abbildung 6.38: ForwardBackward- Abbildung 6.39: ForwardBackward-

Asymmetry der ComptonStreuung Asymmetry der ComptonStreuung

fiir \/s = 1TeV, copo = 1 und € = fiir \/s = 1TeV, c19 = 1 und € =

0.15 0.15



Kapitel 7

Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurde die Entwicklung der wechselwirkungspunkt-
zeitgeordneten  nicht-kommutativen  Quantenelektrodynamik  fortgefiihrt
und dann gezeigt, dass diese Theorie nicht die Ward-Identitédt erfiillen kann,
weshalb dieser Ansatz einer nicht-kommutativen QED nicht das Unitaritéits-
problem der naiven NCQED lésen kann.

Im ersten Kapitel haben wir zuerst allgemein nicht-kommutative Theorien
motiviert, indem wir dargelegt haben, dass Theorien auf quantisierter Raum-
zeit eine natiirliche Fortsetzung der quantenmechanischen Prinzipien sind.
Desweiteren wurde dargelegt, welche Annahmen fiir die hier besprochenen
Theorie beziiglich der Art der nicht-kommutativen Koordinaten und des
nicht-kommutativen Parameters getroffen wurden.

Im né#chsten Kapitel haben wir dann die formalen Grundlagen der NCQED
besprochen, wo wir zuerst ausgefithrt haben, wie die Nicht-Kommutativitéit
der Raumzeit auf das Produkt zwischen zwei Felder mit kommutativen Koor-
dinaten abgebildet wird. Anschlieffend haben wir gezeigt, dass die so erhaltene
Lagrangedichte eichinvariant ist und haben dann kurz erldutert, dass aus dem
BRST Formalismus die in dieser Arbeit besonders wichtige Ward-Identitét
folgt. Abgeschlossen haben wir dieses Kapitel mit der Motivation fiir die
hier besprochene wechselwirkungspunkt-zeitgeordnete nicht-kommutative
Quantenelektrodynamik (IPTO NCQED), die von [13, 14, 15, 16] angeregt und
eingefiihrt wurde. Es zeigte sich nédmlich [11], dass bei naiver Anwendung der
Storungstheorie, die Unitaritét fiir Raum-Zeit Nicht-Kommutativitéit verletzt
wird, was zur Folge hat, dass eine quantenmechanische Interpretation dieser
Theorie nicht mehr mo6glich ist.

Im folgenden Kapitel haben wir dann anhand der Amplitude der Bhabha-
und Compton-Streuung den Fermion-Boson-Vertex, den drei-Photon-Vertex,
den Photon-Geist-Vertex und die Propagatoren fiir die Photonen und Fer-
mionen bestimmt. Den noch verbleibenden vier-Photon-Vertex und den
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Geist-Propagator haben wir dann direkt aus der Lagrangedichte berechnet.
Wie sich herausstellte, erhielten wir fiir jeden sonst {iblichen Feynmangraphen
zwel Graphen, da sich der Teilchen- und Antiteilchen-Beitrag nicht mehr
zusammenfassen lief}, da die Energieerhaltung in den nicht-kommutativen
Phasen verletzt war. Als eine Folge dieser Verletzung der Energieerhaltung
sahen wir, dass sich das Residuum der Propagatoren dnderte. Einerseits hingen
die Propagatoren der IPTO NCQED von den nicht-kommutativen Phasen
ab und andererseits waren sie auch komplexwertig, was Anlass zur Hoffnung
gab, dass bei dieser Theorie die Unitaritéit auch fiir die NCQED erhalten bleibt.

Anschlielend wurde dann anhand der im vorherigen Kapitel bestimmten
Feynmanregeln der differentielle Wirkungsquerschnitt der Bhabha-, Mgller-
und Compton-Streuung berechnet. Dabei stellte sich heraus, dass der Wir-
kungsquerschnitt der Compton-Streuung negativ wurde! Da dies physikalisch
unmoglich ist, gab es nur die eine Schlussfolgerung, dass die unphysikalischen
Polarisationszustéinde, die bei der Compton-Streuung entstehen, durch die
Geist-Terme nicht entfernt werden, was bedeutet, dass die Theorie nicht
eichinvariant sein kann.

Und tatséchlich war die Ward-Identitét, die wir im néchsten Kapitel iiber-
priiften, verletzt. Wir konnten sogar zeigen, dass man die Feynmanregeln
der naiven NCQED erhilt, wenn man die Ward-Identitit in IPTO NCQED
erfiilllen will. Ursédchlich fiir die Verletzung der Unitaritdt war die Verletzung
der Energieerhaltung in den Phasen, was aber gerade den Unterschied der
IPTO zur naiven NCQED darstellt. In [9] wurde von R. Riickl, T. Ohl und
dem Autor gezeigt, dass es, unabhéngig von der Form der nicht-kommutativen
Phase, nicht moglich ist, die Ward-Identitdt in IPTO NCQED zu erfiillen.

Trotz der Zweifel an der Konsistenz dieser Theorie, haben wir im letzten
Kapitel noch den totalen und differentiellen Wirkungsquerschnitt und die
Vorwirts-Riickwérts-Streuung der oben genannten Streuprozesse dargestellt.
Den Wirkungsquerschnitt der Compton-Streuung haben wir auch ploten
konnen, da man in Baumgraphenndhrung die unphysikalischen Polarisations-
zustdnde explizit entfernen kann. Der so erhaltene Wirkungsquerschnitt war
dann tatséchlich positiv definit.

Die wichtigste Erkenntnis dieser Arbeit ist die, dass sich das Unitaritéts-
Problem der naiven NCQED fiir Raum-Zeit Nicht-Kommutativitdt nicht mit
der IPTO NCQED losen ldsst, weswegen man sich die Frage stellen muss, wie
Theorien in Wechselwirkungspunkt-Zeitordnung physikalisch relevant werden
konnen.



Anhang A

Compton-Streuung ohne
Vertauschung

In diesem Kapitel des Anhangs sind die Terme des differentiellen Wir-
kungsquerschnitts der Compton-Streuung explizit aufgelistet, bei der die
Ableitungskopplungen nicht mit dem Zeitordnungsoperator vertauscht werden
(siehe Abschnitt 3.3).

Im ersten Abschnitt werden die Terme des Wirkungsquerschnitts aufgefiihrt,
bei denen versucht wird, die unphysikalischen Polarisationszusténde durch die
Geist-Amplitude zu entfernen, was ja, siche Abschnitt 4.3, nicht gelang. Im
zweiten Abschnitt dieses Kapitels werden dann die Terme des Wirkungsquer-
schnitts aufgelistet, die man dadurch bekommt, indem man die Summe iiber
die Polarisationsvektoren durch explizit physikalisch polarisierte Photonimpul-
se ersetzt, wodurch der differentielle Wirkungsquerschnitt positiv definit bleibt
(siche ebenfalls Abschnitt 4.3).

A.1 Mit Geist-Term

Hier sollen die Terme, die in den Wirkungsquerschnitt (4.33) eingehen, explizit
aufgefithrt werden. Die Abkiirzungen, die hier verwendet werden, sind in Ab-
schnitt 4.3 zu finden. Nach ldngerem Rechnen und Vereinfachen erhélt man fiir
die quadrierte Amplitude die folgenden 16 Terme, in denen die 26 Summanden
zusammengefasst sind.

1 U
2~ *__247
S—4 E SS* = 68

Spins,Pol.
=1 S pur = et
4 U
Spins,Pol.
1 . 1 «
Spins,Pol. Spins,Pol.
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1 * *
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Spins,Pol.
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Wenn man nun ins Schwerpunktsystem iibergeht, wobei die Impulse wie bei der
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1
BuTy = BSTie = 55— (Cmt + Vtu [(co2 + c12) cos ¢ + (co3 + c13) sin ¢]>
2X\Ne

——V/tu[co2 cos ¢ + co3 sin @]

2
)‘NC

Bri2 = BsT,, =

(Cmt + \/7 [(602 — 612) Ccos ¢ + (603 — 613) sin gf)])

1
o2
2)\NC
womit sich die obigen Terme noch etwas vereinfachen lassen, was hier aber nicht

explizit vorgefiihrt werden soll.

A.2 Ohne Geist-Felder

In diesem Abschnitt stehen nun diejenigen Terme, die sich von den Termen
im vorherigen Abschnitt unterscheiden, wenn man nicht die Geist-Amplitude
verwendet, um die unphysikalischen Polarisationszustinde zu entfernen (siehe
Abschnitt 4.3).
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Anhang B

Compton-Streuung mit
Vertauschung

An dieser Stelle sollen nun die Anderungen gezeigt werden, die sich fiir den Wir-
kungsquerschnitt der Compton-Streuung ergeben, wenn die Ableitungskopplun-
gen mit dem Zeitordnungsoperator vertauscht werden (siehe Abschnitt 3.3).

Wenn man nun die Ableitungskopplungen mit dem Zeitordnungsoperator ver-
tauscht, &ndern sich alle Summanden, die den Term P* bzw. T, beinhalten
(siehe Abschnitt 4.3). P* hat bei Vertauschung der Ableitungskopplung ent-
sprechend Abschnitt 3.3, folgende Form

PHo= gt em 2 wb—he) iy <k19/€2> ‘
2

Nach der Summation iiber A, erhélt man

PH = (E’q; [ft cosay) + i sin oz?l] s G [cos a2 +1 fysin a?ﬂ)“sm <k19k2> ’

wobei alle Abkiirzungen denen in Abschnitt 4.3 entsprechen. Es dndern sich
damit folgende zwei Summanden

i 1
T, = 2i €*u(pa)you(pr)ep (k) ey (ka)e ™ 27102 ———
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G = 26%u(p2)y u(py e 3 Pr0P2tkiOka] oGy gy <

(for - kip+ (fo2 - Egq, fr - @)")

K10k 1
2 ) ¢ +ie

mit der Abkiirzung

" = (Eg, [ fi cos ad +1i Sinagﬂ , @ [cos a2 +1 fysin a?l])“ .

74



75

Nach mithsamer und dementsprechend langer Rechnung erhélt man fiir die
Terme der quadrierten Amplitude folgende, gegeniiber den Termen in Abschnitt
A1, gedinderte Summanden
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Wie man sieht, sind die Terme komplex und nicht besonders aussagekréftig.
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