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Uberblick

Ziel dieser Arbeit ist die Berechnung der ersten Ordnungen der Seiberg-Witten-
Abbildung in einer Entwicklung nach den Eichfeldern. Diese Abbildung erlaubt die
Ubertragung von Yang-Mills-Theorien mit beliebiger Eichgruppe auf eine nichtkom-
mutative Raumzeit mit , kanonischen® Vertauschungsrelationen

[ah, z¥] = iOH". (0.1)

Die Resultate sollen dazu verwendet werden, um Feynman-Regeln fiir nichtkommu-
tative QCD herzuleiten. Als Beispiel wird der Prozess gg — ¢¢ untersucht.

Die Bestimmungsgleichungen fiir die Seiberg-Witten-Abbildung sind nicht eindeu-
tig 16sbar. In dieser Arbeit wird eine Formel von Barnich et al.[22] verwendet, um
eine spezielle Losung zu konstruieren. Daneben wird fiir die Seiberg-Witten-Abbil-
dung des Eichfeldes durch heuristische Argumente eine weitere Losung gewonnen.
Beide Losungen fithren zu unterschiedlichen Feynmanregeln und auch zu physika-
lisch unterschiedlichen Theorien, die miteinander verglichen werden.

Zunéachst soll in den ersten drei Kapiteln eine kurze Einfiihrung und Zusammen-
fassung zu Quantenfeldtheorien in nichtkommutativer Raumzeit, Yang-Mills-Theo-
rien sowie zu den Eigenschaften der Seiberg-Witten-Abbildung gegeben werden. Im
Kapitel 4 werden die Formeln zur rekursiven Berechnung der Seiberg-Witten-Ab-
bildung angegeben und bewiesen. Anschliefend werden die Resultate fiir die ersten
Terme vorgestellt. Die Herleitung der Feynman-Regeln aus der Lagrangedichte befin-
det sich im Kapitel 5. Im letzten Kapitel werden die Ergebnisse angewendet auf ein
Beispiel der nichtkommutativen QCD, namlich den Wirkungsquerschnitt gg — ¢q.



1 Quantenfeldtheorien in
nichtkommutativer Raumzeit

1.1 Historisches

Die wahrscheinlich erste Veroffentlichung zu einer Quantentheorie auf einer nicht-
kommutativen Raumzeit stammt aus dem Jahre 1947 von Hartland S. Snyder[1].
Snyder ersetzte in seiner Arbeit sowohl die Ortskoordinaten als auch die Zeitkoordi-
nate durch Operatoren, wobei das Spektrum der Ortskoordinaten diskret wird. Die
Motivation fiir Snyder lag in den Problemen, die man seinerzeit mit Divergenzen
bei der Quantisierung von Feldtheorien hatte. Allerdings stellt die Interpretation
der Zeit als Operator in der Quantenmechanik ein Problem dar, iiblicherweise wird
die Zeit als Parameter behandelt. Dieses Problem sowie die Tatsache, dass es gelang,
die Divergenzen der Quantenfeldtheorien unter Kontrolle zu bringen, fithrten dazu,
dass Snyders Ansatz nicht weiterverfolgt wurde.

Viel spéter fithrten Untersuchungen iiber die Deformationsquantisierung sowie
die Entwicklung der nichtkommutativen Geometrie in der Mathematik zur Ent-
deckung einer Moglichkeit, nichtkommutative Koordinaten in eine Quantenfeldtheo-
rie zu integrieren. Ausgangspunkt ist die Tatsache, dass die Nichtkommutativitéit
bislang noch nicht beobachtet wurde. Daher ist eine Beschreibung wiinschenswert,
bei der die Nichtkommutativitit proportional zu einem Paramteter ¢ ist, so dass
man im Grenzwert ¥ — 0 die kommutative Theorie erhilt. Diesen Ubergang reali-
siert man dadurch, dass man auf der Menge der Phasenraumfunktionen neben der
gewoOhnlichen punktweisen Multiplikation ein weiteres Produkt einfiihrt, das soge-
nannte Sternprodukt (auch Moyal-Weyl-Produkt genannt), welches so konstruiert
ist, dass es die gewiinschten Kommutatoreigenschaften hat!:

[zt 2"] == ata” —a"2! =0 <= [zt "] =2t w2 — ¥ w2t ~ ) (1.1)

Zusétzlich verlangt man, dass das Sternprodukt assoziativ ist, und dass es fiir ¥ — 0
in das gewohnliche, kommutative Produkt {ibergeht.

Mit Hilfe des Sternproduktes gelang nun die Konstruktion von Quantenfeldtheo-
rien auf nichtkommutativer Raumzeit. Einen groflen Impuls fiir diese Klasse von

!Der gleiche Weg wird auch in der Deformationsquantisierung gegangen. Dort definiert man
auf dem klassischen Phasenraum ein Sternprodukt, welches so gewihlt ist, dass die Algebra
der Phasenraumfunktionen mit dem Sternprodukt die Operatoralgebra der Quantenmechanik
widerspiegelt. Die Planck’sche Konstante A iibernimmt dort die Rolle des Nichtkommutati-
vitdtsparameters 1.



Theorien in der Hochenergiephysik gab die Entdeckung, dass gewisse Stringtheorien
im Niederenergielimes nichtkommutative Feldtheorien ergeben[11]. Dabei tritt die
Nichtkommutativitat in der Form

[2# % 2¥] = 9O (1.2)

auf. Die Grofle ©* ist ein antisymmetrischer Tensor und wird als Hintergrundfeld
von gewissen Stringfreiheitsgraden interpretiert?. Also wiirde man erwarten, dass
O ortsabhéingig ist. In erster Naherung nimmt man jedoch an, dass das Feld lokal
konstant ist.

Allerdings blieben einige Probleme, insbesondere bei der Konstruktion nichtabel-
scher Eichtheorien. Zum Beispiel ist es nicht ohne weiteres moglich, beliebige Lie-
Gruppen zu verwenden. Nur wenn die entsprechende Lie-Algebra auch unter dem
Antikommutator abgeschlossen ist, erhdlt man eine konsistente Theorie, doch ist
dies nicht der Fall, der bei einer Verallgemeinerung des Standardmodells auftritt.
Auflerdem ergab sich fiir die elektromagnetische Wechselwirkung die Konsequenz,
dass alle Fermionen die gleiche Ladung tragen miissten. Auf diese Probleme wird in
Abschnitt 3.1 nidher eingegangen.

Fiir die Losung dieser Probleme war ein Artikel von grofler Bedeutung, in dem
Seiberg und Witten eine Korrespondenz zwischen kommutativer und nichtkommuta-
tiver Yang-Mills-Theorie herstellen konnten, genannt Seiberg- Witten-Abbildung[12].
Diese driickt die nichtkommutativen Felder A und ¥ sowie den nichtkommutativen
Eichparameter A durch die entsprechenden kommutativen Analoga aus?:

A=A(AA)
Au - AH(A) (1.3)
U =U(A4,0)

Durch Einsetzen der Seiberg-Witten-Abbildung in die nichtkommutative Lagrange-
dichte erhélt man eine Theorie von kommutativen Feldern, die nun mit gewthnlichen
Methoden behandelt werden kann, d.h. {iber die Lagrangedichte erhélt man Feyn-
manregeln, die zur Berechnung von Wirkungsquerschnitten verwendet werden
kénnen. Die Seiberg-Witten-Abbildungen werden im Abschnitt 3.2 besprochen.
Leider ist es nicht moglich, fiir die Seiberg-Witten-Abbildungen eine geschlos-
sene Form anzugeben. Allerdings gibt es verschiedene Moglichkeiten, die Seiberg-
Witten-Abbildungen als formale Reihe zu entwickeln. Es bietet sich dabei an, als
Entwicklungsparameter die Felder A, zu nehmen. Der Vorteil dieser Entwicklung
liegt darin, dass zur storungstheoretischen Berechnung eines Wirkungsquerschnitts

2Diese Interpretation erklirt auch, warum Gleichung (1.2) nicht Lorentz-kovariant sein muss.

3Hier wird die Hutnomenklatur verwendet: Beim Vergleich einer nichtkommutativen Theorie mit
einer entsprechenden kommutativen Theorie erhalten die Grélen der nichtkommutativen Theo-
rie zur Unterscheidung ein ". Dies ist in Analogie zur Quantenmechanik zu sehen, wo die (nicht-
kommutativen) Operatoren zur Unterscheidung von den klassischen (kommutativen) Phasen-
raumfunktionen ebenfalls mit einem Hut gekennzeichnet werden.



in fester Schleifenordnung nur eine begrenzte Anzahl von Ordnungen in A, bené&tigt
wird. Bei einer Entwicklung in ¢ hingegen wiirde die benotigte Ordnung der Seiberg-
Witten-Abbildung von der betrachteten Energieskala abhéangen.

Trotz des Fortschrittes in den letzten Jahren bleiben noch viele Fragen offen. Zum
Einen gibt es Probleme bei Quantenfeldtheorien, in denen die zeitartigen Kommu-
tatoren ©% nicht verschwinden. Derartige Theorien sind entweder nicht unitér, oder
sie verletzen die Wardidentitdten (siehe [23] und dortige Referenzen). Allerdings ist
die Bedingung ©% = 0 nicht kovariant, d.h. sie bleibt bei Ubergang in ein anderes
Bezugssystem nicht erhalten. Dies lésst sich zwar in der Deutung des Stringtheori-
elimes rechtfertigen, da das Hintergrundfeld ©*” ein ausgezeichnetes Bezugssystem
definiert. Das E-Feld wird dann erst bei solchen Lorentz-Transformationen bedeut-
sam, die einer so hohen Energie entsprechen, dass der Limes der Stringtheorie keine
gute Ndherung mehr ist. Trotzdem ist dieses Ergebnis unbefriedigend.

Eine weitere offene Frage ist die nach der Interpretation der Mehrdeutigkeiten
in der Seiberg-Witten-Abbildung. Diese sind durch ihre Bestimmungsgleichungen
(die ,,Seiberg-Witten-Gleichungen®) nicht eindeutig festgelegt. Bichl et al. konnten
am Beispiel der nichtkommutativen QED zeigen, dass die Freiheit in der Wahl der
Losung notwendig ist fiir die Renormierung[16]. Dies bedeutet aber auch, dass die
Wahl der Loésung physikalische Konsequenzen hat. Auch in dieser Arbeit wird sich
zeigen, dass sich Theorien, die mit unterschiedlichen Seiberg-Witten-Abbildungen
konstruiert werden, fundamental unterscheiden koénnen.

1.2 Kanonische Vertauschungsrelationen

In dieser Arbeit sollen die folgenden , kanonischen* Kommutatorrelationen zwischen
den Raumzeitkoordinaten angenommen werden?:

[2# * 2¥] = 9O (1.4)

Dabei ist ©"” ein reeller antisymmetrischer raumzeitunabhéngiger Tensor, aus dem
ein Skalenfaktor ¥ ausgeklammert wurde, der die Dimension einer Fléche hat. Oft
gibt man die Gréflenordnung der Nichtkommutativitdt auch durch eine Energies-
kala Axc := 1/ V0 an. In der Interpretation des Stringlimes wiirde man erwarten,
dass Anc von der Gréflenordnung der Planckskala wire. Es gibt jedoch auch Mecha-
nismen, die Nichtkommutativitdtsskala zu geringeren Werten herunterzubrechen.
Experimentell direkt ausgeschlossen ist der Bereich, der aktuellen Beschleunigern
zugénglich ist. Daher wird spéter Axc = 1 TeV angenommen werden, um die Effek-
te moglichst gut sichtbar zu machen.

In Analogie zur Elektrodynamik parametrisiert man die Eintrage von ©* durch

4 Alternative Kommutatorrelationen werden z. B. in [14] besprochen.



zwei 3er-Vektoren E und B:

0 E, E E,

Yy
~E, 0 -B
or = : = D 1.5
~E, B. 0 -B, (15)
~E. -B, B, 0

Wie im vorigen Abschnitt erwéhnt, wird haufig E=0 verlangt, da sonst nicht sicher
ist, ob die Theorie unitér ist. Fiir die meisten Rechnungen in dieser Arbeit ist die
Frage, ob E=0 ist, allerdings nicht wichtig, daher werden sie in voller Allgemeinheit
ausgefithrt werden. Erst bei der Berechnung des Wirkungsquerschnitts im Abschnitt
6 wird E =0 gesetzt werden.

Oft tritt der Tensor ©* kontrahiert mit zwei Raumzeitvektoren auf. Dafiir soll
die Schreibweise

9 9/ = ; L
P01 = 59,04, = 5 (WE.D) ~ a(Ep) ~ B.(5x D) (16)

stehen.
Als Sternprodukt erhilt man®

< (i20m o 0n)F
(4 B)() = 3 I 40y

k=0

= exp(i0"©0Y)A(x)B(y)

(1.7)

T=2z,Yy=2

Eine kurze Rechnung ergibt, dass dieses Sternprodukt assoziativ ist und Gleichung
(1.4) erfillt. Mit Hilfe des Bidifferentialoperators Ay, der iiber

712
/\12AB = s

(0,4)(9,B) (1.8)

jeweils auf das Produkt zweier Funktionen wirkt, lasst sich das Sternprodukt knapp
schreiben als
Ax B = exp(iN2)AB. (1.9)

Wie man sieht, verliert man beim Ubergang zum Sternprodukt die Lokalitit im
strengen Sinne, da bei der Sternmultiplikation beliebig hohe Raumzeitableitungen
der Felder auftreten:

ek x () x e = flat + 0OME,). (1.10)

Allerdings wird diese Nichtlokalitit kontrolliert dadurch, dass hohere Ableitungen
nur im Zusammenhang mit hoheren Ordnungen von ¢ auftreten. Daher ist die Ver-
schiebung in Formel (1.10) proportional zu 9.

5Dies ist nicht die einzige méogliche Wahl fiir das Sternprodukt. Im Falle der flachen Raumzeit
gibt es andere Moglichkeiten, die in gewisser Weise hierzu dquivalent sind[10]. Eine Herleitung
von (1.7) findet sich z. B. in [14].



2 Allgemeines iiber Eichtheorien

Die in dieser Diplomarbeit behandelten Eichtheorien gehoéren alle zur Klasse der
Yang-Mills-Theorien. Es wird davon ausgegangen, dass der Leser mit den Grundla-
gen dieser Theorien und ihrer Quantisierung vertraut ist (siehe z.B. [9] oder jedes
andere einfithrende Buch iiber Quantenfeldtheorien). Dennoch soll in diesem Kapitel
eine kurze Zusammenfassung gegeben werden, um die Notation festzulegen.

2.1 Kommutative Yang-Mills-Theorien

Ausgangspunkt zur Konstruktion einer Yang-Mills-Theorie ist ein i.a. komplexes
vektorwertiges Spin-1/2-Feld W(x), dessen Komponenten sich zu Dirac-Spinoren
U, (z) zusammenfassen lassen. Man nimmt an, dass das Feld W(x) selbst keine physi-
kalische Observable ist. Nur die ,,Skalarprodukte® verschiedener Felder Wi W, insbe-
sondere der Betrag U*U eines Feldes, werden als messbar angenommen. Dies fiihrt
zu der Forderung, dass die Theorie invariant unter Multiplikation der Felder mit
einer beliebigen ,,Phase“ sein soll:

U — U =P, (2.1)

Im allgemeinen Fall kann o matrixwertig und raumzeitabhéngig sein. Da ¥ und
U’ fiir alle Observablen die selben Messergebnisse liefern, sind zwei Zustdnde, die
durch eine Transformation (2.1) auseinander hervorgehen, physikalisch dquivalent.
Gleichung (2.1) beschreibt also eine Eichtransformation.

Die Menge aller Eichtransformationen bildet eine Lie-Gruppe G. Sie wird erzeugt
von der Lie-Gruppe G der lokalen Eichtransformationen an einem Ort z: Wenn
U: x — U(x) € G eine Abbildung von der Raumzeit in die lokale Eichgruppe
G ist, so ist durch ¥(z) — V' (x) = U(z)V(z) eine allgemeine Eichtransformation
gegeben, und jede Eichtransformation in G lésst sich auf diese Weise schreiben. Daher
lasst sich ein Studium der grofen (unendlichdimensionalen) Lie-Gruppe G auf eine
Untersuchung der kleinen (endlichdimensionalen) Lie-Gruppe G zuriickfiihren.

Viele Eigenschaften von G lassen sich wiederum aus der zu G gehdrenden Lie-
Algebra g ableiten, die als R-Vektorraum von den n = dim(G) Generatoren T4
erzeugt wird. Dabei soll hier die ,,physikalische” Konvention verwendet werden, nach
der aus den Generatoren stets ein Faktor ¢ ausgeklammert wird. Es ist dann

G = {exp(i\'Ty) | A4 € R} = exp(ig), (2.2)
und die Strukturkonstanten f sind definiert iiber

[T, Tp] = ifap“To. (2.3)



Fiir halbeinfache kompakte Lie-Gruppen (bzw. Lie-Algebren) ist es moglich, die
Generatoren so zu wahlen, dass

1
Tr TATB = §5AB (24)

gilt. In diesem Falle sind die Strukturkonstanten vollstindig antisymmetrisch!.
Daher ist eine Unterscheidung zwischen oberen und unteren Indizes nicht notig.
Dennoch soll sie in manchen Rechnungen beibehalten werden, um eine schnelle
Uberpriifung der Indexstruktur der Resultate zu ermdaglichen.

Die Dynamik von ¥ muss nun ebenfalls eichinvariant sein. Dies ist beispielsweise
gewihrleistet, wenn die Lagrangedichte £ selbst eichinvariant ist. Allerdings ist die
Dirac-Lagrangedichte

£Dirac = @(la - TTL)‘I’ (25)

nicht invariant unter (2.1), wenn « ortsabhingig ist, da die Ableitungsoperatoren @
nun auch auf die Ortsabhéngigkeit von o wirken.

Die Eichinvarianz der Lagrangedichte lésst sich reparieren, indem man zu jedem
der n Generatoren T ein zusitzliches vektorielles Feld AE einfiihrt, fiir das man
gewisse Transformationsgesetze postuliert. Mit diesen Feldern definiert man eine
kovariante Ableitung von ¥ wie folgt:

D,V =9,V —igASTeV = 0,V — igA, V. (2.6)

Dabei wurden iiber
A= ACTe (2.7)

die n Felder Aff zu einem einzigen matrixwertigen Feld zusammengefasst. Die Kon-
stante g hat die physikalische Bedeutung einer Kopplungskonstante.

Ersetzt man nun in der Lagrangedichte die partiellen Ableitungen durch die ko-
variante Ableitung, so erhélt man eine Lagrangedichte

Lo = Uil — m) T, (2.8)

Dirac
die invariant ist unter den Eichtransformationen
U — U = Y (2.9a)
. 1 .
Ay — A, =" (A, + g@ua)e_w‘. (2.9b)

Niitzlich ist auch die infinitesimale Form dieser Eichtransformation
oV = ia¥ (2.10a)
1
0A, = -0, + il Au] (2.10Db)
g

YWegen ifap® = 2Tr [Ta, Ts|Tc = 2T Ta[Ts, Tc] = ifsc™.



Der letzte Schritt in der Herleitung der Yang-Mills-Lagrangedichte besteht darin,
einen kinetischen Term fiir die Felder A hinzuzufiigen. Diesen konstruiert man im
einfachsten Fall aus dem (Lorentz-)kovarianten Feldstarketensor

Fu = 0,A, — 9,A, —iglA,, A) = Fi,Tc. (2.11)

Unter Eichtransformationen transformiert er sich wie folgt:
Fy — F), = e“Fe ™. (2.9¢)
Der einfachste eichinvariante Lorentzskalar, der sich aus dem matrixwertigen Lor-

entztensor F),, konstruieren lésst, ist

1 1
L = =5 Tr F F* = —ZFﬁFg”. (2.12)

Insgesamt hat die Lagrangedichte der Yang-Mills-Theorie die Form

_ 1 ,
EYang—MiHs = \I’(Zw — m)\If — §T1" FHVFu . (213)

2.2 Quantisierung von Eichtheorien:
Geister und die BRST-Symmetrie

Eichtheorien miissen bei der Quantisierung besonders behandelt werden[3, 8]. Eine
sture Anwendung der Methoden der kanonischen Quantisierung ist nicht moglich: So
gibt es Zwangsbedingungen (,,constraints“), die die Impulse einschrénken. Beispiels-
weise verschwinden in der Yang-Mills-Theorie die kanonischen konjugierten Impulse
zu den Zeitkomponenten der Eichbosonen:

6£Yan —Mills
o .= =2 —
A 5(Do A

Die Forderung von kanonischen Vertauschungsrelationen
A7 (2), Iy (a")] = ihdpo(z — ')

wiirde daher zu Widerspriichen fiihren.

Die Pfadintegralquantisierung st6ft ebenfalls auf Probleme. Formal siecht man dies
daran, dass es zu jedem Pfad unendlich viele eichdquivalente Pfade gibt. Dadurch
erhélt man in jedem Pfadintegral einen Faktor unendlich.

Desweiteren ist es nicht moglich, einen Propagator fiir die Eichbosonen auszurech-
nen. Der quadratische Anteil des kinetischen Termes fiir die Eichbosonen ist

1 1
-5 Tr EiF = —§8HA‘;‘(8“A2 — " AR)
1

A (o Bv% (o Bv%
= A0, (0567 — 8:55)0° AL,



wobei im zweiten Schritt partiell integriert wurde. Fouriertransformation fiithrt auf
die Matrix

vV .__ .28V v
PV = k26" — kK",

die nicht invertierbar ist?.

Daher fithrt man in die Lagrangedichte einen zusétzlichen Term ein, der die Eich-
symmetrie bricht. Man spricht von Eichfixierung. Eine moégliche Wahl ist die kova-
riante Eichung

L =~ (0 AN@,A4%) =~ Tr (4,7 (2.14)
Die Konstante A heifit Eichparameter. In manchen Féllen vereinfacht sich die
Rechnung fiir bestimmte Werte von A. Es ist aber iiblich, diesen Parameter nach
Moglichkeit unbestimmt zu lassen. Ein physikalisches Endergebnis sollte dann un-
abhéngig von A sein, und diese Tatsache liefert eine Moglichkeit, das Ergebnis zu
iiberpriifen.

Wie der Name schon andeutet, hat die kovariante Eichung (2.14) den Vorteil, dass
Zwischenergebnisse in sémtlichen Rechnungen Lorentz-kovariant sind. Dafiir hat sie
den Nachteil, dass es schwierig ist, von den vier Freiheitsgraden jedes Eichbosons
die beiden unphysikalischen Freiheitsgrade zu separieren. Um die iiberschiissigen
Freiheitsgrade zu eliminieren, werden zu jedem Eichboson zwei weitere skalare Felder
C = CAT, und C* = C** T eingefiihrt, die man Geist- und Antigeistfeld nennt, und
von denen man verlangt, dass sie der Fermistatistik geniigen®*. Geist und Antigeist
wechselwirken iiber die Lagrangedichte

£Geist = 8MC*(D“C) (215)

mit dem Eichboson. Dabei ist die kovariante Ableitung fiir das Geistfeld definiert
iber
D,C =0,C —iglA, C]. (2.16)

Eine Herleitung dieser Lagrangedichte ist z. B. nach Faddeev und Popov iiber die
Pfadintegralmethode moglich. Dabei taucht Lgeist als Jacobi-Determinante auf]9,
Kapitel 16.2].

Obgleich durch die Eichfixierung die Eichinvarianz gebrochen wird, besitzt die so
konstruierte Theorie eine daraus abgeleitete fermionische Symmetrie, die sogenann-
te BRST-Symmetrie®. Der antigeistfreie Anteil v des BRST-Differentials s dieser
Symmetrie ist definiert iiber

vA = D,C = 9,C —ig|A,,C],

2Wegen Pk = k2kY — kVE? = 0.

3Dies widerspricht nicht dem Spin-Statistik-Theorem, da es sich bei Geist- und Antigeistfeldern
um unphysikalische Hilfsfelder handelt, die in keinem Anfangs- und Endzustand auftauchen.

4Die Notation C* ist historisch bedingt und bedeutet nicht, dass die Antigeister zu den Geistern
hermitesch konjugiert sind: Geister und Antigeister sind unabhéngig voneinander.

nach Becchi, Rouet, Stora und Tyutin[6].



VO = %g[C’, ] = igCC, (2.17)
YU = igCW.

Auf Produkte von Feldern wird « durch die Produktregel fortgesetzt. Fiir allgemeine
Funktionen der Felder schreibt sich dies

vflA,C, 0] = Zﬁpl" e (DuC)” 8(88Lf-[A gpkj}f)
_gz ~0,, ... 0,, fDEBCDOE)ang.[éj&(Z;gL)
S SRR L
- Zam.. aoB)agf.[Aanj%)
030 0l O 5 LA
L
_gz —py -+ 0, fDEBCDCE)a(aaX.[%.,@Cp’;gL)
IV flA, C, V]

+ig Z Dy - 0, (CATLT) (2.18)

9(0,, ... 0y 1)

Die Zerlegung von 7 in einen Term v, der die Anzahl der Felder erhilt, und einen
Term ~!1, der die Anzahl der Felder um 1 erhoht, lautet also

O fIA, C, ]

0] _ b
HOF1A, ¢, 0] Zoapl...ﬁpkauc 50, .0, ) (2.19a)
0" f[A,C, ]
WA Cowl — Ny BAD E
T fA, O Y] +ng‘9m o (foE" A, C )8(8 0 A)
oL flA, C, V]
_ B ~D ~FE ’
gz .. pk fDE C C )a(aplakaB)
L
+Zgzapl-~ (CATAD) o SIACY (2.19b)

Dy, ...0,,0)
Spiter wird, aus Griinden der Ubersichtlichkeit, eine Multiindexschreibweise ver-

wendet, in der die Indizes p; ... py zu einem einzigen Multiindex p zusammengefasst
werden (vgl. Unterabschnitt 4.3.1). Damit schreibt sich die Zerlegung von ~:

A0 £A, C, W] Za 0.0 f(glAc;)‘l’] (2.20a)
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0- f1A, O]
A Cu] = +gZap(fDEBA50E)W

p
B 1 B D AE

+ig ) ap(cw)%;\%m (2.20b)

Die wichtigste Eigenschaft von v ist 2> = 0. Insbesondere ist auch %2 = 0,
und diese algebraische Eigenschaft ermoglichte es, die Rekursionsformeln fiir die
Seiberg-Witten-Abbildung mittels homologischer Methoden zu finden. Damit auch
das gesamte BRST-Differential s diese Eigenschaft besitzt und damit gleichzeitig die
eichfixierte Lagrangedichte® invariant ist unter s, muss man ein weiteres bosonisches
Hilfsfeld B = BAT einfiihren, genannt Nakanishi-Lautrup-Feld. Damit setzt man

sC* = B, (2.21a)
sB = 0. (2.21D)

Fiir diese Arbeit spielt der Antigeistsektor allerdings keine grofle Rolle, und seine
Kenntnis ist fiir das Verstédndnis der Rechnungen nicht notig.

Die BRST-Symmetrie lisst eine anschauliche Interpretation der Geister zu, wenn
man (bis auf die Statistik) das Geistfeld mit dem Eichparameter identifiziert. Indem
man den Eichparameter somit zu einem Feld macht und ihm eine Dynamik gibt, wird
die Zeitentwicklung des Systems eindeutig. Dabei geht natiirlich die Eichsymmetrie
verloren, aber man erhélt als Ersatz eine globale Symmetrie.

6Genaugenommen ist auch eine kleine Modifikation der Lagrangedichte notig: Uber Lgiecn —
—%]BABA + B4 (B”A;j‘) wird das Hilfsfeld B in die Lagrangedichte eingefiihrt, vgl [9, Kapitel
16.4].
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3 Nichtkommutative Eichtheorien:
Die Seiberg-Witten-Abbildungen

3.1 Der naive Ansatz

Das einfachste Verfahren, eine Quantenfeldtheorie von der gewdhnlichen Raum-
zeit auf eine nichtkommutative Raumzeit zu iibertragen, ist, in der Lagrangedichte
sdmtliche kommutativen Produkte durch Sternprodukte zu ersetzen. Im Falle der
Yang-Mills-Theorie erhélt man als Lagrangedichte

; 1. . = )
‘CYang—Mills = —§T1" Ful/ * [T 4 Z \Ifa * (Zlb — m)ab * \Ifb. (31)
a,b
Dabei ist
F/w = a;ﬂzlu - aVAu - Zg[Au H Al/]v (32&)
(Du)ab * WUy = au‘lla - ig(Au)ab * Wy, (32b)

Nun ist die Frage, ob sich die Eichsymmetrien der Yang-Mills-Theorie in der mo-
difizierten Lagrangedichte L fiir o # 0 wiederfinden. Im Allgemeinen ist dies nicht
so: Betrachtet man das nichtkommutative Analogon der kommutativen Eichtrans-
formation

o0 =iax U,
5A, = éau@ Lilat Ay, (3.3)
so erkennt man, dass wegen
[@xA]= %(a/‘ x AD + AB 64N [T, Tp) + %(a/‘ x AP — AP« 6™ {Tu, T}

die Transformation ¢ fiir A im Allgemeinen aus der Lie-Algebra g herausfiihrt. Nur
wenn g auch in Bezug auf den Antikommutator abgeschlossen ist, ergibt (3.3) eine
erlaubte Eichtransformation, die die Lagrangedichte invariant lasst. Eine dquivalente
Bedingung ist, dass die Matrizenmultiplikation nicht aus g herausfiihrt. Dies bedeu-
tet, dass g ihre eigene einhiillende Algebra ist. Offensichtlich bereitet dies Schwie-
rigkeiten bei Ubertragung der elektroschwachen (g = su(2) @ R) und starken Wech-
selwirkung (g = su(3)).
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Selbst in einer abelschen Theorie, wie der Elektrodynamik, kann es zu Schwie-
rigkeiten kommen: Wenn @) der Generator der elektromagnetischen Wechselwirkung
ist, so fordert die obige Bedingung, dass {Q, Q} = 2Q* ~ Q ist. Im Falle mehrerer
Felder mit verschiedenen Ladungen hat () jedoch die Form @) = @1 ® @2, und im
Allgemeinen gilt {Q,Q} = 2(Q? ® Q%) = Q.

Nun ist es immer moglich, zur Lie-Algebra g eine einhiillende Algebra zu finden.
Im Falle der Matrizengruppen gibt es endlichdimensionale einhiillende Algebren,
und im Beispiel der QCD geniigt es sogar, einen einzigen Generator hinzuzufiigen?.
Dennoch fiithren die zusétzlichen Generatoren zu zusétzlichen Freiheitsgraden des
Systems und damit zu einer fundamentalen Anderung des Modells.

Von diesen Problemen abgesehen, lésst sich auf diese Weise eine ganze Klasse von
nichtkommutativen Yang-Mills-Theorien konstruieren. Um Quantisieren zu koénnen,
ist es notig, die Eichung zu fixieren und Geister einzufithren. Dazu kann man der
Lagrangedichte einfach die iiblichen beiden Terme der Eichfixierung und der Geist-
dynamik hinzufiigen, in denen man, wie oben, die gewodhnlichen Produkte durch
Sternprodukte ersetzt. Dies wird im Kapitel 5 explizit durchgefiihrt. Das nichtkom-
mutative BRST-Differential 4 ist in diesem Fall gegeben durch [22, 3.1]:

50 = Z[C 1 ¢l = igC x €. (3.4)
&A :igé*\if

3.2 Die Seiberg-Witten-Abbildungen

In einem vielbeachteten Artikel kamen N. Seiberg und E. Witten zu dem Ergebnis,
dass sich gewissen Stringtheorien auf zwei verschiedene Art und Weisen regulari-
sieren lassen[12]. In einem Fall entsteht dabei eine nichtkommutative Eichtheorie,
im anderen Fall erhélt man eine gewthnliche kommutative Eichtheorie. Seiberg und
Witten schlossen daraus, dass es eine Abbildung zwischen der kommutativen Eich-
theorie und ihrem nichtkommutativen Analogon geben miisse, die die Eichparameter
A, die Materiefelder ¥ und die Eichbosonfelder A, ineinander iiberfiihrt und dabei
die Eichgruppe erhélt. Wenn man die Gréflen der nichtkommutativen Theorie mit
einem Hut ~ versieht, so schreibt sich die Seiberg-Witten-Abbildung

A=A(A4A),
A, =A,(A), (3.5)
U =U(A,T).

1SchlieBlich ist der Antikommutator zweier hermiteschen Matrizen wieder hermitesch, nur die
Eigenschaft der Spurfreiheit geht verloren, d.h. es geniigt z.B. die Einheitsmatrix hinzuzufiigen.
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Die Erhaltung der Eichgruppe bedeutet nun, dass Eichtransformationen und Sei-
berg-Witten-Abbildung vertauschen:
0, A = GrA(A), (3.6a)
00 =, U(A, D), (3.6h)
wobel A eine Eichtransformation parametrisieren soll, die durch die Seiberg-Wit-
ten-Abbildung auf A abgebildet wird. Zudem muss auch der Kommutator zweier

Eichtransformationen auf den Kommutator der nichtkommutativen Transformatio-
nen abgebildet werden, und die Abbildung muss linear in A sein:

~

(5]\ = [5A1 * 5[&2] < 51\ = [51\1,(51\2] (360)

A(A, aly + BAy) = aA(A, Ay) + BA(A, Ay) (3.6d)
Alternativ lassen sich diese Bedingungen auch mit den entsprechenden BRST-Dif-
ferentialen v und 4 formulieren:
3C =~C(A,0),
54 = 7A(A), (3.7)
AT =~ (A, D).
Aus der Bedingung (3.6¢), dass die Seiberg-Witten-Abbildung den Kommutator
erhélt, wird hier die Forderung, dass die BRST-Symmetrie mit der Seiberg-Witten-

Abbildung auch fiir das Geistfeld C' kommutiert. Ausgeschrieben fiihrt dies auf die
Seiberg- Witten-Gleichungen:

%[OTC]A = A0, (3.82)
(0.C —iglA, 1 CN* = HAZ, (3.8b)
igCx ¥ = AU, (3.8¢)

Diese Gleichungen haben keine eindeutige Losung. Zwar ergeben sich einige Rand-
bedingungen: Fiir ¥ — 0 sollen die nichtkommutativen Felder in die kommutativen
Felder {ibergehen. Auch sollte die Seiberg-Witten-Abbildung so gew&hlt sein, dass
sie die Statistik erhélt. Doch dies alleine macht die Losung immer noch nicht ein-
deutig: Einerseits ist es natiirlich moglich, die Seiberg-Witten-Abbildung mit ei-
ner beliebigen (kommutativen oder nichtkommutativen) Eichtransformation zu ver-
kniipfen. Daneben gibt es aber weitere nichttriviale Mehrdeutigkeiten. Diese werden
beispielsweise erkennbar, wenn man die Seiberg-Witten-Gleichungen nach ¥ oder A
entwickelt (siche Abschnitt 4.2).

Die Seiberg-Witten-Abbildung kann nun verwendet werden, um eine nichtkom-
mutative Eichtheorie aus einer kommutativen Eichtheorie zu konstruieren. Dazu
ersetzt man in der Lagrangedichte einer nichtkommutativen Yang-Mills-Theorie die
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nichtkommutativen Felder durch die Abbildungen. Es zeigt sich, dass durch die-
sen Ansatz die Probleme, die im vorhergehenden Abschnitt angesprochen wurden,
umgangen werden konnen:

Wenn man mit einer Lie-Gruppe G startet, deren Lie-Algebra & nicht unter
dem Antikommutator abschlieBt, so erhélt man eine nichtkommutative Theorie
mit der gleichen Anzahl von Freiheitsgraden, indem man zunéchst formal zu ei-
ner einhiillenden Algebra & iibergeht, dann aber in der Seiberg-Witten-Abbildung
die zu den iiberzdhligen Freiheitsgraden gehérenden Generatoren gleich Null setzt.
Man erhélt dann als Bild eines kommutativen Eichfeldes in der Lie-Algebra & ein

nichtkommutatives Eichfeld aus der einhiillenden Algebra &. Die Seiberg-Witten-
Abbildung S liefert als Bild der gesamten Algebra & allerdings nicht die gesamte
einhiillende Algebra, sondern nur eine Unteralgebra, die genau die gleiche Anzahl
von Fretheitsgraden besitzt, wie die urspringliche Lie-Algebra &:

~

B2S(B)CS (3.9)

Da auf der kommutativen Seite die Eichtransformationen nie aus der Lie-Algebra
herausfiihren, ist gewéhrleistet, dass auch die nichtkommutativen Eichtransforma-
tionen nie aus dieser Unteralgebra herausfiihrt.

Nun ist noch zu iiberlegen, was bei der Seiberg-Witten-Abbildung mit dem Anti-
geist und dem Nakanishi-Lautrup-Feld passiert. Die entsprechende Seiberg-Witten-
Gleichung lautet

sC* = 3C* = B, (3.8d)
sB = §B* = 0. (3.8¢)

Da diese beiden Gleichungen vollig unabhéngig von den anderen Seiberg-Witten-
Gleichungen sind, ist es moglich, hierfiir die triviale Losung

Cr =, (3.10a)

A

B=nB (3.10D)

zu wahlen.

Zuguterletzt ist noch die Frage zu kldren, was bei der Verwendung der Seiberg-
Witten-Abbildung mit dem Eichfixierungsterm Lg;, und dem Geist- Antigeist-Wech-
selwirkungsterm Lgeis¢ geschieht. Zunéchst erscheint es erforderlich, auch in diesen
beiden Termen der Lagrangedichte die Produkte durch Sternprodukte zu ersetzen
und die Seiberg-Witten-Abbildungen einzusetzen. Es ist aber auch moglich, mit der
folgenden Argumentation stattdessen die einfacheren kommutativen Terme zu be-
halten:

Zwar werden zur Herleitung der Seiberg-Witten-Abbildung (in dem Algorithmus
nach Barnich et al.) die BRST-Symmetrie und die Geister benétigt, doch ist die
Seiberg-Witten- Abbildung selbst unabhéngig davon. Insbesondere treten in den Sei-
berg-Witten-Abbildungen der physikalischen Felder selbst keine Geister auf. Es ist
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also moglich, nach der Konstruktion der Seiberg-Witten-Abbildung den Ubergang
von der Eichsymmetrie zur BRST-Symmetrie wieder riickgéngig zu machen. Dies be-
deutet, man verwendet nur den physikalischen Anteil der Lagrangedichte Lvang—wins
und setzt dort die Seiberg-Witten-Abbildungen ein. Man erhélt dann eine Theorie
von kommutativen Feldern mit einer effektiven Lagrangedichte, die nach Konstrukti-
on die gleichen Symmetrien besitzt wie die urspriingliche Lagrangedichte Lvyang—rils-
Fiir die Quantisierung ist es also nétig, die Eichung wieder zu fixieren und Geister
einzufithren. Da die Symmetrie die gleiche geblieben ist, ist es moglich, auch den
gleichen Eichfixierungs- und Geist-Antigeist-Wechselwirkungsterm wie im kommu-
tativen Modell zu verwenden.

Das Argument, dass Eichfixierung und Geister nur mathematische Hilfsmittel
sind und die Details ihrer Anwendung physikalische Aussagen nicht beeinflussen
konnen, fiihrt zu dem Schluss, dass beide Wege (die Verwendung der kommutati-
ven Terme oder die Ubertragung der nichtkommutativen Terme) dquivalent sind.
Die Ubertragung der nichtkommutativen Terme entspricht einfach einer anderen
Eichung, die zwangsweise auch zu einer Verdnderung im Geistsektor fiithrt, unter
anderem auch zu anderen Feynmanregeln, die aber physikalische Ergebnisse nicht
verdndert. Fiir den Wirkungsquerschnitt gg — ¢q wird diese Unabhéngigkeit von
der Wahl der Eichfixierung im Unterabschnitt 6.2.1 gezeigt werden wird.

3.3 Entwicklung in ¢

Leider lassen sich die Seiberg-Witten-Abbildung nicht geschlossen analytisch darstel-
len. Daher ist es notig, die Seiberg-Witten-Abbildungen in einem kleinen Parameter
zu entwickeln.

Als erste Moglichkeit bietet sich natiirlich an, die Theorie nach dem Nichtkom-
mutativititsparameter ¥ = 1/A% zu entwickeln. Da bislang keine experimentellen
Hinweise auf eine nichtkommutative Raumzeit existieren, muss eine nichtkommuta-
tive Teilchentheorie postulieren, dass 9 sehr klein ist. Spéater wird Ayc auf 1 TeV
gesetzt werden, d.h. auf eine Energie jenseits der heutigen Beschleunigerenergien
(aber durchaus im Bereich zukiinftiger Beschleuniger, z. B. des LHC).

Die erste Ordnung in ¥ der Seiberg-Witten-Abbildung ist schon einige Jahre be-
kannt (siehe z. B. [18]), so dass es bereits viele Untersuchungen an nichtkommutati-
ven Eichtheorien mit Hilfe der Seiberg-Witten-Abbildungen gab. Calmet et al. kon-
struierten 2002 auf diese Weise eine komplette Erweiterung des Standardmodells[19].

Eine charakteristische phénomenologische Eigenschaft von nichtkommutativen
Modellen ist eine ausgeprédgte Richtungsabhéngigkeit von Wirkungsquerschnitten.
Insbesondere mitteln sich héufig die Effekte erster Ordnung heraus, wenn der
Wirkungsquerschnitt iiber den gesamten Raumwinkel integriert wird. In der Win-
kelabhéngigkeit des differentiellen Wirkungsquerschnitt hingegen tauchen im Ver-
gleich zum Standardmodell zusétzliche Oszillationen auf. Als Beispiel sei hier der
Prozess vy — ff genannt, der in [24] diskutiert wird.

Wihrend urspriinglich die Entwicklung der Seiberg-Witten-Abbildungen immer
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durch einen miithsamen Koeffizientenvergleich in einem geschickten Ansatz gefun-
den werden mussten, gelang es schliefflich, Methoden zur systematischen rekursiven
Losung der Seiberg-Witten-Gleichungen in jeder Ordnung in 9 zu entwickeln[21, 22].
Damit ist es nun also im Prinzip moglich, eine beliebige nichtkommutative Eichtheo-
rie in jeder Ordnung in ¥ auf eine effektive kommutative Theorie abzubilden.
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4 Entwicklung der
Seiberg-Witten-Abbildung in A

Eine Entwicklung der Seiberg-Witten-Abbildungen nach 1 hat den Nachteil, dass
sie nur in einem bestimmten Energiebereich giiltig ist. Fiir Energien grofler als
Anc miissen hohere Ordnungen beriicksichtigt werden. Auf diese Weise ist es nicht
moglich, das Hochenergieverhalten der Theorie zu untersuchen.

Einen Ausweg bietet die Entwicklung der Seiberg-Witten-Abbildung in der Homo-
genitdt in den Vektorbosonenfeldern Aﬁ‘, d. h. fiir ein beliebiges Feld F' € {C, A, U}
setzt man

F=plqgplp pblg (4.1)
Fll=F
F2 = MFA,F

FB = MM A,AF

Dabei sind M*, M* ... analytische Funktionen von Differentialoperatoren A9, A3,
Aa3, ... (vgl. Gleichung (1.8)), d.h. in den Ausdriicken FU1(i # 1) treten insbeson-
dere simtliche Ableitungen der ¢ Felder auf. Hier richtet sich die benétigte Ordnung
nicht nach dem gewiinschten Energiebereich, sondern nach dem Prozess und der
gewiinschten Schleifenordnung des betrachteten Wirkungsquerschnittes: Jede Ord-
nung der Seiberg-Witten-Abbildung fithrt zu Termen in der Lagrangedichte und
damit zu Feynmanregeln. Hohere Ordnungen fiihren zu komplizierteren Vertizes,
die in einem gegebenen Prozess erst ab einer gewissen Schleifenordnung relevant
sind.

Indem man andererseits simtliche Ordnungen von ¥ mitnimmt, ist es moglich,
das Hochenergieverhalten und die Unitariit der Theorie zu untersuchen. Die For-
meln, die man gewinnt, gelten fiir alle Energien (soweit man annimmt, dass die
Kopplungskonstante als Funktion von der Energie geniigend klein bleibt, was in
der kommutativen QCD zumindest gewéhrleistet ist). Wenn die Motivation fiir die
nichtkommutative Theorie aus der Regularisierung der UV-Divergenzen kommt, so
ist es zwingend notwendig, simtliche Ordnungen in ¥ zu beriicksichtigen. Wenn an-
dererseits die Theorie als reiner Limes einer Stringtheorie interpretiert wird, geniigt
es natiirlich, sich auf die untersten Ordnungen in 9} zu beschranken, da man von
vorneherein eine Energieskala vorgegeben hat, ab der die Theorie durch eine allge-
meinere Theorie ersetzt werden muss.
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Mit der Entwicklung nach A ldsst sich unter anderem die sogenannte Froissart-
Schranke tiberpriifen[2]: Diese besagt, dass in einer unitdren Theorie der Wirkungs-
querschnitt als Funktion der Energie /s nicht stirker steigen kann als log(s)?. Dies
soll am Wirkungsquerschnitt gg — ¢@ in der nichtkommutativen QCD getestet
werden. Es zeigt sich, dass die Erfiillung der Froissart-Schranke von der Wahl der
Seiberg-Witten-Abbildung abhéingig ist.

4.1 Benoétigte Ordnungen

In dieser Arbeit soll die Seiberg-Witten-Abbildung dazu verwendet werden, den
Wirkungsquerschnitt der Quarkpaarerzeugung durch Gluonfusion gg — ¢ in
Baumnéaherung zu berechnen. Fiir diesen Prozess gibt es vier verschiedene Diagram-

W O

Die benétigten Vertizes sind

ENPN §

1. der Eichwechselwirkungsvertex,
2. der Drei-Gluonen-Vertex,

3. sowie ein Kontaktvertex, den es in der kommutativen Theorie nicht gibt.

Dazu geniigt es,

e eine Korrektur AE] fiir die Seiberg-Witten-Abbildung des Eichbosons Au

e und zwei Korrekturen \iff} und \ifﬁﬂ fiir die Seiberg-Witten-Abbildung des Fer-
mionfeldes ¥

zu berechnen. Setzt man die zweite Korrektur AE’] fiir das Eichboson A in die La-
grangedichte der Yang-Mills-Theorie Lyang—wmins €in, so fithrt dies zu Feynmanregeln
mit drei Eichbosonen und mindestens einem weiteren Feld (da sdmtliche Terme in
Lyang—mins Mmindestens quadratisch in den Feldern sind). ‘ifE’ ] hingegen liefert Terme
mit zwei Eichbosonen, einem Fermion und mindestens einem weiteren Feld, und dies
gibt einen Beitrag zu dem Kontaktvertex.
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Eine genauere Analyse zeigt, dass der Wirkungsquerschnitt auch unabhéngig von
UBl ist. Dies liegt daran, dass der von B stammende Anteil der Feynmanregel
fiir den Kontaktvertex proportional zu den Bewegungsgleichungen des Quarks bzw.
Antiquarks ist (siehe Kapitel 5). Daher hiangt der Wirkungsquerschnitt effektiv nur
von der Wahl der ersten Ordnungen A und ¥ der Seiberg-Witten-Abbildungen
von Eichbosn- und Materiefeld ab. Dennoch soll W berechnet werden, um die
vollstandige Feynmanregel fiir den Kontaktvertex angeben zu koénnen.

Eine vollstdandige Auflistung aller Terme, die zu den jeweiligen Vertizes beitragen,
befindet sich vor der Herleitung der Feynmanregeln im Abschnitt 5.3

4.2 Rekursionsformeln

In diesem Abschnitt sollen die Formeln von Barnich et al.[22] zur rekursiven Berech-
nung der Seiberg-Witten-Abbildung vorgestellt werden. Neben den hier erwadhnten
Formeln fiir die Entwicklung nach Homogenitéit in A gibt es noch weitere, dhnliche
Formeln, die die Seiberg-Witten-Gleichungen Ordnung fiir Ordnung in ¢ 16sen.

Zur Ubersichtlichkeit werden in diesem Kapitel den gehuteten nichtkommutativen
GroBen andere Namen gegeben. Das Ergebnis fiir die Geister ist!:

Proposition 1. Eine spezielle rekursive Losung C' = 3", _, MM fiir Gleichung (3.8a)
mit hY = C' ist gegeben durch

k—
1

Fiir die Eichbosonen erhélt man?:

Proposition 2. Sei C' = Yowr b R wie in Proposition 1. Dann ist durch h =A,,

= —p (v[”f,ﬂ’f‘” h[’“+ng T hlt= ”) (4.3)

eine spezielle rekursive Lisung flu = e fl[f] fiir Gleichung (3.8b) gegeben.

Die entsprechende Rekursion fiir das Materiefeld ist in [22] nicht angegeben. In
Analogie findet man jedoch leicht:

Proposition 3. Se: C = Y ket h!¥l wie in Proposition 1. Dann ist durch m!Y = U,
k—1

ml = _pl0 (7[11m[k—11 —ig 3 Al m[k—l]) (4.4)
=1

eine spezielle rekursive Losung U = >y mE fiir Gleichung (3.8¢) gegeben.

'Proposition 3 aus [22]
2Proposition 4 aus [22]
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Dabei ist pl wie folgt definiert:

8L
5.2 w) = [ P L gtz (1.5
0
mit
(v} = {04 ...0,A%} (4.6a)
{2°} = {Bu ...0,0,C"} (4.6b)
= {0, ...0,0,C"}
{(w = {c* W w0, ...0,0) (4.6¢)
XA = OO L (4.6d)
FIA = 0,40 - 0,4 (4.6e)

Die runden Klammern bei den Indizes bedeuten die (normierte) Symmetrisierung
der Terme, also:

a(m .- 'auzAuz+1) = l n 1 | Z Vo (1) Oy, (L)AVU(LH)

o€eSh
I+1

z+1za”1”' O Ay (A7)

Oben wurde verwendet, dass die partiellen Ableitungen selbst nicht mehr symme-
trisiert werden miissen, da sie vertauschen.

Die Wirkung von pl% lisst sich so zusammenfassen, dass es Ableitungen vom
Geistfeld 0oC' durch symmetrisierte Ableitungen des Eichbosonenfeldes 0qrAq,)
ersetzt. Damit kehrt es in gewisser Weise den Operator v/% um. Genau erfiillt pl°
die Identitét

{7[0]7 p[O]}f(ya Zaw) = f(yv 2, w) - f(()? 0, w)? (48)

die im Anhang B.3 bewiesen wird. Bis auf den Term f(0,0,w) ist pl% also eine
kontraktierende Homotopie zu %
In den Berechnungen wird es notig sein, die unsymmetrisierten Variablen durch

symmetrisierte zu ersetzen und umgekehrt. Dies geschieht nach folgender Formel:

l

A 1
Oy - Oy A =0y - Oy Ay Z O P,
k:
l 1]
= 0o - On Ay + 7000 O Fy, (4.9)

Aus den Formeln folgt nun induktiv, dass die so konstruierte Seiberg-Witten-Ab-
bildung die Form (3.5) bzw. (4.1) hat. Aulerdem ist gewéhrleistet, dass die Statistik
unter der Seiberg-Witten-Abbildung erhalten bleibt.

38

+ bezeichnet die Linksableitung nach z¢
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Der Beweis fiir die drei Propositionen ist recht &hnlich und geschieht durch Induk-
tion. Fiir den Induktionsschritt wird die entsprechende Seiberg-Witten-Gleichung fiir
die Ordnung k aufgestellt. Diese hat die Gestalt

AU X — (4.10)

Nun wird (in den Variablen (4.6)) £(0,0,w) = 0 und 7% F = 0 gezeigt. Damit erhlt
man mit (4.8) X = pll [ als eine Losung von (4.10).

Im Folgenden wird der Beweis fiir Proposition 1 ausgefiihrt. Die Beweise fiir die
anderen beiden Propositionen sind dhnlich und werden im Anhang B skizziert.

Beweis von Proposition 1 (nach [22]). Der Beweis soll durch Induktion geschehen:
In erster Ordnung ist Gleichung (3.8a) erfiillt wegen vI°C' = 0:

%[C 0] —~C =igC * C + %fDEBCDCETB = igC* C —igCC =:r®  (4.11)

Insbesondere hingt der Restterm zweiter Ordnung 2l nur von abgeleiteten Geist-
feldern ab.

Angenommen nun, die Formel (4.2) liefert eine Funktion %=1 = S™F " bl die die
Gleichung (3.8a) bis zur Ordnung k — 1 16st, d. h.:

1
A =g 3 e (12

m2>0

wobei die Zahl in eckigen Klammern die Ordnung der entsprechenden Restterme
angibt. Anwendung des Operators v — ig[h*~1 * -] auf die linke Seite von Gleichung
(4.12) liefert:

. 2
— . — _ ? _ _ — — —
P =gl ) — G I = S P Y =0, (413)

wegen:

2. [X ¥ [X * X]] = 0 fiir beliebiges X, sowie

3. Y[X 1 X]=29(XxX) =2(7X)* X —2X %y X = —2[X * 7X] fiir fermionisches
X.

Dies bedeutet fiir die rechte Seite in niedrigster Ordnung, dass % = 0 sein muss.
In Ordnung k verlangen die Gleichungen (3.8a) und (4.12):

k=1
1
APl = A [ pl=1] ig; §[h[’] « pli=ll) = _plH (4.14)
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Falls r*/(0,0,w) = 0, so gilt also
lH) (o001 0]y K] 0] 0l Ik (4.15)

und eine Losung von (4.14) ist gegeben durch h["C = —plpF | wie behauptet.
Nun muss man sich noch vergewissern, dass r*(0,0,w) = 0. Dazu geniigt es zu
zeigen,

1. dass r* nur von differenzierten Geistern abhingt,
2. und dass ¥l verschwindet, wenn man die Geister auf Null setzt.

2. folgt leicht per Induktion, indem man zeigt, dass in der Reihenentwicklung jeder
einzelne Summand proportional zu (mindestens) einem (differenzierten oder undif-
ferenzierten) Geist ist (denn !V fiigt jedem Summand einen Geist hinzu, auch das
Sternprodukt erhoht die Anzahl der Geister, und pl” verringert die Anzahl der Gei-
ster um 1).

Es bleibt also noch 1. zu zeigen. Fiir £ = 2 wurde diese Behauptung bereits expli-
zit gezeigt. Fiir k > 2 argumentiert man wieder durch Induktion: Wenn rl fiir [ < &
nur von differenzierten Geistern abhingt, so hingt auch hll = —pl%7l nur von dif-
ferenzierten Geistern ab. Die einzige mogliche Abhéngigkeit von nichtdifferenzierten
Geistern in 7*) kommt also aus den Termen ~MakE=1 —ig[C, h*~1] und diese hebt
sich genau heraus:

oL f

& B D\~E

P

_ng BcD 8CE)—|—(3 CD>CE]8I/7JC
bE P 8(8,CF)
aL
- zgz CRENT ﬁB) +ig» _[C, 8pC]BW(%
= [C, 1, (4.16)

wobei in der Berechnung nur die relevanten Terme (mit nichtdifferenzierten Geistern)
beriicksichtigt wurden. O

Wie oben bereits erwéhnt, erkennt man an der expliziten Form der Seiberg-Wit-
ten-Gleichung in Ordnung k (4.14), dass die Losung nicht eindeutig ist. Im Prinzip
ist es moglich, in jeder Ordnung k zu h* einen Term AAF! (der selbst wieder von
der Ordnung k in den Feldern sein sollte) mit v Ah¥l = 0 zu addieren. Dabei muss
allerdings beachtet werden, dass dieser zusitzliche Term mit pl% vertraglich ist, dass
also die Rekursion in hoheren Ordnungen nicht gestort wird. Dazu ist hinreichend,
dass auch Ah¥ nicht von undifferenzierten Geistern abhingt.

Ahnliche Mehrdeutigkeiten erhélt man auch bei den Seiberg-Witten-Abbildungen
fiir das Eichboson- und das Materiefeld. Eine vollstandige Analyse der Mehrdeutig-
keiten findet sich im Abschnitt 3.6 von [22].
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4.3 Berechnung der Entwicklung

Wie auch in Absatz 3.5 von [22] bemerkt wird, ist es moglich, die Seiberg-Witten-
Abbildung allgemein und unabhéngig von der Eichgruppe auszurechnen, indem man
die Strukturkonstanten der Lie-Algebra in der Rechnung nicht durch ihre Werte er-
setzt. Es stellt sich sogar heraus, dass das Einsetzen der Strukturkonstanten im
allgemeinen Fall zu keiner analytischen Vereinfachung fiihrt, wenn die Strukturkon-
stanten nicht durch eine einfache Formel gegeben sind. Erschwerend kommt hinzu,
dass neben dem Kommutator zweier Generatoren in der Rechnung auch Antikommu-
tatoren auftreten. Falls man diese ersetzen will, so muss man in die einhiillende Alge-
bra gehen und einen weiteren Strukturtensor einfithren. Ausnahmen sind natiirlich
abelsche Eichgruppen sowie die SU(2), in denen man (zumindest in gewissen Dar-
stellungen) einfache Formeln fiir den Kommutator und den Antikommutator kennt.

Mit den im vorhergehenden Abschnitt gegebenen Formeln wurden jeweils zwei
Korrekturterme fiir das Geistfeld und das Materiefeld, sowie ein Korrekturterm fiir
das Vektorbosonenfeld berechnet.

Die Berechnungen laufen immer nach dem selben Schema ab, werden aber schon
in der zweiten Ordnung sehr ldanglich. Die Formeln des vorherigen Abschnittes las-
sen sich in die Form X = pl0lF bringen, wobei sich F' normalerweise in wenigen
Zeilen berechnen lasst. F' ist eine Reihe von Produkten aus Raumzeitableitungen
von k + 1 Feldern. Das zentrale Problem ist nun die Auswertung von pl%. Dafiir ist
es notwendig, eine ,, Variablentransformation® in die symmetrisierten Variablen (4.6)
zu machen. Ab der zweiten Ordnung muss F' mit der Produktregel so umgeformt
werden, dass jede Ableitung nur noch auf ein Feld wirkt. Dies fiithrt zur Einfithrung
von Binomialkoeffizienten. Anschliefend konnen die Variablen symmetrisiert werden
nach Gleichung (4.9). Hierbei kommt es zu ,Randtermen® in den Reihen tiber die
abgleiteten Felder, da das nicht differenzierte Feld A, nicht symmetrisiert werden
muss. Dies bedeutet, dass die Anfangsterme der Reihe besonders beachtet werden
miissen und bei den Indizes, iiber die summiert wird, aufgepasst werden muss. Nun
wird pl nach der Produktregel angewendet. Dies fiihrt zu weiteren Randtermen, da
die undifferenzierten Geister von pl anders behandelt werden als die differenzierten
Geister. Anschlielend wird die Symmetrisierung riickgdngig gemacht.

Man erkennt, dass sich die Anzahl der Terme in jedem Schritt vervielféltigt, und
eine effektive Zusammenfassung ist im Allgemeinen kaum moglich. Man kann jedoch
gewisse allgemeine Aussagen iiber die Form der auftretenden Terme machen. Dies
soll am Beispiel von der zweiten Korrektur fiir das Materiefeld m!® erldutert werden:

Nach Definition besteht m!3 aus Termen proportional zu A, A, V. Die Raumzeitin-
dizes p1, v miissen nun kontrahiert werden. Aus den Rekursionsformeln (4.2) bis (4.4)
folgt, dass dies nur iiber den Tensor ©* méglich ist*. Dieser Tensor fiihrt weitere
Raumzeitindizes ein, die nun ihrerseits entweder durch die Indizes der Eichbosonfel-
der oder durch partielle Ableitungen kontrahiert werden miissen. Die Losung ist also

‘Die Felder A,, und die partiellen Ableitungen 0, treten stets mit unteren Indizes auf, wihrend
der Tensor ©°7 stets obere Indizes besitzt. Andere Grofien mit Lorentz-Indizes treten nicht auf.
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eine Linearkombination aller Moglichkeiten, die Indizes zu kontrahieren. Dabei er-
gibt sich aus dem Algorithmus noch die Randbedingung, dass ein Faktor ©°7 stets
zwei verschiedene Felder miteinander verkniipft, d.h. Terme wie ©70,A, treten
nicht auf. Man erhélt also

ml = 0" F[A12, A3, Aoz A, AT (4.17)
+ O*OP Fy[ A2, A3, Nes|0,A,,0, AV
+ OO F3,[A12, 13, N3]0, A, A0,V
+ OO F34[A12, A3, Nas] A0, A0,V
+ O*OP7 Fy[ A2, N3, Nas] ApAp0,0, Y

Dabei sind F; bis F; Reihen der Differentialoperatoren Aja, A, und Aoz (siehe
Gleichung (1.8)), d.h. analytische Funktionen von drei Variablen, in die diese Dif-
ferentialoperatoren eingesetzt werden.

Die Liste der moglichen Terme fiir die zweite Korrektur des Geistfeldes hl¥ ist
wesentlich ldnger, da sich auf Grund der Matrixstruktur von A,A,C eine groflere
Vielzahl von Kombinationsmoglichkeiten ergibt, wihrend das ¥ in m/[3 immer an
der letzten Stelle stehen muss (vgl. das Resultat in 4.4.5).

Im Folgenden werden die Ergebnisse der Rechnung dargestellt. Fiir die ersten
Korrekturen von Geist- und Materiefeld hl? bzw. m!? ist die Rechnung mit angege-
ben, fiir die anderen Korrekturen £, 28 und m® befindet sich die Rechnung im
Anhang.

Natiirlich ist es bei einer derartigen Rechnung von grofler Bedeutung, eine
Moglichkeit zu haben, die Ergebnisse zu verifizieren. Zunéchst einmal gab es die
Moglichkeit, diese Resultate mit den entsprechenden spezielleren Resultaten von
Jorg Zeiner fiir die U(1)-Eichtheorie zu vergleichen[25].

Eine weitere Verifikationsmoglichkeit liefert das Einsetzen in die Bestimmungs-
gleichungen (3.5). In der Notation von oben ist also Y X¥] = F zu bestitigen.

Beide Tests wurden fiir sémtliche Resultate ausgefiihrt und lieferten ein positives
Ergebnis. Im ersten Falle konnte die Ubereinstimmung im Spezialfall gezeigt werden.
Die Rechnungen fiir den zweiten Test befinden sich im Anhang D.

4.3.1 Die Multiindexschreibweise

In den folgenden Rechnungen wird es nétig sein, mit sehr vielen Indizes zu arbeiten.
Dabei kommt es oft vor, dass iiber Terme mit unterschiedlicher Anzahl von Indizes
summiert wird (wie z. B. beim Sternprodukt). Aus diesem Grund empfiehlt sich eine
Multiindexschreibweise, die im Folgenden erldautert werden soll.

Die Ergebnisse werden zwar — bis auf k¥ — stets auch in einer Form ohne Multi-
indizes dargestellt werden, doch zum Nachvollzug der Rechnungen ist eine Kenntnis
der Multiindexschreibweise unabdingbar.

Ein Multiindex « ist definiert als ein k-Tupel a = (a1, ag, ..., qx) fir ein k =
|a| € Ny. Dabei sollen die folgenden Schreibweisen gelten:
Oaf =04y ... Oa f (4.184a)
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k
SR G (4.18b)

1=1

Beim Ubergang von den symmetrisierten Koordinaten zu den gewohnlichen Fel-
dern (4.7) sowie bei der Anwendung der Produktregel wird es nétig sein, einen
Eintrag eines Multiindizes zu entfernen oder einen Multiindex in zwei Multiindizes
verschiedener Grofle zu zerlegen. Dazu dienen die Schreibweisen

Al = (gi1, ... )

o’ = (aq,..., )

‘o= (gany -, Q) (4.19)
o= (g, ..., Q.. ).

Der Hut zeigt dabei das Auslassen eines bestimmten Eintrages an. Insbesondere gilt
also (bis auf eine Umordnung der Eintrége in der zweiten Zeile)

a=(a a) (4.20)

~ (o, o)

Bei den Umformungen mit den Multiindizes ist schlieflich noch zu beriicksichtigen,
dass die Multiindizes selbst zwar immer geordnete Tupel sind, dass die Ordnung aber
in vielen Fillen keine Rolle spielt. In der Regel treten Paare o, 8 von Multiindizes
auf, z. B. in ©%, bei denen es nur darauf ankommt, dass die paarweise Zuordnung
der Elemente (g, k) nicht verloren geht.

Als Beispiel fiir die Multiindexschreibweise sei hier die Reihendarstellung fiir das
Sternprodukt angefiihrt:

= (i9)e

AxB= ) e 0aADp. (4.21)
k=0
=18k
Die Bedingung || = |B| = k fiir die Summation wird in den Berechnungen nicht

jedes mal angegeben sondern stets implizit verlangt werden.

4.4 Ergebnisse der Entwicklung

4.4.1 h? - erste Korrektur fiir das Geistfeld
Nach Gleichung (4.2) ist

ig
Rl = —pl0l (7[110 ) [C C’])
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Mit /1IC = 2 [C, O] folgt
W = pl 229([0 C] - [C,C)) = igl(C « C - CC)
< (i2)
pO] Z (le' Qb @akﬁk@al N -(9%0‘4851 N -aﬁkCBTATB
k=1

In der Multiindexschreibweise (vgl. 4.3.1) hat man:

= (i5)Fe?
R :igp[o]zzTﬁ CAOgCPT Ty

k
[0]1 - (Zg)k aB A B kBa B A
= igp 52 - (005 CA05CF — (—1)*0P*05CF 00,C4) TaTs
k=1
. [0]1 - (g)k@aﬁ A B k
= igp §ZT8 CA05C" (TaTp — (—1)*TBTa)
k=1 ’
ol o= (12)kees
zzgp[obz%@ CA05CP [Ty, Tpx (4.22)
k=1

mit der Definition:

[T4,Tp] wenn [ gerade ist

[Ta, Tgl; = TaTp — (—1)'TpTs = { (4.23)

{T4,Tg} wenn [ ungerade ist
Dabei wurde die Antisymmetrie 92 = (—1)*©P sowie 0,C105CF = —05C0P9,C4
verwendet.

Nun muss pl” ausgefiihrt werden. Die Wirkung von pl ist es, differenzierte Geister
0,C4 durch Eichbosonen ﬁ(akAék) zu ersetzen. Das Integral in der Definition von

pl% liefert lediglich einen kombinatorischen Koeffizienten. Ausfiithren von pl liefert

also mit o := (¥, ay,), B := (8", Br)

1 o Q k@a,@
g [ e FZ%@WA 9aC”
0 .

- aaCAa(ﬁkAgk)) (T4, T

_ (—1)’faﬂcBa(akA§k)[TB,TA]k>

g 0% SN (i2)kFes
2 2 Z (]f;_|_1)| O(a A 0803C [T, Tilrsr (4.24)
k=0 '
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Die Symmetrisierung von a(aAé) kann weggelassen werden, da der Koeffizient
OB diese Symmetrisierung automatisch iibernimmt. Also kann man schreiben:

Al = _g 2 2 ((li fl))'AﬁavCB [Ta; Tkt (4.25)
k=0 '

Die Reihe in diesem Ausdruck lisst sich nun umschreiben, und dies liefert insgesamt®:

B g YO cos N g —
2 2 N12

1
A29,CP [Ty, Tg]

,19@/“/ sin /\12
]

A B
o An0.C {TA,TB}) (4.26)

4.4.2 f,[f] - erste Korrektur fiir das Eichboson

Mit A2 ldsst sich nun der erste Korrekturterm fiir das Eichfeld berechnen. Man
erhélt (vgl. Anhang C.1):

YO8 gin(A
i = g7 )

Oa AL AG{TA, T}

2 N12
B gﬁ(zaﬁ 5(2;\(1/2\12)8“A§A§{TA, Ts)
%g ﬁ@zaﬁ 0(22 (1/2\12) O, AAABIT, Ty
) g Qg@;tﬁ ﬁ@;’ﬁ' sin(Aqa) /?% 25<2>(/\12) O 0, AL AL (T T}
%gﬁ(zaﬁ 19@20"6’ cos(A12) —/1%2— C(Q)MIQ)aazauAéﬁgAﬁ [Ta,Tp]  (4.27)

mit®

s = [l 3> (8

k ungerade

“ cos(t) — iz)k
co = [0 a3 48

k gerade

Diese Losung fiir die Seiberg-Witten-Abbildung soll von nun an die pl¥-Losung
heiflen, um sie von der alternativen Losung zu unterscheiden, die im néchsten Ab-
schnitt definiert werden soll.

®Dies ist die Formel (3.39) in [22], bis auf einen Faktor 3, der dort fehlt.

65(2) wird auch als Integralsinus Si bezeichnet. C'? steht iiber die Euler’sche Konstante vz mit
dem Integralkosinus Ci in der Beziehung C'?)(2) = Ci(z) — log(|2]) — V.
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4.4.3 Alternative Losung fiir f,[f]

Es soll nun noch eine zweite Losung der Seiberg-Witten-Abbildung fiir das Eichboson

in zweiter Ordnung angegeben werden. Diese Losung geht auf einen Artikel von

Cerchiai et al. zuriick, die mit Hilfe einer Differentialgleichung einen Algorithmus

zur rekursiven Losung der Seiberg-Witten-Gleichungen gefunden hatten[21], und

zwar Ordnung fiir Ordnung in ¢. Jorg Zeiner gelang es, diese Differentialgleichung

fiir abelsche Eichtheorien in erster Ordnung A und allen Ordnungen in ¥ zu l6sen[25].
Aus der abelschen Losung

’19@&6 Sin(/\lg)
2 N1z

(200 A, A5 — 0, A Ag) (4.28)

ist es moglich, durch heuristische Uberlegungen (gewonnen aus dem Vergleich der
pl%-Losungen der Seiberg-Witten-Abbildungen fiir den abelschen und nichtabelschen
Fall) aus der abelschen Losung eine allgemeinere Losung zu erraten. Dazu ersetzt
man zunéchst

1
A A, — §A;‘AE{TA,TB}

Im zweiten Schritt fiigt man zu jedem Term einen weiteren Term hinzu, in dem
man in den auftretenden analytischen Funktionen die Reihen, die sich vom Sinus
ableiten, durch die entsprechenden analytischen Funktionen ersetzt, die sich vom
Kosinus ableiten, wobei noch gewisse Faktoren i auftreten:

sin(z) L cos(z)

z z
2 2
S (2) _ —iC (2)
z
AuBlerdem wird in den ,,Kosinustermen* der Antikommutator durch einen Kommu-

tator ersetzt.
Die Losung nach Cerchiai (im Folgenden alternative Lisung genannt) lautet

2 _ +gz9@ 81n(/\12)

! s A AG{Ta, T}
~ g2 COS(AAZ) 0, AR AB (T, Ty

B g%ﬂﬁ Sm/gi\;z)a“AﬁAﬁB{TA’ Ty}
%gz%;aﬁ cos(//\\1122) - 1auAéAg[TA>TB]

Die wichtige Eigenschaft dieser Losung ist, dass es keinen Term pr ]portlonal zu ©2
gibt. Wie sich spéter zeigen wird, ist es dleser letzte Term von f (4.27), der die
Froissart-Schranke verletzt.
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Da f; nicht berechnet wurde, muss die Eichdquivalenzbedingung nachgerechnet

werden:

A0 12 — +9M Si“(i”)aaauCAAg {Ta, Tn}

N gﬁ(zaﬁ sin/Ei\zlz)aaAﬁaﬁcB{TA’ Ty}
B 2,919@2&5 cos(/>\1122) - 1808MCAA§ (T4, 5]
~ iy el =L, 420,01, T

B gﬁ(zaﬁ Sin/gi;u)@,ﬁaCAAﬁB{TAa Ts)
%gﬁ(zaﬁ cos(/>\1122) - 18u8aCAAg T, Ts]
%9196206 COS(/>\1122) - 18#‘42%03 [T, T

_ 19(3@5 sin/Ei\;z)Aﬁa“Cg{TA’TB}

+ gsin(A12) A CP{Ty, T}

909 cos(Ay) — 1
+ig— COS(/\1122> AL0uCF(Ta, Tp]

_ Z’g(cos(/\u) — 1>A30B[TA7 TB]

g0 sin(A19) 4. g
g A Ty, T
T2 ap e T Th)
afl o3
- gﬁ@ Sln(/\u)auAéach{TA’ T}
2 2 N12
ig 9O cos(Ap) — 1 Ap OB
g WAL, CFTa, T,
2 2 A12 ’ o
. aﬁ —
ig VO cos(A1z) — 1 0, AL0sCP [Ty, Tp)
2 2 A12

= —ig(COS(/\lg) - 1>AﬁCB[TA7TB]
+ gsin(Aw) AL CP{Ty, Ty}

g0’ rsin(A12) 4 p
-5 8u< o AaCﬁ){TA,TB}

i_g??@o‘ﬁ cos(A1i2) =1 4 B
T2 2 Aro ALCE )T T

= —ig[As O] = 1A, + 9,h
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(vgl. Gleichung (C.4)). Damit erfiillt f” die Seiberg-Witten-Gleichung (3.8b) in zwei-
ter Ordnung.

4.4.4 mlY - erste Korrektur fiir das Materiefeld
Die Rekursionsformel fiir m/? lautet:
ml? = —pl% (YW —igC + ¥) = —pl% (igCW — igC * V) (4.29)
Man erhélt also
m? =igp(Cx ¥ — CT)

;- 510] S (ig)k@aﬂ A
=1g9p ZT&"C T40pY

1 0 -9 k@a,@
:ig/ @[ZL@ Al \TAdgV
0

t k! ko)
k=1
908 & (i2)0P
= —g 8 A 0/305
2 = (k+1)!
ﬁ@aﬁ (Z/\lg)
=—9— Z(k+1) An0V (4.30a)
908 _
:_ng?@ exp(l»/\u) 1Aa85\11 (4.30b)
2 ’L/\12

Dabei konnte die Symmetrisierung von 0, A, weggelassen werden, da der restliche
Term bereits symmetrisch ist.

4.4.5 hB - zweite Korrektur fiir das Geistfeld

Nach langer Rechnung (siche C.2) erhélt man als zweiten Korrekturterm fiir den
Eichparameter:

h[3} _ 9_219@;111 9Oro 00 ( )k—i—l@aﬁ @75 < )3m+2kz+5

12 2 2 £ (k+1 ((+1) < m+k+ 2

=0

8,7A085m8 8 AAanéaﬁa C [TC7 [TAaTB]k+1]l+1

g* 90 9P N (ig)FHeP o0 3m + 2k + 2
12 2 2 & (k+1)! (+1)!~ m+k+1
=0
anpCaamaaAﬁanaﬁﬁﬁoayCB Te, [Ta, Telesi)is
l

ig® VO & (zg)’fﬂ@aﬁ@*rﬁz 1\ 3m + 2k +2 1
12 2 & (k+1)! m+k+1 l—m+k+1

=0
=1

m
m=0
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Dabei ist es wichtig, auf den Wertebereich der Indizes zu achten. Man erkennt, dass,
wie im Beweis von Proposition 1 behauptet wurde, nur noch Terme mit differenzier-
ten Geistern auftauchen (beachte dazu die Grenzen an den Summen).

Diese Reihen lassen sich im Prinzip durch bekannte analytische Funktionen
ausdriicken (vgl. Abschnitt 4.4.7). Dies fiihrt jedoch zu keinen schonen Aus-
driicken. Insbesondere muss hierzu die Matrixstruktur ausgeklammert werden, d.h.
jede Summe proportional zu [[T'4, T, Tc], miisste zunéchst aufgespalten werden
in vier Summen proportional zu [[Ta,Ts],Tc|, {Ta,Ts}.Tc), {[Ta,Ts],Tc} und
{{Ta, T}, Tc}, deren Vorfaktoren dann analytische Funktionen wéren. Dies fiihrt
zu einer Vervielfialtigung der Anzahl der Terme und macht den Ausdruck noch
uniibersichtlicher.

4.4.6 mB - zweite Korrektur fiir das Materiefeld

Die zweite Korrektur fiir das Materiefeld ist

B zg2 19@““ > ii iA12)*(1A13)"(1M23)° a—b+c+1
(a+ 1)!ble! (a+c+1)(a+b+1)

0 b=0 c=0
AAY
2 19@’“/ yere 2 e — ’L/\12 ’L/\13 (i/\23)c a—2b +c+ 2
2 ;;; alblcl(a + 2) (a+c+2)(a+b+2)
8,4,0,A,U
G200 YO SN H (iAlg)“(iAlg)b(iA23)0< 2
2 2 2 Ll alblc! (a+b+1)(c+1)
- ! + ! )A 0, An 03V
(a+b+1D)(a+c+2)  (a+c+2)(at1)) 7
_ 9_219@“1/ Jere e (’iAlg)a(’iAlg)b(i/\gg)c 2a +c—+2
2 2 2 il (a+ 1)ble! (a+c+1)(a+b+2)
0,A, A0,V

9_1990‘5 ﬁ@paii '&/\13 b Z/\23 (b—C)
2 = D+ D) c+ 1! (b+c+2)
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9_2199046 19@/“/ e — (’i/\m)a(i/\lg)b(i/\Qg)c 2a—i—c—|—1
2 2 2 Ll alb!(c+ 1)! (a+c+1)(a+b+1)
A, A00,050
ig® YOM : : :
= % 2 M[s} (Z/\lg,l/\lg,l/\gg)AuAy\If
YO 19@””
92 9 ME (’L/\lg,l/\lg,l/\gg)ﬁ A 8 A L
g% 96%» 19@“
2 2 5 ME}Ia(Z/\lg,Z/\lg,l/\gg)A 8 A 85\11
2 0O YOrT
ET 5 Mﬁlb(’l/\lg,l/\lg,l/\gg)a A A 8 U
2908 Yyore
%T B Mﬁl(l/\lg,’l/\lg,’l/\gg)/l A 0, 85 (431)

wobei die Funktionen M durch die entsprechenden Reihen definiert werden. Es ist
moglich, diese Reihen (und damit die Funktionen M) durch bekannte analytische
Funktionen auszudriicken. Dies wird im folgenden Unterabschnitt erldutert (siche
Formeln (4.37)).

4.4.7 Ausdruck der Seiberg-Witten-Abbildungen durch
analytische Funktionen

Der Algorithmus zur Berechnung der Seiberg-Witten-Abbildung liefert diese zu-
néchst in der Form einer Reihe iiber Potenzen von ¢. Diese Reihen leiten sich {iber
den Algorithmus direkt von der Exponentialfunktion aus der Entwicklung des Stern-
produktes ab. Daher sind die auftretenden Reihen allesamt gutartig: Thr Konvergenz-
radius ist oo, d. h. sie definieren ganze analytische Funktionen.

Es ist nun wiinschenswert, diese Reihen durch bekannte Funktionen, eben wie die
Exponentialfunktion, auszudriicken, denn dadurch ldsst sich z.B. das analytische
Verhalten der Seiberg-Witten-Abbildungen im Grenzfall hoher Energien untersu-
chen.

In der ersten Ordnung ist dies, wie oben gesehen wurde, ohne Probleme moglich.
Die auftretenden analytischen Reihen lassen sich ausdriicken durch

C9(2) = cos(2) = Z ((2222)' , (4.32a)
- !
0 cos(z) -1 o (i)
CW(z) = T2 = ; Iy (4.32b)
cos(z') — 2 (iz)F?
C(z / CW(z / %dz’ => (; k;))!2 o (4.32¢)
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(i2)2k+1

SO (2) =sin(2) =—i 2T (4.32d)
sin(z) — L (iz)%*
SM(z) = ( 2 ! = ; % (4.32¢)
2 _ : 1)/ I : Sin(zl) -1, _ - (iz)%—H
S()(z)——z/o SW(2)dz —/0 v dz _;(2/{:—1—1)!(2/{—1—1)’ (4.32f)
EO(2) = exp(2) = Z % (4.32g)
k=0 "
= 00(2) +i50(2),
EW(z) = exp(z) — 1 = kzzg G i o (4.32h)
=50 (2) —iCW(2),
E®(z2) = /Z EW(2)d = /Z e}(p(z#dz' = i ;TI; (4.32i)
0 0 k=1 """

= 0D (2) +iSP(2).

Mit diesen Funktionen ist es moglich, sdmtliche auftretenden Reihen iiber Poten-
zen von zwei Variablen auszudriicken. Man erhélt zum Beispiel:

= ABY 1
—EY(A+B 4,
mbzz ald! a+b+1 (A+B) (4.332)
X, Aepb 1 1
= —(EW(A+ B) - EY(B)) (4.33b)
a;() alb! (a+1)(a+b+2) A
A*Bb 1
> A EP(A+ B) (4.33¢)
ab=0
a+b>0
X, Aepb 1 1
= —(E®(A+ B) - E¥(B)) (4.33d)
ot alb! (a+1)(a+b+1) A
=L Aepb 1
=——(EYA+B
22 all (a+2)(a+b+2) (BT A+ D)

— E®(B) - AEY(A+ B)) (4.33¢)

Analoge Identitdten gelten fiir die vom Kosinus bzw. Sinus abgeleiteten Funktionen,
wenn man den Summationsbereich auf gerade bzw. ungerade Werte von a oder b
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einschrénkt (dies passiert z.B., wenn in der Reihe noch ein Matrixterm [T4, T5],
auftaucht und man die Terme nach Kommutator und Antikommutator sortiert).

Um die auftretenden Potenzreihen mit drei Variablen durch Funktionen aus-
driicken zu konnen, definiere

= A°BPCe 1
F(A B = . 4.34
(4,5,€) a%;() alble! (a+b+1)(a+c+1) (4:34)
Einige Eigenschaften von F' sind
F(A,B,C)=F(A,C, B) (4.35a)
1) 1)
F(0,B,C) = Z b O Z T 1 (B)EV(C) (4.35b)
A“C’C 1
F(A = = —(E®(A E® 4.
(40.0)= X ey ~ aETAFO-BO) (4359
F(A,B0)= > AB° l(E<2>(A +B)-E®(B)  (4.35d)
T (a+ 1l a+b+1) A '

a,b=0

Auflerdem erfiillt F' die folgenden partiellen Differentialgleichungen:

AaBch 1
F= = 0pdcF (4.
> Z W (@i bt arcery % (4.36a)
AaBch 1
AO4F + BOgF + F =  on(BVEV(AL ) (436h
e zb: e ar eyl SPBIET(A+C) (4.36b)
AaBch 1

= exp(C)EW(A + B) (4.36¢)

AﬁAF+CacF+F:aZbC alblel a+b+1

Mit dieser Funktion F' und ihren partiellen Ableitungen lassen sich die Funktionen
M[3 bis MI?\’; aus Gleichung (4.31) wie folgt schreiben:

ME(A,B,C) = F(A,B,C) - exp(B)% (E9(A+0) - EOC))  (437a)

+exp(C) = (E<2 (A+ B) — E >(B))

ME(A,B,C) = 084F(A,B,C) (4.37b)
+ exp(B % (E?(A+0)~ EO(C) - ABV (4 +0))
~ exp(C % (E®(A+ B) ~ E®(B) ~ AE(4 + B))
M (A,B,C) =2EY(A+ B)EW ( ) — 0cF (A, B,C) (4.37¢)
+exp(B) = (E(l (A+C)— (C))
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1
Mifn(4, B,C) - = 05F (A, B,C) +exp(e) 1 (BP(A+ B) - E(B))  (437d)

M(A,B,C) = %(E(l)(B +C) = ED(0)) - %(E(l)(B +C) — EY(B))

+2EW(C)EW(A + B) — F(A, B,C) (4.37e)

Es ist also nur noch nétig, F' selbst durch bekannte Funktionen auszudriicken. Dies
ist in der Tat moglich; es gilt:

F(AB.C) = E(OE%C) (E(z)((A + BﬁA + C)) _g® (@)
_ E@)(w) L E@)(BT?)) (4.38)

Leider hat diese Darstellung das Problem, dass man a priori nicht sieht, dass F' fiir
A = 0 iiberhaupt definiert ist. Daher ist diese Darstellung von F' auch fiir numeri-
sche Auswertungen fiir kleine A (insbesondere also fiir kleine ¥) nicht verwendbar;
stattdessen sollte die Reihendarstellung von F' verwendet werden.
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5 Storungstheorie: Feynmanregeln

In diesem Kapitel soll mit Hilfe der Seiberg-Witten-Abbildung eine nichtkommuta-
tive Yang-Mills-Theorie konstruiert werden. Zunéchst wird die entsprechende La-
grangedichte angegeben, anschliefend werden die Feynmanregeln hergeleitet.

Die Ergebnisse werden im néchsten Kapitel dafiir verwendet, in der nichtkommu-
tativen QCD den Wirkungsquerschnitt gg — ¢¢ in Baumnéherung zu berechnen.
Im Hinblick auf diese Anwendung werden nur die dafiir benotigten Feynmanregeln
angegeben.

Wie schon bei der Berechnung der Seiberg-Witten-Abbildungen ist auch hier die
genaue Wahl der Eichgruppe unwesentlich fiir die formalen Berechnungen. Um eine
spezielle Eichgruppe zu wéihlen, miissen nur die entsprechenden Strukturkonstanten
fape (die als komplett antisymmetrisch angenommen werden) eingesetzt werden.
Zusétzlich ist die Wahl eines zweiten Tensors dpc notig, um das Modell eindeutig
zu bestimmen. Dies wird in Abschnitt 5.2 genauer erldutert.

5.1 Die Lagrangedichte L

Ausgangspunkt zur Konstruktion einer nichtkommutativen Yang-Mills-Theorie ist
eine Eichgruppe G sowie die kommutative Lagrangedichte

L = Lyang—mils + Leichix T Leist (5.1)
1 » — .
»CYang—Mills - —§TI' F/M/F + Z \Da(zw - m)ab\I]b
a,b
1

Lgicnfix = _XTI (0"A,)(0"A,)
Laeis = 0,0 (D1 C7)
mit
F., =0,A, —0,A, —iglA,, A,
(Du)ab = auéab - ig(Au)aba
(Dy)ap = 0,048 + ngBcAf = 0,048 — 19[A,, - |aB-
Dabei sind (D,,)q und (D)) ap die kovariante Ableitung in der fundamentalen bzw.

adjungierten Darstellung von G.
Nun sind sédmtliche gewohnlichen Produkte durch Sternprodukte zu ersetzen:

A

L= ﬁYang—Mius + Luiensix + ﬁGoisu (5.2)
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A 1 ~ ~ - o~ ~
»CYang—Mills - _iTr F;u/ x FH + Z \Ila * (MD - m)ab * \Ifb,
a,b

riente = —%Tr (OA,) « (0 A,)
ﬁGoist = 8ué*A * ([7513 * CB)
wobei
wa = 8MAV - 0,,121” - ig[Au 3 Al/]a
(D) * Wy = 0,0, — ig(A,) * Ty,
(Dy)ap *VE =9,VA —iglA, * V]a.

Eine kleine Vereinfachung ldsst sich durch Verwendung der Formel

/d”xA(x) x B(zr) = /d“:cA(x)B(@ (5.3)

erzielen, die man leicht durch partielle Integration beweist. Da in der Wirkung stets
iiber die Lagrangedichte integriert werden wird, ist es moglich, in jedem Term der
Lagrangedichte ein *-Produkt durch ein gewohnliches Produkt zu ersetzen. Dabei
ist zu beachten, dass die Reihenfolge von gewthnlichem Produkt und Sternprodukt
wichtig ist, d.h. A« (BC) # (A* B)C.

Man erhélt also z. B.:

L= ﬁYang—Mius + Liiehsix + Leist (5.4)

o 1 A A = - ~
‘CYang—Mills - —§T1" F;,LVFMV + Z \Da[(zw - m)ab * \I]b]a
a,b

. 1 . .
EEichﬁX = —XTI" (8“14“)(8’04,,)
Leis = 0,04 (DY; + CP).

Es folgt sofort, dass die Propagatoren der nichtkommutativen Theorie mit den Pro-
pagatoren der kommutativen Theorie {ibereinstimmen, da die quadratischen Terme
beider Theorien identisch sind.

Im letzten Schritt verwendet man die Seiberg-Witten-Abbildungen, um die nicht-
kommutativen Felder Au = AM(A, U, C), U =U(A,T,C)und C = C(A, T, C) durch
ihre kommutativen Entsprechungen auszudriicken. Will man einen Wirkungsquer-
schnitt storungstheoretisch berechnen, so héangt die Anzahl der Terme der Entwick-
lung der Seiberg-Witten-Abbildung, die man wirklich einsetzen muss, vom Prozess
und der gewiinschten Schleifenordnung ab.

In diesem Falle ist das Ziel die Berechnung des Wirkungsquerschnitts gg — qq.
Dementsprechend sollen hier in die effektive! Lagrangedichte nur Terme aufgenom-

'Das Attribut ,,effektiv® bezieht sich keinesfalls darauf, dass es sich bei der Theorie insgesamt um
eine effektive Theorie handelt im Sinne einer Theorie, die nur bei gewissen Energien giiltig ist.
Vielmehr soll ausgedriickt werden, dass die Lagrangedichte nur die relevanten Terme fiir den
gesuchten Prozess enthélt.
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men werden, die in diesem Prozess eine Rolle spielen. Insbesondere werden alle Terme
mit mehr Feldern als drei Eichbosonen ignoriert, wie zum Beispiel Vertizes mit vier
Eichbosonen oder Vertizes mit drei Eichbosonen und einem Fermion-Antifermion-
Paar (vgl. Abschnitt 4.1). Also ist

'Ceff - ‘Ceff,Yang—Mills + £eff,Eichﬁx + ‘Ceff,Geist (55)
mit
Lo pm g L mm g Lo i) gl
Lt Yang—Mills = —§Tr F B — §Tr Foy FEme — §Tr FAF
uTH ~ 0] ~
+ I GIED T — m)a = B
a,b

~7.. ~[0] ~ < ~ 0] ~
+ Z WU[GD —m)w = 02 + Z VD —m)a )]

+ny” 0] +Z@L (D" — )y + B2

: . R . ~ [0] .
+ Z D" — m)a = quﬂ] + Z VD — m)w + U]

+Z\Ifl]zﬂjab* —I—Z\Ifl]zlﬁab*\lf[l —I—Z\If[2 zwab* ]

1 Al A A A
_ Ay pupte oy pl plze
= 5T F P — Ty Fl e

+Z@(i5’—m)\Ifa+Z\if—£?](za_m)@§1
+QZ\II (A, + 1) a

+Z‘1’ (i) = m)w +Z\1/21za )0,
+Z‘1’ (i — m\If[3+Z\p31 it —m),

+gZ\If wx U+ g > T4 bwb+g§j\1ﬂ2 w * U
a,b

1 R .
Left Eichfix = _XTI (auA,[}})(ayA[ul})

1 - - 1 . .
- XTI (8”AL”)(8”AL2}) - XTI (8”/15])(8”/1,[}])

_ _%Tr (0" A )@ A,) — ;Tr (9" A,)( A1)
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Lot caase = 0,0 (D » CUP) + 0,04 (DY + C1IP)
4 9,0 (D G19)
= 9,09 CN — igd, C* A+ Oy
+ 0,0 oA
wobei
Fl = 9,Al — 9,4l = 9,4, — 0,A,,
F =09,A0 — 9, Al — ig[Al) + Al
= 9,A2 — 9,AP —ig[A, 1 A,),
ab * \i]b = 8u\ila7

~ Man erkennt, dass die Terme, in denen die zweite Korrektur fiir das Materiefeld
Wl auftaucht, proportional zu den Bewegungsgleichungen

(i — m)¥ =0
(=i —m)¥ =0

sind. Dies wird dazu fiihren, dass der Wirkungsquerschnitt gg — ¢¢ unabhéngig von
Bl st

Wie in Abschnitt 3.2 erldutert, gibt es neben dem hier ausgefiihrten Verfah-
ren eine zweite Moglichkeit: An Stelle des nichtkommutativen Eichfixierungsterms
—+Tr (8" A,)(8”A,) kann auch der gewdhnliche kommutative Eichfixierungsterm
—3Tr (9" A,)(8”A,) verwendet werden. Dies fiihrt dazu, dass die Terme

2 A .
—XTr(a“Au)(ﬁ”A,[?]) in Lef Bichfix

und
9, CHA in Log st

in Gleichung (5.5) nicht auftreten.

Dieser alternative Weg (,,kommutative Eichfixierung®) ist moglich, da die Lagran-
gedichte der durch die Seiberg-Witten-Abbildung abgebildeten Theorie die gleiche
Symmetrie besitzt wie die Yang-Mills-Lagrangedichte. Dies fiihrt zwar zu unter-
schiedlichen Feynmanregeln, doch darf dies nicht zu unterschiedlichen physikalischen
Observablen fiithren. Im Falle des Wirkungsquerschnitts gg — qq léasst sich dies auch
recht einfach iiberpriifen (siche Unterabschnitt 6.2.1).
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Im Folgenden wird zunéchst der Weg der ,,nichtkommutativen Eichfixierung“ ge-
gangen. Dieser liefert die komplizierteren Feynmanregeln, und die Feynmanregeln
der kommutativen Eichfixierung ergeben sich daraus durch Weglassen bestimmter
Terme.

5.2 Der Tensor d pc

Der kinetische Term und der Selbstwechselwirkungsterm der Eichbosonen in der
Yang-Mills-Theorie beinhaltet eine Spur —%Tr F,, F*. Diese Spur gewéhrleistet,
dass die Lagrangedichte invariant ist unter Basistransformationen der Darstellung.
Zur Auswertung aller vorkommenden Spuren geniigen in der kommutativen Theorie
zwei Relationen:

1
TI'TATB = §5AB> (56&)
[T, Ts] = ifapcTec. (5.6b)

In der nichtkommutativen Yang-Mills-Theorie treten zusétzliche Spuren auf, die
sich nicht durch diese Relationen alleine auswerten lassen:

Te{Ta, Tp}Tc, To{Ta,Tp}{Tc,Tp}, Tr{{Ta,T5}Tc}Tp,

Die Argumente dieser Spuren befinden sich nicht mehr in der urspriinglichen Lie-
Algebra &, sondern bereits in einer einhiillenden Algebra &. Demnach héingen diese
Spuren davon ab, welche einhiillende Algebra man verwendet bzw. wie man die
Funktion Tr auf diese einhiillende Algebra fortsetzt.

Im Falle der Lie-Algebra su(N) der hermiteschen n x n-Matrizen mit Spur 0 kann
man als einhiillende Algebra die Lie-Algebra u(/N) aller hermiteschen n x n-Matrizen
wihlen; in diesem Fall gibt es eine natiirliche Wahl fiir die Spur Tr. In u(N) gilt

1
{Ta,Tp} = §5AB1 + dapcTc (5.6¢)

mit einem gewissen Tensor dspc, und diese Relation gestattet die Auswertung der
Spuren Tr {74, Tp}Tc. SchlieBlich benotigt man noch die ,Normierung“ der Ein-
heitsmatrix 1 und die ,,Skalarprodukte” mit den anderen Generatoren

Tr11 =N, (5.6d)
Tr17Ty = O, Ty 75 1, (566)

um wirklich alle Spuren ausrechnen zu koénnen.

Neben dieser einfachsten Wahl, gibt es andere Moglichkeiten, einhiillende Alge-
bren zu wéhlen und die Spur auf diesen einhiillenden Algebren zu wéhlen. Fiir den
Wirkungsquerschnitt gg — ¢ geniigt es, einen weiteren ,, Strukturtensor*

Ve = 2Tr {Ty, T} Te (5.7)
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anzugeben, um alle auftretenden Spuren zu berechnen: Dabei laufen T4, T und
Te nur iber die Generatoren der Lie-Algebra su(N). Spuren mit mehr als drei
Generatoren treten erst bei Vertizes mit mehr als drei Eichbosonen auf und werden
daher fiir den Prozess gg — ¢¢ in Baumnéaherung nicht benétigt.

Im Falle der Wahl & = u(N) gilt nun d’; 3 = dapc, und es stellt sich die Frage, ob
es noch andere Moglichkeiten gibt, den Tensor d'y - zu wéhlen. Aus der zyklischen
Invarianz der Spur folgt zunéchst, dass d’y g vollstindig symmetrisch ist. Auflerdem

ist 'y ein invarianter Tensor unter der adjungierten Darstellung der Lie-Algebra,
d.h.

focedeas + fpapdces + foBrdcar
2
= ;(TI" [TD, Tc]{TA, TB} + Tr Tc{[TD, TA], TB} + Tr Tc{TA, [TD, TB]})
=0 (5.8)

Man kann zeigen, dass es, abhingig von der Lie-Algebra, nur eine endliche Anzahl
linear unabhéngiger invarianter Tensoren gibt[4]. Insbesondere gibt es im Falle der
su(3) nur zwei linear unabhéngige Tensoren, namlich f4pc (dies folgt aus der Jacobi-
Identitét) sowie dapc, ausgewertet in der definierenden Darstellung. Aus Symme-
triegriinden folgt daher, dass d’yz- bis auf einen multiplikativen Faktor d eindeutig
ist:
1430 = ddAgc, d e R. (59)
In der Auswertung des Wirkungsquerschnitts im Kapitel 6 soll stets die
ynatiirlichste* Wahl d = +1 verwendet werden.

5.3 Die Feynmanregeln

Aus der im vorhergehenden Paragraphen entwickelten effektiven Lagrangedichte sol-
len nun die Feynmanregeln abgeleitet werden. Wie bereits oben erwéahnt wurde, sind
die Propagatoren die selben wie in der gewohnlichen Yang-Mills-Theorie. Fiir den
Eichwechselwirkungsvertex, den Drei-Eichbosonen-Vertex sowie den Geist-Eichbo-
sonen-Vertex erhilt man neue, kompliziertere Regeln, die ihren Ursprung jeweils in
mehreren verschiedenen Termen in der Lagrangedichte haben. Aulerdem erhélt man
einen zusétzlichen Boson-Boson-Fermion-Fermion-Vertex, der im Folgenden Kon-
taktvertex genannt werden soll.
Es ist demnach sinnvoll, die Terme der Lagrangedichte wie folgt umzusortieren:

1 s
Eprop = _iTr FBJF[IMV
1 17
— XTI (0"A,)(0"Ay)
+) W (i —m) W,

+ 9,00
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Lim, = +9 Z@a [Aay * Ty

a,b
+ ST - m) 82+ 366G - m) v,

PN 2 ~
Loy, = —Tr FIJFR — 1T (0" A,) (0" Al

Leay = —igd,C*[A" 1 O]
+ 9,0

'Cffbb = ‘l‘ Z \i/[[f](la — m)\iff}

+ 3T - m) 8P+ 36 id - m)w,

_ ~ — ~12] 57
9 Valday = U+ 9 Waldyy + Wi+ 9D WAy + W]
a,b a,b a,b

Im vorherigen Abschnitt wurden fiir das Eichboson zwei verschiedene Seiberg-Wit-
ten-Abbildungen AE] und A;?} angegeben. Dies fiihrt zu jeweils zwei verschiedenen
Feynmanregeln fiir den Drei-Bosonen-Vertex und den Kontaktvertex. Fiir diese Ver-
tizes werden beide Regeln angegeben.

Die Ubersetzung in Feynmanregeln (im Impulsraum) geschieht nun nach dem
folgenden Prinzip: Die einzelnen Terme werden ausgeschrieben als Funktionen der
kommutativen Felder und ihrer Raumzeitableitungen. Die Raumzeitableitungen ein-
zelner Felder werden dann mittels Fouriertransformation durch die Impulse der ent-
sprechenden Felder ersetzt vermoge

0, X () ~ (—ik,) X (k).

Die Tilde deutet hier den Ubergang zu den fouriertransformierten Feldern und wird
in Folge weggelassen. Diese Vorzeichenkonvention entspricht Impulsen, die in den
entsprechenden Vertex einlaufen. Fiir den Differentialoperator Ajs bedeutet dies die
Ersetzung

A XY = gawauxayy H(—mu)gew(—izy)){(/ﬁ)yu)

_ —gku(a“”lVX(k)Y(l) — —(KODX (k)Y ().

Im néchsten Schritt muss gegebenenfalls (z. B. beim Drei-Eichbosonen-Vertex 5.3.2)
iiber samtliche Permutationen von identischen Teilchen summiert werden. Schliellich
wird noch mit einem Faktor ¢ multipliziert.
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Der hier beschriebene Algorithmus liefert die sogenannten ,naiven“ Feynmanre-
geln. Diese liefern allerdings im Falle E # 0 eine Theorie, die nicht unitér ist. Es
ist zwar moglich, andere Feynmanregeln anzugeben, die unitédr sind, doch verliert
man dabei die Eichinvarianz[23]. Gegenwértig ist nicht klar, ob es moglich ist, eine
Storungsentwicklung zu machen, die sowohl unitéar als auch eichinvariant ist. Da-
her werden hier die einfacheren naiven Feynmanregeln verwendet. Diese liefern eine
eichinvariante Theorie, d.h. die Ergebnisse konnen mit Hilfe der Ward-Identitéten
tiberpriift werden (vgl. Unterabschnitt 6.2.2).

Im den folgenden Abschnitten befinden sich die Ergebnisse. Fiir die Eichwechsel-
wirkung und die Boson-Geist-Wechselwirkung ist die Rechnung ausgefiihrt, fiir die
anderen Vertizes befindet sie sich im Anhang E. Die kommutativen Feynmanregeln
sind in Tabelle 6.2 auf Seite 56 zusammengefasst.

5.3.1 Die Eichwechselwirkung

Die relevanten Terme fiir den Vertex

in der Lagrangedichte (5.5) sind

qqg = +g Z \II ab * \Ilb
+ Z@W —m) 2+ ST Ui — m)w
Der erste Term ist

L qe) gZ\If [Agpy * U]

= g\IlT07 (AS * W)
= gUTen" exp(i/\lg)(AS\If)
s qUT et exp(—i(p@l))AS\Il

und entspricht also der Feynmanregel

igTey" exp(ilOp) = igTey" exp(ipOk) = igTey" exp(ikOl).

45



Die alternativen Darstellungen erhéilt man mittels Impulserhaltung p+ &k +1 = 0

und pOp = 0 bzw. kO = 0.

Im Limes ¢ — 0 ergibt dieser erste Term die bekannte kommutative Feynmanregel

igTey" (vgl. Tabelle 6.2 im Abschnitt 6).
Der zweite Term ist

(Lage)2 = Z@a(z’&? — m)ul

19@&’6 eXp(’i/\12> —
2 N12
Eﬁ@aﬁ eXp(’i/\12> - 1Aaaﬁ\lf
2 A12
+ Zg@ﬁ(aaﬁ exp(i/\lg) -1

2 A12

. —19@066 exp(i/\lg) -
\\J

T 2 A12

— 90 exp(—ipOIl) — 1
2 —pOI

. —196% exp(—ipOl) — 1
v

TY S — 0

_ —190% exp(—ipOI) — 1 ,
+igW¥ 5 ey Au(—ilg) V)

— 908 exp(—ipOl) — 1
— —gU(m —p— z
gBm —y~ 51,22

L 4005w

= +igW (i) —m)

= —img

(idAn) 05V

L A, 05(id )

Au(—ils) T

~ —img

PAL) (—ilg) V¥

ToASY

und entspricht der Feynmanregel

JOHP exp(ilOp) — 1

Tc.
[©p ¢

ls(m—p—1)

Mit der Impulserhaltung £ + [ + p = 0 lésst sie sich schreiben als:

VIS exp(ikOl) — 1T

—tg ls(k +m) 01 -
Mit
T — _Z,gﬁ@aﬁ exp(—ii12) — 1714&85\1]
2 NA12

90 exp(iigg) — —
=— V) A,

19— . (OV)

aff . -1 .
_ —i—igﬁ@ exp(ifi2) (0,0)A,

2 N12
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fithrt der dritte Term

(Lage)s = + > W2 (id — m)w,

af . _ .
g PO eRNe) Ty G i~ myw,
2 A12
. 90 exp(—ikOp) — 1, . —
~ +ig 5 —rop (—ikg) WAL (] —m)¥,
90 exp(—ikOp) — 1, — c
= +9— e ks (] — m)ToAS W,

zur Feynmanregel
9O exp(—ilOk) — 1
() 8
2 -0k
Insgesamt erhélt man also als Feynmanregel:

(1 —m)Tc. (5.12)

igTe" exp(ikOI)
. 9OH8 exp(ikOl) — 1
—ig—5—1lp 01 (k +m)Tec
YO8 exp(—ilOk) — 1
LA R—TTs

, , WOM exp(ikOl) — 1
=iy (explivetyy + 5~ ST s — ) — b+ m) )

iYeHs

(] —m)Ty

= igTe <E<0> (ikOL)y* + EW(ikO1) (ka(] —m) — ls(F + m))), (5.13)

wobei die Bezeichnungen aus dem Unterabschnitt 4.4.7 verwendet wurden.

5.3.2 Der pl’-Drei-Bosonen-Vertex

Die Feynmanregel fiir den Drei-Eichbosonen-Vertex

Cop

lautet (Rechnung siehe E.1)

9(fapc cos(pOq) — dape sin(pOq))
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(" (m—p)° +9@— "+ 9"(qa—n)")
_gve’ <Sin(pG>Q) S@ (pOq)

9 T (15,8967 + qo6507) — 2 L2, g Y5289
2 2 { (00q) (Pe03% ¥ 40500 = gy e — )00

+ zykl.Perm.) doan

cos(pOq) — 1 C(pOyq)
— | 2———(pa030° + 4050°) — ————=(p, — q,,)0L6%
( (pOq) (adj 597) (pOq) ( )0a9;

+ zykl.Perm.) foan }

1
(g™ — (1 - )
g YO8 ﬁ@a’ﬁ’
2
sin p@q @) (pOq)
p®q

Par (pu QI/)QB(SQ&T’

y cos(pBg) —1 — C®(pOq)

+ zykl.Perm. }

(g — (= ). (5.14)

Die Funktionen S® und C® sind im Unterabschnitt 4.4.7 definiert. Die zykli-
schen Permutationen beziehen sich dabei auf die Vertauschung der drei Eichbosonen
AM(p), A7 (q) und AT (n).

Die Terme, die proportional zur freien (eichfixierten) Bewegungsgleichung (n? g+ —
(1—$)n*n”) sind, verschwinden, wenn sie auf ein duferes Boson (d. h. ein Boson auf
der Massenschale) treffen. Dies fiihrt dazu, dass im Falle des Wirkungsquerschnitts
g9 — qq die Symmetrisierung nicht ausgefiihrt werden muss, da sowieso nur der eine
Term {ibrig bleibt, bei dem die Bewegungsgleichung auf das virtuelle Photon trifft
(Diagramm C in Tabelle 6.1).

Fiir den Fall der kommutativen Eichfixierung erh&lt man im Wesentlichen die
gleiche Feynmanregel. Allerdings ist die freie eichfixierte Bewegungsgleichung durch
die freie eichinvariante Bewegungsgleichung ersetzt, d. h. die Terme proportional zu %
verschwindet. Im Abschnitt 6.2.1 wird gezeigt, dass beide Feynmanregeln zumindest
fiir den Wirkugnsquerschnitt gg — qq das gleiche Ergebnis liefern.

5.3.3 Der alternative Drei-Bosonen-Vertex

Mit der alternativen Form fiir Al ergeben sich einige Anderungen in den Feynman-

regeln. Die Rechnung ist jedoch &hnlich; es fallen lediglich die komplizierten Terme

Siﬂ(z);§(2)(z) bzw. cos(z);C(Q)(Z)

proportional zu weg, und die Funktionen C'® und S
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werden durch cos bzw. sin ersetzt. Man erhélt:

9(fapc cos(pOq) — dapc sin(pOq))
(g"*(n—p)" + 9" (p— )"+ 9°"(q —n)")

g ve°s (sin(p@q) sin(pOq)
- 2 00508 + qo0500) — ——(p, — q,,)0005
5 2{ (p0g) Pedsd +ae0500) — = =Py = 4)0505
+ zykl.Perm.) doap
cos(pOq) — 1 cos(pOq) — 1
— | 2——F—(Pad%0° 4 q0507) — —————(p» — q,,)0".05
< (»9q) (Pad305 + a0307) (»Oq) (o = )05
+ zykl.Perm.) chB}

(g™ —(1— %)n“n“)
= g(faBc cos(pOq) — dapc sin(pOq))
(9" —p)" + 9" (@ — )" +9""(q—n)")

g 19@066 o o o
— 5 B (2(pa5555 + %5251/) - (pl/ - %/)55455)
sin(pOq) cos(pOq) — 1
St VAP S . T kl.Perm.
( (p69) CAB (10q) foap +zy erm

(Pg" ~ (1= ). (5.15)

Fiir den Fall der kommutativen Eichfixierung muss die freie eichfixierte Bewe-

gungsgleichung wieder durch die freie eichinvariante Bewegungsgleichung ersetzt,

d.h. die Terme proportional zu % verschwindet.

5.3.4 Der pl’-Kontaktvertex
Die Feynmanregel fiir den Vertex

A p

lautet (sieche Anhang E.2)
90 ye's

—ohon,
Zg 2 2 [ee%

49



<kﬁlﬁ'(¢ +] —m) eXp(_z;é(?)l N1 eXp(_glilf@i?)) —~ 1TATB
. e )
—ig? 2007 lg <exp(—ik@p) exp(—;'c(]a(?l) AT ATR
+ exp(—ikOq) eXp(_;gGl)l) - 1657”TBTA>
_ig? ﬁzaﬁ ks (557” exp(_]ik@ip ) = p(—ig®IT,Ts
+ O eXp(_gng) -1 exp(—ip@l)TBTA)
+ig” exp(ikOI)
(-3 “Zaﬁ (2padtr + %%‘W%
R A TE
+ ;ﬁiaﬁ ( (o™ + qaégvy)—cos(];%? =
o — g) (P@C])> T, T
. ;ﬁ(zaﬁ ﬁ@a’ﬁ’pa 6= Desd <sln(p@q<)péq5)'2 #9977
,00s(pOg) (—p éq—)f @ (pOq) T, TB]) )

2

i (ko m) (V" (1 p, ) TaTs + V(1,0 9)TuT)

2

— i/ = m) (K, 4, Y TuTs + VP (k. p, ) T T). (5.16)

_ Die Funktion V* ist im Anhang E.2 definiert und stammt aus dem Beitrag von
UBl Wie man sieht ist dieser Beitrag proportional zu den Bewegungsgleichungen
des Fermionfeldes, also tragt er nicht zu dem Wirkungsquerschnitt gg — qg bei.

5.3.5 Der alternative Kontaktvertex

Aus (5.16) ergibt sich (durch dhnliche Uberlegungen wie im Unterabschnitt 5.3.3) die
Feynmanregel fiir den Vierervertex mit der alternativen Seiberg-Witten-Abbildung:

YO YO s
2 —okon,
2 2 o

tg

20



(i OO0 et 1
exp(—i(pOl)) — lexp(—i(kOq)) — 1
(pO1) (kOq)
exp(—igOl) —

qOl
exp(—ipOl) —
pOl

+ lg]{?g/ (p + l - m) TBTA)

, 908

1
— 19 527“TATB

ls (exp(—ik@p)

+ exp(—ikOq)

|
557VTBTA>

ﬁ@aﬁk (5“ Lexp(—ik©Op) — 1

fy +0p exp(—iqOl) T4 Tp

— 2’92
exp(—ikOq) — 1
kOq

+ ooy exp(—ip@l)TBTA)

2 af
g . (S v v v
+ 5} exp(ikOl) 5 <2(pa557“ + qa5g7 ) — 6hds(p — %))
sin(pOq) .cos(pBq) — 1
(W{TA,TB} + Zw[TmTB])
2
- i%(% +m)(V" (1 p, )TaTp + V" (1,4, p)T5Ta)

2

— i/ = m) VK, 4, ) TuTs + VP (k. p, ) T T). (5.17)

Wie schon im pl%-Fall sind die letzten zwei Terme proportional zu den Bewegungs-
gleichungen des Fermionfeldes und tragen daher zum Wirkungsquerschnitt nicht bei.

5.3.6 Die Boson-Geist-Wechselwirkung

Eine verénderte Feynmanregel fiir den Vertex

»

%

A
ey
v R
P q °-.
B C
gibt es nur fiir den Fall der nichtkommutativen Eichfixierung. Die relevanten Terme

in der Lagrangedichte (5.5) sind in diesem Fall

Lezg = —igd,C*A[A" ¥ C) 4 + 0,C* 9+ CPA (5.18)
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Betrachte zunéchst die erste Zeile

— z'g@”C*C[AM Cle
= —igoHC*¢ cos(A12)[Au, Cle + gorC*© sin(A12)[Au, Cle
= —jgoHC*¢ cos(/\lg)AﬁCB (T4, Tglc + gotC*c sin(/\lg)AﬁCB{TA, T}e
= +gfapc0"C* cos(/\12)AﬁC'B + gdapcO"C*° sin(/\lg)AﬁCB
~ gfapo(—ig")C* cos(—(nOp)) A5 CP
+ gdapc(—ig")C* sin(—(nOp)) A CP
= —igfapcq"C*® cos(n@p)AﬁCB
+ igd apcg"C*° sin(n@p)A/‘jCB
Dies liefert fiir 9 — 0 den kommutativen Vertex zuriick (vgl. Tabelle 6.2 im Kapitel
6).
Der zweite Term aus Gleichung (5.18) ergibt nach partieller Integration
— 99,C"orCPIe
YO cos Aig —

2 A12
,’19@“” sin /\12 A
2 A A“8”CB{TA’TB}C)
09, 9\ we (VO cos(—(nOp)) —
(=4)C ( 2 —(n©p)
[0 sin(~(nOp))
2 —(nSp)
YOM cos(nOp) —1 4 g
( 2 (n@p) AMpVC fCAB
_ UO" sin(nOp)

2 (nOp)

; 1
_ _%3#@0*0( A%0,CP [Ty, Tple

1 , :
Aﬁ(_lpu)CBszAB

Aﬁ(—z’p,,)CBdCAB)

ig2 *C
= Yee
2(]

Alp,C BdCAB)
Dies liefert die Feynmanregel

g 5 VO (cos(nBp) — 1 _ sin(nOp)
TPy ( (70p) fcas (10p) deap (5.19)

2
Insgesamt erhilt man also als Feynmanregel

—igfapcq"C*® cos(nOp) ALCP + igdapcq"C* sin(nOp) A CP

g o YO" (cos(nOp) — 1 _ sin(nOp)
(e e = iy o) 20

2
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6 Vergleich mit dem kommutativen
Modell: g9 — qq

In diesem Kapitel sollen die Eigenschaften des nicht-kommutativen Modells an
Hand eines Wirkungsquerschnittes beispielhaft untersucht werden. Dazu wurde der
Wirkungsquerschnitt gg — tt ausgewihlt, also Paarerzeugung von Topquarks aus
Gluonen. Es wird die Baumniveaundherung der Standard-QCD mit der Baumni-
veaundherung des effektiven nichtkommutativen SU(3)-Modells verglichen.

Das Topquark ist mit m; ~ 172,5GeV das schwerste Quark. Durch seine grofie
Masse besitzt es einige charakteristische Eigenschaften, durch die es moglich sein
wird, die Topquarkpaarproduktion von anderen Prozessen, wie Gluonproduktion
oder Paarproduktion von leichteren Quarks, z. B. am Large Hadron Collider zu un-
terscheiden.

Das Topquark ist extrem instabil und zerfillt quasi instantan. Der Hauptzerfalls-
weg fiihrt iiber ein Bottomquark und ein W-Boson. Das Bottomquark kann nun
identifiziert werden durch eine Technik, die b-tagging genannt wird:

Das Bottomquark besitzt im Gegensatz zum Topquark eine relativ grofie Lebens-
dauer und hadronisiert daher. Wegen der groflen Lebensdauer des Bottomquarks
zerfallt das Hadron, das das Bottomquark mit anderen Quarks gebildet hat, erst,
nachdem es eine gewisse Strecke zuriickgelegt hat. Die Messung diese Strecke liefert
ein Indiz fiir einen Bottom-Zerfall.

Wenn das Bottomquark identifiziert ist, ist es moglich, an Hand der Zerfallspro-
dukte des W-Bosons den Prozess als Topquarkpaarproduktion einzuordnen. Da bei
hohen Energien der Anteil von Gluonen in Protonen iiberwiegt, wird der dominante
Beitrag zur Topquarkproduktion am LHC von der Gluonenfusion stammen.

Da die Nichtkommutativitdtsskala Axc > 1 TeV immerhin knapp dreimal grofer
ist als die Topquarkproduktionsschwelle 2m = 340 GeV, sind die Ergebnisse in
dem Bereich, wo die Nichtkommutativitdt bedeutend wird, nicht sehr sensibel auf
Anderungen in der Masse. Insbesondere werden die Aussagen iiber den Limes grofier
Energien, die die Unitaritdt der Theorie betreffen, unabhéngig von der Quarkmas-
se sein und daher auch auf die leichten Quarks zutreffen. In den Abbildungen soll
aber, um den Parameterbereich einzuschrénken, stets nur der Wirkungsquerschnitt
mit der Topmasse dargestellt werden, da der Beitrag des Topquarks am ehesten
experimentell relevant ist.
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6.1 Der kommutative Wirkungsquerschnitt

In der QCD gibt es drei Diagramme A, B und C, die auf Baumniveau zum Wir-
kungsquerschnitt beitragen (siche Tabelle 6.1). Fiir den unpolarisierten Wirkungs-
querschnitt muss noch ein viertes Diagramm G, ein Geistdiagramm beriicksichtigt
werden, dass dazu dient, die nichtphysikalischen Freiheitsgrade aus dem Diagramm
C aufzuheben. Es wird nur dann benétigt, wenn man iiber alle Polarisationen der
einfallenden Gluonen mittelt. Bei der Mittelung kann man wéhlen, ob man entwe-
der nur iiber die physikalischen Freiheitsgrade summiert, oder ob man auch {iber die
unphysikalischen Freiheitsgrade mittelt und den fehlerhaften zusétzlichen Beitrag
durch das Geistdiagramm ausgleicht. Der zweite Weg ist oft einfacher, wenn man
an einem analytischen Ergebnis interessiert ist. Daher wurde diese Technik fiir die
Berechnung des kommutativen Matrixelements verwendet.

Die Feynmanregeln, nach denen diese Diagramme auszuwerten sind, sind in Ta-
belle 6.2 zusammengestellt. Fiir die ersten drei Graphen erhilt man

(5()57]]{) + m(sjk)(srt

Fa= g (R)ignts A Ot el ()l ()
(Co/y + mC k) rt w
Fi = @ (Kign! TE- 2’; = igyp Tk (el - (p)el . (q)

—s1 r Z o
Fo = 3, (g F TS0 5 (—gp0 + (1= PyRLGLY

srUs2 2
n
gf g (0 — )" + ¢ (a + )" — g™ (0 + p)’ )€ m, (D)L 1, (@)

Dabei ist A der Eichparameter.

Das Produkt der Matrixelemente mit den konjugierten Matrixelementen fiihrt bei
Summation iiber die Helizitdten der einlaufenden Gluonen und iiber den Spin der
auslaufenden Fermionen auf Spuren von ~-Matrizen und Generatormatrizen. Die
auftretenden Spuren iiber die Generatormatrizen sind

2

T TATBTATE = -3

T TATBTETA = 16
3

T TATA = 54 =38.

Die Auswertung geschieht dabei nach Cvitanovié¢[5] und ist im Anhang F ausgefiihrt.

Die Spur iiber die y-Matrizen wurde durch ein FORM-Programm berechnet[15].
Da es 8 verschiedene Gluonen mit jeweils zwei verschiedenen (physikalischen)

Polarisationen gibt, ist nach Spurbildung durch £ =8 -2 -8 -2 = 256 zu teilen.
Das Ergebnis fiir das gemittelte Betragsquadrat des Matrixelements ist

3

1
IM|? = g (—1—6+ 2(1/6t—5/6m2)+t_m2(1/6u—5/6m2)

2 1 1 1 4
— Iy m

P Py A e v ey prgy

(6.1)
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q
B, m o2  B,m op)

Av,u Sgi A,,U S,i

Tabelle 6.1: Die relevanten Feynmandiagramme fiir gg — ¢¢ in Baumné&herung. Der
Kontaktvertex X tritt nur der nichtkommutativen QCD auf. Das Geist-
diagramm G spielt nur bei der analytischen Berechnung des spinge-
mittelten Wirkungsquerschnittes eine Rolle und wird fiir die numeri-
sche Auswertung des nichtkommutativen Wirkungsquerschnitts nicht
benotigt werden.
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= igy"T!

A p
A p
k g% g" (k — p)P
= +9"7(p — q)*
P q

+97(q — k)]
B,v C.p
B, v Do
_292 [fABEfCDE (g,upgz/o _ g,ucrgz/p)
— +fACEfBDE(ngng _ g,ucrgz/p)
+fADE'fBCE (g,uugpo _ gupguo)]
A p Cip
A p
% = gfAB%"
EA~
. q "-.
B C

Tabelle 6.2: Die Feynmanregeln fiir kommutative QCD. Die Konventionen entspre-
chen denen von [9].
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s=(p+aq)
t=(p—k)? (6.2)
u=(p—1)>

die drei Mandelstamvariablen. Fiir den Fall verschwindender Fermionenmasse m = 0
erhalt man die einfache Formel
12 +u? 324+

2 a4t
M= gt -2, (63)

Wie man sieht, ist (6.3) homogen in der Energie. Aus dem Matrixelement ergibt
sich fiir vernachléssighbare Massen der differentielle Wirkungsquerschnitt im Schwer-
punktsystem nach der Formel[9]

do M]3
dQ  64rws’

Die Winkelabhéngigkeit steckt also alleine im Matrixelement M, und diese ist fiir
hohe Energien (also fiir vernachlissighare Masse m) unabhéngig von der Energie.
Der kommutative Wirkungsquerschnitt bestitzt also fiir hohe Energien eine Ener-
gieabhéingigkeit ~ 1/s und eine Winkelverteilung unabhéngig von der Energie.

Die Winkelabhéngigkeit des kommutativen Wirkungsquerschnittes ist in Abbil-
dung 6.1 gezeigt. Fiir die starke Kopplungskonstante oy = % wurde 0,09 verwendet
(siche Diskussion im Abschnitt 6.3).

(6.4)

6.2 Der nichtkommutative Wirkungsquerschnitt

Der nichtkommutative Wirkungsquerschnittes wurde numerisch untersucht. Es ist
zwar moglich, z. B. mit FORM[15] einen analytischen Ausdruck fiir den unpolari-
sierten Wirkungsquerschnitt zu gewinnen, doch besteht dieser selbst bei m = 0 aus
iiber 1000 Termen.

Zur numerischen Berechnung wurden die Fortran-Bibliotheken von O’Mega
verwendet[20]. Bei O’Mega ist es nicht notig, das Geist-Diagramm G zu beriick-
sichtigen, da explizit nur iiber die physikalischen Freiheitsgrade summiert wird.

Im néchsten Unterabschnitt soll zunéchst gezeigt werden, dass das Ergebnis fiir
den Wirkungsquerschnitt eichinvariant ist (im Sinne der Unabhéngigkeit vom Eich-
parameter \), und dass es keinen Unterschied zwischen der kommutativen und nicht-
kommutativen Eichfixierung gibt. Danach wird erklart, wie O’Mega zur Berechnung
des Wirkungsquerschnittes verwendet wird. Schliellich wird der nichtkommutative
Wirkungsquerschnitt dargestellt und mit seinem kommutativen Analogon vergli-
chen.
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Wirkungsquerschnitt

r der kommutativen QCD
' V5 = 750 GeV
(an) V5 = 1000 GeV
da/sum g L V5 = 2000 GeV .
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0 | : | -
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Abbildung 6.1: Der kommutative Wirkungsquerschnitt (S—S)SM bei verschiedenen

Energien. Fiir grofie Energien (in Bezug auf die Produktionsschwelle
2m ~ 350 GeV) verhilt sich (g—g) wie %, d.h. die tieferen Linien
entsprechen hoheren Energien.

SM

6.2.1 Eichinvarianz des Ergebnisses

In diesem Abschnitt soll gezeigt werden,
e dass der Wirkungsquerschnitt unabhéngig vom Eichparameter A ist,

e und dass das Ergebnis unabhéngig ist davon, ob man die kommutative oder
die nichtkommutative Eichfixierung wéhlt.

Beide Aussagen sind miteinander verkniipft und beziehen sich auf das Diagramm C
(vgl. Tabelle 6.1), denn nur in diesem Diagramm tritt (im Gluonpropagator und im
Dreibosonenvertex) der Eichparameter A auf, und nur in diesem Diagramm gibt es
einen Unterschied zwischen kommutativer und nichtkommutativer Eichfixierung.

Betrachte zunéchst den Fall der nichtkommutativen Eichfixierung. Schreibe die
Feynmanregel fiir den Dreibosonenvertex als

9(fapc cos(pOq) — dapc sin(pOq))
(g"*(n—p)" + 9" (p— )"+ 9" (g —n)")

lonZ% 1
+ gVine(p,a,n)(n°gl — (1 — L))
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(die zyklischen Vertauschungen tragen, wie in Unterabschnitt 5.3.2 erwahnt, nicht
bei). Dieser Vertex ist nun mit dem Propagator

1 Nu”
(g — (1=X)"5-) (6.5)
n2 e e

zu multiplizieren. Nach Definition ist der Propagator das Inverse der Bewegungs-
gleichung, daher verschwindet die Abhéngigkeit von A im zweiten Term:

9(fapc cos(pOq) — dapc sin(pOq))
(g"(n—p)°" + 9" (p—a)" +9"(q—n)")

L, . nun"”
?(Qu - (1- A);—Q)

+ Ve (s a:m)

Die bleibende Abhéngigkeit von A ist also proportional zu n”.
Der Index x wird nun mit dem Eichwechselwirkungsvertex (man beachte die Im-
pulskonventionen)

iyeHs

igTe (E<°> (kO Vs + Grp EW(ikO1) (—kp(—1 —m) + ls(—k + m))), (6.6)

kontrahiert. Dieser verbindet die beiden #ufleren Fermionlinien. Daher tragen die
beiden Terme proportional zu den Bewegungsgleichungen der dufleren Fermionen
nicht bei:
(I +m)v(l) =0
u(k)(f —m) =0
Ebenso verschwindet die verbleibende Abhéngigkeit von A
AN = N = MFE—=m)+ ([ +m)) —0 (6.7)

(dies ist die Stromerhaltung O* jg = 0 fiir j, = U7, 7¢V). Damit ist die Eichinvari-
anz gezeigt.

Betrachte nun das Diagramm in der kommutativen Eichfixierung. Der Unterschied
zur nichtkommutativen Eichfixierung besteht in dem Term proportional zu

oV 1
9Vipe(p: a,m) 5" (6.8)
Multiplikation mit dem Propagator liefert

ov nn"
gVXBC(]%Q?”)?? (69)

unabhéngig von A. Wie oben verschwindet dieser Term, wenn man 7" mit dem
Eichwechselwirkungsvertex kontrahiert: Es gibt also keinen Unterschied zwischen
kommutativer und nichtkommutativer Eichfixierung.

Diese Uberlegungen sind offensichtlich unabhingig davon, ob man die p®-Seiberg-
Witten-Abbildung oder die alternative Seiberg-Witten-Abbildung verwendet.
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Diagramm Terme Farbstruktur

A Fa ~TyTg
B (QQQQ.) Fy ~TpTy
C Fci ~ fasc

fC2 ~ dABC

Fx1 ~T4Tp
Fxa ~TgTy

Tabelle 6.3: Aufspaltung der Matrixelemente: Jedes Matrixelement wird in Terme
zerlegt, die eine eindeutige Farbstruktur besitzen.

6.2.2 Die Verwendung von O’Mega

Die Fortran-Bibliotheken von O’Mega bestehen aus Funktionen fiir die Feynman-
regeln des Standardmodells. Weiter gibt es Funktionen, die Spinoren zu beliebigem
Spin und Impuls liefern, sowie andere Funktionen, die Polarisationsvektoren fiir die
Eichbosonen liefern. Das Matrixelement kann dann durch Multiplikation dieser Bau-
steine gewonnen werden.

Fiir die Umsetzung des nichtkommutativen Wirkungsquerschnittes war es also
notig, Funktionen fiir die nichtkommutativen Vertizes zu schreiben. Aulerdem mus-
ste die Farbstruktur explizit beriicksichtigt werden, da dies bei der verwendeten
Version von O’Mega noch nicht automatisiert war. Dazu wurden die Diagramme
in Summanden mit einer eindeutigen Farbstruktur zerlegt (vgl. Tabelle 6.3). Fiir
jeden Summanden wurde dann das Matrixelemente zunéchst einzeln berechnet. An-
schliefend wurden die Matrixelemente kombiniert und mit der passenden Farbspur
gewichtet:

|M? = Tr (TgTATATp)
+ Tr (TBTATBTA)

(Fa+ Fx1) (Fa + Fx1) + (Fs + Fxa) (Fs + Fxa))
(Fa+ Fx1)"(Fs + Fxa) + (Fp + Fx2)" (Fa + Fx1))
+ fapcTr (TeTaTs) (For*(Fa 4+ Fxi) + (Fs + Fxa) " Fe)
+ fapcTr (TeTsTa) (Fer*(Fs + Fxa) + (Fa + Fx1) " Fer)
+ dapcTr (TeTaTg) (Fo (Fa 4+ Fxa) + (Fa + Fx1) Fez)

N
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+ dapcTr (TcTBT4) (.7:()2*(.7:]3 + Fx2) + (Fs + fxg)*fcz) (6.10)

(beachte, dass sich bei komplexer Konjugation des Matrixelements die Reihenfolge
der Matrizen umkehrt).

Um das Programm zu testen, wurde iiberpriift, ob es die Ward-Identitéten richtig
berechnet (siehe z. B. Kapitel 7.4 in [9]). Die Ward-Identitéten verlangen, dass das
Matrixelement fiir den Prozess gg — ¢ verschwindet, wenn man den Polarisati-
onsvektor eines einfallenden Gluons longitudinal (also unphysikalisch) wéhlt. Dies
verhindert die Erzeugung von unphysikalischen Zusténden aus erlaubten Zusténden.

Fiir die Uberpriifung der Ward-Identitéiten ist es vorteilhaft, auch den Fall E #0
zu untersuchen, selbst wenn das Programm spéter nur fiir E=0 ausgewertet werden
soll. Fiir E = 0 gibt es im Bezugssystem des Masseschwerpunkts eine Ausloschung
schon innerhalb gewisser Gruppen von Termen, und gewisse Terme verlieren ihre
Abhéangigkeit von 1J: Dies liegt daran, dass in diesem Falle p©q = gé (p'xq) = 0 ist,
wegen p = —q (vgl. Gleichung (1.6)). Nur fiir E # 0 ist fiir die Ausléschung wirklich
jeder Term relevant, und man erhélt eine bessere Kontrolle des Ergebnisses.

Das Programm lieferte in jedem getesteten Fall fiir die Ward-Identitét einen Wert
von unter 10710 x g—g und bestand damit im Rahmen der Rechengenauigkeit den
Test.

6.3 Ergebnisse

Der differentielle Wirkungsquerschnitt g—ggg_}qq ist im Schwerpunktsystem abhéngig

vom Tensor ©# (d.h. von den Vektoren £ und B), von den Richtungen der einfallen-
den Gluonen und der ausgehenden Quarks, sowie von der Energie /s des Prozesses.
Im Folgenden wird E=0 vorausgesetzt, da die Theorie andernfalls nicht unitér ist
(vgl. Abschnitt 1.2).

Wenn man B so normiert, dass |B| = 1 ist (bei Aye = 1TeV), so bleiben (nach
Ausnutzung der Rotationssymmetrie) vier Parameter «, ¢, § und s, von denen
do , abhiingig ist (vgl. Abbildung 6.2):

mgg—w

e der Winkel a zwischen einfallendem Strahl und é—Feld,
e die Richtung des ausgehenden Strahls (6, ¢),
e und die Energie +/s.

Unter Beriicksichtigung der Symmetrien des Systems lésst sich der Wertebereich der
vier Variablen einschrinken: Auf Grund der Ununterscheidbarkeit der beiden einfal-
lenden Gluonen kann man 6 auf [0, 7] einschridnken. Da die Situation symmetrisch
ist zur z-z-Ebene, geniigt es den Bereich ¢ € [0, 7] zu betrachten. Eine genaue Be-
trachtung der Feynmanregeln fithrt zu dem Ergebnis, dass man « auf das Intervall
[0, 5] beschrénken kann: Fiir @ > 7 ersetze B durch —B. Dies fiihrt zu einer komple-

xen Konjugation der Matrixelemente, die den Wirkungsquerschnitt invariant lasst.
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Abbildung 6.2: Das Bezugssystem. Der Vektor B befindet sich in der z-z-Ebene.

Anschlieflend fiihrt eine Spiegelung an der y-z-Ebene zu einem Wert von o <
Insgesamt ist damit der Wertebereich der Parameter gegeben durch

s
5

a €0, =], 6 €0, -], ¢ € 10,7, 5 € [4m?, oo].

Neben der direkten Abhéngigkeit des Wirkungsquerschnittes von s iiber die Im-
pulse p,q, k,l gibt es auch noch die indirekte Abhéngigkeit iiber die starke Kopp-
lungskonstante a; = as(s). In der kommutativen QCD lésst sich diese fiir hohe Ener-
gien storungstheoretisch berechnen. Allerdings ist anzunehmen, dass das Verhalten
von a,(s) in der nichtkommutativen QCD vom kommutativen Verhalten abweicht.
Da dies noch nicht untersucht ist, soll im Folgenden konstant

¢

Qs = —= 0,09 (6.11)
angenommen werden. Dies entspricht in etwa der starken Kopplungskonstanten der
kommutativen QCD bei Energien von 1 TeV! (und dies ist die angenommene Nicht-
kommutativititsskala Axc in dieser Arbeit).

Zunichst soll die Winkelabhéngigkeit des Wirkungsquerschnitts fiir verschiedene
Energien um die Nichtkommutativitédtsskale Ayc untersucht werden, die in dieser
Arbeit bei 1 TeV liegen soll. Dabei wird stets nur der unpolarisierte Wirkungsquer-
schnitt angegeben. AnschlieBend wird auf das Hochenergieverhalten eingegangen.
Dazu wird der differentielle Wirkungsquerschnitt iiber einen Winkelbereich inte-

griert.

'Ein genauerer Wert ist a(1TeV) = 0,08778 +0,00113 [13].
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6.3.1 Winkelabhangigkeit

In den Diagrammen 6.3 und 6.4 ist der differentielle pl%-Wirkungsquerschnitt fiir
V5 = 750 GeV dargestellt. Fiir /s < Ayc = 1TeV ist die Anderung des Wirkungs-
querschnitts durch die Nichtkommutativitét viel kleiner als der Wirkungsquerschnitt
selbst (kleiner als 0,5% bei /s = 750 GeV). Daher ist stets die relative Differenz

(STU))NC B (%)SM
A = 6.12
(B 012

als Funktion von ¢ und 6 aufgetragen fiir verschiedene Werte von o € {%,7}. Im
oberen Diagramm ist jeweils die ¢-Abhéangigkeit bei verschiedenen Werten von cos(f)
gezeigt. Dabei nimmt cos(f) die Werte cos(3) = 0, 0,25, 0,5, cos(%) ~ 0,707 und
cos(§) ~ 0,924 an. Insbesondere tritt auch der Fall B||k auf und ist durch einen aus-
gefiillten Kreis gekennzeichnet. Im unteren Diagramm ist die cos(f)-Abhéngigkeit
bei fiinf verschiedenen Werten von ¢ gezeigt. Im Falle a = 7 liegen aus Symmetrie-
griinden einige Linien iibereinander. Die Skalierung der S—S—Achse ist zum Vergleich
unabhéngig von «a gewéhlt. Die (ebenfalls mit O’Mega berechnete) Winkelverteilung
fiir den kommutativen Fall befindet sich in Abbildung 6.1.

An den Diagrammen erkennt man, dass, wie behauptet, der Winkelbereich
cos(f) < 0 durch Symmetrie aus dem Bereich cos(f) > 0 hervorgeht. Da sich bei
der Spiegelung an ¢ = 7 auch der Winkel vom Vektor B zum ausgehenden Quark
dandert, handelt es sich allerdings nicht um eine einfache Spiegelsymmetrie, aufler
im Falle a = 7, sondern Kurven fiir verschiedene Werte von ¢ gehen bei dieser
Spiegelung ineinander iiber.

In allen Féllen ist die nichtkommutative Korrektur positiv, d.h. A > 1.

Auch bei /s = 1 TeV = Ayxc sind die nichtkommutativen Korrekturen klein (etwa
1,6%). Dies liegt daran, dass der Nichtkommutativitdtsparameter meist mit in der
Kombination g@”“ mit einem Faktor % auftritt.

Dementsprechend sind die Korrekturen fiir /s = 2 TeV = 2Ax¢ (Abbildungen 6.5
und 6.6) schlieBlich bedeutend und fiir & = 7 schon halb so grofl wie der kommutative
Wirkungsquerschnitt. Die Winkelverteilung von A ist jedoch dhnlich geblieben.

Zwischen /s = 750 GeV und /s = 2 TeV steigt A stetig an. Dies ist fiir cos(f) =
0, » =0 und a = 7 in Diagramm 6.7 gezeigt.

Bei /s = 5TeV (Abbildung 6.8) schliefllich ist der nichtkommutative Wir-
kungsquerschnitt wesentlich grofler als der kommutative Wirkungsquerschnitt. Die
Schwankungen im Betrag von A fiir verschiedene « sind sehr grof}; doch bleibt die
Winkelverteilung selbst unabhéngig davon.

Auch bei /s = 5TeV ist es interessant, statt des Wirkungsquerschnittes selbst
die Grofle A zu betrachten: Im Diagramm 6.9 ist der absolute Wirkungsquer-
schnitt als Funktion von cos(f) fiir @ = 7 dargestellt. Wie man erkennt, ist die
Winkelabhéngigkeit fiir cos(#) — £1 immer noch dhnlich der Winkelabhéngigkeit
des kommutativen Wirkungsquerschnitts. Diese Winkelabhéngigkeit wird herausdi-
vidiert, indem man zu A {ibergeht.
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Abbildung 6.3: Die relative nichtkommutative Korrektur A (Gleichung (6.12)) fiir
Vs =750 va, Anc = 1TeV, a, = 0,09. Der Punkt deutet Streuung
parallel zu B an.

64



0.005

0.004

0.003

0.002

Vs =750 GeV

0.005

0.004

0.003

0.002

0.001

Abbildung 6.4: A (Gleichung (6.12)) fiir /s = 750 GeV, Anc = 1TeV, o, =

Der Punkt deutet Streuung parallel zu B an.

0,09.
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Abbildung 6.5: A (Gleichung (6.12)) fiir /s = 2000 GeV, Axc = 1 TeV, a, = 0,09.
Der Punkt deutet Streuung parallel zu B an.
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Abbildung 6.6: A (Gleichung (6.12)) fir /s = 2000 GeV, Anyc = 1 TeV,
Der Punkt deutet Streuung parallel zu B an.

= 0,09.
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Abbildung 6.7: Der relative pl%- bzw. alternative Wirkungsquerschnitt A bzw. A/
(Gleichung (6.12)) fiir als Funktion von s bei cos(f) = 0, ¢ = 0.
ANC = 1T€V, Qg = 0,09

Bei niedrigen Energien /s < Axc ist der alternative Wirkungsquerschnitt nicht
vom pl%-Wirkungsquerschnitt zu unterscheiden. Dies erkennt man an den Diagram-
men 6.10 und 6.11, in denen die Grofle

do do’/

A= 4240 (6.13)

do
aQ

als Funktion von cos(f) dargestellt (die ¢-Abhiingigkeit von A ist gering). Sie

misst die relative Abweichung des alternativen Wirkungsquerschnitts g—g/ vom pll-

Wirkungsquerschnitt. Fiir niedrige Energien ist A gering, also stimmen g—g
do

tiberein. Der Unterschied von §& und g—g/ ist mit unter 0,01% sogar wesentlich gerin-
ger als die nichtkommutative Korrektur, d. h. in diesem Energiebereich gibt es keinen
Unterschied zwischen den beiden Seiberg-Witten-Abbildungen. Fiir /s = 5 TeV ist

do !
und 9

jedoch A — 1, d.h. g—g/ ist wesentlich kleiner als g—g. Auflerdem héngt g—gl bei hohen
Energien nicht so stark von a ab wie dd—g.

Interessanterweise ist A fiir niedrige Energien symmetrisch zu cos(#) = 0, obwohl
a = 7 gewahlt wurde.

Der absolute alternative Wirkungsquerschnitt ist im Diagramm 6.9 fiir a = 7
unten eingezeichnet. Im Diagramm 6.12 ist die relative Korrektur dargestellt fiir o =
2. Im Vergleich mit dem pl-Fall (Diagramm 6.5) erkennt man leichte Unterschiede
in der Winkelverteilung. Die Winkelverteilungen sind dhnlicher fiir « = Z (vgl.

4
Diagramm G.3).

68



| |
i 6=00 — |
140 /3 = 5000 GV Tja
L S
120 - o=y T —
100 F -
A SOF -
60 - -
40 F -
2 F -
0 " | | | "
-1 0.5 0 0.5 1
cos(0)
| | | | |
A als Funktion von «
Vs = 5000 GeV
100 | i
A
10 1 | | | | | |

Abbildung 6.8: Oben: A (Gleichung (6.12)) fiir /s = 5000 GeV, Axc = 1TeV,
as = 0,09. Die Abhéngigkeit von ¢ ist sehr gering. Unten: A ist stark
von « abhéngig. Allerdings bleibt die Form der Winkelabhéngigkeit
im Wesentlichen erhalten, lediglich der Betrag dndert sich wie dar-
gestellt.
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Abbildung 6.9: Der pl%-Wirkungsquerschnitt g—g und der alternative Wirkungsquer-
schnitt g—g/ fiir /s = 5000 GeV, Anc = 1 TeV, a = § und a, = 0,09.
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Abbildung 6.10: Die relative Abweichung des alternativen Wirkungsquerschnit-
tes vom pl%-Wirkungsquerschnitt A (Gleichung (6.13)). /s =
5000 GeV, Anc = 1TeV, a, = 0,00.
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Abbildung 6.11:  Die relative Abweichung des alternativen Wirkungsquerschnit-
tes vom plY-Wirkungsquerschnitt A (Gleichung (6.13)). /s =
5000 GeV, Anc = 1 TeV, ag = 0,09.
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Abbildung 6.12: A’ (Gleichung (6.12)) fiir /s = 2000 GeV, Axc = 1 TeV, o, = 0,09.
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Abbildung 6.13: Die Energieabhéngigkeit des nichtkommutativen Wirkungsquer-
schnitts in logarithmischer Auftragung. Die durchgezogenen Linien
entsprechen dem pl-Wirkungsquerschnitt, die gestrichelten Lini-
en dem alternativen Wirkungsquerschnitt. Die obere, dickere Linie
gehort zu o = 7, die tiefere, feinere zu a = 7. Im alternativen Fall
sind ebenfalls beide Winkel eingezeichnet, doch es ist kein Unter-

T

schied zu erkennen. Fiir o = 7 ist der Grenzwert des gemittelten
alternativen Wirkungsquerschnitts j—g, fiir s — oo als waagrechte
gepunktete Linie dargestellt. Dabei wurde Af = 1 mrad gesetzt.

Anc ist 1 TeV, ag ist 0,09.

Wie auch im pl%-Fall ist die nichtkommutative Korrektur stets positiv. Fiir alle
Energien ergibt sich in den Diagrammen die Hierarchie

do  do’ do

— > — — : 14

Q- <dQ)SM (6.14)
Im Anhang G befinden sich weitere Graphen. Abbildungen G.1 und G.2 zeigen die

Winkelabhéingigkeit bei a = . Da der Vektor B néher an die Strahlachse rutscht,
wird die Abhéngigkeit vom Winkel ¢ geringer.

6.3.2 Energieabhangigkeit

In der Abbildung 6.13 ist der Wirkungsquerschnitt fiir o« = 7, 7 als Funktion der
Energie /s aufgetragen. Dabei wurde der differentielle Wirkungsquerschnitt iiber
den Winkelbereich

¢ €10,27], cos(f) € [—0,95,+0,95]
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integriert?. Wie schon im vorherigen Unterabschnitt bemerkt, ist der alternative
Wirkungsquerschnitt dabei vom Winkel o weitgehend unabhéngig.

Sowohl der pl%- als auch der alternative Wirkungsquerschnitt gehen fiir s — oo
gegen unendlich, und zwar mit der Potenz s bzw. s'. Nach Froissart kann der
totale Wirkungsquerschnitt in einer Theorie, deren Baumgraphenndherung unitér
ist, jedoch maximal wie log(s)? ansteigen|2].

Die Verletzung der Froissart-Schranke durch den differentiellen Wirkungsquer-
schnitt ist schon aus der abelschen Eichtheorie bekannt[25, 26]. Dort tritt die Ver-
letzung jedoch nur in gewissen Richtungen auf, die irrequldr genannt werden. Weicht
man von diesen Richtungen ab, so erhédlt man fiir geniigend grofle s einen be-
schrinkten Wirkungsquerschnitt. Es zeigt sich sogar, dass sich das Problem 16st,
wenn man den differentiellen Wirkungsquerschnitt iiber einen kleinen Raumwinkel-
bereich mittelt. Durch diese Integration gewinnt man eine Potenz von s.

Es zeigt sich, dass im nichtabelschen Fall weitere irregulidre Richtungen hinzu-
kommen. Wéahrend im abelschen Fall allerdings die irreguldren Richtungen durch
die Winkel zwischen einfallendem und ausfallendem Strahl sowie E- und B-Feld be-
stimmt sind, treten im nichtabelschen Fall irregulire Richtungen auf, die den Winkel
zwischen den beiden einfallenden Strahlen betreffen, der im Schwerpunktsystem kon-
stant 7 ist. Diese irregulédren Richtungen sind definiert durch p©g = 0, und dies ist
im Schwerpunktsystem (fiir E = 0) unabhéngig von s erfiillt.

Der problematische Beitrag zum Wirkungsquerschnitt stammt aus der Seiberg-
Witten-Abbildung AE] und macht sich in den Feynmandiagrammen Fe und Fyx
bemerkbar. Betrachte zunéchst den pl%-Fall: Der relevante Term ist proportional zu

YO YO'Y cos(pOq) — 1 — C? (pOq)
o (P — 4)qa0"5%, T T 1
9 9 p (p 51)% a¥p (p@q)g [ A B] (6 5)
Fiir pOg = 0 ist <= @q)(;é;)cz'(z)(p 99) = 1, also erhilt man
1907 Yye*'F
L it (p — a0 T, T (6.16)

Bei fester Richtung und vernachléssigbarer Masse ist jede Impulskomponente pro-
portional zur Energie y/s. Da die Normierung der Spinoren proportional zur Wurzel
aus 1delr Energie ist, erhédlt man insgesamt fiir das Matrixelement eine Potenz von
s2s2 = s?. Der Wirkungsquerschnitt ist proportional zum Quadrat des Matrixele-
ments und einem Phasenraumfaktor, der proportional zu % ist. Also ist dd—g ~ 83,

Man sieht auch, dass das Problem fiir p©g # 0 nicht auftritt: In diesem Fall

st s @q)(;é;)c;@)(p 99 %, d.h. der Wirkungsquerschnitt bleibt beschrénkt. Der

Grund, warum man im abelschen Fall keine Probleme hat, ist der Kommutator

2Fiir |cos(d)] — 1 erreicht der differentielle Wirkungsquerschnitt sein Maximum, fiir m — 0
divergiert er sogar (dies liegt an den Fermionpropagatoren in den Diagramman A und B).
Andererseits ist der Punkt |cos(f)| — 1 experimentell nicht erreichbar. Daher ist es iiblich,
diesen Bereich auszusparen.
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(T4, Tg]. Es gibt war in AE} einen weiteren Term proportional zum Antikommutator,

doch dieser ist
sin(pOq) — S (pOq)
(p©q)?

{T4,Ts} (6.17)

und verschwindet fiir p©q = 0.

Gliicklicherweise ist fiir das Eichboson eine andere Seiberg-Witten-Abbildung be-
kannt, und in dieser tritt der problematische Term nicht auf. Allerdings kommt es
zu einem #hnlichen, jedoch leicht entschéarften Phéinomen: Der Term in den Matri-
xelementen proportional zu

R
2

(2atir + auttn) - 0205) o= 0l T Ty (619

steigt, nach den selben Argumenten wie oben, wegen % = 1 fiir grofle Energien

linear an mit s. Daher ist auch der differentielle Wirkungsquerschnitt proportional
Zu S.

Wie erwéhnt kann man zeigen, dass bei der Mittelung des differentiellen Wir-
kungsquerschnitts iiber einen kleinen Raumwinkelbereich fiir s — co eine Potenz
von s gewonnen werden kann. Wahrend es im abelschen Fall allerdings geniigt, iiber
die ausgehenden Impulse zu mitteln, ist es im nichtabelschen Fall nétig, auch iiber
die Unschérfe der eingehenden Impulse zu mitteln. Nach dieser Mittelung erfiillt
der alternative erkugnsquerschnltt " die Froissart-Schranke. Fiir die pl-Losung
geniigt dies jedoch nicht?; es bleibt ein Anstleg mit s2

Das Mitteln ergibt auch physikalisch Sinn, da in realen Beschleunigerexperimenten
der einfallende Strahl stets eine gewisse Richtungsunschérfe hat. Dies muss erst recht
beriicksichtig werden, wenn der Strahl aus zusammengesetzten Teilchen besteht, z. B.
Protonen im Falle des LHC. Man kann sich auch iiberlegen, ab welcher Energie die
experimentellen Gegebenheiten diese Mittelung erforderlich machen. Dies ist jedoch
bei einer realistischen Unschéirfe Af von etwa 1 mrad erst bei sehr hohen Energien
der Fall.

Im néchsten Unterabschnitt 6.3.3 wird diese Mittelung unter vereinfachenden An-
nahmen ausgefiihrt. Sie liefert als Ergebnis den Hochenergielimes gg(s — 00), der
nun aber von der Winkelunschérfe A9 der Gluonen abhingt: Die Mittelung lie-

fert einen Faktor proportional zu —-. Das Ergebnis liegt z. B. fiir « = Z und

A@ 2
Af = 1 mrad bei
do’
dQ
Dieses Ergebnis ist in Abbildung 6.13 als waagrechte gestrichelte Linie eingezeichnet.
Allerdings ist das Ergebnis — wie man auch am Diagramm erahnen kann — fiir
gg(s — 00) erst ab sehr groffen Energien giiltig (etwa 100 TeV fiir Axe = 1TeV),
die jenseits aller heute absehbaren Beschleunigerenergien sind. Fiir die theoretische
Bestétigung der Froissart-Schranke ist die Rechnung allerdings ausreichend.

(s — 00) = 76,9 pb. (6.19)

3Eine Ausnahme ist der abelsche Fall. Hier sind sowohl pl?-Lésung als auch alternative Losung
linear in s fiir s — oo.
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Streng genommen ist ein Anstieg des Wirkungsquerschnittes in Baumnéherung al-
leine noch kein Beweis dafiir, dass die Theorie nicht unitér sein kann. Schliefllich gilt
die Froissart-Schranke nur fiir den totalen Wirkungsquerschnitt. Es ist zu vermuten,
dass die hoheren Ordnungen in g des Wirkungsquerschnittes Terme enthalten, die
ein dhnliches polynomiales Verhalten in s enthalten: In den héheren Ordnungen in g
treten ebenfalls hohere Ordnungen in ©#” auf, und obige Rechnung zeigt, dass jede
Potenz von ©*" einen Faktor /s bringen kann. Selbst wenn g also fiir alle Energien
klein ist, heiffit dies, dass fiir grofie Energien Terme hoherer Ordnung nicht mehr
vernachléssigbar sind.

Umgekehrt bedeutet dies natiirlich, dass die Bestétigung der Froissart-Schran-
ke fiir den alternativen Wirkungsquerschnitt in der Baumnéaherung keine Garantie
liefert, dass die Theorie tatséchlich unitér ist. Dennoch ist es wiinschenswert, in
jeder Ordnung eine Seiberg-Witten-Abbildung zu finden, die einen beschrénkten
Wirkungsquerschnitt liefert.

SchlieBlich ist noch zu bemerken, dass auch das Verhalten von g in Abhéngigkeit
der Energie in der nichtkommutativen Theorie nicht bekannt ist. In der kommu-
tativen Theorie ist fiir grofie Energien g(s) ~ 1/log(s), d.h. das polynomiale An-
wachsen der Wirkungsquerschnitte wird dadurch nicht verhindert. Trotzdem wiirde
die Beriicksichtigung einer solchen Abhéngigkeit zu einem Abfall des gemittelten
alternativen Wirkungsquerschnittes fiir grofe Energien fiihren.

6.3.3 Mittelung des differentiellen Wirkungsquerschnitts

In diesem Unterabschnitt soll der Grenzwert des differentiellen Wirkungsquer-
schnitts g—g (s — o0) fiir hohe Energien unter Beriicksichtigung der endlichen Winkel-
verteilung der einfallenden Gluonen berechnet werden (vgl. vorhergehender Unter-
abschnitt 6.3.2). Dabei wird die alternative Seiberg-Witten-Abbildung verwendet.

Wie gehabt sei E = 0. Fiir kleine Auslenkungen 6, 0, von p und ¢ von der
z-Richtung schreibe

sin(6,) cos(¢p) 0, cos(¢p)
p=+E, | sin(by)sin(¢y) | =+E, [ Opsin(e,) |,
cos(6,) 1
(6.20)
sin(6,) cos(¢,) 6, cos(¢,)
g=—E, | sin(f,)sin(¢,) | =—E, | 0,sin(¢y) | - (6.21)
cos(6,) 1

Im Ruhesystem gilt £, = E, = /s/2. Wenn man allerdings iiber die endliche
Winkelverteilung der einfallenden Strahlen mittelt, so sollte auch die endliche Ener-
gieverteilung beriicksichtig werden. Dies ist gerade bei Gluonen, die in den Protonen
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eine gewisse Energieverteilung besitzen, von Bedeutung. Dann gilt

6, sin(¢,) — 0, sin(¢,)
Pxq=E,E,| 0,cos(¢,) —0,cos(p,) |,

0
und mit
- sin(a)
B=B| 0 (6.22)
cos()
folgt
.Y : : :
pOgq = §EquB sin(a)(60, sin(¢p) — 0, sin(¢y)). (6.23)

Nun soll der differentielle Wirkungsquerschnitt tiber alle Winkel |6,],|6,] < A#
gemittelt werden. Dies soll bei so groflen Energien geschehen, dass sédmtliche Terme

POq
des Proportionalititsfaktors von den Winkeln wird vernachlissigt?. Betrachte dann

1 & sin(pOg) \ *
Ing == m/o dep/O / dgbp/ d¢, sin(6,) sin(6,) (W)

(6.24)
Af sin ?
im/o dep/o / d%/ d@@ﬁ(%)

Durch

. 2
vernachlassigbar sind, auler dem Term proportional zu (M> . Die Abhéngigkeit

5, () = 2 (Sin(sl‘”))Q (6.25)

T\ (s'z)
ist fiir s — oo eine Approximation der Dirac’schen d-Funktion gegeben. Das Integral

Inp soll nun fiir so grofle Energien ausgewertet werden, dass (%) durch eine

0-Funktion approximiert werden kann. Dann gilt

pOq
Lo~ E,E, 7TA92 / / /Wd%/ d¢q996EE)
+3
d Ao, 0,0,
EE meﬂ / / /_2 %/; %

5( Bsin(a)(6, sin(¢p) — b, sin(¢y)))

4Der Proportionalitiitsfaktor enthilt Terme proportional zu p©Oe(q) und ¢Oe(p), wobei €(p) und
¢(q) die Polarisationsvektoren der beiden Gluonen sind. Diese relative Anderung dieser Fakto-
ren fiir kleine 6, und 6, ist vernachlassigbar, solange diese Faktoren nicht verschwinden. Falls
diese Faktoren aber verschwinden, gibt es auch kein Problem mit dem Anstieg des Wirkungs-
querschnitts.

78



d d
E E, Bsm 7TA92 / / / SP/ %

\/ 2 b 5(0,8, — 0,8,). (6.26)

Dabei wurde die Integration iiber ¢, und ¢, zunéchst auf das halbe Intervall re-
duziert und anschliefiend in eine Integration iiber s, := sin(¢,) bzw. s, := sin(¢,)
umgewandelt.

Werte nun die d-Funktion aus und eliminiere s,:

0
0,5, — 0y =0= s, = e—qsq (6.27)
p

Dabei dndert sich der Integrationsbereich der anderen Variablen:
€ [-1,+1] = |05, <0, =16, € [|9qsq|,A9] (6.28)
Erhalte also

6, 1

I d
a0~ E,E, Bsm ) (T AG?)? / / Sq/ Ogsal \/1 32 V1-—826,
0

Hq

d p
T BB, Bsm ) (T AGP)? / / K R iyt

(6.29)

wobei die Symmetrie des Integranden beziiglich s, ausgenutzt wurde, um die Be-
tragsstriche zu entfernen. Das Integral iiber 6, liefert

2
/gsdﬁ 92 9252 9333 5 A" — 02s2. (6.30)
Damit ist
I d AG* — 6252, (6.31
a0 = E,E, Bsm 7rA92 / / sq 4% ( )
Das Integral iiber 6, ldsst sich nun ausfiihren:
A

1 3 3
/ dfy 0,4/ A0* — 6252 = —g(M? A HE —(1-(1-=s)%). (6.32)

0 3

Damit erhalt man schlieilich

8T AG?
Ing =~ d —(1-s2
A BBl B sin(a)(xA07)2 3 /0 / Sq( NiT ( Sq))
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8 1 .
" 3 AYE,E,% Bsin(w) (arcsm %

1
1
_1+_
0 3

8 (7 1 1
=2 (2 14z ——
3r \ 2 3) AOE,E,5B sin(a)

4 1 1
_ <_ _ —6) L (6.33)
3 97 ) AOE,E,5Bsin(a)

Dieses letzte Ergebnis soll I}, heilen.
Also fiihrt die Mittelung zu dem benétigten Faktor ﬁ R %. Allerdings ist diese
Rechnung sehr stark vereinfacht, daher gelten die Approximationen erst bei sehr

. 2
hohen Energien. Vor allem die Ersetzung von (%) durch die ¢-Funktion ist

POq
0,,0, > Af. Eine Abschétzung fiir den Giiltigkeitsbereich der obigen Rechnung
erhdlt man, wenn man untersucht, fiir welche s ~ 4E,E, I\, < 1 wird, denn aus
Gleichung (6.24) folgt leicht Iap < 1. Man berechnet

416 1 4 16\ 4
Ssp—d(o— =)~ S (Z_2) 1 L 56TeV),  (6.34
=0 (3 97r) Aengin(a)—(?) 97r) AOIB (56TeV)",  (6:34)

. 2
sehr einschrankend, denn sie verlangt, dass s so grof} ist, dass (M> ~ 0 fiir

fiir A6 = 1 mrad.
Ein Problem bei einer genaueren Abschéatzung fiir s < 60 TeV ist die Abhédngigkeit
der anderen Terme von den Streuwinkeln: Wenn s so grof} ist, dass die Néherung

. 2
Lp(gi)q) im Intervall 6,,0, < A sehr stark. Auch die

anderen Terme fangen dann jedoch an zu oszillieren und miissen gemittelt werden.
Da die Mittelung erst bei sehr hohen Energien nétig wird, ist sie fiir die Aus-
wertung von Experimenten bei Werten von Af =~ 1 mrad nicht von Bedeutung. Die
Bedeutung der Mittelung liegt alleine in der theoretischen Erkenntnis, dass der be-
rechnete Wirkungsquerschnitt auf diese Weise doch die Froissart-Schranke erfiillt.

angebracht ist, oszilliert (
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7 Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurden die ersten Ordnungen der Seiberg-Witten-Abbildungen ei-
ner nichtkommutativen Yang-Mills-Theorie in einer Entwicklung in Homogenitét
der Eichbosonen mit Hilfe eines Algorithmus von Barnich et al.[22] berechnet. Fiir
das Eichboson wurde ein Korrekturterm bestimmt, und jeweils zwei fiir den Eich-
parameter und das Materiefeld. Auflerdem wurde fiir das Eichboson eine weitere
alternative Seiberg-Witten-Abbildung angegeben. Im Unterschied zur alternativen
Losung wird die erste Losung pl%-Losung genannt werden.

Aus den Seiberg-Witten-Abbildungen wurden die Feynmanregeln abgeleitet, wo-
bei die verschiedenen Seiberg-Witten-Abbildungen fiir das Eichboson zu jeweils
zwei verschiedenen Regeln fiir den Drei-Eichbosonen-Vertex und den Kontaktver-
tex fithren. Zu Herleitung der Regeln ist es nétig, eine Eichfixierung zu wihlen. Die
Feynmanregeln wurden fiir zwei verschiedene Eichfixierungen angegeben.

Mit Hilfe der Feynmanregeln wurde der Wirkungsquerschnitt gg — ¢qg der
nichtkommutativen QCD in Baumnéherung untersucht. Zunéchst wurde die Un-
abhéngigkeit des Ergebnis von der Eichfixierung und vom Eichparameter \ gezeigt.
Anschlieflend wurden die Winkelverteilung des differentiellen Wirkungsquerschnitts
und die Energieabhéngigkeit des integrierten Wirkungsquerschnitts analysiert.

Fiir niedrige Energien bis in den Bereich der Nichtkommutativitéitsskala /s =
Anc ist der Beitrag der Nichtkommutativitét klein (weniger als ein Prozent) aber
strikt positiv. Auch der relative Unterschied zwischen den beiden verschiedenen
Seiberg-Witten-Abbildungen ist in diesem Bereich gering.

Erst ab ca. 2Anc wird der nichtkommutative Beitrag bedeutend. Gleichzeitig gibt
sich im Hochenergieverhalten ein gravierender Unterschied zwischen den beiden ver-
schiedenen Seiberg-Witten-Abbildungen: Wahrend der differentielle Wirkungsquer-
schnitt der pl%-Losung fiir groe Energien /s > Axc wie s° steigt, liefert die alter-
native Seiberg-Witten-Abbildung eine Asymptotik des Wirkungsquerschnitts ~ s.
Beides widerspricht der sogenannten Froissart-Schranke, die besagt, dass der Wir-
kungsquerschnitt einer unitéren Theorie mit der Energie nicht schneller als log(s)?
ansteigen darf.

Es zeigt sich, dass die Unbeschrianktheit des Wirkungsquerschnitts fiir s — oo,
wie auch im abelschen Fall, mit bestimmten irreguldren Punkten im Phasenraum zu-
sammenhédngen, d. h. die Unbeschrénktheit tritt auf bei bestimmten Konstellationen
zwischen ein- und ausfallenden Strahlen und der Nichtkommutativitét. Im Vergleich
zum abelschen Fall gibt es jedoch zusétzliche irreguldre Punkte, die alleine von dem
Winkel zwischen den beiden einfallenden Strahlen abhéngen, und Prozesse, die bei
E =0 im Schwerpunktssystem ablaufen liegen automatisch auf einem irreguléren
Punkt.
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Im Falle der alternativen Seiberg-Witten-Abbildung lésst sich die Theorie retten,
wenn man die endliche Richtungsunschérfe der einfallenden Gluonen beriicksichtigt.
Die Mittelung iiber die einfallenden Gluonen liefert insgesamt fiir den unbe-
schrinkten Term einen Faktor 1/s und fiihrt damit im Limes s — 0o zu einem
beschrankten Wirkungsquerschnitt. Die Energieskala, ab der diese Mittelung not-
wendig wird, liegt allerdings sehr hoch (=~ 60Anc). Daher ist die Tatsache, dass die
Theorie die Froissart-Schranke erfiillt, experimentell nicht relevant, sondern lediglich
theoretisch interessant.

Auch beim pl?%-Wirkungsquerschnitt lisst sich durch Mittelung in der Asymptotik
eine Potenz von s gewinnen, doch dies reicht nicht aus: Es bleibt ein Anstieg mit
s2. Es zeigt sich also, dass die Wahl der Seiberg-Witten-Abbildung eine gravierende
Auswirkung auf die physikalischen Eigenschaften einer Theorie haben kann.

Der logische néchste Schritt ware die genaue Untersuchung der physikalischen
Bedeutung der Mehrdeutigkeiten der Seiberg-Witten-Abbildung. Es hat sich ge-
zeigt, dass die Seiberg-Witten-Gleichungen (also die Eichdquivalenzbedingung) nicht
geniigen, um die Theorie eindeutig festzulegen. Lediglich im Bereich niedriger Ener-
gien /s < Axc stimmen die Theorien iiberein, d. h. als effektive Theorie fiir niedrige
Energien ist das Modell eindeutig definiert. Ein mogliches zusétzliches Auswahlkri-
terium konnte nun die Unitaritéit sein. Es bleibt die Frage offen, in welchen anderen
Eigenschaften sich die Modelle fiir verschiedene Seiberg-Witten-Abbildungen unter-
scheiden, und wie zwischen den verschiedenen Moglichkeiten unterschieden werden
kann.

Ein moglicher Zwischenschritt zur Klarung dieser Frage wére die Suche nach al-
ternativen Seiberg-Witten-Abbildungen auch fiir den Eichparameter und das Mate-
riefeld. AuBerdem wire es wiinschenswert, eine zusétzliche Ordnung fiir die Seiberg-
Witten-Abbildung des Eichbosons zu kennen. Damit hétte man alle Feynmanregeln
zur Verfiigung, um sédmtliche zwei-nach-zwei-Prozesse der nichtkommutativen QCD
in Baumnéherung zu untersuchen.

82



A Notation und Konventionen

In diesem Abschnitt sollen die wichtigsten Konventionen und Notationen in den
Rechnungen und Formeln zusammengefasst werden. Fiir die Wahl der Vorzeichen in
der Definition der Yang-Mills-Theorie sieche Abschnitt 2.1. Die Multiindexschreib-
weise wird im Unterabschnitt 4.3.1 erklart.

Wie in der Hochenergiephysik {iblich, werden Einheiten mit A = ¢ = 1 gewahlt.

Zur Unterscheidung von nichtkommutativen Groflen und ihren kommutativen
Analoga wird die Hutnomenklatur verwendet: Nichtkommutative Grofien fl, \11,]\
unterscheiden sich durch ein ~ von den entsprechenden Groéflen der kommutativen
Theorie A, W, A.

Die gesamte Eichgruppe der kommutativen Yang-Mills-Theorie wird mit G be-
zeichnet, die lokale Eichgruppe mit G (vgl. Abschnitt 2.1). Die entsprechenden Lie-
Algebren sind & und g. Die einhiillenden Algebren werden durch & bzw. g gekenn-
zeichnet. Die entsprechenden Algebren der deformierten nichtkommutativen Theorie
tragen einen Hut ", z. B. &.

Die Kommutatorklammer [ -, -] sowie die x-Kommutatorklammer |- * -] stehen
fiir einen graduierten Kommutator

[A*B]:= AxB— (—1)IBIB x A, (A1)
mit
0 fiir bosonische Grofien X,
| X = (A.2)
"1 fiir fermionische Grofen X. '
Weiter sei
(T, Ty = TaT — (—1)'T5Ty = [T4,Tg] wenn [ gerade ist (A.3)
’ {T4,Tp} wenn [ ungerade ist '

Fiir die Basismatrizen T4 der betrachteten Algebra sollen die folgenden Beziehun-
gen gelten:

1
Tr TATB = §5AB (A4a)
(T4, Tg] = ifas“Tc (A.4b)
TrTe{Ts, Tp} = %dABC (A 4c)
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Fiir die konkreten Berechnungen des Wirkungsquerschnitts, d.h. im Falle der

SU(3) als Eichgruppe, sind die Generatoren z. B. gegeben iiber die Gell-Man-Matri-
zen:

Ta=1i)
010 0 — 0 1 0 O
M=100 | a=] 0l =10 -10],
000 0 0 0 0
0 0 000
=100 001 |,
1 0 010

(A.5)

Die Strukturkonstanten f45¢ sind véllig antisymmetrisch und insbesondere zyklisch:

fas® = foc™ = fea®. (A.6)
Weiter gilt
1
{Ta,Tp} = F0apl+ dap“Tc (A.4c)

Die Wirkung des Differentialoperators Ao auf Produkte zweier Funktionen ist

9
Mi2AB = SO0, AD,B. (A7)

Analog wirken Aja, A1z und Aog iiber

0
/\12ABC = §®“V8“A &,B C. (A8a)
N3 ABC = gG“V@A B,C. (A.8b)
Ay ABC = A g@“”auB 2,C. (A.8¢)

auf Produkte von drei Funktionen. Damit schreibt sich z. B. das Sternprodukt

Ax B =exp(iN2)AB = Z %AB (A.9)

k=0

Das Gleichheitszeichen mit Punkt = bedeutet Gleichheit bis auf Terme hoherer
Ordnung.
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Komplexe Konjugation wird mit einem Stern * gekennzeichnet. Eine Ausnahme
ist das Antigeistfeld C*, welches i.a. nicht das komplex konjugierte Geistfeld ist.
Der Strich W ist fiir Spinoren definiert {iber

U= Pia0 (A.10)

mit der nullten Dirac’schen Gamma-Matrix 7°. Dabei steht das Kreuz 1 fiir hermi-
tesche Konjugation.
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B Beweise der Rekursionsformeln
aus Abschnitt 4.2

B.1 Beweis von Proposition 2

Beweis von Proposition 2 (nach [22]). In 1. Ordnung ist Gleichung (3.8b) erfiillt we-
gen 74, =9,C:

0,C + 9, —ig[A, 1 C] —vA, = 0,hP +ig[A,,C] —ig[A, s C] =t (B.1)

Insbesondere héngt tf} nur von abgeleiteten Geistfeldern ab.

Angenommen nun, die Formel (4.3) liefert eine Funktion I k=1 — f 11 fu , die die
Gleichung (3.8b) bis zur Ordnung k — 1 16st, d. h.:
yf[f_l —d,h + ig[f[f_l *h| = tﬂ“] + Z ULk“ij}, (B.2)
m>0

wobei der Restterm t,[f} nur von differenzierten Geistern abhéngen soll. Letzteres
bedeutet insbesondere t,[erH(O,O,w) = 0, da ¢, linear in den Geistfeldern ist. An-
wendung des Operators v —ig[h ¥ -] auf (B.2) liefert:

VT = 0y +igylfyT s R
—iglh 37 +iglh s 0ub] + g?[hx (£ 4 h))
= —ig0u(h* h) +iglyfi" 1 h] +ig[fi~" + A
—zg[vfk Vi) +igdu(hx h) + g*[h s £ 5 Al

5<[f,ff‘1 sl [ [ s R LA s Rl s R =0,

auf Grund der verallgemeinerten Jacobi-Identitét. Daraus folgt y[Oltﬂ“ I=o.
In Ordnung k verlangen die Gleichungen (3.8b) und (B.2):

k—1
A I — 0] ft) g BIEL g T 8 Bl — gl (B.3)

=1

Wegen tﬂﬂ(O, 0,w) =0 und y[Oltﬂ“] =0ist f, = p[o}t[ ! eine Losung, wie behauptet.

Um den Induktionsschritt zu vervollstindigen bleibt zu zeigen, dass auch
t,[erl}(0,0,w) = 0, und dazu geniigt es zu zeigen, dass t,[fﬂ} nur von differenzier-
ten Geistern abhéngt.

86



Fiir £ = 1 wurde diese Behauptung bereits explizit gezeigt. Fiir £ > 1 argumen-
tiert man wieder durch Induktion: Die einzige mogliche Abhéngigkeit von nichtdif-

ferenzierten Geistern in t,[erH kommt aus den Termen ! f,[ﬁ} —ig| f,[f], C1], und diese
hebt sich, wie im Beweis von Proposition 1, genau heraus. O

B.2 Beweis von Proposition 3

Beweis von Proposition 3. In 1. Ordnung ist Gleichung (3.8¢) erfiillt wegen W =
0:

igC % U — AU = ig(C x ¥ — CT) =: s (B.4)
Insbesondere hingt s nur von abgeleiteten Geistfeldern ab.
Angenommen nun, (4.4) liefert eine Funktion m*~1 = Z;:ll ml, die die Gleichung
(3.8¢) bis zur Ordnung k£ — 1 16st, d. h.:
7mk—1 —igh * mk1 = gl ¢ Z u[k+1+m]’ (B.5)
m>0

wobei der Restterm sl®l nur von differenzierten Geistern abhingen soll, d.h.
sF1(0,0,w) = 0. Anwendung von (7 - —igh * -) auf (B.5) liefert:

k-1 k—l) k=1 k—1

VmFt —igy(hxm —igh x ym ¢*hxhsm

= ¢*(h* h) *m" +ighx (ymF1) —ighx ym*™! — g?hx hx mF~1 =0,
also 71%s* = 0 (man beachte, dass v und h antivertauschen).
In Ordnung k verlangen die Gleichungen (3.8c) und (B.5):
k-1
=1
Wegen s#1(0,0,w) = 0 und v%s* = 0 ist m = —pl%s* eine Losung, wie behauptet.
Um den Induktionsschritt zu vervollstindigen bleibt zu zeigen, dass auch
sF+1(0,0,w) = 0, und dazu geniigt es zu zeigen, dass s+ nur von differenzierten
Geistern abhéangt.
Fir £ = 1 wurde diese Behauptung bereits explizit gezeigt. Fiir £ > 1 kommt
die einzige mogliche Abhingigkeit von nichtdifferenzierten Geistern in s*+ aus den
Termen yMmF — igCm!* | und diese hebt sich genau heraus, wegen

V(A . AT) =ig(AA, ... A,CT
+AA, L [C AT
+ ...
+AC A AT
+[C A)A, .. AD)

= igC(A,A, ... A,T)
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B.3 Berechnung von {~ o[}

Lemma 1. Es gilt {y, pl} f(y, z,w) = f(y, z,w) = f(0,0,w).

Beweis. Der Beweis soll fiir den Fall gefithrt werden, dass f eine Summe von Ter-
men der Form y® ... y%zP .. 2% g(w) ist. Dies ist auch der Fall, fiir den die For-
mel spiter benotigt wird. Da 4% und pl% linear sind, kann man also o.B.d.A.
fly, z,w) =y ... y* 2P 2P g(w) annehmen.

Sei zunéchst k1 > 0 Man berechnet zunichst die Wirkung von 7% auf die sym-
metrisierten Variablen:

YOy =22
Az =0 (B.7)
At = 0.

Da 7% einer Produktregel geniigt, erhilt man also

k
YW (y, 2, w) Zzzalyal Lyt g (w), (B.8)

wobei die Tilde das Weglassen des entsprechenden Faktors in dem Produkt symbo-
lisiert. Anwendung von pl% liefert

2
dt
[0] zZ,w) / — [tl‘“’l o akzﬁl...zﬁ’ w
Pl (y, 0 t; g(w)

+tk+lz YyPizigen | gei |y P 2B ...zﬁlg(w)]

k
=51 lyal oyt P (w)
| Al .
T Z Z YyPizeayer | gai L yok P 2B Prg(w). (B.9)
i=1 j=1
Andererseits ist
Lt —
PO f(y, 2, w) = / " Z:(—l)j_ltmlyﬁjyo‘1 Lyt B P (w)
l —~
Z Yyliyer oy 2B 2Pg(w)  (B.10)

und weiter
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l
1 s N —~
YOy, 2, w) = “hrl D (=1y ey oyt Pg(w)
j=1
_ ]{;+ZZZ(_1)]Z zyﬁjy Loy Ly kzﬁln'zﬁjn'zﬁlg(w>
j=1 i=1
N N
L Loy P (w)
k
Tkt ZZ(_D]Z igligor gy 0 2B AP (w)  (B.11)
j=1 i=1

Insgesamt erhélt man also

(DR f (g, 2,w) = y™ Ly Pg(w) = fly, 2z, w) — £(0,0,w).  (B.12)

Fiir den Fall, dass entweder £k = 0 oder | = 0 ist, ist die selbe Rechnung
auszufithren, wobei aber die beiden Terme mit der Doppelsumme entfallen. Im
Falle k = [ = 0 schlieBlich ist v f(y, z,w) = pl%f(y,z,w) = 0, aber auch
f(y,z,w) — f(0,0,w) = 0. Damit ist die Behauptung gezeigt. O]
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C Die Berechnungen der
Seiberg-Witten-Abbildung im
Detail

C.1 fE] - erste Korrektur fiir das Eichboson

Gleichung (4.3) ergibt:
f2 = —poh (v 4, — 5,h" +ig[A, 1 C]) (C.1)

Betrachte zunichst pl%9,h13. Vor der Anwendung von pl® muss 9,h? symmetri-
siert werden. Man erhdlt mit der Multiindexzerlegung o := (o, o), B :== (8,, 51)

g 90" T~ (i)
Wlm:_i 2 Z(k —:21>!8H(A38503)[TA’TB]’“‘H
=0
_ g e’ - (Zﬁ)k ofB A B
= -2 kz<k+1) 0% (0,0, A20505C

+00A2030,05CP) [Ta, Tslks

0 (Zﬁ)k

_ _gﬂ@“ﬁ o A B
-1 Z sy o [a(aa AL 9p05C

k: 1
kia(a FII950,C% + 00 AL 00,05C"
kaﬂ”&&aac Ta, T, C.2

% 8,05,0,05C" | [Ta, Tlr1  (C.2)

Der letzte Term verschwindet, da Flos' unter der Vertauschung (aq, 1) < (o, )

antisymmetrisch ist, widhrend der Rest symmetrisch ist fiir alle /. Im ersten Term

ldsst sich der Faktor vor der Summe in die Summe integrieren, und man erhéalt

insgesamt:

g ~= (
2_52

k=1

wléo

P @aﬁa(a 508C P T4, Ty
91990‘5 > (Zﬂ) aB k+1 [0]A B
2 2 ; CEE A G
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+ 0ia A 080,05C" | [Ta, Tplis1 (C.3)

Weiter berechnet man:

[Au 1 C]

_ i (i/\gf)k (AﬁCB B C'AAE)TATB
k=0 '

= i (m]j)kAﬁcBTATB - %ABOATATB)
k=0 ’

_ i (i/\];z)kAﬁCB [T, Tl (C.4)
k=0 '

3 <Zg);?aﬁaaAﬁaﬂoB (T, Tole
k=0

-y “g);@aﬁa(aAﬁ)agc (T, Tole
k=0 '

- (i5)"0*P
+Z 2/{5! k:-}-la(akF[O a aﬁkCB[TA>TB]k

k=1
= (i3)0°
_ Z 2Ta(aAﬁ)aﬁcB (T4, Tg]x
k=0
YO & (ig)k@aﬁk‘—l—l [0]A B
: oF T, Tlisr. .
T —~ (k+1)! i otetn 9805 C [ Ta Thliia (€:5)
Zusammen mit YA, = gfap AAC’BTC = —igA}CP[Ty, T] folgt erhélt man

also:

— 44, + 9, hm —ig[A, O
Z k@a,@
— Z 2 T 9 AL OO Ta, Tyl

gﬁ@aﬁ > (5)k9“5k+1
2 2 — (k+1)! k+2

B gﬁ@aﬁ i (i%)ko~P
272 2 (kt1)

(20 F N, — DaF i )0a05C " [T, Tolisx

00 AL 0,0805C  [Ta, Toliri

Diese drei Terme sollen nun einzeln untersucht werden:
. 0 Ik
1 20
_ p[o} |:§g Z %8 aAﬁ)aBCB[TA, TB]k

k=0
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Lt Zg > (i2)kes A
/0 TlE S Ol Al AT, [T, Tl
< (j2)F aﬁ
i z @
- Zgz 2 a(aaakAﬁaBAgk)[TAaTB]k

908
% 9 Z k, + 1 a AA a(ﬂA [TAvTB]k-i-l
k=0

Nun zum zweiten Term:

gyl {ﬁ@aﬁ o~ (15)0%7 k41
2 2 = (k+1)! k+2

(20(aF " — OaF ) 0805C P [T, TB],M}

-4 1@{79@&6 = (i9)' 0%k + 1
2

t 2 = (k+1! k+2

(20(a F[0 — 0 FO]A)tG(gAﬁ [TAaTB]k-H}

L gUe N (15)FOP |+ 1
2 2 & (k+1)! k+2
(20(aF s = OaF O BAL [Ta, Tt

a 0 k‘ OL,@
gV Ok +1 014 1
2 20o FOA — — 9, Fl0A
T2 e k:+1'k+2( Mgl e

k

— k—Haaka Faka)a(ﬂAB [Ta, T5rs1

P07 K (i5)F0°P 2k 4 3

2 &kt 1) 2k+4

OaF 0 BAR T4, Thlra

Im letzten Schritt fallt der letzte Summand in der Klammer aus Symmetrlegrunden
weg, und die ersten beiden Summanden lassen sich mit Fjqa o4 —
fassen.

Schliefflich zum dritten Term:

_ 0 QﬁGQQi(ig)k@“ﬁ

2 2 (k+1)!
___/ dt [ﬁ@aﬁ > (15)F0P
0

k=0
!
20y t| 2 —~ (k+1)!

g 908 X (i2)kes
42 = (k+1)

_F] J zusammen-

8(0/13) 0,0805C [Ty, TB]k+1}

Oia AN 008 AN Ta, Tkt

92



900”0 L (ig)FeP
12 & (k1)
g90°% & (i5)0
12 & (k1)

Oala A0 AR (—1) " Ts, Talksr

0(a0a A0 BAR Ta, Tk

Zusammenfassen liefert

f,[f} ( A + auhm —1ig [Au B C])
af 2 (9 \kgaB
- g 19@2 (Z/i ) — (a(aaaA;j‘)
2k + 3
+ D) —0, FO]A>8(BAﬁB)[TA,TB]k+1

:gﬁ@aﬁ =, (i2)Fes
2

2 = (k+ 1)

gve’ i (i5)keP

2 2 (k+ 1)
=0

L gYet & (i5)keP

272 & (kt1)

g0 X (i8)F0*P
2 2 & (k+ 1)

oo

OaF N0 AR [Ta, Thlkia

0000 AL 0gAG [T, Tplir

(9aFﬂAa(ﬁAgB) (T4, TBk+1

(iA12)"
(k+1)!

l\DIQ

0o AL AR Ta, Thlisa

gﬁ@aﬁ o (Zg)k@aﬁ

2 2 & (k+1)

OaF D40 ARTa, Tslre1 (C.6)

Der letzte symmetrisierte Term soll nun noch umgeformt werden:

990" i (i5)" 0

+5 9, FO]A&ﬁAﬁB)[TAaTB]kH

2 2 — (k+1)!
gﬁ@o‘ﬁ o0 (ig)k@aﬂ A A 1 k O]B
BRI ; (k+1)! (a“a“AMaﬁAﬁ Oalad, Zaﬂt 518

— Da0, AL0gAB + 8Q8HAA Z g, ﬁ?lﬁB) T, Tl

g 908 X (iA2)"
B +§ 2 Z (k+1)! (alAj}AﬁB - @AﬁAg) (T4, TBk+1
k=0

93



PR N CEALICE

2 2 Z (k1) k+1

OO ALOGE P (Ta, Tilesr  (C.7)

Dabei kann der letzte Term wiederum wie folgt umgeschrieben werden:

L 99077 S5 (i9)'0% &
2 2 = (k+1)l k+1

9997 {5 (13)'0% &
2 2 = (k+1)! k+1

00 0u AL F NS [Ta, Tliss

(00, 420505, A%

- 8Q8HA§838ﬁAﬁBk> T4, Toler

gﬁ@aﬁ f: (i/\lg)k k’

=+53 DAL AL T A, Trlit

o
e (k+ 1)k +1

_ig 907 e~ i (iN2)F k+1
2 2 2 (k+2)k+2

O 0, AL 05 AL T, Tplr  (C.8)
k=0

Schliellich erhalt man also:

g0 N (A1)
fE] =3 Z G _;21)!8QA;?A§ (T4, TBx+1
k=0

g0 SN (iMa)*
9 > (k ;21)! (aaAﬁAﬁB - 8MA§A§) [T, Tl
5=0

908 SN (in)F k
.9 Z (iM12)

2 2 —(k+)k+1
_ig 90~ 9o i (iN2)F k+1
2 2 2 (k+2)k+2

@LAﬁAgB (T's, Tglkt1

O 0, A 05 AL [T, Tl
k=0
19@056 > (Z/\lz)k A 4B
- g 2 e (]C + 1>‘aaAuAIB [TA7 TB]k+1
_ gﬁ@aﬁ i (’L/\lg)k 1
2 2 = (k+1)k+1

_ig e~ 9e~'? i (in2)k k+1
2 2 2 (k+2)k+2

auAéAgB (T4, Tkt

O 0, AL 05 AL T, Tpli  (C.9)

k=0
Die Reihen lassen sich durch analytische Funktionen darstellen. Mit

“ sin iz)k
S<2>(z)=/0 t(t)dt:—i > (k”l

k ungerade
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CcO(z) = /z cos(t) =1, _ 3 (iz)*

t k'k
k gerade
erhilt man
YO i sin(A9)
2] — 2L O AYABLT,, T
fp +g 2 7;/\12 aa i ﬁ{ As B}
YO cos(Ap) — 1. 4
WAAABIT, T
9 ing  CeduAs (T Tl
g 907 iSB(Aw) o 4
2 2 7;/\12 a“Aa Aﬁ {TA, TB}
gﬁ@o‘ﬁ C(z)(/\lg) —1 A 4B
— = AZAZTy, T,
2 2 7;/\12 8# (e} ﬁ[ A, B]
ig 908 YO isin(A1g) — iAs A B
- — ! A A ’ T T
2 2 2 (iA12)? Out OuAa O AT, T}

B i_gz?@aﬁ 90 cos(Ay) —
22 2 (ifp)?
ig 907 9O~ iS) (A1g) — iAg

1
O 0, AL O3 AL T, T

O 0, A 05 AG{T, T}

2 2 2 (iN12)?
%gﬁ(zaﬁ 19@; 8 c@; Z( ;\\232_ 0,4 A0, AB [T Ty
_ +gz9(zaﬁ Sin/gi\;Z)aaAﬁAg{TAaTB}
_ %ﬁ(zaﬁ 5(2;(1/2\12)8”143145{%’ Tp)
%919(?5 o<2>(2z) — L, AN AB [T, Ty
g T .00, 45T i)
%919(305 19@;’6’ cos(A12) ;%20(2)(/\12)8&/8“A§8ﬁA§, T Ty

Diese Losung fiir die Seiberg-Witten-Abbildung soll von nun an die pl%-Losung
heiflen, um sie von der alternativen Losung zu unterscheiden, die im néchsten Ab-
schnitt definiert werden soll.
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C.2 KB - zweite Korrektur fiir das Geistfeld

Einsetzen in die Rekursionsformel liefert als zweiten Korrekturterm fiir den Eichpa-
rameter:

tg
B3l — _plol (7[11;1[2} -2 (A1 s b)) + (A2 hm]))
= o (\URZ — igC s h2 — igh) 4 C)

L (ate S (1)
22— (k+1)

[(gﬁa( for* APCE)9p0, P
— 20aA,1050,(fo"CPCF) ) (T4, Tt
l

75
_ig Z (&,CC 05 (00 A2 D0,CP) Te[Ta, Tylkia

+ 04 (0a A 050,C7) 0sC[Ta, T) k+1TC)] )

2 2 (k+1)!

[%(AECE)%@VCBHTD,TEJ,TB]M
k=0

1
— §8QA38ﬁ8V(CDCE> [TAa [TDu TE]]k-‘rl

N f: g l@'yé

=0

222 9,0 95(0aA2050,C") [To, [TA,TB]kH]lD (C.10)

Betrachte nun jeden der drei Terme einzeln. Dabei miissen in jedem Fall Terme der
Form 0o (XY') nach der Produktregel ausmultipliziert werden. Mit der Schreibweise
aus Unterabschnitt 4.3.1 gilt:

= > 0,X0,Y = Z (k)aalxalay (C.11)

a=(p,o) =0

Das zweite Gleichheitszeichen gilt allerdings nur dann, wenn der Ausdruck in einer
Summe {iber alle a steht, in welcher eine Vertauschung der Eintrdge in o keine
Rolle spielt. Dies ist in allen Termen aber der Fall.
Damit ist nun:
011G 0OH (ig)keaﬂ

N (V] D ~E B
oy kZ:o (k+1)! Oua(A,; C7)080,C7[[Tp, Tk, Tilrs1

zg 2 9em & k@B
=- ZZ( ) e O AL C a0, CP ([T, Tel, Tolis
k=0 1=0

zg 19@”” > k@B
- ZZ < ) k+1)! 8“lABalaCEaﬁaVCB[[TD=TE]aTB]kH
k=0 1=0
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Lt ig? 9O K [ 9 )kgos
i Z[ () ] =0t AL O 1 AL 190, C 1
=0

k@aﬂa AD 0, CT oAl t?
_Z k;+1 (el A Uar 0(p4hy)
@2rees

~Geror

2 po X k-1 k@a,@
= { Zg v ZZ( ) azAD&ak 1AE 0,30 CB

k=1 1=0

8(QAE) (CE)a(,@Af) t2 :| [[TD, TE], TB]k-‘,—l

pr © k-1 k@B
g 296 (k) (22)780/145&0‘0}38([3/15)

T ) k1)

||M

219@””19@”“ X - (k4 1) (i9)e?
—+% > kzz( ) (k+2)!

0 1=0

Dot AL AP D30,0,C ([ Tp, Ti), Tl

py  * k k@aﬁ
[Zg 2o ZZ() e e AL

=1 [=0
Eﬁ@“" ( g) Qo8 . .
T 2 (k + 1) O AR (CP)OBAL | [Ts, [T, Tk k1
2199””19@”” o Pk )k@a[j
R ZZ( )m

Do AP0, AP 930,0,C" ([ Tp, Ti), T

ig? VOH k@o‘ﬁ N
[0S (MY asa 0000
=1

k=1
ig? 9O N (i2)FeP

42 & (k+1)

a(aAf)(CD)a(ﬁAf)] [T, [To, Telk

Betrachte nun den zweiten Term von Gleichung (C.10):

19@#1/ 0 k‘@a,@
o p‘”Z B 000, (COCE) T T, Tl

)k@aﬁ

ig? VOH >
T M W%AA 0p(0,CPCP+ CP3,C)[ T, [T, Tl
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98

g2 ver L (i2)kes
ig pmz(z) 01 AN 08(CP0,CF)[Ta, [Tp, Ts)) k1

2 2 " & (k+ 1)
= %ﬁzwp” gg <I;) %%Aﬁ)&ﬂwaﬁaﬁ [Ta; [T, Telk41
+ i i (?) %%Aﬁ%ﬁﬂ%%aw t*

k
(l) m8(az4 )a,elCDﬁ(lﬂAf) t3) [Ta, [To, Te]lk+1
s
2

2 pv X k@a,@
Zg 0o ZZ( ) e e dp AR 2p0.C7

k=1 =1

zg 2 yorr = k@a[j
ZZ( ) (k+1)! o e 0aCP AL | [T, [T, Tl

k=1 l=1

Insgesamt erhilt man also fiir die ersten beiden Terme aus Gleichung (C.10):
B = L 02

_.7 @W 907 S [k + 1) (i2)Fe?
G 2 ZZ( ) (k+2)!

k=0 1=0

Ot A} 00 AT 050,0,CP [T, Ti], Thlx

2 v ©0 k aB

Zg 199” k\ (i5)FO

ZZ (l) CEm] Oia A Og AL 0150,CF [Ta, [Tp, Tkt
=

i k+ 1\ (i2)e8
k‘—l—2

=0 =0

[y

19@”” VOr?
2

Mg

g
6

E

Ot AL 80, AL 00,0,CP [T, Tg), Tp)x

k+ k@aﬂ
() rar
a(aa AA aﬁl AP0, CP(Ta, [T, Tl

N 19@“” 0P SN [k + 1) (i2)kes
N 6 2 ZZ I k:+2

k=0 1=0

7 19@“” 907 &
72

WE

k=0 1

Il
o




Dot AP0 AP 930,0,C([Tp, Ti), Te)i

(120> [k +1\ 1
(k+2)! \I+1)k+2

000, A2 05 AL0150,C (T4, [Tp, Tglx
z’“: VOB (k4 1\ 1
< k+2 I+1)k+2
O, 0,0, ALy 051 AL 0130, C " [T, [Tp, Tis) )i
z’“: ' @aﬁ<k+1)k—z+1
< k+2 I+1) k+2
0a0,A05 AL 050,C" [Ta, [Tp, Telk

0 I=

PO 9er
6 2 2

WE
]~

B
Il

01

Il
o

& 19@#” DO
6 2

WE

B
Il

s 19@#” 907
6 2

WE

B
Il

9> 9O 9Or
6 2 2 2

k=
O AgaaAfaﬁa,a,,oB ([T, Tr), Tl

o ookl k a3
zg 19@” S} k 1
>y ()

k=1 1=0

OaA205 AD03CP (T4, [Tp, Tg)lk
7 19@/’” PO X L k@“ﬁ<k+1>l+1

6 2 Lt (k42)! \142)k+2
000, A0 ONAD 05C" T4, [Tp, Tg))i

kOB [+ 1\ k—1+1
k+2 [+1 k+2

0a0,A05 AL 050,C" (T4, [Tp, Telk

z’“: (k - 1) k)iijﬁ

0 (=0

19@“” vere
9 E Z

M»

00
k=0 1

Il
o

19@“” vere
9 E Z

k=
Dot AP Ay AL 930,0,C% [T, Tr), Tl
zg 19@/’” iz": 2)kgeB k: k—1
P k:+1 k+ (1 +1)
OaA205 AD03CP (T4, [Tp, Tg)lk

g2 9077 YO SN (12)20%8 (k4 1\ (k — 1)(I + 1)
6 2 2 2 (k+2)! <l+1>(k:+2)(l+2)

000, A0 ONAD 05C" T4, [Tp, Tg))i

k=0 1=0
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100

_g_@ﬁ@poiz’“: k@B (ot I\ k— 1+ 1
6 2 L k+2 1+1) k+2

D00y A2D 5 AL D150, CF (T, [T, Tl

YOH YOr i (1A13)"(1Mg3)° 1
2 2 blc+ 1) (b+c+2)
AEAEaJaVCBHTDa TE]a TB]a—i—b
i @ﬁ@pg f: (i/\lg)b(i/\gg)c C _
6 2 4 bd  (brcr1Ph+1)
A;‘A?OE[TA> [TD> TE]]b+c+1
_ 9_219@’” ﬁ@HA f: (’iAlg)b(i/\Qg)c C
6 2 2 = b (b+c+2)2(b+2)
apAéaAAc?CE [TA> [TD> TEHIH-C
9_21991“/ Yere f: (’i/\lg)b(’i/\Qg)c c+1
6 2 2 ~ ble! b+c+2)2(b+1)
O, At ADD,CP [Ty, [T, Tg) s

g
6

Schliefllich zum dritten Term von Gleichung (C.10):

ig2 19@“ <, (i2)k@°B (i2)le78

ig> 90" i (i5)*0°? (if)'e°
CESIR

k,1=0
!

!
2:(n)a¢ﬂ%@auAg&ﬂ%aL@thTmzghﬂh

m=0

< 2 v 0 VAV ()

ig® ver (i5)'©7
KL 0>
—0

2 !
l_

2
(1908 1N, o A

(E:ﬁﬁiﬁ' ) 03C 05 DA 85090, C7
k=0

m=0
(i2)hees I\ m+k o o i
* P k‘ +1) (k+ 1) Z—:l m+k+ 16 ¢ 3057’L3aF51)uan58g8,,C

zg 2 yom / dt Z k@o‘ﬁ
(k+1)!

[TC7 [TAv TB]k—i—l]l

pO] Z (k+1)! [ Oy C“ 05 (8aAf}858,,CB) [T, [Ta, TBlr+1):



00 (z—)l@'75 l I
(Z 2T Z 8(1’71451)8(6’"8a14ﬁ)an58ﬁ&,03 3
. !
- Z 2 l[ Z (m) 8‘)10 8(5m8a14u)8(m5aﬁ145) t3
oA (8 —t7)

(90 K1\ mtk o - o
+Z Z m m—i-/{?—i— 1a@ﬁAyl)a(l5maaF5l)uan5agayc t

=1
c [0]A B 42
B Z ! Z (m) m+k + 1870 a(1‘5ma°‘Fc51)ua(m‘“?ﬁAV) ¢ )
=1

[TCv [TAv TB]k+1]l

B ig219@“” o ( )k—i—l@aﬁ@'ﬁi l
a 6 2 < (k+1) m

=1

)aﬁA 06O A Bn50,C”

m=0

ig2 YOV o (Z'g)kﬂ@aﬁ o7 ! l
6 2 CES I

k=0 m=0
=0

_@ﬁ@uui(»g)k—klga,@ @75
6 2 S

) 050 05 Da A D5 AL

m

l

3 l m+k c

2 ( ) k10049 Oa oFy)), O3060,C"
(

l
3 l m+k A
3 > <m) — 1a,ycca@maaFgﬂua(maaﬁAg)
[TCv [TAv TB]k+1]l
ig® VO & (i%)keB
12 2 & (k+1)

g 0O <z§>k+leaﬁ -
6 2 (k+1) 1

CC0a A0 AN [Te, [Ta, Thk) (*)

(l)aﬁA Dgm O A &58586’

k m=0

;2 v * I\k+H OB s !
ig~ Vo ( iz)""o @7 c A B
6 2 ; (k + 1) Z 05C™ Ogm Oy, 05 Op A,

=0

=0

101



gt 0o N (i5)HeP o8 zl: I\ m+k
12 2 & (k+1 @ m)m+ k1

=1

Oy AS, ) Opsm O F 3 0500, O

@19@“’/ 0 (,&-g)k—kl@aﬁ @’yézl: l m+ k
12 2 & (k+1) m)m+k+1

=1

m=1
aﬁccacémaaFgf{;‘a(méaﬂAg)
[TC> [TA’ TB]k-i—l]l

_Eﬁ@pu o0 (Zg)k—i-l@a,ﬁ @75
6 2 CES

k=0
=1

l
( > ( : )a(l,,Ag‘l)a,sm DA} Ons 030, C”

1 ! m c 0)4 B
—|— 5 Z m) m&ﬁA%)agm&aFélu an&&ﬁ&ljc

l
1 l m
=52 () T P 0o

) ey | -05C D5 O, o a(m,;aﬂAyB))

[Te, [Ta, Tlkrli
ig2 YOH o (Zg)k—i-l@a,ﬁ @75
12 2 & (k+1)

=1

l
IN3m+2k+2_ . B 5

IN3m+3k+2_ o N 5
— Z m) m&vc 85’”80‘14” 8(7n58’314y)

l
= ( : ) 01, AC D500y AL OnD0,C"

z
) O 0,CC0m Ol AL 8(m58g,4§))

102



[TC> [TA’ TB]k—i—l]l
’Lg2 YO e (Z’g)k-i-l@a,ﬁ @76
22 e

l
( Z (m) m + k —+ 1 8’71 Ag; 857”80(14# arL(s&’B&VCB

-

—_

_|_

M

203, AC D51 D0 A 5030, O

1\3m+2k+21—
m+k+1 1 T

m

NS
]
o

0,0C D5 00 A ns0g A

m+k+1 l—-m+k+1"7

[\ 3m + 2k + 2 1
m

[en]

m=

1—

[y

l)3m—i—2k—i—2 [—m

COgm Doy A O AP
1 l_m+k+180 Osm 0o A, On15050, Ay, |

m

3
Il
=)

0yCC D5 Do A0, 0, AL

MN

m) m+k+1 l—-m+k+1 "

~ 3
Il
=)

l

C A
m)m+k+1lmA g O,y AL Bng 30, C'P

(
=
=l
(l)3m+2k+2 k
=
=
=

Il
—

m

l m .
me+1lmmﬁwaA%wm

M-

N
|
_

l

m

M

e k +1 203, AC D 00D, Af 5030, C”

~ 3
Il

l ! y ) )

m=
[—

[ l—m c
+ (m)m+k+1l—m+1+kao &gm@@A an+158g0Am)

—_

m=1

[TC> [TA’ TB]k—i—l]l

g% 0O 9orT X (il)ktees  gs ZI: 3m + 2k + 5

12 2 2 p— %+1 (I+1)! m+k+2
=0

0, AC D5 a0y AL Bns0,C P [Ter, [T, Tl

9> 9O 9O X (ig)F e e zl: 3m + 2% + 2
12 2 2 4 (k+1 I+l &= \m) m+k+1

=0
=0

Oy AS Om 00 A7} Ons030,0,C [T, [Ta, Thlir1)i1

103



104

ig® 9O & (ig)k“@aﬁ@'ﬁi 1\ 3m + 2k + 2 1
12 2 &~ (k+1)! I m+k+1 1l—-m+k+1

=1

m

Oy CC Osm DAl Ons O AL [T, [T, Thlisn)i

g? 0O 9orT X (i)FHe® ov Ll /14 1\ 3m + 2k + 2
12 2 2 & (k+1) ((+ 1)< m+k+1

=0

l+1—m
l—m+k 2
g* DO Yere (ig)k+l@°‘5@75zl:<l)3m+2k+4
12 2 2 (k+2)! 1l m4k+2

k=0

878;)0085’” 8aAﬁa”58ﬁauAgB [T07 [TA7 TB]k—i—l]l—l—l

m
=1

k+1
l—m+k+2

19@“’/ ﬁ@po‘ ( )k—i—l@a,@ @75 !
12 2 2 ; (k+1)! l+1'z< )m+k+2

=0

) AC&;ma 0, A 0n500,CP T¢, [TA,TB]M+1
g 290M 9O YO K (i%)kles  g7s Z [+ 1 m+ 1
12 2 2 2 (k:+1 (14 2)! m+1/m+k+3

k=0

0yC Dy Dy AL BnsO0, AL [Tes, [T, Ty

=0

00, AC Dm0, 00 A2 85050, C'P [TC, (T, T ]t iso

ig? 90m 9O YO N (i5)FHOP g Z [+1) m+1
12 2 2 2 & (k:+1 (1+2)! m+1)m+k+2

=0

0,0, AC Dm0 AAanéaﬁaAa CB[Te, [Ta, Tilest]ise
g2 YO YQro 00 ( )k+l@a,3 @75 Z <l—|—1) m+1

12 2 2 4= (k+1 (+D) = \m+1)m+k+2
=0
R 8,00 05 00, A2 05 AP [T, [T, Tl ]
[—m+1+k 1°F 6" OaUu s OngOg A, |LCs |4 Ay L Blk+1]1+1
Eﬁ@uuﬁ@pa YO 2 ( )k—i—l@a,@ o ! [+2 m+1
12 2 2 2 4 (k+1 (+2 = \m+1/m+k+2
=0
[+1—m c A 5
l—m+2+ k&,@p&{C’ g a0y A5 500, A [To, [Ta, Tplksr |12
g2 90 9erT X (id)kHeer g 3m + 2k + 5
12 2 2 £ (k;+1 ((+1) = m+k+ 2

=0

3714535’” 341301433%%&/0 T, [Ta, Telks1)it1



9> 90 907 X (i) le? o zl: 3m + 2k + 2
12 2 2 (k+1! (+1)! ~ m+k+1

k=0
=0

Oy AS 5m D0 ALt Ons050,0,C P [T, [Ta, Thlis1)is1

ig? VOM N (i9)F O 9o i [\ 3m + 2k + 2 1
12 2 &~ (k+1)! I m) m+k+1 l—m+k+1

=1

Oy CC Osm 00 Al Ons 08 AL [T, [T, Thlis1)s

g2 0em 9ors X (i2)e? o L /14 1\ 3m + 2k + 2
12 2 2 %+1 ((+1 = m+k+1

k=0
=0

I[+1—m
m")’v@p“@sm@a%aﬂs@aaﬂf (T [Ta, Tl )i
g% 0Om YOrs . (il)kHges g i 1\ 3m + 2k + 4
12 2 2 &~ (k+2)! I m) m+k+2
=1

k+1
m8‘70085m 8aapAﬁa”58ﬁ8vAoB Te, [T, Tgk

N @,ﬁ@po‘ f: ( )k—i—l@aﬁ @75 Zl:
12 2 & K (+1) m+k+1

=0

Oy AS O5m 00 A OnsOC " [Te, [Ta, Tkl

g2 00r YO L (1)FHe o1 /141 m+1
12 2 2 &~ K (42l = \m+1)m+k+2
=0
0,0, A% Ogm D, aAAAanaaﬁcB [TC, [Ta, Tililiso
P90 9O L (i5)HOP @ 141\ m+t ]
12 2 2 Ko 0+ 20— \m+1)m+k+1

k=1
1=0

00, AC O5m Oy AAang&ﬁ&AC [Te, [Ta, Tar)iie
g2 0OM 9OrT N (i5)He* o [+1) m+1
12 2 2 & (k+1)! (+) = \m+1/m+k+2

k+1
ayapccagm 8a8 A?arzts&’@Af [TC, [TA, TB]k+1]l+1

I—m+1+k
g_2ﬁ@pcr JOLA 00 ( )k+l®aﬁ e Zl: [+2 m+1
12 2 2 k! (14 2)! = m+1/m+k+1

1=
[+1—-m
m&,@p@ﬁ(j‘c&gm aaAf &1505/1]3 [Tc, [Ta, Tplk]i+2

105



Dabei verschwindet der mit (x) gekennzeichnete Term aus Symmetriegriinden:
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= (—1>k+1@V“@ﬁaa(ﬂAf)8(aAﬁ) [TA, TB] k+1
= —0" O AL DA Ts, Talk

= —0" 0P AN OBAL T, Tl (C.12)
Diese Reihen lassen sich im Prinzip durch bekannte analytische Funktionen aus-
driicken (vgl. Anhang 4.4.7). Dies fiihrt jedoch zu keinen schénen Ausdriicken.
Insbesondere muss hierzu die Matrixstruktur ausgeklammert werden, d.h. je-
de Summe proportional zu [[T4, 5., Tc], miisste zundchst aufgespalten werden

in vier Summen proportional zu [[Ta,Tg],Tc|, {Ta,Ts},Tc], {[Ta,Ts],Tc} und
{{T4, T}, Tc}, deren Vorfaktoren dann analytische Funktionen wéren.

C.3 mb! - zweite Korrektur fiir das Materiefeld

Einsetzen in die Rekursionsformel liefert als zweiten Korrekturterm fiir das Mate-
riefeld
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Die Funktionen MF’] bis MF{; lassen sich noch durch analytische Funktionen dar-
stellen. Die Ausdriicke, die man erhéalt, sind jedoch sehr uniibersichtlich und auch

fiir die numerische Auswertung (zumindest bei kleinen Impulsen) ungeeignet. Das
Resultat befindet sich im Anhang 4.4.7.
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D Uberpriifung der
Seiberg-Witten-Abbildung

D.1 Uberpriifung des Geistfeldes

Einsetzen in die bestimmende Gleichung (3.8a) liefert (bis inklusive 3. Ordnung in
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190 O~ (1M3)" 4 p g
A 2
6 2 ;(b—l—l)! OO
(ITs, [Ta, Telpsa] + [[Ta, Tp), Telper + [Ta, [To, Tollor)
= AR —ignld s © = igC « R,

wieder auf Grund einer verallgemeinerten Jacobi-Identitét.
Berechne schliellich fiir die zweite Ordnung

g 908 X (i2)Fes

J 0000 C*050,C BT, Tk
272 & (k+1)

SR =

= —igCxC +1igCC (D.2)

Damit ist Gleichung (D.1) gezeigt.

D.2 Uberpriifung des Eichbosons

Zu Uberpriifen ist (Gleichung (3.8b):

0= 0,6 —iglA,  C] — A,
= 9,C + 9,h” —ig[A, t C] —vA, — v
= +8uh[2} - ig[A“ 3 C] + ig[A“, C] - W[O]f;[?] (D-3)

(0] f}?]

Ausgehend von Gleichung (C.9) berechne

7[0] f,[f}
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_ e i (iM2)"

aaaquAg (T4, Thlis

2 = (k+1)
@aﬁ (iA12)* An B
a A aﬁc [TAaTB]k—i-l
o (k+1)! #
_g,ﬁ@aﬁ ('&/\12) A B
2 2 ;(k+1)|k+1aac A [Ta, Tkt
g0 & (At 1 L
2 92 Z (k+ 1)!]{2—1— 18“14&850 [TAuTB]k—l—l
=0
Zg ’19('—')055 ﬁ@a’ﬁ/ 00 (Z/\lz)k k+1 N s
2.2 2 ;<k+2)!k+zaa’8ﬂaac 03 AR (T, Tl
ig 00°8 90T Z\ (iAn)* k + 1
B 5 2 2 Z ((k _:22))| k- 28 /8uA28ﬁ85/CB[TA,TB]k

—0
19@0‘6 & A k
=9 Z (Z _:2>) 0 %CAA?[TA,TB]W

2 (k+1)!
k=0
N
—3 Z( ];!2) AﬁCB[TA,TB]k
k=1
g™ TN (iNg2)* B
202 Z(k:+1)lk; 006 CHAZ [T, Toli1a

8 AAaﬁC [TA, TB]k+1

919@0‘5’ s Z‘/\lz)k k N
_5 2 kz:(k+1)lk o8 06’ A [TAaTB]k-i-l

gve’ f: (inR)* K

_Z A B
2 2 (k+ 1)k + 8 WAy 05C T [Ta, Thlkya

_g,ﬁ@aﬁ > ('&/\12) A B
2 2 ;(IH 131 0a0uC A5 [Ta, Tl

—ig[A, * O] +ig[A,, O]

19@0‘6 e A k
5 X (A T Tk
k=0 ’

19@@5 ° A k
_g 2 2 ((/z fl))'AéaﬁaucB[TA’ Tk
k=0 '

—ig[A, : Ol +ig[A,, O]
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g0 N (iNg)*
9 9 Z ((k _:21))|auAéaﬁcB[TAaTB]k+1

= 8uh[2} - ig[A“ H C] + ig[A“, C]

Damit ist das Ergebnis iiberpriift.

D.3 Uberpriifung des Materiefeldes

Man berechnet einerseits:

[0],,,18] —

7OmP =

Zg 199“” i = (iA12)%(iA13) (iM03)¢ a—Db+c+1
(a+ 1)!ble! (a+c+1)(a+b+1)
0,CAV¥
@19@“” = (i/\lg)a(i/\lg)b(’iAgg)c a—>b +c+1
2 2 i (a+ 1)ble! (a+c+1)(a+b+1)
A,0,C¥
_ 9_219@’“/ JOre i i i (’i/\lg)a(’i/\lg)b(i/\gg)c a—b +c+ 2
alblcl(a + 2) (a+c+2)(a+b+2)

2 2 2
0,0,C0,A, 0

_ 9_219@’“/ JOre f: i Z (’i/\lg)a(’i/\lg)b(i/\gg)c a—b +c+ 2
2 2 2 alblel(a + 2) (a+c+2)(a+b+2)
0,4,0,0,C'Y
N g> 90’ YOr” i i L (iA12)%(iA13) (iA03)° 2
2 2 2 — alblc! (a+b+1)(c+1)
B 1 N 1
(a+b+1)(a+c+2) (a+c+2)(a+1)
N 9> 00 Yer & i i (iM12)* (iA13) (i A3)° 2
2 2 2 Ll alblc! (a+b+1)(c+1)
B 1 N 1
(a+b+1)(a+c+2) (a+c+2)(a+1)
_ 9_219@“” Ver? X - — (’iAlg)a(’iAlg)b(’iAgg)c 2a+c—+2
2 2 2 Lgiio (a+ 1)ble! (a+c+1)(a+b+2)
0,0,CA,0,¥

_ 92 YO YOr7 (’iAlg)a(’iAlg)b(’iAgg)c 2a+c—+2

2 2 2 prrdrmrdrs (a+ 1)lble! (a+c+1)(a+b+2)

a=0 b=0 c=0

a=0 b=0 c=0

a=0 b=0 c=0

a=0 b=0

) 0,00, A5

) A,0,0,C 050

(o olENe o lNe o]
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0,4,0,C0,¥

[e.e] [e.e] b

Zﬁ@aﬁﬁgpazz ’L/\13 Z/\23 (b—C)
b+ D!(c+ D (b+c+2)

=0 c=0

0.C A 0,050

19@045 ﬁ@pa ii ’L/\13 b Z/\23 (b—C)
b+ Dl(c+ DI (b+c+2)

440,000,050

g ’19@ ﬁ,lg@,u > ii '&/\12 '&/\13 (i/\gg)c 2a +c+1
0 alb!(c+ 1)! (a+c+1)(a+b+1)

0,C Aa0,050
g_219®°‘6 19@/“/ 2 e — (’i/\m)a(i/\lg)b(i/\gg)c 26L+C+1
2 2 2 L alb!(c+1)! (a+c+1)(a+b+1)
4,000,050
Eﬁ@’w i e (i/\lg)a(i/\lg)b(i/\%)c a—b +c+ 1
2 2 = « (a+ 1)l (a+c+1)(a+b+1)
0,CA, ¥
@,ﬁ@pu X e = (’iAlg)a(’iAlg)b(’iAgg)c a — b+C+ 1
2 2 il (@rDld (atetDatbl)
A,0,C¥

2
2
b=0 c=0

a=0 b=0 c=

=0 b=0 c=

(o O lENe o lNe o]

Zg ’19@/)0 Z Z Z Z/\12 Z/\13 (Z/\Qg)c a—b +c+1

(a—1)Wlcl(a+1) (a+c+1)(a+b+1)

a=1 b=0 c=0
0,CA, ¥
zg 290 SN = (iA12)%(iA13)0(iA23)¢ a—b4c+1
;;ZO (a—1D)lcl(a+1) (a+c+1)(a+b+1)
A,8,C0
g0 N i (iM12)?(iA13)8 (1 A03)° 2
2 2 Ll (a —1)ble! (a+b)(c+1)

1 1
T et aterD)  (ateq 1)<a))CAC“8ﬁ‘I’

zg ’19@“” X - = '&/\12 Z/\13 b Z/\Qg)c 2
ZZZ alb!(c —1)! (a+b+1)(c)

a=0 b=0 c=1

1 1
— A,0,CU
(a+b+1D)(a+c+1) +(a+c+1)(a+1)) a
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+ffﬂgmcm§§a)amﬂ%ﬂmfwhﬁc 20+ ¢+ 2
2 2 it (a+D)Ib-Dld (a+c+Datb+1)
9,C A, U
4 ig® 90" i (A1) (1A13)" (iA03)° 2a + ¢
a—1 b0 c—0 alblc! (a + C) (CL + b4+ 1)
A,C0,T

)CA8\II

7:279@’)000 1\13 i23cb
_ E:E:(A)(A )E

Blc+1)! (b+c+1
Zgzqg@aﬁ

)
ZZ Z/\13 Z/\Qg (b c+1§Aa005\Il

(b+1le! (b+c+1
1219@045 P X X (iA12)(iA13)P (IA %+ ¢+ 1
g ;;; allzb—1136+1§3) (a+c+1)(a+10)
CA,0¥
_ig®ver i e (1A12) % (1A3)0(iA03)° 2a + ¢
2 2 Zaa aldlc! (a+c)(a+b+1)
A, C0,¥

ZZi i) @M ()" 0 g

1l el
=0 b—0 =0 (a+ 1)l

2 0o 00 0o . c

Zg 19@” Z/\12 Z/\13 (Z/\23>
>3y ) co
a=0 b=0 c=

Zg 19@”

("‘)NV e <o ] Z/\12 Z/\13 (i/\23)c 1
ZZ 1p!
a=0 b=0 ald! (a+b+1)
19(»—)045 o0 0o 00

ZZZ (iA12)*(iN13) (iA23)CCAa85\If

A,0,CT

a=0 b=0 c=0 a'b'c—i—l)

0" S~ (iA13)°(iAa3)" 1

CA,030
I;Z bl (b 1) T
ZZ (iA12)(iA13)"(1A23)° 1 A OO
1p! i v

a=0 b=0 alb! (a+b+1)

o ii ATCVMUAT Y S P
b=0 c=0 ble! (b+c+1) ooy

Andererseits ist

1gC' * mi ighm « U — 7[1}m[2}
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0098 SO A (iA1) ™ (iA13)F ™ (i),
= —1ig —ZZZ ml(E —m)( + 1) CA,03¥

. 9 aB l . k(- m{: l—m
_ E&ZZ Z (#A12)"(i/13)" (i\23) Al0sCP Ty, Tl v

2 2 k=0 =0 m=0 (k + 1>‘m'(l - m)'
OB X2 k (Z/\ ) (l/\ )k m o1
—igt—— = 23 AAB
Y2 ;T; m!(k—m)!  k+ 1Aa0 (T4, TplOs¥
(iN12)™ Z/\lg)k moq
+ zg 5 Z Z ml(k—m)!  k+1 (Aa03CV + A, CO3T)

(o olENe o lNe 9]

?9@ of '&/\12 Z/\13 ('é/\gg)c
= —ig"—— Z Z Z b+ 1)] CA,0p¥

a=0 b=0 c=0

B [e.e] (o) (o)

—ﬂ—ﬁ@ YN (A12)" (i) () (AaB3C + 0,C Ag) W

1pl !
a=0 b=0 c=0 a+1bc

(’L/\lg ’L/\23 1
bZ; 2; el g1 (AeC T 044) 05T

0% I & (iA12)*(iA13)° 1
; bz_; b ag b1 AedsOV + ACO,T)

Also ist insgesamt

(D.4)

und dies ist gerade die Seiberg-Witten-Gleichung (3.8¢) in der dritten Ordnung in

den Feldern.
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E Rechnungen zu den
Feynmanregeln

E.1 Der Drei-Bosonen-Vertex

Die relevanten Terme fiir den Drei-Bosonen-Vertex (Diagramm siehe Abschnitt
5.3.2) in der Lagrangedichte (5.5) sind

Loy = —Tr Fgﬂﬁzlw - §Tr (0" A,) (0" A (E.1)

Der erste Term ist ausgeschrieben
v PUEE = Ty FGRARY 4 Ty PGP ARK 4 igTr FIAR 5 AV
= —2Tr F[Jo" AR 4 2ig Ty F})(A + AY)
= —2Tr OMA,,a”A[Q}” + 2Tr OVAua”A[Z]”
+2igTr 0, A, (A" x A”) — 2igTr 0, A, (A" x« A”)
= +2Tr (09, A,) AP — 2T (970, A,) AP
+ 2igTr 0, A, (A" « A”) — 2igTr 0, A, (A" « A”). (E.2)

Im letzten Schritt wurde in der ersten Zeile partiell integriert. Man erhalt also ins-
gesamt (nach einer weiteren partiellen Integration)

1
Lyes = +2Tr (0#0,A, — (1 — X)8“@,4“),4[21”
+ 2igTr (0,A, — 0,A,) (A" x A”) (E.3)
Setze nun AP in die erste Zeile ein und erhalte:

+2Tr (019,A,) AR — 2Tr (919, A,) A2V

_ +2gﬁ2aﬁ (919, AC — (1 — %)8“8,,145)811(1(/\12)8QAQA53Tr Te{Ts, Tp)
— 22'929?5 (0"9,AS — (1 — %)8“8”/15 )%%AQAEH To|Ta, Ts)

" a5 — - Dy, a0 Do agm g, i)
+ igﬁzaﬁ (09, A5 — (1 — %)8“@145 )%z)_la”AﬁAﬁBTr To[Ta, Ts)
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YO8 Y ¥ 1 sin(A1) — S@(Ag)
9 5 (0"0,4;, — (1 )\)8 AA;) 2,
O 0" ALOg AL Tr Te{Ta, T}
908 Y ¥ 1 cos(A12) — CP(Ayg)
» pa AC _ (1 _ tyaun AC 12 12
+ig 5 5 (0"0,A, — (1 )\)5’ A A,) ex

O 0" ALOg AL Tr Te[Ta, T

Unter Verwendung von

1,
Tr Ty[T,Tc) = §ZfABC

1
Tr Tu{Tp,Tc} = §dABC

lasst sich dies nach Fouriertransformation schreiben als

+ 0 5 Ag + (0= DnAD P00 i At
—ig S g+ (1= DAL SO ) i
- 408 g+ (- P A SO
+ %g%aﬁ(—n%f +(1— %)nﬂmAﬁC(m(:Eﬁng) = (—ip") AL A i foan
- GUOTIO aaT (1 = ) SO0 - SR O0)
(—ipa ) (—ip") Al (—igp) Afdcas
%g%;aﬁ %W(—WAE +(1- %)n“mAS)COS(_(p@CJ)()péqC;Q)(_(pGQ))

(—ipar) (—ip") A (—igp) AGi foan
g 9O i @)
_ ig ¥O { (2 sin(pOq) 75 S (pOq)

L8787 ) d
2 2 (pOq) 2% T T (pog) O ) cap

cos(pBg) — 1 CP(pOg) — 1 )
_(EBWPED T2 sese & TWPRA) TR e ge

(pOq)
1
(n*g" — (1 — X)n”n”)ASAﬁAf
ig 9O YO p 5o ) Si(POg) — SP (pOq)
5 5 5 pa/pl/qﬁéa(sﬁ’ (p@q)2 dCAB

_ cos(pOg) — C®) (pOq)
(pOq)?

1
fCAB}(an‘“’ - (1= X)n"n”)AfA?Af (E4)
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Dieser Term muss nun noch mit ¢ multipliziert und in den Bosonen (A, p), (B, o)
und (C, ) symmetrisiert werden. Fiir die spétere Anwendung ist die vollstandige
Symmetrisierung jedoch nicht nétig: Man erkennt ndmlich, dass sémtliche Terme
proportional sind zu )
(g™ = (L= )n"n") Ay

Dies ist aber genau die freie Bewegunsgleichung fiir das FEichboson AS (inklusive der
Eichfixierung). Fiir den Fall, dass AS ,on-shell“ ist, verschwindet der Beitrag dieses
Terms also. Spéter werden die Feynmanregeln nur fiir den Fall benotigt, dass zwei
der drei Eichbosonen, die auf den Dreiervertex treffen, , on-shell“ sind. Also bleiben
von der symmetrisierten Feynmanregel nur die Terme iibrig, fiir die Af(n) virtuell
ist. Dies sind genau zwei Terme, die aus Gleichung (E.4) durch Vertauschung von
(A, p) und (B, o) entstehen. Die vollstdndige Feynmanregel erhdlt man, indem man
zusétzlich noch unter den zyklischen Vertauschungen von (A4, p), (B, o) und (C, p)
symmetrisiert.

Betrachte nun die zweite Zeile von Gleichung (E.3):

2ig(Tr 8, A, (A" % A”) — Tr 9, A, (A" x A))
= 2ig(9, AT — 0,AS) exp(i) AYALTr TeTaTp
i .
- Eg(aﬂAS — 0,A9) cos(Ars) A A%i foar
- g(ﬁuAf — 0,A%) sin(A12) A4 Adoap

?

s S((=in) AT — (=in,) A7) cos(—(pOq)) A At foan

= 2((=im)AS — (=in)AT) sin(—(pOq)) A4 Apdoas
l
= Z(g" 0" — 9" fean cos(pOq) AS A AT

2

i .
- 59(9“"77” — ¢""n%)dcap sin(pOq) AG A A2

Im zweiten Schritt wurde die Exponentialreihe aufgespaltet in Terme, die sym-
metrisch bzw. antisymmetrisch unter der Vertauschung A’; < A%. Dadurch kann
2Tr TcTATB durch Tr TA{TB,Tc} = %dABC bzw. Tr TA[TB,Tc] = %ifABC ersetzt
werden (vgl. die Rechnung (4.22)).

Multiplikation mit i und Symmetrisieren fithrt zur Feynmanregel

9(fapc cos(pOq) — dapc sin(pOq))
(9" (n—p)” + g" (p— Q)" + g (g — n)")AS AL AP

Dabei wurde die Impulserhaltung ausgenutzt: Aus p 4+ g +n = 0 folgt

pOq = —pOp — pOn = nOp
= —nOn —nOq = ¢qOn

146



Man erkennt, dass diese Feynmanregel im Grenzfall ¥ — 0 in die bekannte kom-

mutative Feynmanregel iibergeht (vgl Abschnitt 6).
Insgesamt erhilt man also als Feynmanregel fiir den Drei-Eichbosonen-Vertex fiir
den Fall, dass nur das Eichboson AS(n) virtuell ist', den Ausdruck

9(fapc cos(pOq) — dapc sin(pOq))
(9" (n—p)” + 9" (p— )"+ 9°"(q —n)")

JOs sin(p© S@(pe
_g { (2M<paagaz Tty — 00D qy>5gég)dm

2 2 (pOq) (r©q)
- (2%@&;&5 T )
2) _
- C Eigz; 1(pz/ %/)5 0) fCAB}

YO 19@“"5'
g Do (pl/ QV)QBégég’

2
sin p@q @ (pOq) douy — SO0 —C @ (pOq) fous
p®q (p©q)*

E.2 Der Kontaktvertex

Die relevanten Terme fiir den Kontaktvertex (Diagramm siehe Abschnitt 5.3.4) in
der Lagrangedichte (5.5) sind

Logag =+ W (i) — m) Wl (E.5)
+ 3T (if — m)wE + Z\il—,[f’](i@ —m)v, (E.6)
+gzﬁa[‘Aab*\Ij[2 Z‘I’ b*‘I’ Z A * Uy

a,b

a,b

Der erste Term ergibt
> w(ig — m)v2

TICRK Ag) — 1, —
12

! Anderenfalls wire noch der zweite Teil der Feynmanregel zyklisch zu symmetrisieren.
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907 exp(ingg) — 1

(= m)(rig " — TR =14

w+l—mﬁﬁwwmfgg?_3%+wmw
B 9219(?5 ﬁ@;ﬁ exp(—(iliké(;)f)))) LT,

(¢ +1—m) eXp(_z;éG;;)) LY

Da der Vertex symmetrisch ist unter der Vertauschung der beiden Eichbosonen,
muss noch symmetrisiert werden. Multiplikation mit ¢ liefert dann die Feynmanregel

af O/ﬁ/
ifﬁz ﬁ%2<x&,
exp(—i(¢Ol)) — 1 exp(—i(kOp)) — 1
(vt £ - m =P o) M
exp(—i(pOl)) — Lexp(—i(kOg)) —
+ lﬁk’ﬁ/(p + l - m) (p@l) (k‘@q) TBTA>

Betrachte als nachstes den Term

+gZ\If ab*\lf[2

Mit Hilfe der Formel (5.3) lésst sich dieser Term wie folgt umformen:

+ gU[A + U]
— [T « AP
_ af ; _
= gexp(i/\m)\I’Aigﬁ(9 exp(z/\lg) 1Aa85\1/
2 A12

RVICEE , exp(—igOl) — 1 .
~ G — —

19— exp(—ikOp) —0l Ay (—ilg)W¥

af . s -1

=—¢° V0 exp(—ik@p)\I’AeXp( ig010) Al

qOl

Symmetrisieren und Multiplikation mit ¢ fithrt zur Feynmanregel

, 000 . exp(—iqOI
—ig? l5<exp( —ik©®p) p( qél )~ 5”7“TATB
, exp(—pOIl) —1_, ,
+ exp(—ikOq) Xp( p](;l ) ohy TBTA>
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Analog fiihrt der Term

+ g UEIA U]

90 exp(in) — 1, — ,
= grig 0PN = L) ) 4, expin) Av

12
C,00% exp(—ik®p) — 1 . — .

~ g 5 ( —k@p) (—ikg) WA, exp(—igOl) AV

VO exp(—ikOp) — 1 — .
=—g 5 ( +Op kgW A, exp(—iqOl) AV

zur Feynmanregel

VICEE Lexp(—ik©Op) — 1 ,
—ig? ks (557 +Op exp(—igOl) T4 Ty
exp(—ikOq) — 1

(el

exp(—ip@l)TBTA>

Der Term
— ~[2]
+gU[A V]
= gWexp(ini2)y”
af o
12

B Z,gﬁ@aﬁ cos(A12) — 186“4141%9[@17 sl
2 A2 g
g 96" S (A1)
2 2 Ap
ig 90 CP(A) — 1
2 2 A1
g 90°? YO~ sin(A1g) — S@ (Ar)
2 2 2 AZ,
ig 00 YO cos(A1g) — CP (A1)
2 2 2 A2,
~ g*W exp(—i(p + ¢)O1)"
<+ YO sin(—pOq)

Oy AGAG{T, T}

OpAG AL T, Tp)

O 0,AL05AS{Ta, Tis}

O 0, AR AL [T, TB])\I!

(—ipa)A;‘Ag{TA, Ts}

2 —pByq
= iﬁ@;B COS(__Z;@@QQ) L (ipa) AFABIT, )
- %19@;5 5(2)_(;55)@ (—ip,) AAAB{T, T}
SO PO =L i A2 ST Tl
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190°% 9O'F sin(—pOq) — S@ (—pOq)

(=parpp)An (—ias) AG{Ta, T}

222 (v6q)?
1 907 907 cos(—pOq) — C®(—pOq) Af . 4B
92 o’ AL (— A AVl ,T
2 2 2 (pOq)? (—Parpp) Ay (—iqe) Ay [Ta B])
v

= g°Wexp(—i(p + q)Ol)y”
af
(_219(2 5“5”M{TA,TB}

SR cos(p@q)

Ho% T T
i YOV S®@(pOq)
+ i?ppésﬁ;ﬁ%—p@ {14, T}
1968 C?(pOq) — 1
— = Ho% TA, T
i 908 Y's’ sin(pOq) — S (pOq)
D561, T, T
55 5 PaPpdp%a0j (709)° {T4, Tp}
1967 19@‘“'5' cos(pOq) — C?) (pOyq)
P66, Tu T
ATAD D
= ¢*U exp(ikOI)~”
i 9O sin(pOq) S®@ (pOq)
_ v v = 2 p 0 ——— LTy, T
( 2 2 % (2pa5p pOq Pr0a pOq >{ A, T}
1908 cos(pOq) — 1 C?(pOq) — 1
- v W [Ty, T,
i 908 9e's sin(pBq) — S (pOq)
/ sy Ty, T
2 2 2 paprB(s 6,8( (p@q)2 { Ay B}
cos(pOg) — C? (pOyq)
)
AAB
AA AP
ergibt die Feynmanregel
ig® exp(ikOI)
i 900 sin(pOq)
Vb uw_. v
( 575 ( (Padfy" + qad7") 204
S®(pOq)
—SESY(h — o) )
hy(p — )7 g ) (Ta T}
IRVICR cos(pOq) — 1

( (Padi™ + 4ad57")

Tty pOq
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WSy 0(2)(pGQ> —1
~ 003(p — ) g ) [T, Ts]
i 9O Yo' s sin - 5@
+2192 19@ por(p — d)g 555;( (p@q(;@q“; W) ¢, 1)
cos(pOq) — C® (pOq)
)

Weiter fiihrt

U (i — m) Tl

. ig? YOH _ . .
= ‘;[/(Za — m) (% 5 MF}(Z/\Q, Z/\lg, Z/\Qg)AuA,,\I/

g2 0Om HOr
2 2 2

2 9O YyeHv

2 2 2

2 M[g](ZAl%Z/\ls,Z/\zg)@ A 0, A, ¥
g

2

g2 9O YOrs
I

9

2

Mg’]la(i/\l% iA13,1M23) Ap0, Aa OV

2907 YOrT
2 2

MIV(’L/\lg,’L/\lg,’L/\Qg)A A 8 85 )

i9e*s
2
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zur Feynmanregel

%(;é +m) (‘wgaﬁ M (~ip©q, ~ipOl, —iqO1)%
19@;5 19(2”" My (—ip©q, —ipOl, —igOl)q.d'sp,0
19@2“5 @ M (—ip©g, —ipOL, —igOl)l,05p,0"
19(2&5 19(2”" ME(—ipOg, —ipOl, _zq@l)laéglp&) TaTs

Wes : : , v
+ (—i— 5 MP}(—zq@p, —iqOl, —ipOl)Shdy

%aﬁ 79@;0 My} (—iqOp, —iqOl, —ipOl)qadp,0"
O A\ (~igp, ~iqOL, ~ipBL) i,
192&6 @Mﬁ’}b(—iq@p, —iqOl, —ipOl)¢adfl,d,
PO IO\ (~igop. ~igel, —@p@ma(sgzpag) ToTs

Schreibe dies als

2
Z%(k + m)(VMV(va7 q)TATB + VVM(Z’ qap)TBTA)

Betrachte nun als letzten Term

Mit
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ME} (123, 1A 13,1 A12) VO, A,0, A,

Mﬁla(’l/\gg, Z/\lg, z/\12)0 \118 ABAV

5 9 ME}Ib(ZA%aZ/\lSaZ/\lZ)a WA, A,
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> 90°% 9O
2 2 2

ME (—ipOg, —ikOyq, —ik@p)kadgkpég}TAuAy(l — m)U

Dies ergibt die Feynmanregel

_ —% [( 192 . i (~ipOq, ~ikOq, ~ikOp)3Ldy;
ﬁ(zaﬁ 19(3”” M (—ipOg, —ikOyq, —ikOP)qadp,0,
19(3 619(2” Miit, (—ip©q, —ikOq, —ikOp)ka 950605
ﬁ(zaﬁ ﬁ(zp Miiy, (—ip©g, —ikOq, —ikOp)gadsk,o
19(3“5 ﬁ(gp MR (~ipOa, ~ikOq, ~ikOp)kadsk,d; ) TaTs
+( ﬁ@;ﬁ P(—iqOp, —ikOp, —ikOq)d" o
ﬁ(zaﬁ ver Mﬁ (—igOp, —ikOp, —ikOq)qa 03,0,
19(2“5196; M, (—iq®p, —ikOp, —ikOq)qadlsk,0%
196; ﬁﬁ@; Mty (—igOp, —ikOp, —ikOq)k, 05Pp00
%ﬂﬁﬁimMg(—iq@)p, ~ikOp, —ik9q>ka5gkf’55)TBTA (7 =m)

Dies ist genau

2 - -
a ig?(l —m)(Vi(k, q,p)TaTp + Vv (k,p, ) TpTa)

Damit ist die Feynmanregel fiir den Kontaktvertex insgesamt

af a’,@’
igzﬁ@2 —7962 546",
exp(—i(¢O1l)) — Lexp(—i(kOp)) — 1
kala (¢ + 1 — TAT,
(vt +1 = m) = (kop)
exp(—i(pOl)) — 1 exp(—i(kOq)) —
L5k - TyT
T e (v0q) O
008 , —igOl) —
—ig? l5<exp( zk:@p)eXp( ;él) 0ot TaTy
+ exp(—1kOq) exp(—;;;)@l)l) 5“7"TBTA>
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00 exp(—ik©Op) — 1 .
—ig? 5 l{:g((?gv” p( k@pp) exp(—iqO)TaTp

+ 527“6Xp(_2g3® -1 exp(—ip@l)TBTA)
+ig® exp(ikOI)
(_% ﬁ(zaﬁ (20ad7" + 4ad”) Sm]fg(j(")

sty — 00, 7

%796;6 (2(pa5§7“ + qaé‘m”)—cos(];%? ==
—%%@—mgﬁggliﬁajm

Sty — sy (LD SO0 7,

et )

2
45 (ko m) V(L p, ) TaTs + V(1,0 p)TuT)

. Z-9;< = m) (V2 (h, 4, p)TaTs + Vo (ks p, @)/ T5T) (E7)
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F Gruppentheoretische Gewichte

Als gruppentheoretisches Gewicht eines Feynman-Diagramms bezeichnet man die
Kombination von Strukturkonstanten und Generatorspuren, die bei der Farbmitte-
lung auftreten. Diese Gewichte lassen sich nach Cvitanovic[5] in geschlossener Form
vereinfachen. Dazu dienen im Falle der SU(3) die folgenden drei Formeln:

if B¢ = oTr (TATBTC — TOTPTH), (F.1a)
2
= i (TATBTC 4 TCTET4), (F.1b)
1 1
fTZ?T]ﬁ = §5il5jk — 652']'51617 (FlC)
insbesondere
Ti?Tﬁ =4. (F.2)

Dabei sollen die Spuren in der definierenden Darstellung der SU(3) ausgewertet
werden, da nur dort Gleichung (F.1c) gilt. Wie in Abschnitt 5.1 besprochen, ergibt
sich fir Auswertungen in anderen Darstellungen als einzige Anderung, dass der
Tensor dapc durch d'y g = ddapc ersetzt werden muss.

Damit berechnet man

1 1 1
TATETATE = 1(51'15]% - §5ij5kl)(5ji5kl - §5jk5li)

iy~ jk
1 1 1 1
= idiléjkajiakl — E5iz5jk5jk5li — E5ij5kl5ﬁ5kz + %5@5“5]'19511'

1 1 1 10 6 2
(4 + 36) 17712 36 36 3 (F.3)

Mit 1 1 1 1 4
T3Th = 5 (0ikds5 = 303505) = 5 (3 = )ik = 0k, (F.4)

folgt andererseits

5T Ty Ty = géikéki = ER (F.5)

Weiter gilt
d*PCaMPC = A(THTRTS + TS TRTD (Tin T T + T4, T8 1)

ij *jk mn=nl mn=nl

= NTHTETS TATE TG + T TRTG 16, T8 Ta
+ TS TRTATATE T + TS TRTA T TE Tih)

) n ) mn-nl
nl

1 1 y
- (5im5jl - géz](;lm)((sjnékm - g(sjk(smn)T]m TC
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1 1 ,
+ (606n — =01500) (6jn0km — =6k0mn) Tt T

3 3
1 1 /
1 1 y
1 / 1 1 /
1 / 1 1 y
1 / 1 1 /
+ (0jn0mm = 50jmOmn) T Ty - 3 0700k — 50jk0mn ) Ti;j T
1 / 1 1 /
+ (8nOum — §5jl5mn)Tfj Ty, — §(5jn5km - §5jk5mn)Tkj T,

! 1 ! 1 ! 1 !
= TGTG, - TG - L, v g,

/ 1 / 1 ’ 1 ’
FITGTG, — STGTE — TS, + (TS TS,
/ 1 ! 1 ! 1 !
FITTG — STCTS - STOTS, + STETS,
’ ]_ / 1 ’ 1 ’
FTGTG — STSTE = STOTS + STETS,
10, o d o
= ?Trglj}gn = §5C ‘. (F.6)
Somit folgt
/ / 5 ’ 20
T TGAY T = 200 T TG = = (F.7)

Schliefllich ist

dABCTATBTC — dABCTATBTC

SrUruTus SrUruTus

_ %(dABCTATBTC + dABCTCTBTA) — idABCdABC — @ (F8)

SrUTruT us SrUruTus 3 *
Die gleiche Rechnung mit verdnderten Vorzeichen liefert das bekannte Ergebnis
fABC’fABC _ 356”6’ (Fg)
und damit
TOTE AP fAPC =12 (F.10)
Weiter ist
PARCTATETS = _pARCTETATE — L panepane i (pay)

Alle anderen Gewichte verschwinden wegen

dABC fABCT — ), (F.12)
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G Abbildungen zu Unterabschnitt
6.3.1: Winkelverteilung des
differentiellen
Wirkungsquerschnittes

In diesem Abschnitt ist der nichtkommutative Wirkungsquerschnitt fiir einige wei-
tere Parameter graphisch dargestellt.

In den Diagrammen G.1 und G.2 ist der relative pl%-Wirkungsquerschnitt A fiir
die Energien 750 GeV und 2000 GeV fiir einen weiteren Wert von o = ¢ aufgetra-
gen. Da der Vektor B in diesem Fall sehr nah an der Strahlachse liegt, wird die
Abhéngigkeit von ¢ geringer.

In den Diagramm G.3 und G.4 ist der relative alternative Wirkungsquerschnitt
A’ fiir 2000GeV und o = § bzw. a = % dargestellt. Erstaunlicherweise ist die
Winkelverteilung dhnlich dem pl%-Fall (Diagramme 6.6) und G.2), anders als fiir
a = 7 (Diagramme 6.5 und 6.12).

Schliefflich sind in den Diagrammen G.5 bis G.7 noch die Winkelverteilungen von
A fiir eine hohere Energie von 5000 GeV aufgetragen. Wenngleich die Winkelvertei-
lung stark von a abhéngt, bleibt die GréBlenordnung doch die gleiche, anders als im
pl%-Fall. Daher hiéngt der integrierte alternative Wirkungsquerschnitt nicht so stark
von « ab (Unterabschnitt 6.3.2).
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Abbildung G.1: A (Gleichung (6.12)) fiir /s = 750 GeV, Anc = 1TeV, a, =
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0,09.
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Abbildung G.2: A (Gleichung (6.12)) fiir /s = 2000 GeV, Axc = 1TeV, ay
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Abbildung G.3: A’ (Gleichung (6.12)) fiir /s = 2000 GeV, Axc = 1 TeV, o, = 0,09.
Der Punkt deutet Streuung parallel zu B an.

161



0.4 | |

cos(f) = 0,0 —
Vs = 2000GeV ©) 0935 .. ..
0.35 945—_
=5 cos(m/A) <«
0.3 F o =3 COSEﬂ'/Sg_—
————
0.25 + I \\“\\\\_
A 02+ _____ :
015— |
005 ................................. —
NWULIIIIEE e | | I
0 0.5 1 15 ; = ;
o
0.4 | | | —
V5 = 2000 GeV 20~
0.35 + D
a:% 37?/# ......
0.3 _

0.25

A" 0.2

0.15

0.1

0.05

Abbildung G.4: A’ (Gleichung (6.12)) fiir /s = 2000 GeV, Anc = 1 TeV, a; = 0,09.
Der Punkt deutet Streuung parallel zu B an.
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Abbildung G.5: A’ (Gleichung (6.12)) fiir /s = 5000 GeV, Axc = 1 TeV, o, = 0,09.
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Abbildung G.6: A’ (Gleichung (6.12)) fiir /s = 5000 GeV, Anc = 1 TeV, a, = 0,09.
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Vs =5000GeV, o = Z 0235 ..

14 -

Abbildung G.7: A’ (Gleichung (6.12)) fiir /s = 5000 GeV, Axc = 1 TeV, a, = 0,09.
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