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Literatur

Das Angebot an Lehrbiichern zur QM ist nahezu uniiberschaubar. Ein breites
zeitliches und stilistisches Spektrum wird von

e Cohen-Tannoudji | ]

e Dirac' | ]

Feynman | ]

Landau und Lifschitz | ]

Weinberg | ]

Sakurai [ ]
e Straumann | ]
e Susskind [ ]

abgedeckt. Hier sei insbesondere auf das knappe unkonventionelle Biichlein
von Lenny Susskind | ] verwiesen. Es deckt den Stoff der Vorlesung nicht
ab, bietet aber eine sehr klare Erklarung der konzeptionellen Besonderheiten
der modernen QM.

An der Universitiat Wiirzburg hat sich das Manuskript | | von Man-
fred Bohm bewihrt?, das auch von der Fachschaft vertrieben wird. Der Auf-
bau der Vorlesung weicht von Aufbau in diesem Manuskript ab, aber vieles
wird dort leicht aufzufinden sein.

Das vorliegende Manuskript wird jeweils wenige Stunden nach der Vor-
lesung als PDF' File mit dem bis dahin behandelten Material bereitgestellt
werden.

!Diese Principles of Quantum Mechanics bitte nicht mit den derzeit giinstig zu haben-
den Lectures on Quantum Mechanics verwechseln: letztere behandeln nur Spezialthemen,
die in der Vorlesung nicht vorkommen werden!

2Leider habe ich trotzdem beim Abgleich mit meinem Manuskript eine Anzahl von
Tippfehlern in den Formeln in | ] gefunden.
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1
HISTORIE

| Vorlesung 01: Fr, 26.04.2019

Theoretische Physik ist zwar ein ganz schines Fach,
und man kann wohl hier und da in dem einen oder
anderen Winkel ein Stdaubchen noch auskehren, aber
was prinzipiell Neues, das werden Sie nicht finden.

[PROF. PHILLIP VON JOLLY (1874)]

Max Planck, an den dieser Rat gerichtet war, hat sich gliicklicherweise
nicht daran gehalten.

1.1  Grenzen der klassischen Physik

Wie man aus dem beriihmt-beriichtigten Zitat von Jolly ablesen kann, schien
die Welt der klassischen Physik am Ende des 19. Jahrhunderts bestens ge-
ordnet. Auf der einen Seite die klassische Mechanik', die die Bewegung von
Systemen von N Massenpunkten durch gewohnliche Differentialgleichungen
zweiter Ordnung
d2z; - S .

mzﬁ(t) = Fi(Z1(t), Z5(t), ..., Zn(1); 1) (1.1a)
beschreibt, deren Losungen eindeutig sind, sofern Anfangsbedingungen fiir
Orte und Geschwindigkeiten

Ti(to) = T (1.1b)
dz;
—(to) = & (1.1c)
vorgegeben werden. Die einzigen verbleibenden Probleme waren, die Kréfte
F RN L R? (1.2)

!Siehe, z.B., | ]
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als Funktion der Koordinaten im konkreten Fall zu bestimmen und das
schwierige Anfangswertproblem (1.1) zu l6sen.

Dieses Bild wurde vervollsténdigt durch Newtons Gravitationstheorie und
die klassische Elektrodynamik, die durch die partiellen Differentialgleichun-
gen

VE(Z,t) = p(Z,1) (1.3a)
VB(Z,t) =0 (1.3b)
. 108
E(7 2R = 1.
V x E(Z,t) + - (Z,1) (1.3¢)
~ = 10E . 1.
V x B(Z,t) — Ea(x,t) = Ej(l’,t) (1.3d)

beschrieben werden, fiir deren eindeutige Losung noch zusétzlich Randbedin-
gungen anzugeben sind.

Im Prinzip sind alle dynamischen Gréflen in den Newtonschen Bewe-
gungsgleichungen (1.1) und den Maxwell-Gleichungen (1.3) mefibar und es
kann aus dem Zustand eines Systems zum Zeitpunkt ¢, der Zustand zu ei-
nem beliebigen Zeitpunkt ¢ in der Zukunft oder Vergangenheit berechnet
werden. Fiir sehr grofle N ist dies allerdings aus praktischen Griinden fast
nie moglich und es muf} zu statistischen Beschreibungen gegriffen werden. Fiir
grofie |t — to| kann die nichtlineare Abhéngigkeit der Losungen von den nur
mit Fehlern mefibaren Anfangsbedingungen auch fiir kleine N dazu fiithren,
daf} die Vorhersagen praktisch wertlos sind. Das System heifit dann chaotisch.

Wir werden sehen, daf3 die Forderung, daf alle in den dynamischen Glei-
chungen vorkommenden Gréflen eindeutig meflbar sein sollen, in der Quan-
tenphysik nicht erfiillt werden kann. In der klassischen Physik ist der Zustand
eines Systems durch die Werte der Observablen eindeutig festgelegt — in der
Quantenphysik nicht. Die klassische Physik ist allerdings eine gute Ndherung
der mikroskopischen Quantenphysik fiir die meisten makroskopische System.

1.1.1  Schwarzkdrperstrahlung

Betrachte elektromagnetische Wellen?, die sich im thermischen Gleichgewicht
mit einem schwarzen Korper befinden.

Im Inneren eines Wiirfels mit der Kantenléinge a sind die Freiheitsgra-
de des elektromagnetischen Felds die zwei Polarisationen der am Rand ver-
schwindenden Eigenmoden

const. - ¢ wHHKE (1.4)

2Licht, Infrarotstrahlung, etc.
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mit den Wellenzahlen 9
fy = 2 (1.5a)

a

wobei n; ganzzahlig ist, und zugehoérigen Frequenzen®

L2
w:27r1/:|k:|c:icy/n%—|—n§—l—n§. (1.5b)
a

Die Anzahl der Freiheitsgrade im Frequenzintervall [w, w + dw] ist dann

12 11 a

N(w)dw = 2 - 4r - |7|2d|ii| = %wzdw. (1.6)

Nach dem Gleichverteilungssatz der statistischen Physik sollte die mittlere
Energie (E) jedes Freiheitsgrads proportional zur Temperature 1" sein

(E) = kgT. (1.7)
Dann ist die Energiedichte pro Volumen und Frequenzintervall

k BTw2
die Rayleigh-Jeans Formel, die fiir kleine w auch empirisch gut belegt ist. Die
Energiedichte pro Volumen

“ TO? e
/ p(w)dw = kel 22 50 (1.9)
0

3m2es

divergiert allerdings, was unter dem Namen UV-Katastrophe das Gebéaude
der klassischen theoretischen Physik zum Wanken brachte und Max Planck
dazu brachte, die Formel

h 34
plw)dw = —— =2 (1.10)

2,3 hw
WCekBT_l

als Verbesserung® fiir den ultravioletten Bereich auszuprobieren. Heute be-
schreibt (1.10) das beobachtete Energiespektrum der kosmischen Hinter-
grundstrahlung mit atemberaubender Prézision.

3Es wird sich als sinnvoll erweisen, anstelle der Frequenz v immer die ,, Kreisfrequenz®
w = 27v zu verwenden, um spéter unnotige Faktoren von 27 in den Formeln zu vermeiden.
iINB: e® — 1 =2+ O(2?), bzw. 1/(e* — 1) = 1/z + O(2).
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E, = i, =—
AN W = Wn — W,
E,, = hw,, =—

Abbildung 1.1: Abstrahlung eines Photons mit Kreisfrequenz wy,, durch ato-
mare Zustandsinderung FE, — FE,,.

1.1.2 Diskrete Atomspektren

Man beobachtete, daffi Atome und Molekiile Licht nur mit diskreten Frequen-
zen

{wn = 27TVn}n:1,2,...

absorbieren und emittieren. Dieser Satz von Frequenzen erwies sich dariiber-
hinaus als charakteristisch fiir Atome und Molekiile. Empirisch fand man
auBerdem, daf} sich alle vorkommenden Frequenzen als Differenzen einer klei-
neren Menge von sogenannten Termen {@y }n—1 2, schreiben lieBen”

Whm = Wp — Win (1.11)
zum Beispiel bei atomarem Wasserstoff

2 11
W, = ;C — 2mcR (— — —) (1.12)

n? m?

mit der Rydberg-Konstante R und der Lichtgeschwindigkeit im Vakuum c.
Dies legt nahe, die Terme (bis auf eine zu bestimmende Proportionalitéits-
konstante h) als die diskreten Energien

{En = mn}n:lﬂ,...

zu interpretieren, zwischen denen ein Atom oder Molekiil hin- und hersprin-
gen kann.

Eine solche Beschrinkung auf diskrete Energien ist in einem klassischen
Atommodell mit um einen Kern in Keplerbahnen fliegenden Elektronen nicht
zu verstehen, weil die Gesamtenergie Ef < 0 einer gebundenen Bahn durch
die Wahl der Anfangsbedingungen kontinuierlich eingestellt werden kann.

% Allerdings wurden nicht alle moglichen Differenzen beobachtet.
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Im Atommodell von Bohr und Sommerfeld werden ad-hoc Quantisie-
rungsbedingungen an die Keplerellipsen gestellt, z. B. an den Drehimpuls

L=nh (neN), (1.13)

die in der Tat die Spektren einfacher Atome und Molekiile reproduzieren
konnen. Eine Begriindung fiir diese Quantisierungsbedingungen wird dabei
aber nicht gegeben.

1.1.83 Stabile Atome

Ohne die Quantisierungsbedingungen kann ein Atommodell mit elektrisch
geladenen Elektronen auf Keplerellipsen nicht konsistent sein. Beschleunigte
Ladungen strahlen Bremsstrahlung ab, die heute z.B. als Synchrotonstrah-
lung in der Untersuchung von Materialien Verwendung findet. Aufgrund der
Energieerhaltung miisste also ein Elektron sténding Energie verlieren und
schliefllich nach wenigen Picosekunden(sic!] in den Kern fallen.

1.1.4 Doppelspaltezperiment

Wenn man zwei Lichtstrahlen durch zwei diinne Spalte schickt, beobachtet
man ein Interferenzmuster, das verschwindet, sobald einer der Spalte verdeckt
wird. Dieses Phanomen kann nicht durch die Addition von Intensitéten, son-
dern durch Superposition

I(#,1) = [iha(Z,1) + a(@ )" = [y (Z,0)]°
+ W)Q(fv t)|2 + ¢I(fa t)¢2(f7 t) + ¢§(fa t)¢l(fv t) (1'14)

von Wellen erklart werden. Betrachte zwei Kugelwellen mit dem Ursprung &,
bzw. I

Ui (T)t) = ﬂe—iwt—&-iklf—fi\_;.i(pi
|7 — ]

und wihle Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit (OBdA) gleiche Inten-
sitéten I; = I, = I

(1.15)

](f t) = lo + Iy + Io olkIT—T2| —ik|T=Z1[+i(P2—¢1)
’ |7 — 212 |T— 22 |F— 2|7 — X
n Iy elklE—TL|-hlE=Tal+i(B1-02) (1 16)
EREAITEA
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Wnn der Abstand des Schirms von den Spalten viel grofSer ist als der Abstand
der Spalte vom Ursprung des Koordinatensystems, d.h. |Z;| < |7] = r,
diirfen wir entwickeln

und finden
7 — | — |T— i) = m2— . (1.18)

Damit vereinfacht sich
21 kZ(Zo — 7
[(f,t)zr—;(1+cos(¥+¢1—¢2))—l—... (1.19)

und wir erkennen ein Interferenzmuster mit der Wellenlénge

r

A (1.20)

o klEy — 3|

Dieses Experiment diente Thomas Young 1803 zum Nachweis der Wel-
lennatur des sichtbaren Lichts. Im zwanzigsten Jahrhundert wurde dieses
Experiment mit Elekronen- und Neutronenstrahlen wiederholt, womit auch
der Wellencharakter von Materie bestétigt wurde.

1.2 Von der klassischen Physik zur
Quantenmechanik

Die QM beschreibt Phénomene, die in der klassischen Physik unmoglich sind.
Deshalb ist es grundsétzlich nicht moglich, die QM deduktiv aus der klas-
sischen Physik abzuleiten. Trotzdem mufl man sich bei der induktiven Kon-
struktion der QM vergewissern, dafl die klassische Physik im fiktiven Grenz-
fall A — 0 fiir das Plancksche Wirkungsquantum

m2kg

h
h=— =1.0545718 - 10~
2 S

(1.21)

aus der QM hervorgeht. Durch die stetige Verbesserung der experimentellen
Moglichkeiten ist es heute moglich eine Vielzahl von ,,paradoxen® Effekten,
die die QM vorhersagt und die der klassischen Intuition widersprechen zwei-
felsfrei nachzuweisen.

Die QM ist von einer , Liickenbiilerin“, die Schmuddelecken der klas-
sischen Physik verdecken und moglichst bald durch die ,richtige* Theorie
abgelost werden sollte zu einem allgemeingiiltigen Rahmen der modernen
Physik geworden, der bislang alle experimentellen Tests bestanden hat.
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9
QBITS

Wir beginnen mit dem einfachsten Fall, dem Spin des Elektrons. Dieses Bei-
spiel erfordert als mathematisches Werkzeug nur 2 x 2-Matrizen, beleuchtet
aber trotzdem die wichtigsten konzeptionellen Grundlagen der QM.

Wegen seiner grundlegenden Bedeutung hat es sich eingebiirgert, ein dem
Spin des Elektrons dquivalentes System in Analogie zum klassischen bit auch
as ()Bit, der kleinsten Einheit von Quanteninformation, zu bezeichnen.

Dieses System hat kein Analogon in der klassischen Physik und kann nicht
als die ,,Quantisierung® eines klassischen Systems aufgefasst werden. Erst in
den spateren Kapiteln werden wir Systeme betrachten, die durch ,,Quanti-
sierung® bekannter klassischer Systeme entstehen: harmonischer Oszillator,
Wasserstoffatom (Keplerproblem), etc.

Insbesondere werden wir das Quantensystem zunéchst als empirisch ge-
geben annehmen und erst spéiter die Grenzen der klassischen Beschreibung
ausloten.

2.1 Stern-Gerlach Experiment fiir Spin-1/2

Wenn man einen Spinanalysator, z. B. ein inhomogenenes Magnetfeld in ei-
nem Stern-Gerlach Experiment, entlang der Richtung eines Einheitsvektors 7
mit |77| = 1 ausrichtet, erhélt man bei der Messung des Spins des Elektrons'
eines von nur zwei moglichen Ergebnissen: aufwérts (1) und abwiérts ().
Diese Ergebnisse erscheinen mit den Wahrscheinlichkeiten

<pp() <1 2.1a)
0<p (i) <1 2.1b)

die
pr(10) + py (i) =1 (2.1c)

1Oder eines Atoms mit Gesamtspin 1/2.
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erfiillen, d. h. man erhélt sicher eines der beiden Ergebnisse. Die Werte fiir
diese Wahrscheinlichkeiten hdngen davon ab, wie der Spin zuvor préapariert
wurde und konnen ohne weitere Information nicht angegeben, sondern nur
gemessen werden. Sofern

p1(7i) # 0 # py (i) (2.2)

findet man, dafl das Ergebnis einer einzelnen Messung nicht deterministisch
ist. Die Ergebnisse 1 und | erscheinen vielmehr statistisch verteilt.

Wenn man zwei Messungen hintereinander ausfiihrt und der zweite Spin-
analysator gegeniiber dem ersten gedreht sein kann, wird es interessant: wenn
man zunéchst den Spin in Richtung 77 als 7 gemessen hat, beobachtet man
bei einer weiteren Messung des Spin in Richtung 75 die Ergebnisse 1 und |
mit den Wahrscheinlichkeiten

p(7ia, 1) = 1%% (2.3a)

pu (s, ) = -2 (2.3b)
Analog beobachtet man die Wahrscheinlichkeiten

Py (T, 1) = 1_Tﬁ1ﬁ2 (2.3¢)

py(fiz, 1) = l%m (2.3d)

wenn man zunéchst den Spin in Richtung 77; als | gemessen hat, aber das
folgt mit 7 — —n aus den ersten beiden Gleichungen und liefert deshalb
keine neue Information.

| Vorlesung 02: Mo, 29.04.2019)|

Offensichtlich gilt
Yy pp(7iz, 7i1) + pyp (7, ) = 1 = pyy (7, 701) + pyy (72, 1), (2.4)

d. h. es gibt sicher ein Ergebnis fiir die zweite Messung, unabhdngig davon in
welcher Richtung der erste Spinanalysator ausrichtet war und wie die erste
Messung ausfiel. Das Resultat (2.3) wurde experimentell mit hoher Prazision
iiberpriift, sofern der Spin zwischen den beiden Messungen keiner weiteren
Wechselwirkung unterliegt. Deshalb muf3 es von jeder giiltigen Formulierung
der QM reproduziert werden.
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Die Wahrscheinlichkeiten in (2.3) héngen offensichtlich nur vom Winkel ¢

cos 6 = 1111 (2.5)

ab, um den der Spinanalysator gedreht wurde. Deshalb kann man auch kiirzer

1+ cos@ 0

pr1(0) = py(0) = — = cos? 5 (2.6a)
1 —cosf o0

p1+(0) = py(0) = — = sin? 3 (2.6b)

schreiben. Natiirlich gilt weiter p(6) + pi4+(8) = 1 = pry(0) + pyy(f). Im
Folgenden werden wir insbesondere die Spezialfille

p1+(0) = p(0) = py(7) = pry(m) = 1 (2.7a)
pi1(0) = pyy(0) = pp(m) = pyy(m) =0 (2.7b)
pri(n/2) = puE/2) = pale/2) =pru(n/D =5 (2.70)

von (2.6) bendétigen.

Wir sehen, dafl eine wiederholte Messung in der gleichen Richtung si-
cher, d. h. mit Wahrscheinlichkeit p = 1, wieder das gleiche Ergebnis liefert.
Dementsprechend liefert eine wiederholte Messung mit einem um 6 = 7 ge-
drehten Spinanalysator sicher das umgekehrte Ergebnis. Wenn wir hingegen
den Spinanalysator um 6 = 7/2 drehen, ist das Ergebnis der zweiten Messung
maximal unbestimmt: beide Ergebnisse kommen statistisch verteilt, jeweils
mit der gleichen Wahrscheinlichkeit p = 1/2.

Wenn man den Spinanalysator nicht verdreht, kann man man also sicher
sein, dal eine Messung reproduzierbar ist. Wenn man allerdings zuerst in
z-Richtung misst und dann in z-Richtung, wird das Ergebnis einer anschlie-
Benden erneuten Messung in z-Richtung vollig unbestimmt sein. Eine Mes-
sung in x-Richtung wird also, z. B., den Zustand ,,1 in z-Richtung® zerstdren
und durch ,7 in z-Richtung“ oder | in z-Richtung® ersetzen. Das steht
im Widerspruch zur klassischen Physik, wo jede Messung (im Prinzip) so
durchgefiihrt werden kann, dafl sich der Zustand des Systems nicht dndert.

2.2  Zustandsvektoren

Nach einer Messung in z-Richtung kann der Spin in genau zwei Zustédnden
sein |o) fiir ,oben“ oder |u) fiir ,unten®. Wir haben am Beispiel des Doppel-



Thorsten Ohl 2019-07-26 10:56:58 +0200 Ohne Gewdhr! 10

spaltexperiments gesehen, dafl in der Quantenphysik Interferenzphédnomene
eine wichtige Rolle spielen, deshalb miissen wir auch Linearkombinationen

V) =1 [0) + 2 [u) (2.8)
mit ¢; € C als erlaubte Zustédnde zulassen. Dieses fiir die QM grundlegende
Superpositionsprinzip | | wird nur durch sehr wenige sogenannte Super-

auswahlregeln’® verletzt, die aber in der QM eines einzelnen Teilchens keine
Rolle spielen.

Die Notation |¢) fiir Zustandsvektoren wird nach Dirac | | als ,, Ket®
bezeichnet. Dies ist ein Wortspiel, das sich erschliefft, wenn gleich die konju-
gierten Zustandsvektoren (¢| als ,, Bra“ eingefiihrt werden, die mit den Kets
paarweise ,, Brakets* (¢|1) bilden konnen.

2.2.1 Hilbertraum

Die mathematische Struktur hinter der QM ist die eines Vektorraums mit ses-
quilinearem inneren Produkt, also eines sogenannten Hilbertraums H. Spéater
werden wir Hilbertrdume mit vielen, sogar unendlich vielen, Dimensionen
kennenlernen und auch zur Beschreibung physikalischer Systeme benétigen.
Fiir die Beschreibung eines Spins geniigen aber zwei Dimensionen und wir
konnen viele mathematische Feinheiten ignorieren.

Wir werden weiter unten sehen, dafl wir fiir die Beschreibung der Spins
nicht mit reellen Koeffizienten in Linearkombinationen auskommen?, deshalb
miissen wir einen komplexen Vektorraum H betrachten:

Vi) € Hyoop € C: 3y [anthy + aotha) € H e
ap |[Y1) + ag [12) = a1y + agiby) . (2.9a)

Der Vektorraum wird zum Hilbertraum®*, wenn ein sesquilineares inneres
Produkt existiert, also eine Abbildung

(|Y:HxH—C
([}, ) = (¥]¢)
mit den Eigenschaften V |¢;), |¢) € H, «; € C:

(Blaripy + aotha) = a1 (P|1h1) + a (D]1)2) (2.9¢)

27.B. diirfen Zustéinde verschiedener elektrischer Ladung nicht superponiert werden,
ebenso Fermionen und Bosonen.

3Ein intuitives Argument dafiir ist, dal wir in drei unabhingigen Richtungen messen
konnen, aber immer nur zwei unterscheidbare Zustédnde finden.

4Im Fall von unendlichdimensionalen Hilbertriumen miissen wir noch zusétzlich
Vollstindigkeit fordern. Dies werden wir zum gegebenen Zeitpunkt diskutieren.

(2.9b)
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(¥[9) = <¢>|¢> (2.9d)
(Yl) > (2.9¢)
(W) =0« WJ) =0. (2.9f)

Aus der Linearitit im zweiten Argument (2.9¢) folgt mit (2.9d) die Antili-
nearitdt im ersten Argument

Vi), o) € H,a; € C: (aqthy + aohalo) = af (U1|@) + a3 (a|d) , (2.10)

muf} also nicht gesondert gefordert werden.
Vektorrdume haben eine, nicht eindeutige, Basis {|i)}i=1
liebige Vektoren eindeutig entwickelt werden kénnen

N in der be-

.....

N
V) € H:3i(thr,. . on) € CN 1Y) =D i li) . (2.11)
=1

Die Koeffizienten {¢;},—1__n werden auch als Wellenfunktion beziiglich der
Basis {|i)}i=1.. ~ bezeichnet. Die Zahl N = dimH ist die Dimension des
Vektorraums H und wir kénnen H fiir N < oo als dquivalent zu CV betrach-
ten:

(e}
Mo wliy=| | eCh. (2.12)
' YN
In einem Hilbertraum kann die Basis beziiglich des inneren Produktes ortho-
normiert
o 1 firi=y
(ilj) = 6i = o (2.13)
0 fiiri#j

gewahlt werden. Ab jetzt werden wir immer eine solche Orthonormalbasis
(ONB)> wihlen. Damit kann das innere Produkt zweier beliebiger Vektoren
als

(ply) = Zd) Vi (2.14)

berechnet werden und die Koefﬁ21enten konnen auch als

= (i|v) (2.15)

bestimmt werden.Daraus ergibt sich der wichtige Trick ,,eine Eins einschie-

ben“
N N

W)y = liyy =) li) (il (2.16)

i=1 i=1

5Bzw. eine geeignete Verallgemeinerung fiir kontinuierliche Indices  und j.
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d. h. fiir jede ONB wirkt die Zerlegung der Einheit

N
1= i) (il (2.17)
i=1
wie die identische Abbildung
1:H—H
(2.18)
[9) = [4)

und kann iiberall in Formeln eingefiigt werden.
AuBlerdem findet man fiir jede lineare Abbildung ¢ : H — C genau einen
Vektor |¢) € H, sodal

p:H—C
) = o([¥) = (Blv)

gilt®. Deshalb betrachten wir diese linearen Abbildungen als Bra-Vektoren (¢| €
H* = H. Mit

(2.19)

(Blw) = 3 (0li) il = 3 67 (ily) (2.20)

kénnen wir jeden Bra-Vektor (¢

(0] =3 _di il (2.21)

in die duale Basis {(i|}i=1

(ilj) = 04 (2.22)

entwickeln. Im endlichdimensionalen Hilbertraum sind die Kets Spaltenvek-
toren und die Bras die hermitisch konjugierten Zeilenvektoren.

2.2.2 Ein QBit

Im Fall unseres einzelnen Spins kénnen wir als ONB, z. B., die Zusténde |o)
und |u), die der Spin nach der Messung von T, bzw. |, entlang der z-Richtung
angenommen hat

1) = |o) (2.23a)

6Das ist das Darstellungssatz von Riesz.
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12) = |u) (2.23b)
wéhlen. Ein beliebiger normierter Zustandsvektor ist dann

) =91 [1) +¢2(2) (2.24)

mit ; € C. Fiir die physikalische Interpretation wird die Normierung keine
Rolle spielen. Aus diesem Grund wéhlen wir

(W) =1 & [ + [ = 1. (2.25)

In einem allgemeinen Zustand ist die Wahrscheinlichkeit, entlang der z-
Richtung das Ergebnis 1 zu erhalten, umso grofler, je ,,ndher* der Zustands-
vektor dem Vektor |o) ist. Damit die Wahrscheinlichkeiten nicht negativ sind
und sich zu 1 addieren, bieten sich die Betragsquadrate der Koeffizienten als
Wahrscheinlichkeiten

p1(€3) = [n]? (2.262)
p(E3) = [l (2.26b)
an’. Wegen 1; = (i]1)) kann man auch
1= (1) = (o[¢) (2.28a)
e = (21Y) = (uly) (2.28b)
schreiben und erhélt Ausdriicke
pr(@5) = [ {oly) |” (2.292)
pu(E) = | (uly) [ (2.29b)

die von Wahl der Basis unabhéngig sind. Sie hingen nur vom ,, Uberlapp“ des
Zustandsvektors [1) mit den Zustandsvektoren |o) und |u), die den Ergeb-
nissen zugeordnet sind, ab.

Wir bemerken, dafl eine Phasendrehung des Zustandes

W) = [¥) = e [¢) (2.30)

"Wenn wir auf die Normierung der Zustandsvektoren verzichten wiirden, wiren die sich
zu 1 summierenden Wahrscheinlichkeiten

Sy |p1 2

pT(e3) - |w1|2 + |¢2|2 (227&)
L |1h|?

py(€3) (2.27b)

B |91 |? + |9paf?



Thorsten Ohl 2019-07-26 10:56:58 +0200 Ohne Gewdhr! 14

mit o € R die Wahrscheinlichkeiten nicht beeinflusst

[ (nl) [F = [ {nlg") [* = [ (nl) | = | (n]e)) |* (2.31)

Deshalb entspricht der physikalische Zustand strenggenommen nicht einem
Zustandsvektor, sondern der Aquivalenzklasse aller normierten Zustandsvek-
toren, die ich nur um eine Phase unterscheiden. Solche Aquivalenzklassen
heiflen ,, Strahl im Hilbertraum”. Allerdings ist es gingige Praxis, die Be-
griffe ,Zustand“ und ,,Zustandsvektor” synonym zu verwenden, sofern keine
Verwirrung aufkommen kann.

Wenn wir den Spinanalysator um 7/2 in die z-Richtung drehen® (siehe
Abb. 2.1), ergeben die MeBergebnisse 1 und | Zustdnde ,rechts® |r) und
,links“ [1), die durch eine Superposition der Basisvektoren |1) und |2) dar-
stellbar

ity =7 1) + 19 |2) (2.32a)
) =041)+11]2) . (2.32b)

und orthonormiert sein sollen

() = (xrjry =1 (2.33a)
(r) = 0. (2.33b)

Hierbei ergibt sich die Orthogonalitit (l|r) = 0 aus der Forderung, dafl nach
einer Messung mit dem Ergebnis 1 in einer zweiten Messung in der gleichen
Richtung nie das Ergebnis | kommen darf’.

Wenn wir nach der Messung in z-Richtung mit einem Spinanalysator in
z-Richtung messen, treten die Resultate 1 und | jeweils mit der Wahrschein-
lichkeit 1/2 ein. Damit ergeben sich fiir die inneren Produkte die Forderungen

|®WP=!M®V=|®MF=HN@V=% (2.34)

und daraus fiir die Koeffizienten

1
1] = |la] = |r1] = [r2| = ﬁ (2.35)
Eine'" Losung ist
1 1

8Die Herleitung der Zustandsvektoren ist inspiriert von | ]

9 Analog dazu gilt schon (uo) = 0.

10Es gibt viel mehr Paare von Vektoren die die Bedingungen (2.34) erfiillen als (2.36).
Wir werden spiiter sehen, warum wir gerade (2.36) ausgewihlt haben.
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) € r)

[v)

Abbildung 2.1: Einheitsvektoren €, = €1, €, = €, €, = €3 und die zugehdri-
gen Zustinde fiir Spinmessungen entlang der Koordinatenachsen.

) =— 1) — —2). (2.36D)

| Vorlesung 03: Fr, 03.05.2019|

Eine Messung in die y-Richtung (siehe Abb. 2.1) ergibt Zusténde , hinten“
|h) oder ,,vorne“ |v)

Ih) = Ay |1) + hy [2) (2.37a)
V) = vy |1) + s [2) (2.37D)
mit
(v|v) = (h|h) =1 (2.38a)
(vih) = 0. (2.38b)

Wieder miissen die Ergebnisse von anschlieBenden Messungen in die beiden
anderen Richtungen mit Wahrscheinlichkeit 1/2 kommen:

| (o[v) [> = [ {ofh} |* = [ (u|v) [* = | (u|h) |* = % (2.39a)
| (Uv) 12 = [ () > = [ (x|v) > = | (x]b) | = ! (2.39b)

also .
1| = [va| = [ha] = |he| = —=. (2.40)

V2
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Im zweidimensionalen Raum ist es unmoglich, drei reelle Vektoren zu finden,
die alle Forderungen an die Wahrscheinlichkeiten erfiillen. Aber es gibt eine
Losung mit komplexen Koeffizienten

1 i
1 i

Wir wiirden immer noch alle Bedingungen erfiillen, wenn wir eine der folgen-
den'' Permutationen

1) < |r) (2.43a)
h) < [v) (2.43Db)
{1, 0} < {lh), [V} (2.43c)

der Zusténde vornehmen wiirden. Unsere Wahl ist eine besonders sinnvolle,
aber um das zu sehen, miissen wir lernen wie die Zustédnde zueinander in
Beziehung stehen.

2.8 Lineare Transformationen und Operatoren

Weil wir mit Zustandsvektoren |¢) in Hilbertrdumen arbeiten, miissen phy-
sikalische Transformationen A : H — H' linear sein

Vi) € Hyap € C: Alay [91) + ag [12) = an A 1) + oA [thy) . (2.44)

Lineare Transformation A : H — H des Hilbertraums H auf sich selbst
werden wir Operatoren (auf H) nennen. Fiir den Operator

¥ = Al) (2.45)

kénnen wir die Linearitdt (2.44) und die Existenz einer ONB verwenden

) =D vili) (2.46a)

N
) = i) (2.46D)
i=1
M Aber nicht
1) < |h) (2.42)

ete.!
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mit
= (ilv) (2.47a)
v = (i) (2.47D)
um die Komponenten des transformierten Zustandsvektors zu berechnen
N
= (ily') = GlAl) =Y (i|Al5) (i) = Z ilAlj) ¥ (2.48)
Jj=1 J=1

Wir finden also die Wirkung des Operators A auf die Komponenten eines
Zustandsvektors beziiglich einer ONB als Matrixmultiplikation

N
U= Ay, (2.49)
j=1
mit den Matrizelementen

NB: diese Matrixelemente hdngen von der Wahl der ONB ab, genauso wie die
Komponenten eines Zustandsvektors oder die Komponenten eines Vektors im
dreidimensionalen Anschauungsraum!

In der umgekehrten Richtung kann man mit der Zerlegung der Einheit (2.17)
einen Operator aus seinen Matrixelemente rekonstruieren

= (Z 0 <z’> A (Z ) <j> > 10 AL 251)

i,7=1

also

A= 1i) A (il (2.52)

ij=1
und sieht, daf§ das Matrixelement A;; der , Stirke“ des Ubergangs von 17)
nach [i) in der Anwendung von A entspricht.

Fiir alle physikalisch relevanten Operatoren gibt es bevorzugte ONB, in
denen die Matrixelemente besonders einfach sind. Allerdings sind dies nicht
immer die ONB, in denen sich ein physikalisches System einfach beschreiben
1a8t. Die Auflésung dieser Spannung ist das Thema dieser Vorlesung ...

Wenn wir zwei Operatoren A und B hintereinander anwenden, finden wir
mit der Zerlegung der Einheit (2.17)

N

[ABli; = (i|ABlj) = ) _ (il AJk) (K| Bl)) ZAszm (2.53)

k=1
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das Multiplikationsgesetz fiir Matrizen.
In unserem zweidimensionalen Beispiel des einzelnen QBit stellt sich die
Transformation [¢)') = A|v¢) in Komponenten als

Y\ (A A (U
(wg) = <A21 A22> («z@) (2:54)

Yy = Antr + Aty (2.55a)
Py = Aty + Agathy (2.55Db)

dar, bzw. als

mit A, = (n|Alm).

2.8.1 Selbstadjungierte und unitdire Operatoren, Projektoren

Wir werden in diesem Abschnitt oft die folgende Notation fiir einen trans-
formierten Zustandsvektor

|AY) = Ay) (2.56)

benutzen.

Eine wichtige Klasse von Operatoren sind die Isometrien, die die beob-
achtbaren Matrixelemente, bzw. den beobachtbaren Uberlapp von Zustands-
vektoren nicht dndern'?

VIg),[¢) € H: (Up|lUg) = (bl9) . (2.57)

Diese entprechen in der klassischen Physik dem Wechsel von Koordinatensy-
stemen, die ebenfalls physikalische Resultate nicht &ndern. Eine solche Trans-
formation bildet eine ONB

{l9) iz, (2.58)
auf eine ONB
{1y =U|i)}iz1,..n (2.59)
ab, weil offensichtlich
(') = (ilg) = 65 . (2.60)

Solche Transformationen wollen wir auch riickgangig machen kénnen und for-
dern die Existenz eines inversen Operators U~! : H — H mit der Eigenschaft

U'U=1=0U". (2.61)

12Gtrengenommen ist nur das Betragsquadrat des Uberlapps beobachtbar, aber es gibt
ein Theorem von Wigner, das zeigt, dafl diese Verallgemeinerung nur im Fall der Zeitum-
kehr t — —t etwas wesentlich Neues hinzufiigt.
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Weiterfithrende Bemerkung (nicht Teil der Vorlesung):
In endlich vielen Dimensionen folgt die Existenz des inversen Operators aus der Iso-
metrie (2.57), aber nicht in unendlichdimensionalen Hilbertrdumen.

Fiir die Matrixelemente gilt

N N
DU Uy=68;=) Ua[U'], (2.62)
k=1

k=1

und die Determinante der Matrix darf nicht verschwinde. Fiir die 2 x 2-
Matrizen in unserem QBit-Beispiel gibt es eine einfache Formel'?

A—l 1 ( A22 _AIQ) , (263)

- A1 Agy — A1p A —An  An

die sich leider nicht auf mehr als zwei Dimensionen verallgemeinern lasst.

Invertierbare Isometrien heiflen unitdr und sind eng mit Symmetrien ver-
bunden, zum Beispiel dem Wechsel von Koordinatensystemen. Fiir unser
QBit werden die unitdren Matrizen durch vier reelle Parameter beschrieben,
weil (2.61) vier unabhéngigen reellen Bedingungen an die acht reellen Para-
meter einer komplexen 2 x 2-Matrix entspricht.

Zu jedem Operator A : H — H kann man den adjungierten Operator AT :
‘H — H mit der Forderung

V), o) € H: (Y]AT¢) = (Aplg) = (o] Ap)" = (¢|Al¢)" (2.64)
definieren.

Weiterfithrende Bemerkung (nicht Teil der Vorlesung):
Diese Definition ist in unendlichdimensionalen Hilbertrdumen in manchen Féllen mit
mathematischen Fallstricken versehen, was uns aber zunéchst nicht stéren soll.

Fiir die Matrixelemente gilt einfach

(A1), = (i|AT]j) = (jlAli)" = A

ij Jio

(2.65)

also ist dem adjungierten Operator die hermitisch konjugierte Matriz (trans-
poniert und komplex konjugiert) zugeordnet. Weil die Gleichung in (2.64) fiir
alle |¢) € H gelten soll, kann man in Rechnungen auch

(0] AT = (Ay| (2.66)

I3NB: det A = A11 Ay — A12A91!
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benutzen. Mit dem Begriff des adjungierten Operators kann man die Forde-
rung an unitidre Operatoren auch als

V), |¢) € H: (Up|Ug) = (0|UTU|¢) = (¢|9) (2.67)
schreiben, also
Ul =1=0U" (2.68)
bzw.
Ut=u-'. (2.69)

Eine zweite wichtige Klasse von Operatoren auf ‘H sind die selbstadjungierten
Operatoren mit

Al =A, (2.70)

die wir bald mit physikalischen Observablen identifizieren werden. Die zu-
gehorigen Matrizen sind hermitisch

Fiir unser QBit heifit das

A= ( apy a1z + i[?12) (2.72)

a1y — ibyo 22

mit vier reellen Parametern a1, a2, age und bys.
SchlieBlich gibt es noch die Klasse der Projektionsoperatoren, bzw. Pro-
jektoren P : H — H. Diese erfiillen

P2=p (2.73)

und triviale Beispiele sind die identische Abbildung 1 und die Abbildung O :
[4) + 0. Wenn P selbstadjungiert ist P = PT, ist P eine orthogonale Pro-
jektion. Nichttriviale Beispiele sind

Py =) (], (2.74)

fiir einen normierten Zustandsvektor [¢). Wenn PPy, = PP, = 0 gilt
(d.h. P, und P, auf zueinander orthogonale Teilrdiume projizieren), ist auch
die Summe zweier Projektionen wieder eine orthogonale Projektion

(Pi+P)’ =P} + PP+ PP, + P} =P + P (2.75)



Thorsten Ohl 2019-07-26 10:56:58 +0200 Ohne Gewdhr! 21

2.3.2  Figenwerte, Figenvektoren, Spektralsatz

Jeder Operator A : H — H auf einem endlichdimensionalen'* Hilbertraum A
hat mindenstens einen (nichtverschwindenden) Eigenvektor |a) € H mit zu-
gehorigem Eigenwert a € C

Ala) =ala) . (2.76)

Wenn der Operator invertierbar ist, dann gilt

la) = A'A|a) = A7 'a |a) = aA7! |a) (2.77)
also 1
A7l a) = - a) (2.78)

und wir sehen, daf} kein Eigenwert eines invertierbaren Operators verschwin-
den darf.
OBdA konnen wir im Folgenden annehmen, daf§ |a) normiert ist: (ala) =
1. Dann gilt sowohl
(alAla) = a{ala) = a, (2.79)

als auch®
(a|ATla) = (a|Ala)" = (a(ala))" = a". (2.82)

Deshalb miissen alle Eigenwerte selbstadjungierter Operatoren A = A' reell
sein.
Fiir unitdre Operatoren gilt

(u|lu) = (Uu|Uu) = (u|u*ulu) = v u (ulu) (2.83)

also u*u = 1 und alle Eigenwerte von unitdren Operatoren liegen in der
komplexen Ebene auf dem Einheitskreis.

Seien |a;) und |ag) zwei Eigenvektoren von A mit zugehorigen Eigenwer-
ten a; und as

14Die Ausnahmen im unendlichdimensionalen Fall werden fiir uns nicht wichtig sein.
I5NB: es gilt nicht notwendig auch

Al |a) = a*|a) , (2.80)

d.h. |a) ist nicht notwendig auch ein Eigenvektor zum adjungierten Operator Af! Wir
konnen nur

(a] AT = (Aa| = a* (a (2.81)

schreiben.
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Dann gilt fiir selbstadjungierte A = Af

ai (ai|as) = aj {ar]as) = (Aaq|as) = (a1]Alaz) = as (ai|as) (2.85)
also
ai 7é ay — <CL1|CL2> =0. (286)
Fiir unitire ATA =1 = AAT gilt
ajag (aq]ag) = <a1\ATA|a2> = (Aay|Aag) = (ai|as) (2.87)
also a
ajag = a_2 #1 = (ai|az) =0. (2.88)
1

D. h. sowohl bei selbstadjungierten, als auch bei unitiren Operatoren sind
die Eigenvektoren zu unterschiedlichen Eigenwerten paarweise aufeinander
orthogonal.

Man kann auflerdem zeigen, dafl die Menge aller Eigenvektoren eines
selbstadjungierten oder unitiren Operators'® eine Basis bilden, die orthor-
miert gewdhlt werden kann. Im Falle von entarteten Eigenwerten, d.h. Ei-
genvektoren mit dem gleichen Eigenwert miissen dazu die Eigenvektoren von
Hand orthogonal gemacht werden'”. In Formeln heifit das

N
1= |a;) {ai| (2.90a)
i=1
und daraus folgt
N N
A= a;) {a;|Ala;) {a;| = a;) a; {a;| . 291
; ><||5]><J ;> (ai] (2.91)
= ;04

Wir find also fiir jeden selbstadjungierten oder unitaren Operator A : H — H
immer eine ONB in der dieser Operator diagonal ist

A= Z la;) a; (a;] . (2.92)

6Djes gilt sogar fiir alle sogenannte normale Operatoren mit
AAT = ATA (2.89)

von denen selbstadjungierte und unitidre Operatoren Spezialfille darstellen.
1"Tm Fall von entarteten Eigenvektoren sollte man fiir die Eigenvektoren |i) statt |a;)
schreiben, um Miflverstdndisse zu vermeiden, wenn a; = a; fiir ¢ # j.



Thorsten Ohl 2019-07-26 10:56:58 +0200 Ohne Gewdhr! 23

Alle interessanten quantenmechanischen Effekte rithren daher, dafi diese Ba-
sis fiir verschiedene Operatoren im Allgemeinen unterschiedlich ist.
Wenn wir, z. B., die hermitischen Pauli-Matrizen

o) = ((1) (1)) (2.932)
oy = (? _01) (2.93D)
- ((1) _01) (2.93¢)

betrachten, konnen wir ihnen mit

o= 10) [oul,, (2.94)

zuordnen, also
o = [1) 2] +12) (1] (2.954)
oy =112) (1| =1]1) (2] (2.95b)
oy = 1) (1] - [2) (2] . (2.95¢)
bzw.
o3|1) = |[1) (2.96a)
o3]2) = —|2) (2.96b)

usw. NB: in (2.93) stehen die o; fiir 2 x 2-Matrizen und in (2.95) werden
die gleichen Symbole fiir die entsprechenden Operatoren H — H benutzt. In
dieser Vorlesung wird darauf verzichtet, solche Unterschiede durch umstéand-
liche Notation zu verdeutlichen, sofern aus dem Kontext ersichtlich ist, welche
Objekte gemeint sind.

Wir finden als vollstdndige orthogonale Satze von Eigenvektoren und Ei-

genwerte fiir o;
1 1
()= () oo

o (_11> _— (_11) , (2.97b)
()= () -

fir oy
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(1) (1) asm

(1)) o
oy @ . (‘1)) . (2.99b)

Die Eigenwerte £1 sind in allen Féllen gleich, aber die Eigenvektoren unter-
scheiden sich. Wir bemerken, daf} die Eigenvektoren von ¢; den Koordinaten
der Zustdnde |r) und |r) entsprechen, die von o9 denen von |h) und |v)
und schlieflich die von o3 denen von |o) und |u). Es liegt deshalb nahe, die
gemessenen Zustdnde den Eigenvektoren der Operatoren zuzuordnen

und o3

oy |r) =+ |r) (2.100a)
op 1) =—|1) (2.100b)
oy |h) =+ |h) (2.100c)
o9 V) = —|v) (2.100d)
o3 o) =+ |o) (2.100e)
o3 |u) = — |u) (2.100f)

2.3.83  Ezponentialfunktion und andere Funktionen

| Vorlesung 04: Mo, 06.05.2019|

Wir werden oft Funktionen von Operatoren verwenden miissen. Fiir Po-
tenzen und Polynome

M
=) A" (2.101)
m=0
ist die Definition durch Mehrfachausfithrung
A’ =1 (2.102a)
A™ = AA™T =A™ A (2.102b)

und Linearkombination

(OélAl + OéQAg) ‘w> = OélAl ‘?ﬂ> + CYQAQ ‘¢> (2103)
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offensichtlich. Wenn der Operator in Diagonalgestalt vorliegt

N
A= "a;)a; (i | (2.104)
=1

kann man ebenfalls sehr leicht eine beliebige Funktion definieren

FA) =3 ) fa) (] (2.105

sofern die Funktion fiir alle Eigenwerte definiert ist. Z.B. kann man die
Funktion f : x — 1/z nur fiir invertierbare Operatoren definieren, die keinen
verschwindenden Eigenwert haben.

Schlieilich kann man noch versuchen, Funktionen iiber IThre Potenzreihe
zu definieren, z. B. die Exponentialfunktion

(e}

1

A AN

et = Zn!A : (2.106)
n=0

muf sich aber gegebenenfalls Gedanken iiber die Konvergenz der Reihe ma-

chen. Diese ist jedoch bei analytischen Funktionen von endlichdimensionalen

Matrizen immer gegeben.

2.4 Rotationen

Im vorhergehenden Abschnitt konnten wir die Zustédnde des QBit nach Mes-
sung entlang der Koordinatenachsen als Eigenvektoren der Pauli-Matrizen
(2.93) identifizieren. Uns fehlt aber noch die Begriindung, warum wir die
Zustande genau so den Koordinatenachsen zugeordnet haben und keine der
Permutationen in (2.43) vorgenommen haben. Auflerdem haben wir noch
keine Moglichkeit Messungen zu beschreiben, die nicht entlang einer der Ko-
ordinatenachsen durchgefiihrt werden.

2.4.1 0=+7/2

Zu diesem Zweck betrachten wir zunéchst sechs unitire 2x2-Matrizen (bzw. die
zugeordneten Operatoren H — H)

Uy (£7/2) = % Gl f‘) (2.107a)
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1 1 F1
Uy(Em/2) = E <i1 1 ) (2.107b)
e:Fiﬂ/4 0
i/ = (T ) (2107¢)
mit den leicht zu iiberpriifenden Eigenschaften
Ul(£7/2) = U7 (£7/2) = U, (F7/2) (2.108a)
(Up(£m/2))" = —1. (2.108b)
Es ist eine einfache Aufgabe die Relationen
Ur(m/2)Us(£m /2) Uy (—7/2) = Us(£m/2) (2.109a)
Us(m/2)Us(Em [2)Us(—m/2) = Uy (£7/2) (2.109b)
Us(m/2)Uy(£7/2)Us(—7/2) = Us(Em/2) (2.109c¢)

durch Multiplikation von 2 x 2-Matrizen zu iiberpriifen. Mit (2.108a) ergeben

sich aus (2.109a-c) noch die weiteren Relationen
U2(7T/2)U1(ZE7T/2)U2(—7T/2)

Us(7/2)Un (7 /2)Us(—1/2) = Uy (7/2)
U1(7T/2)U3(ZE7T/Q)U1(—7T/2> = U2<:F7T/2)

und
Up(—m/2)Usy(Em /2)Uy (7 /2) = Us(Fr/2)
Us(—7/2)Us (7 /2)Us(7/2) = Uy (F/2)
Us(—m/2)Uy (7 /2)Us(7/2) = Us(F7/2)
Us(—m/2)Uy (7 /2)Us(m/2) = Us(£7/2)
Us(—7/2)Usy(Em/2)Us(/2) = Uy (E7/2)
Ur(—m/2)Us(m /2)Ur (7 /2) = Us(£7/2)

Alle Gleichungen (2.109) kénnen auch als

Vo € {—n/2,4+7/2} :

(2.109d)
(2.109e)
(2.109f)

k=1
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€3 ‘0>
% ny o) o)
€ \1”> \r>
)

Ram/2) | | Ro(r/2)
o)

) I

Ry(m/2)

Abbildung 2.2: Aquivalenz der Hintereinanderausfiihrung von drei Rotatio-
nen wie in (2.109a). NB: im Gegensatz zur Definition der Eulerwinkel (siehe
z.B. [ ]) werden die Rotationsachsen nicht mitrotiert, sondern bleiben
raumfest!

zusammengefasst werden'®, wenn man das total antisymmetrische e-Symbol
benutzt

1 fiir (4,4, k) gerade Permutation von (1,2, 3)
€ijk = § —1 fiir (4,7, k) ungerade Permutation von (1,2,3) . (2.111)

0 sonst

Die Bedeutung dieser Relationen erschliefit sich, wenn man in Abbildung 2.2
zunéchst eine Drehung um die €3-Achse um den Winkel —7/2, dann um die
éy-Achse um den Winkel +7 /2 und schliellich wieder um die €;-Achse um den
Winkel +7/2 durchfiihrt. Das gleiche Ergebnis erhdlt man, wenn man nur
eine Drehung um die €3-Achse um den Winkel +/2 durchfiihrt. In Formeln
heifit das

Ry(m/2)Ry(m/2) Ry (—7/2) = R3(m/2), (2.112a)

und entspricht exakt dem ersten Fall von (2.109a), wenn man die orthogo-
nalen Drehmatrizen R, (6) durch die unitéren Matrizen U, () ersetzt. Durch

8In der Druckfassung des Skripts ist die rechte Seite von (2.110) leider falsch als
0i;U;(0) + (1 — 655) Zizl U (%€;j10) angegeben.
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Umkehrung von Pfeilen unter Verwendung von (R, (+7/2))"! = R, (F7/2)
konnen aus diesem Diagram auch

Ry(m/2)Ry(—7/2)Ri(—7/2) = R3(—7/2) (2.112D)
Ry (—7/2)R3(m/2)R1(7/2) = Ry(m/2) (2.112¢)
Ri(—m/2)R3(—m/2)R1(7/2) = Ro(—7/2), (2.112d)

also die Analoga des zweiten Falls von (2.109a) und der beiden Félle von
(?77?), abgelesen werden.

Wir finden also, daB sich die Matrix U, (£7/2) genauso verhdlt wie eine
Drehung um die Koordinatenachse &, mit dem Winkel +7/2. Die Aquiva-
lenz der anderen Beziehungen in (2.109a) zu Drehungen kann durch ent-
sprechende Uberlegungen gezeigt werden. Wenn sich in der Quantenphysik
ein Objekt genauso verhdlt wie ein anderes Objekt, konnen wir die beiden
Objekte nicht unterscheiden. Wir diirfen also die U, (+7/2) benutzen, um
unsere Zustdnde zu drehen. Wegen der Unitéritét der U, (d7/2) dndern sich
dabei die Wahrscheinlichkeiten nicht, wenn wir den Spinanalysator genauso
drehen wie die Zustande. Tabelle 2.1 zeigt, daf die Operatoren U,,(+m/2) auf
unsere Zustdnde wie Rotationen wirken und legitimiert unsere Zuordung der
Zusténde zu den Messungen entlang der Koordinatenachse. Die auftretenden
Phasen konnen nicht durch eine geschicktere Multiplikation der Zustdnde mit
Phasenfaktoren eliminiert werden.

Einen Unterschied gibt es aber doch: vier Drehungen um 7/2 hinterein-
anderausgefiihrt ergeben eine Drehung um 27 und sollten den Zustand nicht
dndern. In Gleichung (2.108b) haben wir bereits gesehen, dal der entspre-
chende Operator

U, (21) = (Up(m/2))* = —1 (2.113)
) D |h) V) o) )
Ur(r/2) | e7™* ) /4] o) —i[u) V) —i[h)
Ur(=m/2) | &™) e ™) ifw) o) |h) i|v)
Us(m/2) ) o) e th) ety ) — 1)
Us(—7/2) o) —lu) @t h) e ) D )

U3(7r/2) e—im/4 ‘h> e—im/4 ‘V) e—im/4 ‘D e—im/4 ‘1"> e—im/4 ‘O> eim/4 ‘u>
Us(=7/2) | e™/*|v)  &™*]h) &™) &™) o) e/t )

Tabelle 2.1: Drehungen um rechte Winkel |') = U, (£m/2) |1).



Thorsten Ohl 2019-07-26 10:56:58 +0200 Ohne Gewdhr! 29

das Vorzeichen der Zustdnde dndert. Ein solches Verhalten ist in der klas-
sischen Physik nicht moglich, aber in der Quantenphysik. Fiir ein einzelnes
QBit hat es keine beobachtbaren Konsequenzen, weil die Wahrscheinlichkei-
ten als Betragsquadrate berechnet werden. In Interferenzeffekte mit Neutro-
nen wurde der Vorzeichenwechsel aber experimentell besténdigt.

2.4.2 0 F# +mw/2
Betrachte die 2 x 2-Matrizen
U, (0) = e 07n/2 (2.114)
Mit
(0, =1 (2.115)
folgt fiir jede natiirliche Zahl m
(0)"" =1 (2.116a)
(0,)"" =0, (2.116b)

und damit kann man die Potenzreihe der Exponentialfunktion aufsummieren

0 0
Un(0) :cos§~1—isin§ SO, (2.117)
also
U1(6) = cosg —ising (2.118a)
W\ —isin 8 cos? '
0 .’
_ [cos5 —sing
Us(0) = <Sin§ o5 ) (2.118b)
e—i9/2 0
Us(6) = ( . ei9/2> . (2.118¢)
Mit
sin <j:7T — (2.1192)
i 1) = 5 :
s 1
cos (£~ ) = — 2.119b
folgt auBlerdem
1=
U (£r/2) = — 1 (2.120)
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also genau (2.107). Aulerdem kann man leicht zeigen, daf
U.(0)U,(8") =U,(0+6). (2.121)

Folglich eignen sich die U, (f) als Interpolation der Rotationsoperation zwi-
schen 1 = U,(0) und U, (%m/2).

Damit findet man fiir den Uberlapp zwischen dem Zustandsvektor o) und
dem um die é,-Achse um den Winkel 6 gedrehten Zustandsvektor U, (6) |o)

(0|U1(0)|0) = (o|Ux(6)]0) = Cosg (2.122a)
(o|Us(8)]o) = cosg — ising — 710/ (2.122b)

und somit
[{olU1(0)[0)]* = [{o|Uz(6)[0)|* = cong (2.123a)
[(o|Us(8)|0)|* = 1 (2.123b)

im Einklang mit den experimentellen Ergebnissen.
Wenn wir die Ausrichtung des Spinanalysators in einer beliebigen Rich-
tung durch eine Einheitsvektor mit den iiblichen Kugelkoordinaten

i = (sin @ cos ¢, sin 0 sin ¢, cos 6) (2.124)

beschreiben, kénnen wir diese Ausrichtung aus der Lage |o), bzw. €3, durch
die Abfolge einer Rotation um die y-Achse um den Winkel # und einer an-
schlieenden um 2-Achse um den Winkel ¢ erreichen
e 92 cos? —sin?
= . 2
vion®) = (o o) (Gt oy
e 192 cos 8 —e19/25in ¢
- ( el?/2 gin gQ el?/2 cos ) (2125)
Damit erhalten wir die orthonormalen Zusténde 1 und | entlang dieser Rich-
tung

11,6, ¢) = Us(¢)Us(6) |0) = e71¢/2 cosg 1) + /2 sing 2) (2.126a)
11,6, ) = Us(¢)Uy(6) |u) = —e /2 sing 1) + ¢/2 cosg 12)  (2.126b)
mit

(1,0,0]1,0,0) = (1,09 |.0,0) =1 (2.127a)
(1,0,9] 1,0,¢) =0. (2.127h)
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2.5  Projektoren, Observable und Erwartungswerte

‘Vorlesung 05: Fr, 10. 05.2019‘

Die Zustdnde [1,0,¢) und |},0,¢) in (2.126) sind Eigenzustéinde von
Operatoren, die eine einfache physikalische Interpretation haben.
Jeder normierte Zustandsvektor |1} ist ein Eigenvektor des Projektions-
operators
Py = |¥) (¢ (2.128)
mit Eigenwert +1:
Py i) = |9} (W) = [¢) . (2.129)
Jeder zu |¢) orthogonale Zustandsvektor |¢) ist ebenfalls Eigenvektor von P,
aber zum Eigenwert 0:

Py |¢) = [¥) (¥]¢) = 0. (2.130)
Ebenso konnen wir die Operatoren

Opap = al+ B|Y) (1) (2.131)
betrachten und finden

Oypap |10) = (a4 B) ) (2.132a)

Opap ) = a|d) (2.132b)

dal die Zustandsvektoren Eigenvektoren bleiben und wir die Eigenwerte
durch geeignete Wahl von o und  anpassen kénnen. Z. B. hat

Oy =20) (Y| -1 (2.133)

die Eigenwerte £1, analog zu den Pauli-Matrizen. In einer ONB mit

N
DEDIRAD: (2.134)
=1
gilt
N
Py =" liyvas (il (2.135)
ij=1

also ist die zugeordnete Matrix das duflere Produkt

L

¢1 * * *
o D R

(ChY

| o (2.136)
UNYT UNYs .. UNYN
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mit der Notation

l[a®0],. = ab; (2.137)

ij
und den Matrixelementen

(i|Pylj) = vy . (2.138)

Wenn wir darauf verzichten, den Operator und die zugehérige Matrix in
unserer ONB |1), |2) zu unterscheiden, kénnen wir

e 1%/ cos ¢ : o
PT,0,¢ = ‘T767¢> <T707¢‘ = ( 92 ® (el¢/2 COS% e i¢/2 Sin g)

el9/2 gin z

_ ( cos? g e % gin g cos g) _ 1 (1 +cosf e ?gin 8>

e'?sin ¢ cos & sin” 2 2 \ e?sinf 1 —cosf
1 1+ cosé sin 6 cos ¢ — isinfsin ¢
~ 2 \sinfcos ¢ + isinfsin ¢ 1 —cosf

1
=3 (14 sinfcos oy + sinfsin p oy + cosf oz) (2.139)

schreiben, wobei, wie schon in (2.6), die Identitéaten

¢ 1+ cost
2
- 2.140
cos” o 5 ( a)
6 1—cosb
sin’ 5 = % (2.140D)
6 6 sinf
in — - = 2.14
sin o cos o 5 (2.140c)
verwendet wurden. Analog folgt
—e"%/2gin ¢ /2 _~
Plao = 14.0.6) (0.0 = ("5 oh?) © (-6 P cost)
2
B sin” —e¥sinfcosg) 1 [1—cosf —e“sind
~\—e“sinfcos? cos? 2 “ 2\ —e?sinf 1+ cosb

1
=35 (1 —sinfcospo; —sinfsinpoy — cosbosz) . (2.141)
Wenn man die 2 x 2 =Matrix
P(n) == (1+10) . (2.142)

mit dem Einheitsvektor 77 in Kugelkoordinaten (2.124) ausdriickt, findet man

Pﬂg@ = P(ﬁ) (2143&)
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PLos = P(—il). (2.143b)
Damit sieht man, dafl
. [ cosf e sind
%(7) = nid = (ei¢ sinf —cos® ) (2.144)

der Operator ist, dessen Eigenvektoren zu den Eigenwerten +1 die Zustands-
vektoren nach einer Messung des Spins in Richtung 7 sind. Weil die normier-
ten Eigenvektoren eine ONB bilden und alle Eigenwerte reell sind, muf3 der
Operator selbstadjungiert sein

Y (i) = %1(7), (2.145)
was dadurch gewéhrleistet ist, daf§ alle Pauli-Matrizen hermitisch

on =0l (2.146)
und die Komponenten von 7 reell sind.

Aus diesen Uberlegungen ergibt sich folgendes allgemeine Bild fiir die
Beschreibung einer Messung in der Quantenphysik

1. Die Zustinde eines physikalischen Systems werden durch Vektoren in
einem Hilbertraum H beschrieben.

2. Jeder moglichen Messung ist ein selbstadjungierter Operator A : H —
‘H zugeordnet, den wir auch Observable nennen.

3. Jedes mogliche Ergebnis einer Messung ist ein Eigenwert der Observa-
blen.

4. Nach der Messung befindet sich das System in einem Eigenzustand,
der zur dem gemessenen Eigenwert!” gehort. Diesen Vorgang nennt
man ,, Kollaps der Wellenfunktion*.

5. Die Wahrscheinlichkeit, den Eigenwert zu messen, ist das Betragsqua-
drat des Uberlapps der Zustdnde vor und nach der Messung.

Diese pragmatische Beschreibung erlaubt es, Rechnungen durchzufiihren und
Vorhersagen zu machen, die im Experiment {iberpriift werden konnen. Sie
verzichtet darauf, zu erklaren, wie der Kollaps der Wellenfunktion im Mef-
prozefl im Detail ablduft. Es wird nur das Ergebniss der Messung beschrieben.

9Wenn der Eigenwert entartet ist, also mehr als ein Eigenvektor zu ihm gehort, wird
der Zustand auf den von diesen Vektoren aufgespannten Unterraum projiziert.
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Diese Interpretation der QM wird deshalb auch die ,shut-up-and-calculate-
Interpretation® genannt.
Als selbstadjungierter Operator kann jede Observable in Diagonalgestalt

A= Z la;) a; (a;] (2.147a)
mit N
1= Z la;) (a;] (2.147b)

gebracht werden. Wenn wir den Erwartungswert von A in einem Zustand |¢)
berechnen

N

(01416) = D (lai) i (aid) = D _ il {wlo) P Zazpz, (2.148)

=1

finden wir die Summe der mdglichen Ergebnisse einer Messung der Ob-
servablen A, gewichtet mit der Wahrscheinlichkeit ihres Auftretens im Zu-
stand [¢). Also ist der quantenmechanische Erwartungswert gleich dem sta-
tistischen Erwartungswert fiir Messungen der Observable A in einem System
im Zustand |¢)
(9|Al¢) = E4(A). (2.149)

NB: der Erwartungswert hdngt nicht davon ab, in welcher Basis er berech-
net wird. Wir haben die Eigenbasis der Observablen nur gewé&hlt, um die
physikalische Interpretation zu liefern!

Fiir die Observable 1, die nur 1 als Eigenwert hat und deshalb bei jeder
Messung in jedem Zustand immer das Ergebnis 1 liefert, mufl der Erwar-
tungswert auch 1 sein. In der Tat

Ey(1) = (0[1]¢) = (¢]¢) =1 (2.150)

aufgrund der Normierung der Zustandsvektoren.
In Falle unseres QBit finden wir fiir eine Spinmessung in Richtung 7 im
Zustand |o) den Erwartungswert

E, (X(1)) = (o|7id|o) = cos @, (2.151)

im Zustand |u)
E, (X(77)) = (u|fid|u) = — cos (2.152)

und im Zustand |r)
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- . 1 cosf e “sinf\ (1
E; (5(71)) = (x]fig|r) = ) (t 1) (ei¢ sinf —cos® ) <1>

(e7sinf + e'?sin6) = cos psinf = iie;, (2.153)

N | —

also immer die Projektion der Richtung auf die dem Zustand entsprechende
Koordinatenachse.

Man kann den Erwartunsgwert auch auf eine andere Art ausdriicken, die
im néchsten Abschnitt eine wichtige Verallgemeinerung erlauben wird. Durch
Einschieben einer Eins finden wir

N N

Ey(A) = (W|AlY) =Y ($IAli) Z (0| Ald)

=1

2,_.

Z i|PyAli) = tr (P,A) (2.154)

mit der Spur eines Operators

N N

tr(A) =) (i|Ali) = > Ay, (2.155)

i=1 =1

also der Summe der Elemente auf der Diagonalen der Matrix des Operators.
Die Spur héngt nicht von der Basis ab in der sie berechnet wird

N

N
=D (Wl Alg) = Z (Wil;) (bl Al i) (alabs)
=1

N

Z (D11 Alpr) (Brlr) (Wils)

N N
= D (@ildlon) (@uldi) = D (651416 (2156)
7,k=1 j=1

—%

und man kann sich leicht davon iiberzeugen, dal man Produkte von Opera-
toren unter der Spur zyklisch®’ vertauschen darf

tr(ABC) = tr(BCA). (2.157)

20 Aber im Allgemeinen nicht paarweise tr(ABC) # tr(BAC)!
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‘Vorlesung 06: Fr, 17. 05.2019‘

Insbesondere gilt also
Ey(A) =tr (PyA) =tr (APy) . (2.158)

AuBlerdem haben wir wieder

N N

Ey(1) =tr(Py) =Y (i) (li) = > (Wli) (i) = () =1 (2.159)

i=1 i=1

und wir merken uns, dafl die Spur einer Projektion auf einen eindimensionalen
Unterraum 1 ist.
Fiir unser QBit haben wir gesehen dafl

N _1 1—|—n3 ’I’Ll—i’ng
(1+7i6) = 5 (m Ciny 1—m (2.160)

der Projektionsoperator auf den Zustand ist in dem das System nach der
Messung in Richtung 77 mit dem Ergebnis 1 befindet. Als Observable fiir die
Messung in Richtung n’ haben wir
- =, n n) — inj
X(n')=n'd = (2.161)

/ 30! !/
ny 4 1ny —N3

identifiziert. Damit erhalten wir als Erwartungswert

Bri (2(0)) = tr () P()) =
1 n5(1 4 ng) + (n] —inh)(ny + ing)
2 tr ( e . ’ (n} +1inb)(ny —ing) — ni(1 — n3)>
= ', (2.162)

also wieder den Cosinus des Winkels zwischen den Richtungen 7 und n.
Die Berechnung der Spur kann man sich sehr vereinfachen, wenn man ihre
Linearitét

tI‘(OélAl + O!QAQ) = tr Al + o tr A2 (2163)

ausnutzt, zusammen mit den Relationen

tr(1) =2 (2.164a)
tr(03) = 0 (2.164b)
tr (o;0;) = 20;; . (2.164c¢)
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Damit erhalt man wieder

By (S0)) = %tr (679)(1 +73) )

Auf die gleiche Weise finden wir fiir die Wahrscheinlichkeit, das System im
Zustand |¢) zu messen, wenn es zuvor per Messung im Zustand [¢) priapariert
wurde

o = [{B10) [P = (V1) (D) = ($|Pyl¢) = Ey(Py) = tr (PyPy) = tr (PyPy)
(2.166)
also den Erwartungswert des Projektionsoperators auf den Zustand nach der
Messung im Zustand vor der Messung. Das ist nicht iiberraschend, weil diese
Wahrscheinlichkeit gerade der Erwartungswert fiir die Observable ist, die den
Wert 1 annimmt, wenn das Ereignis eintritt und 0 sonst.
In unserem QBit ergibt sich damit wieder

By (PO)) = tr (POT)P()) = }ltr (1 +78)1 +ii2))
1
2

2.6 Bloch-Sphdre

Im vorausgehenden Kapitel haben wir gesehen, dafl wir den Zustand eines
Quantensystems eindeutig durch den zugehorigen Projektionsoperator

Py = [4) (¥ (2.168)

charakterisieren kénnen, aus dem wir durch Spurbildung die Erwartungswer-
te von Observablen A und die Wahrscheinlichkeit von Messergebnissen die
als Eigenwerte zu einem Eigenvektor |¢) gehoren berechnen kénnen

(B} 2 = tr (PyPy) (2.169b)

Diese Formulierung hat den Vorteil, daf§ unbeobachtbare Phasendrehungen

) = [¢) = e ) (2.170)
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aus den Formeln verschwinden

Py Py = [¢) (@' = & [9) (] e7 = [¢) (¢ = Py. (2.171)

Der Zustand des QBits ist durch zwei komplexe Zahlen charakterisiert

) =1 [1) + 42 [2) (2.172)

die als normiert angenommen werden kénnen
1P+ [ = 1, (2.173)

sodafl drei unabhéngige reelle Parameter verbleiben. Eine globale Phasendre-
hung

(1, tha) = (€991, €%y) (2.174)

ist nicht beobachtbar, sodafl nur noch zwei unabhéngige reelle Parameter
verbleiben. Dies enspricht genau den beiden Winkeln 6 und ¢ mit denen
man die Richtung des Einheitsvektors 77 in

p(i) = [t,7) (t,7] = |1,0,6) (1,0, (2.175)

festlegen kann. Somit stehen die physikalischen Zusténde des QBit in einem
eins-zu-eins-Zusammenhang mit den Punkten auf der Oberfliche der Ein-
heitskugel, die in diesem Fall auch ,, Bloch-Sphdre“ genannt wird.

Leider gibt es keine schone Verallgemeinerung dieser geometrisch anschau-
lichen Konstruktions fiir kompliziertere Systeme. . .

2.7 Dynamik?'

Bislang haben wir noch nicht besprochen, wie sich der Zustand eines Quan-
tensystem mit der Zeit dndert

[U(to)) = [¥(1)) (2.176)

wenn keine Messungen durchgefiihrt werden. Aufgrund der linearen Struk-
tur des Zustandsraums H sollte diese Zeitentwicklung durch einen linearen
Zeitentwicklungsoperator U (t, ty) beschrieben werden

(1)) = U(t, to) [¢(t0)) - (2.177)

21Djeser Abschnitt wurde zur besseren Synchronisation mit den Ubungen relativ zum
gedruckten Skript vorgezogen.
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Weil (¢(t)[1(t)) der Erwartungswert der Observablen 1 ist, die bei jeder
Messung das Ergebnis 1 ergibt,

Vet ((0)IE(L) = 1 (2.178)

gelten. Allgemeiner, damit experimentell unterscheidbare Zustdnde unter-
scheidbar bleiben, mufl eine ONB aus Eigenzustédnden einer Observablen A
zu allen Zeiten eine ONB bleiben??

(W) (1)) = (Wi(to)[¥;(to)) = di; - (2.179)
D.h.
V), ) € H: (Ut to)p|U(t, to)ih) = (B|UT(t, to)U (t, 1) |1h) = (8]0)
(2.180)

bzw. U(t, to) ist unitdr
Ul(t, to)U(t,ty) =1 = Ul(t, t,)U'(t,1,). (2.181)

Wenn das System autonom ist, d. h. keinen dufleren Einfliissen ausgesetzt
ist, sollte der Zeitentwicklungsoperator U(t,ty) nur von der Differenz t — ¢,
der Zeiten abhéngen. Wir konnen dann

U(t, ty) = e Ht-t)/R (2.182)

schreiben, wobei uns noch unbestimmte Konstante i die Freiheit geben wird,
die Dimensionen anzupassen. Offensichtlich gelten

U~L(t, tg) = eHlt-t)/n (2.183a)
Ut(t, to) = el t=to)/P (2.183b)

und die Unitaritat von U(t,to) impliziert, dal H selbstadjungiert sein muf
H=H". (2.184)

Auflerdem finden wir, da8 U(t,to) die Schréodinger-Gleichung erfiillt

d

22Diese Forderung gilt nur fiir das Gesamtsystem und wird evtl. verletzt, sobald wir,
z. B., zulassen, daf} ein Atom ein Photon abstrahlt, das anschliefend nicht mehr beobachtet
wird.
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ebenso wie [1(t))

. d

i [0(0) = H [9(1)) (2.186)
Es zeigt sich, dafl wenn wir A als das durch 27 geteilte Plancksche Wirkungs-

quantum annehmen

h 2k
h= = = LO45718 T a——!

2.187
- £, (2.187)

dann ist der Hamiltonoperator H die Observable, die der Energie des Systems
entspricht.
Fiir unser QBit kann die SG fiir den Zustand

() = [1) (Lp(£)) +[2) v (#)) = ¢a(t) [1) + ¢a(t) [2) (2.188)

auch als System zweier Gewohnliche Differentialgleichung (ODE)

Ld () _ (Huo Hip\ (a(t)
lhdt (%(t)) - (HZI sz) (wz(t)) ’ (2.189)
bzw.
L dyy
lhE(t) = Huni(t) + Hizo(t) (2.190a)
BE2(1) = Hon(1) + Hain(r). (2.190D)
mit
Hy = (11H[1) = (1|H[1)" = H], (2.191a)
Hy, = (2|H[2) = (2IH])" = HY, (2191h)
Hy = (2[H|1) = (1|H[2)" = H, (2.191c)

geschrieben werden.
Wenn sich das System in einem Eigenzustand des Hamiltonoperators

H|E)=F|FE) (2.192)
befindet, ist die Losung der SG
ih% |E(t)) = H|E(t)) = E|E(t)) (2.193)

trivial

|E(t)) = e B0/ B(t,)) (2.194)
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und Phase e 1£(t=%)/" die den Zustand des Gesamtsystems multipliziert, ist
nicht beobachtbar.
Die zeitliche Anderung des Erwartungswerts einer Observablen A%*

ingg (OIAR) = (in5 (0] ) Alw(o) + w014 (in5; o)
— — WOIHARS) + (SOIAHI0) = (GOIA, Hlw) (2199

mit dem Kommutator zweier Operatoren A, B : H — H

[A,B] = AB — BA (2.199)
das Fhrenfest Theorem
oo = (ol gamen) . @)

Eine der Konsequenzen ist, dafl sich der Erwartungswert einer Observablen
dann dndern kann, wenn die Observable nicht mit dem Hamiltonoperator
vertauscht. Folglich sind die Erwartungswerte von Observablen die mit dem
Hamiltonoperator vertauschen Erhaltungsgrofien.

Weil der Hamiltonoperator natiirlich mit sich selbst vertauscht, sehen
wir, dal sein Erwartungswert in einem beliebigen Zustand eines autonomen
Systems konstant ist 1

3 WOH[Y(E) = 0. (2.201)

A priori ist der Hamiltonoperator eines physikalischen Systems nicht
bekannt und muf iterativ durch Ansetzen eines Modellhamiltonoperators,
Losung der SG und Vergleich der Vorhersagen mit experimentellen Resulta-
ten verfeinert werden. Bei der Wahl des richtigen Ansatzes und der Richtung
der Verfeinerung helfen Symmetrieprinzipien: Rotationsinvarianz, Ladungs-
erhaltung, etc.

23NB:
d 1
3 |vW) = S H (1)) (2.195)
und deshalb 1 N X
3 WOl =)l HT (m) = - @M H (2.196)
oder q
i ()] = — (w(0)| H. (2.197)
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In vielen Fallen kann der richtige Hamiltonoperator auch durch ein Korre-
spondenzprinzip aus der klassischen Theorie geraten werden. Aber man muf3
bedenken, dafl es Systeme ohne klassisches Analogon gibt (z.B. Spin) und
daBl es Bespiele fiir Anomalien gibt, in denen klassische Symmetrien in der
Quantentheorie nicht realisiert werden koénnen.

2.7.1 Spinprdzession

‘Vorlesung 07: Mo, 20.05.2019‘

Mégen sich die Energien der beiden Zustéinde |o) = |1) und |u) = |2) um AE
unterscheiden

H:E+%U3Z<E+§E/2 E_OAE/2> (2.202)

mit
HI[1) = (E+AE/2) 1) (2.203a)
H|2) = (E— AE/2)|2) . (2.203b)

Wir kénnen E = 0 durch geschickte Wahl des Nullpunkts der Energieskala
erreichen. In dieser Basis ist die Losung der SG dann

AE
ih%% (t) = — W (t) (2.204a)
AE
ih%wz(t) = ——5 =) (2.204b)
trivial
W(t) = e IAEY @Ry (1) 4GB 2R) 19 (2.205)

mit der Wahl ¢5 = 0 und ¢; = ¢;(0). Analog kann man
U(t,0) = ¢ iaFtos/(2h) (2.206)

schreiben. Die Zeitentwicklung des Erwartungswerts der Pauli-Matrizen be-
kommt man am schnellsten aus dem Ehrenfest-Theorem (2.200)

i 0Ny = 57 (40| lowo wle)) (2.207)
also
d AE
SOl = -SF WHlnlen) (2208
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 WOloal(t) = S (e loa (1) (2.2080)
d
3 (@)l (1) = 0 (2.208¢)
mit der Losung
AFEt AFEt

(WOl [9(1) = cos = (Dlon|v) —sin = (Wloaly)  (2.209)

W Dloal(6) = cos S (ploal) +sin S (lonly)  (22090)

(W(®)]osy(t)) = (WPlos|) . (2.209¢)

Wir sehen dafl die Aufspaltung der Energien entlang der z-Achse dazu fiihrt,
dafl der Erwartungswert in dieser Richtung konstant ist und in der Ebene
senkrecht dazu mit der Frequenz AE/h rotiert.

Im Fall des QBits ist der Hamiltonoperator (2.202) bis auf die Wahl
des Koordinatensystems schon der allgemeine Fall: der Hamiltonoperator ist
selbstadjungiert und es gibt also eine ONB in der er diagonal ist. Wir kénnen
dann unser Koordinatensystem so legen, daf3 die beiden Basiszustdnde den
Zusténden |o) und |u) entsprechen.

2.8 Reine und gemischte Zustinde

Bislang haben wir angenommen, dafl sich das Quantensystem nach einer
Messung in einem eindeutigen Zustand befindet. Das ist nicht immer so,
z. B. weil keine Messung gemacht wurde oder weil das Messergebnis nicht
abgelesen wurde. Diese Unbestimmtheit ist eine vollig andere als die irredu-
zible Unbestimmtheit aus der quantenmechanischen Messung, weil man sie
durch eine Messung, bzw. eine genauere Messung, reduzieren und im Prinzip
sogar ganz eliminieren konnte.

Man bezeichnet sie als statistische Mischung von Zustédnden, die einen
vollig andere Natur hat als die Superposition der QM. Angenommen, wir
wissen, daf sich das System mit der Wahrscheinlichkeit p; im Zustand [¢1)
befindet und mit der Wahrscheinlichkeit p, = 1 — p; im Zustand |1)9). Die-
se gemischten Zustand nennen wir p. Dann ist der Erwartungswert einer
Observablen A das mit den Wahrscheinlichkeiten gewichtete Mittel der Er-
wartungswerte in den beiden Zusténde

E,(A) = p1 (Y1l A1) + pa (| Aleh)
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und die Wahrscheinlichkeit, dal das System nach der Messung im Eigenzu-
stand ¢ der Observable A sein wird und der zugehorige Eigenvektor gemessen
wird ist analog

Po = 1l (@ln) P 4 po| (dlh2) |2 = prtr(PsPr) + patr(PyPy) . (2:211)

Beide Resultate fiir das statistische Gemisch zweier Zustande werden durch
die Dichtematrix

p=p1P1+pal2 = p1 Y1) (V2| + pa [Ph2) (12| (2.212)

mit
E,(A) = tr(pA) = tr(Ap) (2.213a)
Do = tr(pPs) = tx(Pap) = (6lole) (2213b)

beschrieben. Im allgemeinen Fall hat eine Dichtematrix in einer geeigneten
ONB die Form

p= sz- i) (i| = p! (2.214)

mit den Wahrscheinlichkeiten

M
d pi=1 (2.215a)
=1
pi>0. (2.215h)
Damit gilt

N
(o) = 3 petr () i) = 1. (2:216)
Umgekehrt kann jeder selbstadjungierte Operator auf Diagonalgestalt (2.214)
gebracht werden, sofern er positiv ist, d.h. keine negativen Eigenwerte hat.
Damit ist jeder positive selbstadjungierte Operator mit Spur 1 eine Dichte-
matrix und umgekehrt.

Eine Dichtematrix, die ein Projektor ist
pP=0p, (2.217)

ist ein reiner Zustand

py = |9) (V] (2.218)
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und eine Dichtematrix die eine konvere Summe zweier Projektoren ist
P = p1P1 +p2P2 s (2219)
mit p; > 0, ist kein Projektor
tr(p?) = tr ((plpl +p2P2)2) =pitr( PY) +p3te( Py )+ 2pips tr(PLPy)
P P,
=11 =12

= P} + D5 + 2pip2 tr(PLPy) = (p1 + p2)” 4 2p1ps (tr(PLPy) — 1)

wegen
tr(PLPo) = [ (¢1]iha) [ < (dalthn) (dhafthn) = 1 (2.221)

aufgrund der Cauchy-Schwarz Ungleichung (CSU)**
VIY),[¢) € 1| (W) [P < (Wlw) (dlo) - (2.223)

Fiir das QBit ist die statistische Mischung zweier reiner Zustdnde wieder
durch einen Vektor charakterisiert

1 oo 1 o
P:P1§(1+n10) +p2§(1—|—n20)

(1 + (p17iy + poiiz) ) = P(p1fiy + pafla)  (2.224)

N | —

der aber als konvexe Summe von Einheitsvektoren mit p; +ps = 1 und p; > 0

|p17iy + ]?27752|2 = pifi} + 2pip2iin Tz + P3ity = pi + D3 + 2p1p2ii il
= (p1 +p2)? + 2pips (afia — 1) < 1 (2.225)
N—— N ——
=1 >0 <0

im Inneren der Einheitskugel liegt, solange wir den trivialen Fall 7, = 7y
ausschliefilen, der dem gleichen reinen Zustand entspriache. Weil py7i; + (1 —
p1)7i auf der Verbindungslinie der Vektoren 7i; und 7iy liegt, ist dies auch
geometrisch offensichtlich.

24Intuitiv ist im Anschauungsraum klar, dal das Skalarprodukt zweier Vektoren nicht
grofler als das Produkt ihrer Langen sein kann. Der bekannteste formale Beweis verwendet,

daB
VI, 16) € A€ Ct (% — Adl — Ag) = 0 (2.222)

und wihlt A = (¢[¢) / (9]¢).
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2.8.1 Superposition und Mischung

Betrachten wir wieder die beiden Zusténde |o) = |1) und |u) = |2) des QBit
und superponieren wir sie mit dem gleichen Koeffizienten

) ) (2) (2.226)

1
VAR,

was zur Dichtematrix
ps = Ie) {rl = 3 (1) L]+ 1) 2] +12) (1] + 12) (2] (2:227a)

fithrt. Eine Mischung mit gleichen Koeffizienten fiithrt hingegen zur Dichte-
matrix

o =5 () {11+ [2) 21) (2227)

Die zugehorigen Matrizen sowie Vektoren auf und in der Bloch-Sphére sind
_Lrny

Ps=5\1 1)~

110\ _

Pr=35\0 1)~

Somit erhalten wir als die Erwartungswerte fiir die Observable ¥ (77) = g

(14 01) = P(é) (2.2284)

1= P(0). (2.228b)

| — DN

ES =tr (psZ(ﬁ )

)) = tr(P(&)S(R)) = & = ny (2.229a)
En = tr (pyX(1))

tr(P(0)%(7)) = 0 (2.229b)

und sehen, da} Superposition und Mischung experimentell unterscheidbar
sind, sobald die Richtung der Spinmessung 7 nicht in der e;-€3-Ebene liegt.

2.8.2 Messung

Wir haben in den Abschnitten 2.5 und 2.8 gesagt, daf} sich ein System im
Zustand p nach der Messung der Observable A mit der Wahrscheinlichkeit

py = tr(p |[¥) (¥]) = (¥lpl¥) (2.230)

in einem Eigenzustand 1 von A befindet. Wenn wir die Messung durchfiihren,
aber das Ergebnis ignorieren, ist das System fiir uns in einer statistischen
Mischung p’ aller moglichen Ausgénge. Mit

A= Z 17) a; (i (2.231a)
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und
N
1= i) (i (2.231b)
i=1
heifit das
N N
p =D pilid (il =3 i) dilpli) (il - (2.232)
i=1 i=1
Falls p in der gleichen ONB wie A diagonal ist
N
p=> pili) il (2.233)
i=1
kann man mit
N
(ilpli) =D px (ilk) (kL) = pidis (2.234)
1 eV
=0k  =0p;
zeigen, daf3
N
p=" pili) (il =p, (2.235)
i=1

dafl sich also der Zustand nicht d&ndern wird. Wenn das nicht der Fall ist,
andert die Messung den Zustand.

2.9 Komplementaritit und Unschdrfe

In der klassischen Statistik ist die Varianz, d.h. der Erwartungswert der
quadratischen Abweichung einzelner Messungen vom Erwartungswert

(AA)? =V(A) = E((A - E(A))*) = BE(A?) — (E(4))* (2.236)

ein Maf fiir die Schwankungsbreite der Messergebnisse. In einem Quanten-
system im Zustand [¢) kann man die Observable A also nicht genauer als

(A A) = (] A|) — (V] Alg)” (2.237)
bestimmen. Wenn der Zustand [¢) ein Eigenzustand von A ist
AlY) =aly) (2.238)

gilt
($]A"5) = a” (2.239)
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und damit

(A AP =0, (2.240)

d.h. die Unschérfe einer Observable verschwindet in zugehorigen Eigenzu-
standen. Dies entspricht unserer fritheren Forderung, dafl direkt aufeinander-
folgende Messungen der gleichen Observable zu gleichen Ergebnissen fiihren,
sofern Storeinfliisse auf den Zustand ausgeschlossen werden kénnen.

Die Varianz ist invariant unter Verschiebungen die proportional zur Eins
sind

(Ay(A + al))? = (V[(A+al)?|¢) — (] (A +al)|y)’
= (V| A%[Y) — (P|Al)* = (AyA)* . (2.241)

Definiere die Observablen

Ay =A—-Ey(A)1 (2.242a)
By =B — E,(B)1 (2.242b)
sodafl
Ey(Ay) = Ey(By) =0 (2.243)
und
(ApA)? = (AyAy)® = (Y]AL|Y) (2.244a)
(AyB)? = (AyBy)* = (¢|Bi|¢) - (2.244b)

Fiir alle selbstadjungierten A = AT und B = BT gilt

(Y| AB|)" = (Y [(AB)'|¢) = (| BT AT |¢) = (1| BA|y) (2.245)
und deshalb

Re (9| ABJY) = 5 (WIABI) + 5 (WIABl) = (6] AB + BAJY)
(2.2464)

m (G ABJ) = o (6 ABI) — o2 (0|ABJY)" = o (6][A, Bllu) (2.246D)

mit dem Kommutator
[A,B] = AB — BA, (2.247)

also

(WIABIO)E = 7 1(I[A B + 1 (6| AB + BA)P . (2248)



Thorsten Ohl 2019-07-26 10:56:58 +0200 Ohne Gewdhr! 49

Aus der CSU | (¢|9) |* < (¢|vb) (¢]¢) schlieBen wir damit

(ApA)*(AyB)* = (Y] AG[v) (VIBy ) = (Aut|Ap) (Bya| Byy)

> [(Apt| By)[* = (| Ay By o)
1 1
=1 1(WAuBy — By Ay9)|* + 1WAy By + By Aul)[®
>0

1 1
> 7 (WllAy, Byll¥)* = ZIWIA, BIw) [, (2:249)
weil wegen 14 = Al
[A+al,B+b1] = [A, B] (2.250)

fiir den Kommutator gilt.

Damit haben wir eine untere Schranke fiir das Produkt der Unschérfe fiir
die Messungen von Paaren von Observablen, eine sogenannte Unschdrferela-
tion

(8,4)(2yB) > £ (6114, Bllv)] (2251)

gefunden. Observable, die nicht miteinander vertauschen, sind in diesem Sinn
komplementdr.

| Vorlesung 08: Fr, 24.05.2019|

Wenn |¢) Eigenzustand von A ist, verschwindet die Unschéirfe Ay,A = 0.
Dies ist aber wegen

(WI[A, Bll¢) = (IABJ)) = (Y[ BAl) = a ($[Bl¢) —a (Y| Blp) = 0 (2.252)

mit der Unschérferelation (2.251) kompatibel.
Wenn wir als Beispiel wieder die Pauli-Matrizen betrachten, finden wir
die Vertauschungsrelationen

3
[O’i,O'j] = Qiz%kak (2253)

k=1

und konnen damit z. B. die Unschéarferelation

(Ayo1)(Ayoz) = [(los|v)] = [Ey(os)] (2.254)

herleiten. Mit anderen Worten: wenn der Erwartungswert in einer Richtung
nicht verschwindet, ist die Messung in den beiden dazu senkrechten Richtun-
gen nicht mit beliebiger Genauigkeit moglich

E¢(O’3) # 0= A¢O’1 >0A AwO-Q > 0. (2255)
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Im Spezialfall, dafl zwei Observable eine gemeinsame Eigenbasis besitzen

N
A= "i)a; (i) (2.256a)
=1
N
B=>|i)b il (2.256b)
=1
finden wir
N N
AB =" liyai {ilj) by (i = D li) aibs (i (2.257)
1,j=1 =5, i=1
und
N
[A, B] = Z [4) (aibi — bia;) (i] = 0. (2.258)
—_——

i=1 0

Fiir solche Operatoren finden wir keine Unschérferelation. Umgekehrt kann
man zeigen, daf} alle Paare von vertauschenden diagonalisierbaren Operato-
ren eine gemeinsame Eigenbasis haben.

Spéter werden wir das extreme Beispiel von Ort X; und Impuls P; mit

kennenlernen, in dem der Erwartungswert des Kommutators in keinem Zu-
stand verschwindet. Daraus folgt die Heisenbergsche Unschdrferelation

(A X)(AuP) > B (2.260)

ij
d.h. in keinem Zustand ist die simultane Messung von Ort und Impuls mit
beliebiger Genauigkeit moglich. Insbesondere gilt, dafl in einem Zustand,
in dem der Ort beliebig genau gemessen werden kann, die Unsicherheit im
Impuls divergiert und umgekehrt

ApP = 0= ApX; — 00 (2.261b)

2.10 Tensorprodukte und Verschrdnkung

Wenn wir zwei Systeme mit den Zustandsrdumen H; und H, kombinieren,
erhalten wir als gemeinsamen Zustandsraum das Tensorprodukt

My @ Hy (2.262)
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mit der ONB

{‘27]> = ‘1,Z> & ‘27.]>}z:1 dim Hq;j=1,...,dimHa ° (2263)

----------

weil das System 2 alle Zustédnde einnehmen kann, unabhingig davon, in wel-
chen Zustand sich das System 1 befindet und umgekehrt. Offensichtlich gilt

Operatoren im Tensorprodukt werden als Linearkombinationen von

(A1®A2) . 7‘[1@%2 —>H1®H2
Y1) @ |¢1) = (A1 @ A2)([91) @ [91)) = Ay [1h1) @ Ay [9h2)

(2.265)

definiert.

Das Tensorprodukt mufl man® von der direkten Summe
Hi @ Ho (2.266)
mit der ONB unterscheiden

{‘1;i>}i:1 ..... dim H1 U{‘Q;j>}j:1 ..... dimHs (2.267)

Hier gilt
Vi, j:  Hi D |1;4) #12;5) € Ha (2.268)

weil die beiden Zustandsrdume nichts miteinander zu tun haben. Hier gilt

Die direkte Summe beschreibt den Fall, da} ein System Zustdnde in zwei
Hilbertraumen annehmen kann und das Tensorprodukt, den Fall, daf3 zwei
Systeme kombiniert werden.

Die spannensten Quanteneffekte sind die, bei denen sich zwei ansonsten
unabhéngige Systeme in einem verschrinkten Quantenzustand befinden, so-
dafl der Kollaps der Wellenfunktion durch eine Messung in einem System
den Quantenzustand des anderen Systems beeinflusst, ohne dafl Information
fliet. Ein Beispiel sind zwei QBits im normierten Zustand

1 1
) = E(\1,2) —12,1)) = E(\1;1) ®12;2) — [1;2) ® [2;1)) . (2.270)

. auch wenn es fiir zwei QBits wegen 2 -2 = 2 + 2 zunéchst schwerfallt ...

25
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Eine Messung des zweiten QBit ohne Messung des ersten QBit liefert mit
gleicher Wahrscheinlichkeit die Ergebnisse 1T und |:

peo = (0 1)) o] + |(w20 @) W =5, @2m)

2 2
=1(1;2]1;2) |2 [(2;1]2;1)|

-~
=0

Eine Messung des ersten QBit entlang der z-Achse mit dem Ergebnis 1 hin-
terldsst das System im Zustand

[¢') =11,2) = |1;1) ® |2;2) (2.272)

und eine anschliefende Messung des zweiten QBit entlang der z-Achse wird
danach nie das Ergebnis 71 liefern.

phr = (i1l @ 1)) )] +| (5219 @11 [0)

TV TV
=0 =0

2
=0. (2.273)

Hierbei spielt es keine Rolle, ob die beiden QBits noch in kausalem Konrakt
stehen. Die Vorhersage solcher Fernwirkungseffekte haben Albert Einstein
dazu gebracht, die Quantenmechanik zu verwerfen. Ihre Existenz wurden
aber inzwischen experimentell zweifelsfrei nachgewiesen.
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—3—

ALLGEMEINE FORMULIERUNG DER QM

Bislang haben wir nur von Systemen gesprochen, deren Zustandsraum ein
endlichdimensionaler Hilbertraum ist. Meistens haben wir uns sogar auf den
zweidimensionalen Zustandsraum des QBit konzentriert.

3.1 Kontinuierliche Observable

Es zeigt sich aber, dafl dies nicht immer geniigt. Betrachten wir ein Teilchen
(z.B. ein Elektron), das sich entlang einer Richtung (z.B. in einem sehr
diinnen Draht) zwischen = a und & = b > a bewegen kann. Die moglichen
MeBergebnisse fiir die Position des Teilchens sind dann alle! reellen Zahlen

z € [a,b] CR. (3.1)

Ein geeigneter Hilbertraum H, der die Zustinde des Teilchens beschreiben
kann, ist der Raum L?([a,b],dz) der quadratintegrablen komplexwertigen
Funktionen

(R [a, b] —C
> () (3.2a)
mit )
WWz/MWMW<w. (3.2b)

Wenn wir Zustandsvektoren |[i) durch Wellenfunktionen v : [a,b] — C
beschreiben, finden wir, daf3

wwz/mwwwm (3.3)

'Es gibt keine experimentellen Beobachtungen, die die Ergebnisse von Ortsmessungen
auf ganzzahlige oder rationale Vielfache einer fundamentalen Lénge einschranken wiirden.
Zwar kann man jede reelle Zahl beliebig genau mit rationalen Zahlen approximieren, aber
reelle Zahlen haben sich als die einfachere Alternative erwiesen.
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alle Anforderungen erfiillt, um H = L?([a,b],dz) zu einem Hilbertraum zu
machen. Fiir kontinuierliche Observable ist es nicht moglich, die Wahrschein-
lichkeit fiir ein einzelnes Meflergebnis anzugeben. Man kann nur Wahrschein-
lichkeiten dafiir angeben, dafl der Mewert in einem Interval liegt und daraus
eine Wahrscheinlichkeitsdichte ableiten.

Ausgehend von der Wahrscheinlichkeit p; = [;|* fiir MeBergebnisse dis-
kreter Observabler, bietet sich als Wahrscheinlichkeit, das Teilchen im Inter-
vall [z,y] C [a, b] anzutreffen

y/
poe o) = [ d ol (3.4
an, sofern 1) auf eins normiert ist, ||¢]|> = 1, bzw.
b
o€ o)) = [ do ola)f =1, (3.5)
Dann kann man
p(x) = |v(x)|” (3.6)
als Wahrscheinlichkeitsdichte interpretiert werden und
p(z)de = [¢(2)[* de (3.7)

als die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen im infinitesimalen Intervall [z, z+dz]
anzutreffen,

Damit diese Wahrscheinlichkeitsinterpretation konsistent ist, muf ein ge-
eigneter Ortsoperator

X : L*([a,b],dz) — L*([a, b],dx)

s XU (3.8)

als Erwartungswert

b b b
By(X) = WIXJy) = [ deapta) = [ dealo@)f = [ dov @i
a a a (3‘9)
liefern. Das funktioniert, wenn man als Ergebnis der Anwendung des Orts-
operators X auf die Wellenfunktion v die neue Wellenfunktion X1 mit
X : bl = C
z = (X¢Y)(2) = 2¢(x)

definiert.
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Weiterfithrende Bemerkung (nicht Teil der Vorlesung):
Dafl X wieder quadratintegrabel ist, ist {ibrigens nicht-trivial, wenn das Intervall [a, b]
unendlich grofl gemacht wird.

Man kann sich iibrigens leicht davon iiberzeugen, dafl der Erwartungswert
im zuléssigen Intervall liegt

a < (Y| X¢) <b. (3.11)

Wenn wir die Wirkung des adjungierten Ortsoperators X' berechnen,
sehen wir wegen z* = € R

<¢uﬁw>=<mxw»=<xwww=/¥moxwwmwu»

a

— / ' (z6(2))"b(x) = / bdxm*(xw(a:): / bdw*(a:)w(:c)

a a a

—/da:cﬁ*(x)(Xw)(w)—(¢\X¢>_<¢‘X|w>, 5.12)

daB X = XT selbstadjungiert ist.
Weiterfithrende Bemerkung (nicht Teil der Vorlesung):

Wenn man es mathematisch genau nimmt, tauchen an dieser und #hnlichen Stellen
subtile Fragen nach den Definitionsbereichen von X und X' auf, die wir in dieser
Vorlesung ignorieren wollen. In der Quantenmechanik mit endlich vielen Freiheitsgraden
spielen diese Fragen nur an sehr wenigen Stellen eine wichtige Rolle und der Aufwand
fiir eine mathematisch untadelige Beschreibung ist zu hoch.

Wir erwarten also eine ONB von Eigenzustéinden

X |z)y =z |z) (3.13)
mit

b
X:/d:p ) z (x| (3.14a)
b

1 :/dx |x) (x| . (3.14b)

Natiirlich miissen wir
1°=1 (3.15)

fordern, also

[ ey 12 Galy) (o] £ [ o [a) (o .10
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und damit eigentlich

(aly) = {0 fir & 7y (3.17)

7 firr=y,

ohne dafl wir (z|z) prézise machen kénnen. In der entsprechenden Formel fiir
den diskreten Fall hatte das Kronecker-d

- 0 firi#y
<z|y>=a@-j={1 7 (3.18)
ur ¢ =)

die richtigen Eigenschaften. Dies hilft hier nicht, weil die Anderung des Funk-
tionswerts f(y) an einer isolierten Stelle y = z ein Integral [dy f(y) nicht
andert.

3.1.1 Dirac 6-,Funktion*
| Vorlesung 09: Mo, 27.05.2019)|

Die entscheidende Eigenschaft des Kronecker-¢ fiir diskrete Indizes
N N
VIEERN DY (il fi =D 6ifi = Fi (3.19)
j=1 j=1
&8t sich leicht auf kontinuierliche Variable verallgemeinern

b b
Vi € C(la,b]) / dy (zly) f(y) = / dyde — ) fly) = f(z).  (3.20)

Allerdings ldsst sich diese Forderung nicht mit einer ,normalen“ Funktion
erfiillen. Damit das Ergebnis nur von f(x) abhdngen kann, mufl é(z — y)
fir [z — y| > € mit beliebig kleinem € > 0 verschwinden. Aus dem Mittel-
wertsatz der Integralrechnung

VfeClloal) i3 e ) [AfO = -G, B2y
folgt dann aber
Ve s 0,f,6 €C(lr—ea+e): 3 |6 —a| <e:
[ awite ) = 265 - 970 0. (32

—€
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Man kann aber die §-,, Funktion* als - Distribution definieren, d. h. als lineare
Abbildung von den glatten Funktionen auf die reellen Zahlen

4. :C*(R) >R
f=0.(f) = £(0)

die der Auswertung der Funktion an der Stelle 0 entspricht. Man kann lineare
Funktionale auf geeigneten Funktionenraumen V

(3.23)

f:VoR

g+ f9) (3:24)

nach dem Darstellungssatz von Riesz immer als

fg) = / " def (2)g(a) (3.25)

o0

mit einer geeigneten Dichtefunktion f : R — R schreiben. Analog kann man
fiir die d-Distribution auf den glatten Funktionen C*°(R) eine Dichte § {iber
die Forderung

¥ e C2(R):0.() = [ dedla)f(o) = 1O (3.26)
definieren. Man kann diese Dichte auch iiber einen Grenzprozefl
§() = Tim ni(2) (3.27)

definieren, bei dem die Funktionen {7.}.-¢ die Forderungen

Ve >0: / dzn(x) =1 (3.284a)
Ve #0: h%lJr ne(x) =0 (3.28b)

erfiilllen und der Grenziibergang ¢ — 0 erst am Ende der Rechnung, insbe-
sondere nach dem Integral {iber das Argument von 7., zu nehmen ist. Zwei
konkrete Beispiele fiir 7. sind

N () = ——— (3.29a)

e (x) = =g (3.29b)
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Offensichtlich existieren die Grenzwerte nicht als Funktionen

1

. 1 T L

51—1>I(§1+ 776 (0) o el—1>%}‘r me >0 (330a)
1

lim n2(0) = li = .30b

ei%lJr Tle (0) ei%i e oo (3 )

Mit der Fouriertransformation der Gauifunktion® finden wir iibrigens

1 o2 “dk e . < dk
n?(z) = e 22 :/ e L0>/ e (3.32)

2me 0o 2T 2

also 4
) = — ik 3.33
(z) /_Oo 27 ¢ ( )

Mit der Kettenregel, bzw. der Substitutionsregel

do) _ dg (3.34)

dz |¢’ =d
olg'(2)] = da | 2

findet man leicht

Vf,gGCOO(R):/Oodxé(g(x))f(x): y D) (3.35)

—00

mit der Ableitung
J(x) = (), (3.36)

wobei die Summe iiber alle Nullstellen Z von ¢ geht und nur definiert ist,
wenn ¢'(Z) fiir keine Nullstelle verschwindet. Mit der Produktregel, bzw. der
partiellen Integration

/_Oodx f(x)g'(z) = —/wdx f(@)g(x) + lim f(z)g(z) — lim f(z)g(z)

00 oo T—+00 T——00
(3.37)

kann man Ableitungen der é-Funktion

WfeC*®): [ ded@)fw) = - [ drd@)f@) = —£10) = 3(5)

- - (3.38)
definieren, sofern die Funktion f hinreichend schnell abfillt, bzw. am Rand
verschwindet.

2Masterformel

o0 2 b
_ (k=b) 3 7a2m2 :
/ dke™ 22 ThT — \/omge= "5 Fibo (3.31)
— 00

(siche. Ubung) mit a = 1/¢ und b = 0 verwenden.
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3.1.2 Figen ,zustinde“ des Ortsoperators
Mit
{zly) = 6(z —y) (3.39)

erhélt man also, wie gewiinscht,

12=/dxdy 2) {aly) (g :/dxdy 12) 6z —y) {y =/dw 2) (] = 1,
’ ’ ’ (3.40)

und mit der Wellenfunktion im Ortsraum

P(x) = (xl) (3.41)

nach Einschieben einer Einheit auch

(6l) = / de (Bz) (xlis) = / 4 6" ()1 () (3.42)

a

und
0= [ do f2) Galu) = [ dev(a) o) (3.43

Auf der anderen Seite sind die Eigenzusténde nicht normiert
(x|z) =0(0) #1 (3.44)

und weil 6(0) nicht definiert ist, auch nicht normierbar. Solange man die
Ortseigenzustiande |z) aber nur in der Form

£(X) = / dz |z) f(z) (| (3.45)

verwendet, also insbesondere fiir die Zerlegung der Einheit

1= /daz ) (x| , (3.46a)

die Zerlegung des Ortsoperators
X = /dx ) x (z] (3.46b)

und fiir Projektionen auf Intervalle [d/, 0] C [a, b]

b/
Puy = / dz |2) (] (3.46¢)



Thorsten Ohl 2019-07-26 10:56:58 +0200 Ohne Gewdhr! 60

gibt es keine Probleme. Sobald aber in einer Formel (z|z) vorkommt, ist
etwas schiefgelaufen . ..

Die Verwendung von Ortseigenzustidnden ist nicht unbedingt erforder-
lich, vereinfacht aber viele Rechnungen ungemein. Linearkombinationen der
Ortseigenzusténde

) = / dz () |) (3.47)

werden auch als Wellenpakete bezeichet und sind wegen

(6l = / dady ¢*(z) (z]y) ¥(y)

b b
— [ dady ¢ (@)s(e (o) = [ deor(@pite) (349

a a

fiir quadratintegrable Wellenfunktionen normierbar.

3.1.3  Differentialoperatoren

Eine besondere Klasse von linearen Operatoren auf dem Hilbertraum H =
L?([a, b],dz) der Wellenfunktionen im Ortsraum sind Differentialoperatoren,

z.B.
D : L*([a,b],dz) — L*(|a,b],dz)

b s Dy (3.49a)

it D :[a,b] = R
3.49b
v (D)) = ). (8.450)

Weiterfithrende Bemerkung (nicht Teil der Vorlesung):
Fiir beliebige quadratintegrable Funktionen ) ist iibrigens nicht gewéhrleistet, dafl D)
quadratintegrabel ist. Aber iiber diese Feinheiten kénnen wir meistens hinwegsehen.

Auch hier kénnen wir den adjungierten Operator D berechnen, wenn wir
fordern, daB alle Wellenfunktionen ¢ am Rand verschwinden ¢ (a) = 9 (b) = 0
oder periodische Randbedingungen ¢ (a) = ¢(b) erfiillen

1D} = (@0') = elv) = [as (L) vie)

= g0 i) [ e ($w)




Thorsten Ohl 2019-07-26 10:56:58 +0200 Ohne Gewdhr! 61

__ / dz ¢*(2) (DY) (x) = — ($|DW) = — (6| D|) , (3.50)

also
D=-D'. (3.51)

Mit
(@l(=iD)"|y) = (¢|(~iD)"y) = (-iD¢|v) = i (De|¢)
= —i{(¢| DY) = (¢|(-1D)¢) = (o|(—=iD)[y) (3.52)
folgt daraus, daf der Differentialoperator —iD selbstadjungiert ist®
(—iD)! = —iD. (3.53)
Die Eigenzustidnde |k) des Operators —iD erfiillen die Eigenwertgleichung
(—iD) |k) = k| k) (3.54)

und die zugehorigen Wellenfunktionen

Ur(x) = (x[k) (3.55)
die ODE | 1 ddy
(=D}t (2) = ~—~(x) = ki () (3.56)
mit den Losungen
Ur(z) = Npe'™™. (3.57)

Wenn wir zusétzlich periodische Randbedingungen

Ur(a) = i (b) (3.58)
stellen, finden wir die diskrete Werte fiir k

2
b = ﬁﬂa (mit n € Z). (3.59)

Mit der Normierungsbedingung

1:(]g|k;):/da: (k|z) <x|l<:):/dl’ (i ()|’

3Der Differentialoperator iD ist ebenfalls selbstadjungiert, aber —iD hat eine direkte
physikalische Interpretation.
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b b
:/dx \Nkei’“fz/dx ING)* = (b—a) [NW|* (3.60)

a a

finden wir

1
vele) = 7=

und die konstante Wahrscheinlichkeitsdichte

eihe (3.61)

1
pe(a) = @) = = (3.62)
Solange das Intervall [a, b] endlich ist, sind die Eigenfunktionen von —iD also
normierbar.
Weil —iD selbstadjungiert ist, miissen die Eigenzustinde eine ONB bilden

L= [ka) (kal - (3.63)
In der Tat erkennen wir in
00 00 . 1 b .
— — kn kn — iknx d —ikny
o) = ) = 3 Gtk Gl = 32 oy T [arera)
(3.64)
die Entwicklung der periodischen Funktion ¢ (x) in eine Fourierreihe
Y(a)= ) pe (3.65)
mit den Koeffizienten
I LR
v = [ e (), (3.66)

3.1.4 Translationen und Impuls

‘Vorlesung 10: Fr, 31.05.2019‘

Wir kénnen Ortseigenzustinde® mit einem unitéire Operator U(a) um a ver-
schieben
|z +a) =Ufla) |z) . (3.68)

4NB:

X |z) =z |z) (3.67a)
X|lz+a)=(r+a)|x+a) (3.67b)
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Dabei mufl U(a)
Ul(a) = U (a) = U(—a) (3.69)

erfiillen. Durch Einschieben einer Eins erhalten wir

Ula) :/de(a) ) (x| :/dx |z + a) (x| :/dx |x) (x —al , (3.70)

was auch intuitiv einer Verschiebung entspricht. Fiir die Wellenfunktion eines
normierbaren Zustands finden wir

(2|U(a)) = (UNa)z|v) = (U(=a)z[) = (z —aly) = ¢(z —a), (3.71)

was man auch aus
Ua) |0) = [do fo) (z = ali) = [ar o) ve—a) (72

folgern kann. Weil die Translation eines Ortseigenzustands wieder einen Orts-
eigenzustand liefert®

XU(a) |z) = X [z +a) = (v +a) |z +a)
=Ula)(z+a)|z) =U(a)(X +a) |z) (3.73)

erhalten wir
1

XU(a) =U(a)(X +a) (3.74)

bzw.

U(-a)XUla) = X +a. (3.75)

Mit einem selbstadjungierten Impulsoperator P = PT, der
[X,P]=XP—-PX =inl (3.76)

erfiillt, wobei der Faktor h die richtige Dimension liefert, kénnen wir den
unitdren Translationsoperator auch als

Ula) = e 1oP/h (3.77)

mit dem Impuls P als Generator schreiben. Dazu benutzen wir die Hausdorff-
Formel®

1 1
e*Be = eMIB =3 " —([4,))" B = B+[A, Bl+[A, [A, B]]+... (3.84)
“—nl 2!

®Die nachfolgende Herleitung des Impulsoperators ist inspiriert von [ ].
6Beweis: Multiplikation von links und rechts

L.B=AB (3.78a)



Thorsten Ohl 2019-07-26 10:56:58 +0200 Ohne Gewdhr! 64

und finden

U(—G>XU(CL) _ eiaP/hXefiaP/h

Cx+ %p x8 p p X — X e, (385)
hw—/ 2h? e —

=—ih =0

Dafl P wirklich als Impuls interpretiert werden kann, sieht man mit dem
Hamiltonoperator fiir ein freies Teilchen

1

der aus der Korrespondenz zur kinetischen Energie eines klassischen Teilchens

T=—i*="— (3.87)

mit
p=mi (3.88)

motiviert werden kann. Dann gilt

1 1
[H, X] = 7 (P°X — XP?) = 7 (PPX — PXP+ PXP— XPP)

m m
1 ih
=— (PP X P X|P)=——P (3.89
S (PIP.X] +[P,X]P) = —-'P (3.89)
RsB = BA (3.78b)
mit
[A,B]=LsB—RsB=(Las—Rs)B (3.79)
und
LaRp =RpLy (3.80)
sowie
ebaelis — olaths — oltsela (3.81)
fithrt zu
e?B=¢l4B (3.82a)
Be A =efti-aB=cRap (3.82b)

und schlieSlich
eABe A = e Faglap = ela—Rap — oAIp, (3.83)
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und wir konnen mit dem Ehrenfest Theorem (2.200) die Zeitabhéngigkeit der
Erwartungswerte von Ort

WO ) = (o0 X]w) = LwoiPee) 6
und Impuls
G woIPeo) = (s m P ) =0 o
berechnen. Offensichtlich gilt damit
Ew(t)<P) = m% (Ew(t)(X)) = const. s (392)

ebenso wie in der klassischen Physik.
Wenn wir die Wellenfunktion des translatierten Zustands nach a ent-
wickeln

(z[U(a)|) = ¢(z —a) = P(x) - ad%lb(l’) +0(a’) (3.93)

und das Ergebnis mit der Entwicklung von U(a)

1- %P + O(a?)

U@l = (o 6} = o) (el P} + 0 (399

vergleichen, finden wir fiir den Term linear in a

(Po)(@) = (a|Plu) = *- L) = (hDU)(x)  (399)

also, bis auf den Faktor A, den oben betrachteten selbstadjungierte Differen-
tialoperator. In der Tat folgt mit der Produktregel

(X PI)@) = (CEPO) @)~ (PD) @) = (T 200 )= 47 (vl
= ot S y(a) — o i) — Lp(a) = ih(x) (3.96)

wieder die richtige Vertauschungsrelation
X, P] = ikl (3.97)

und daraus wie in Abschnitt 2.9 die Heisenbergsche Unschdarferelation

h

(A X)(AyP) 2 5. (3.98)
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Wir haben in diesem Abschnitt nicht versucht, den Impulsoperator der
QM aus der klassischen Physik , herzuleiten®. Vielmehr haben wir zunéchst
einen selbstadjungierten Operator P konstruiert, von dem wir a posterio-
ri zeigen konnten, dafl sich sein Erwartungswert wie ein klassischer Impuls
verhélt. Nur der Ansatz fiir den Zusammenhang von Translations- und Im-
pulsoperator U(a) = e " war geleitet vom Zusammenhang von Translati-
onsinvarianz und Impulserhaltung im Noether- Theorem der klassischen Phy-
sik, dafl die Erhaltungsgrofien als Generatoren von Symmetrien identifiziert.
Wir werden spéter in Kapitel 6 einen dhnlichen Zusammenhang von Drehun-
gen und Drehimpuls finden.

3.1.5 FEbene Wellen

Wenn wir Eigenzustdnde des Impulsoperators auf der ganzen reellen Achse
betrachten

Plp)=p|p) (3.99)
finden wir erneut kontinuierliche Eigenwerte p € R und nicht normierbare
Eigenzustiande

1 .
(z]p) = \/Q—W_Le“”’/ " (3.100)
mit
1 .
@my_/mmmm@my_Z%/AWMWWH_&p—@ (3.101)
und

1- / ap |p) (o) (3.102)

3.2 Postulate

An dieser Stelle kénnen wir die Postulate der QM, die wir im Kapitel 2
am Beispiel eines QBit entwickelt haben, zusammenfassen und allgemein
formulieren.

3.2.1 Reine Zustinde

Die reinen Zusténde eines quantenmechanischen Systems werden durch Vek-
toren in einem Hilbertraum H beschrieben. Ein Hilbertraum ist ein Vektor-
raum H mit einem sesquilinearen inneren Produkt

()i HxH—C

(19, 16) = (1) (2:90)
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mit V‘¢Z> , ‘¢> € H, a; € C:

(Plarihy + aotha) = an (P|1h1) + az (P]h2) (2.9¢)
(11 + astha|) = af (¥1|9) + a3 (¥2|9) (2.9¢7)
(¥[¢) = (¢l¥) (2.9d)

(Yly) =0 (2.9e)

(Wl) =0 [¢) = (2.91)

der aulerdem wvollstindig ist bzgl. der Norm
[ e
) = ([ ) [| = V(D)

d.h. in dem alle Cauchy-Folgen einen Grenzwert in H haben

(3.103)

Weiterfithrende Bemerkung (nicht Teil der Vorlesung):

Die Vollsténdigkeit ist trivial fiir endlichdimensionale H, zwingt uns aber im Beispiel
H = L?([a,b],dz) der quadratintegrablen Funktionen dazu, nicht nur glatte Funk-
tionen zuzulassen. Ein bekanntes Beispiel ist die Approximation eines nicht stetigen
Rechtecksignals durch seine Fourierreihe. Differentialoperatoren werden dann auf dich-
ten Untermengen glatter Funktionen definiert und stetig fortgesetzt.

Alle Vektoren die sich nur um einen konstanten Faktor unterscheiden
beschreiben den gleichen physikalischen Zustand. Sofern nicht anders ange-
geben, werden wir deshalb die Zustandsvektoren normieren

(Wly) =1 (3.104)

und beriicksichtigen, dafl in Superpositionen

|1y 4 atha) = oy |1h1) + ag [1s) (3.105)

mit
Vi +lagf? =1 (3.106)

nur die relative Phase zwischen oy und o beobachtbar ist.

3.2.2 Bras und Kets

Die Zustandsvektoren werden auch als Ket-Vektoren |¢)) € H bezeichnet Die
linearen Abbildungen ¢ vom Raum der Kets in die komplexen Zahlen bilden
selbst einen Vektorraum

(101 + 202)([9)) = a1 ([9) + ada([9)) (3.107)
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und fiir jede lineare Abbildung ¢ : H — C gibt es genau einen Vektor |¢) € H
mit

p:H—C
) = o([9)) = (dlY) .

Deshalb betrachten wir diese linearen Abbildungen als Bra-Vektoren (¢| €
H* =2 H. Wegen der Antilinearitidt (2.9¢’) des inneren Produkts im ersten
Argument haben wir

(3.108)

(101 + @adn| = af (d1] + a3 (da] - (3.109)

3.2.3 Observable

Die physikalischen Observablen, also die Grofien die gemessen werden kénnen,
werden durch selbstadjungierte Operatoren

A=A""H - H (3.110)

beschrieben. Dabei ist der zu A adjungierte Operator Af durch die Forderung

Vi, ¢ € H: (Y] AT|g) = (Ap|9) = (¢ Ay)" = (¢]Aly)" (3.111)

definiert.
Jeder selbstadjungierte Operator hat einen vollstandigen Satz von Eigen-

vektoren |n)
Aln) = a, |n) (3.112)

mit reellen Eigenwerten a,, € 04 C R. Die Menge o4 aller Eigenwerte des
Operators A heifit das Spektrum von A. Die Eigenwerten kénnen entartet
sein, d. h. es kann mehr als einen Eigenvektor zum gleichen Eigenwert geben.
Im Fall von Eigenwerten a, mit diskretem Index n € N sind die Eigenvek-
toren normierbar und kénnen als ONB

(n|m) = dpm (3.113)

mit

1=>"|n)(n| (3.114)
gewihlt werden und der Operator A hat in dieser Basis die Diagonalgestalt

A= "|n)an (n] (3.115)
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Im Fall von Eigenwerten a(r) mit kontinuierlichem Parameter v € R sind
die Eigenvektoren nicht normierbar und werden ,auf §-Funktion normiert*

(vlp) = 3(v — ) (3.116)

1= / dv |v) (v (3.117)
oA
und der Diagonalgestalt
A / dv V) a(v) (v] . (3.118)
A

Dann, und nur dann, wenn zwei selbstadjungierte Operatoren A und B ver-
tauschen

[A,B] = AB— BA=0 (3.119)
besitzen sie eine gemeinsame vollstindige Eigenbasis {|n,m)}n_12. m=12..
Aln,m) = a, |n,m) (3.120a)
Bln,m) = by, |n,m) . (3.120b)

Um physikalische Zusténde zu charakterisieren, mufl man einen vollstindigen
Satz von vertauschenden Observablen suchen, deren Eigenwerte als Quanten-
zahlen den Zustand eindeutig festlegen konnen, wenn die Eigenwerte einer
Observablen entartet sind. Die Zerlegung der Eins und die Diagonalgestalt
der Operatoren haben dann die Form

1= |n,m) (n,m| (3.121a)
A= Z In,m) a, (n,m| (3.121b)
B = Z In, m) by, (n,m| . (3.121c¢)

Der Fall von nicht-vertauschenden Observablen ist der interessante Fall, in
dem die Phédnomene der QM von der klassischen Physik abweichen.

Im allgemeinen Fall” kommt es vor, da8 die Eigenwerte eines selbstadjun-
gierten Operators sowohl diskrete, als auch kontinuierliche Werte annehmen
konnen

A=Y n)an (n] +/ dv v a(v) (v] = I myan(n|  (3.122a)

"Z.B. beim Wasserstoffatom sind die negativen Eigenwerte des Hamiltonoperators dis-
kret und die positiven kontinuierlich.
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1=% |n) (n+/ dv |v) (] :im (n| (3.122D)

mit a, € 04 und a(v) € oa

Aln) = a, |n) (3.123a)
Alv) =a(v)|v) (3.123Db)
(nlm) = dpm (3.124a)
) = (v — ) (3.124)
(vjn) = 0. (3.124c¢)

3.2.4 Gemischte Zustinde

Wenn sich das System mit Wahrscheinlichkeit p, > 0 in einem der eins
normierten Zustande {|n)} befindet, dann wird es durch die Dichtematriz

p=3puln) (0] (3.125)

mit

trp=>Y pn=1 (3.126)
beschrieben und der Erwartungswert der Observablen A ist

E,(A) = tr(pA) =Y pn (n|Aln) . (3.127)

Zusatzmaterial (nicht Teil der Vorlesung):

Gliicklicherweise sind alle Eigenvektoren von selbstadjungierten Operatoren p
mit tr p = 1 normierbar®, soda wir der Versuchung widerstehen kénnen und miissen,
,Dichtematrizen“ der Form

p= /dup<u> V) (|

mit (v|u) = §(v—p) zu definieren. In der Tat fithrt der Versuch, eine Spur zu berechnen,
zu Unsinn

= [dudppv) () (vln) = [dvpo) (o) = 300"

‘Vorlesung 11: Mo, 03.06.2019
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3.2.5 Messung

Die moglichen Ergebnisse fiir die Messung einer Observablen A sind nur
ihre Eigenwerte a € 04. Nach einer Messung mit dem Ergebnis a befindet
sich das System in einem Eigenzustand |a) zum Eigenwert a, bzw. in einer
Superposition solcher Eigenzusténde, falls @ entartet ist. Diesen Ubergang
bezeichnet man als Kollaps der Wellenfunktion. Wenn sich das System vor
der Messung im reinen Zustand |v¢) befand, ist die Wahrscheinlichkeit, a zu
messen

Pa = |{alt)|” (3.128)
falls (ala) = 1. Falls |a) nicht normierbar ist, sondern (a|a’) = §(a — o) gilt,
1st

pla) = [{ale)|* (3.129)

die ensprechende Wahrscheinlichkeitsdichte am Wert a. Der Erwartungswert
fiir wiederholte Messungen der Observablen A ist im reinen Zustand [v)

Ey(A) = (W|Alp) (3.130)

und im gemischten Zustand p

E,(A) = tr(pA). (3.131)

Wenn man eine Messung von A im Zustand |¢) durchfiihrt, aber das Ergebnis
ignoriert, ist das System nach der Messung im gemischten Zustand

p="_1(nl)F|n) (n] . (3.132)

Diese Dichtematrix ist in der Eigenbasis von A diagonal. Durch die Messung
verschwinden die aufierdiagonalen Anteile von

W) (] =D (@lm) (nly) [n) (m] . (3.133)

n,m

Dies ist der Kollaps der Wellenfunktion.

3.2.6  Tensorprodukte von Zustandsrdumen

Wenn wir zwei Systeme zusammenfiihren, die durch Zustandsvektoren in
den Hilbertraumen H; und Hs beschrieben werden, wird das Gesamtsystem
durch Zustandsvektoren im Tensorprodukt

H=H oM (3.134)
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beschrieben. Wichtiges Beispiel sind die quadratintegrablen Funktionen auf
den Intervallen [ay, b;] und [ag, bo]. Deren Tensorprodukt sind die quadratin-
tegrablen Funktionen auf dem Produkt [aq, b1] X [ag, bo]

L2([ar, b], dy) ® L2([az, b], dws) = L*([a1, br] x [az, bo), dzrdass) . (3.135)

Insbesondere sind die ensprechenden Wellenfunktionen

(1, 22) = (21, 22[Y) = ({21] ® (22]) |¥) (3.136)
nicht nur faktorisierte Funktionen der Form
(@)Y (x2) = (21|9) (22]0)) (3.137)

sondern alle quadratintegrablen Funktionen. Diese kénnen aber durch Reihen
von faktorisierten Funktionen approximiert werden.

3.2.7 Zeitliche Entwicklung
Schrodingerbild

Solange dafl System nicht durch eine Messung gestort wird, dndern sich sein
reiner Zustand gemé&f der Schriodinger-Gleichung

0 0(0) = H1) [4(0) (3.138)

mit einem geeigneten selbstadjungierten Hamiltonoperator H(t) = HT(t) :
H — H. In einem autonomen System ist der Hamiltonoperator konstant
H(t) = H, aber in vielen Experimenten wird das System von auflen gesteuert.
In einem autonomen System kann man die stationdre Schréidingergleichung

H |n) = E, |n) (3.139)

l6sen und die Zustdnde |¢) in die Energieeigenzusténde entwickeln
W) =D In) (nle)) =D valn) . (3.140)

deren Zeitabhéngigkeit dann

(1)) = e, |n) (3.141)

ist. Die Eigenwerte E,, € oy sind die moglichen stationdren Energieniveaus,
die das System einnehmen kann.
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Der ,richtige* Hamiltonoperator mufl experimentell bestimmt werden.
Dazu macht man einen Ansatz, der durch Symmetrieiiberlegungen, Konsi-
stenzbetrachtungen und Dimensionsanalyse geleitet ist und von Korrespon-
denzen zu einem klassischen System inspiriert werden kann. Die daraus re-
sultierenden Vorhersagen fiir Messungen werden mit dem Experiment ver-
glichen. Damit werden freie Parameter bestimmt, gegebenenfalls der Ansatz
verbessert und die Prozedur iteriert.

Das innere Produkt von zwei Zustédnden, deren zeitliche Entwicklung vom
gleichen Hamiltonoperator beschrieben wird, dndert sich nicht

d 1 1
a1 (0160) = (00

HHW00)) + (L HOU0)]0(0)
— . BOIH@®) - (HOW6(0)

= = WO O — = (W) [H(0)]6() = 0. (3.142)

Die zeitliche Anderung des Erwartungswerts einer Observablen A wird durch
das Ehrenfest Theorem

S BuolA) = < (0| AR(D)
1

_ <¢(t)i%[z4, H]w(t)> — By <E[A, H]) (2.200)

beschrieben. Im Falle eines gemischten Zustands finden wir
. d
ih - p(t) = [H (1), p(t) (3.143)

und die analoge Formel

%E,J@(A) = %tr (p(t)A) = tr (%[H ,p(t)]A>

1 1
= —JAH| | =F —[A H] | . 144
Heisenbergbild

Es ist nicht notig, die zeitliche Entwicklung eines Systems durch eine Ande-
rung seines Zustandsvektors zu beschreiben. Man kann stattdessen die Ob-
servablen zeitabhéngig

A(t) = U(t,to) Ato) U (t, to) (3.145)
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machen, die dann die Differentialgleichung

dA i
E(t) = —[H(t), A(t)] (3.146)

erfiillen und Anfangsbedingungen bei t
Atg) = A. (3.147)
Wenn dann die ein zeitunabhéngiger Zustandsvektor

[1) = [9(to)) (3.148)

gewihlt wird, erhélt man die gleichen Matrixelemente wie im Schrodingerbild

(WIA®)6) = (L (to)|A)]6(to)) = (D (t)[U (¢, t0) Alto)U' (2, t0) |6 (t0)) =

(U(t, to)ib(to)|A(t0)|U (¢, t0)(to)) = (¥ ()| A(to)|(2)) = (L ()| Alo(D)) -
(3.149)

In der zeitabhéngigen Storungstheorie (sieche Abschnitt 10.2) wird es sinnvoll
sein, einen Teil des Hamiltonoperators fiir die Zeitentwicklung der Observa-
blen und den Rest fiir die Zeitentwicklung der Zustandsvektoren zu verwen-
den.
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S/
WELLENFUNKTIONEN IM ORTS- UND
IMPULSRAUM

Wenn wir Teilchen im Anschauungsraum R? oder einer Teilmenge davon
betrachten, kénnen wir wieder Ortseigenzusténde

X |#) =7|7) (4.1)
oder komponentenweise
diesmal mit
(@]g) = 0*(T = §) = 6(x1 — y1)d(x2 — y2)d(23 — y3) (4.3)

einfiihren. In (4.2) haben wir benutzt, dafl die Komponenten des Orts gleich-
zeitig bestimmt werden konnen und die Observablen deshalb vertauschen
miissen

X:, X,] = 0. (4.4)
Damit koénnen wir jeden Zustand |1 (¢)) € L*(R3, d*z) eine Wellenfunktion
(Z,t) = (Z(t)) (4.5)

zuordnen und das Skalarprodukt kann als

(o(®)[(1)) =/d3x {p(0)[Z) Ty (2)) Z/d?’w*(f?t)w(f,t) (4.6)

geschrieben werden. Wir kénnen die Argumente aus Abschnitt 3.1.4 fiir
Translationen in jede Richtung wiederholen und finden Impulsoperatoren P
mit kanonischen Vertauschungsrelationen
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und

. . B B
(P)(E,t) = (Z[PlU(t)) = V(T (1)) = V(T 1) (4.8)
bzw. h o
(OO = 5 (@), (49)
Die SG fiir den Zustand [ (t))
o d
ih (1) = H [6(2) (1.10)
bedeutet die Wellenfunktionen
/) d B PN
0= <:E 1771& - H¢(t)> =ih 5 (Z,t) — (Hy)(Z, 1) (4.11)
also 5
iha—zf(f, t) = (HY)(Z,t). (4.12)

4.1 SG fiir freie Teilchen

Als Hamiltonoperator fiir ein freies Teilchen bietet sich die kinetische Energie

H=— (4.13)

an und damit
1 he (ha 12
(HO)@E.0) = 19 (fwsa t)) - D@y e

mit dem Laplace-Operator

3. 92
A=VV=>Y" o (4.15)

Weil Hamiltonoperator und alle Komponenten des Impulsoperators vertau-
schen

[H, 13} ~0, (4.16)

sollten als Eigenzustédnde des Hamiltonoperators auch Eigenzustédnde /2, t)
des Impulsoperators o o

Pk, ty = hk |k, t) (4.17)




Thorsten Ohl 2019-07-26 10:56:58 +0200 Ohne Gewdhr! 77

k. t)

gewihlt werden konnen. Als Losungsansatz bieten sich also ebene Wellen
mit Wellenfunktion

e—iw(E)t-l—iEf (418)

Wr(E,t) = <:f lZ,t> = G :

Dispersionsrelation w(k) und Normierung

</§,t

l{f/, t> = /dgl' wz’(f; t)dﬁfg’/ (f, t) = (27T)3 /d3l' e*i(w(k)*w(k ))t+i(k7k: )f
= (53(/2 — E’)e_i(w(z)—w(E'))t _ 53(]%’ . ]f’) (4.19)

an. Die SG
0= 1008 7, 1) - (Hup (E.1) = ho(Bigl.t) — B g(z.t)  (120)
ergibt fiir die Dispersionsrelation
. hk?
w(k) = Gy (4.21)
Insbesondere finden wir
- N
E(k) = hw(k) = - >0, (4.22)
also
og =[0,00) CR. (4.23)

D.h. es gibt keine normierbaren Eigenzusténde und diskrete Eigenwerten,
sondern nur nicht normierbare Eigenzustéinde und kontinuierliche Eigenwer-
te.

4.1.1  Superposition und Wellenpakete

Aufgrund der Linearitdt der SG ist die Superposition zweier Losungen mit
konstanten Koeffizienten

[9()) = ax [¢r(h)) + a2 [¢a(t)) (4.24a)
0 (1) = H [4(0) (4.24D)

wieder eine Losung
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d
0 () = oqlh - ln (1) + am - [a(1))
=mH \wl( )> +aoH [o(t)) = H (1)) . (4.25)
Damit ist auch jedes Wellenpaket

Y (t)) = /d3k¢ k) |k, t) (4.26)

wieder eine Losung mit der Wellenfunktion im Ortsraum

V(@0 = @) = [CROE EE = [ s dEe =P @

‘Vorlesung 12: Fr, 07.06. 2019‘

mit innerem Produkt und Normierung

(r(B)|ea(t)) = /dgkldglﬁ 0 (k) (e, tRa, ) s (Ko) = /dgk U5 (k) o (k).
(4.28)
Ein typisches Beispiel ist ein Gaufisches Wellenpaket mit isotroper Breite a
und Schwerpunkt £y im Impulsraum

~ - 1 _ (k- g>2
Vrpalk) = ratyii® (4.29)

Wegen der Produktform der Wellenfunktion
et = oz Lizi(kikos)? He 27 (hi—ho,o)? (4.30)

kann man bei Gaulschen Wellenpaketen die Dimensionen unabhéngig von-
einander behandeln. Zunéchst konnen wir die Normierung, Lage des Schwer-
punkts und Breite mit der allgemeinen Formel fiir GauBsche Integrale! iiber-
priifen

!GauBverteilungen mit Potenzen:

1 ° _(k-b)?
/ dke” 22 =1 (4.31a)
27ra
(k—b)2
/ dkke™ 222 =0b (4.31b)
27ra
2
T / dkk2e™"5? = a? 4 b2, (4.31c)
Ta J—oso

(dies folgt z. B. aus (3.31) mit Ableitungen nach z und z — 0.
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1 (F—Fg)? 1 (ki—ko,)?
= — dgk’ - a2 = dkf B a2 — 1 4 2
(2ma?)3/2 / ¢ i 27ra/ i : (4.32a)
3 n - |2 1 7(’%—’%,02
) = [t O = —— [akbe " ks )
o 2wa

~

12
wlgo,a(k>‘ _k(2),1

1 (k;—k 71‘)2
= /dki 2o mE o — ki =a® (4.32c)

Die zugehorige Wellenfunktion im Ortsraum in einer Dimension

dk -~ . .
_ —iw(k)t+ik
wko,a(x7t) - ¢ko,a(k)e (k)b tike
2
2
_ 1 dk e_(’%:?o) o iw(k)tike
VV2mra ) V2T
2a%/m A _q2 kot m)? Lo kot /m) BBt 1 2ha?t
~\iraae/mz) © TiainaZe/m 0TI IRONI ol —ig arctan 5,
+ a*t=/m

(4.33)

ist als Fouriertransformation (3.31) einer GauBverteilung wieder eine Gauf-
verteilung. Die Terme = — hkot/m wurden dabei zum leichteren Vergleich mit
der Wellenfunktion bei t =0

2@2 1/4 2.2
Yo a(,0) = (—) O (4.34)
m

zusammengefasst. Die Wahrscheinlichkeitsdichte im Ortsraum am Punkt x

2 2a? /7 1/2 —2a? (1 hkot/m)?
W}ko,a(m? t)| = 14+ 4h2a4t2/m2 e tHntal/m (435)

ist eine Gaulverteilung mit der Breite

1 4h2a*t?
= /1
2a m2

Ax(t)

(4.36a)

die Thren Schwerpunkt an der mit der Geschwindigkeit v = hkq/m gleichférmig

bewegten Stelle
_ th,

.’L'o(t) m

(4.36b)



Thorsten Ohl 2019-07-26 10:56:58 +0200 Ohne Gewdhr! 80

hat. Weil die Dimensionen auch im nicht-isotropen Fall

3  (ki—kg,i)?

R 1 0
(k) = ed 4.37
A e e

unabhéngig voneinander behandelt werden kénnen, finden wir fiir die Breiten
in jeder Richtung

1 . 4h?att?

Az (t) = 4.
x;(t) 20, — (4.38a)
und den gleichférmig bewegten Schwerpunkt
hkg
To(t) = — 4.38b
To(t) = (4.38b)

4.1.2  Unschdirferelation

Weil der Ort im Ortsraum und der Impuls im Impulsraum per Multiplikation
wirken, kénnen wir die Erwartungswerte und Schwankungsquadrate sofort
aus den Gaufiverteilungen ablesen

hko i
(5,0 X5, a(0)) = —t (4.392)
1 4h2att?
AXi = 1 : 4.39b
2 VT T (4.39b)
<¢E0,6(t) P ”Oﬁ(t)> = hko; (4.39c¢)
AP; = ha; (4.39d)
also
4h2aq2t2 )
az m 2a;

Man kann also fiir hinreichend kleine |¢|, bei nicht isotroper Breite mit

0 < (4.41)
14+ 4h:12it2
fiir i # 7 auch
h
(AX)(AP) < 5 (4.42)
erreichen, aber in jedem Fall gilt
h
(AX))(AR) = 5 (4.43)
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im Einklang mit der Heisenbergschen Unschérferelation. Diese wird fiir ¢ = 0
minimiert b

4.1.8  Dispersion des Wellenpakets

Es fallt aber auf, dafl die Breite des Wellenpakets im Ortsraum nicht konstant
ist. Vielmehr zerfliefit es in der Zukunft nachdem es sich in der Vergangenheit
kontrahiert hat. Die Tatsache, dafi das Wellenpaket seine minimale Ausdeh-
nung zum Zeitpunkt ¢t = 0 annimmt, liegt an der Wahl der relativen Phasen
der Impulseigenzustdnde. Man kann durch Multiplikation der ebenen Wellen
mit €)% auch jeden anderen Zeitpunkt ¢y wihlen. Wie durch die Rechnung
gezeigt, tritt dieser Effekt auch ohne Wechselwirkungen auf.

4.2  Kontinuitdtsgleichung

Nach der Wahrscheinlichkeitsinterpretation der Wellenfunktion

W@ 1) = (F() (4.45)
ist die Wahrscheinlichkeitsdichte am Ort T zur Zeit t
p(F,8) = V(T V(1) (4.46)
Wir konnen eine Wahrscheinlichkeitsstromdichte
2o o h * (= = — - = %[ =
@) = 5= (V@EOVUED — @OV (E D) (447)

definieren, deren Integral nach partieller Integration?

. K . .
[dwi@n = [da sl (0@ 0veE) - Y@ oue.)
mi
- [ @@t = - (60| ) = B (@) (@49
= — " (2, 1) -V (Z,t) = — = — :
m St ’ m mv®
als Erwartungswert der Geschwindigkeit v = P /m interpretiert werden kann.
Die Aufteilung der Gradienten in (4.47) ist so gewéhlt, daB die Kontinuitdits-
gleichung
30 - =2
E(m,t) +Vi(z,t)=0 (4.49)

gilt:

’Die Randterme miissen verschwinden, damit |¢(t)) normierbar ist.
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Die Anderung der Wahrscheinlichkeitsdichte in einem Volumen-
element ist gleich dem negativen Flufl des Wahrscheinlichkeits-
stroms aus diesem Volumenelement heraus.

Um (4.49) zu zeigen, berechnen wir die zeitliche Anderung der Wahrschein-
lichkeitsdichte mit der Produktregel und der SG

dp oY* oY
% 1) = X @yt ) + v @02 (@)

_ _%(qu)*(f, 1) (F, 1) + %@Z)*(f, HHG(E 1), (4.50)

Wenn der Hamiltonoperator als

H= —;—QA + V(1) (4.51)

mit V*(Z,t) = V(&,t) geschrieben werden kann, folgt

op,. . h . 1 o
o7 (Tt) = 5 AU (@ )Y(F,1) — SV 0" (7, (3, 1)
S (@ )M (E 1) + o OV (E DU )

h * (2 hor g X [ = —
= L (AU U — (DA D) - (452)
Andererseits ist die Divergenz der Wahrscheinlichkeitsstromdichte

- —

h /o -
Vi@1) = 5= (V" @OV 1) + v (& AU(E, )
- 6¢(f7 t)ﬁiﬁ*(f? t) - ¢(fa t)Aqu}*(fv t))

= S DAV, 1) — Y(E DA (F0) = - (& 1) (459

2mi

Wenn wir die Wahrscheinlichkeit in einem Volumen V' berechnen
py(t) = / &z p(z, 1) L2 1 (4.54)
174
folgt fiir die zeitliche Anderung
dpv / 5. 00, / 3 =
d’z rt)y=— | d t

Satz von Gauf _/ d20—:(l—3) j(i.‘, t) V—>—R$> 0 (455)
oV
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wobei im letzten Schritt ausgenutzt wurde, dafl ¥(Z,t) fiir |Z| — oo schnell
genug verschwinden muf, damit [¢(¢)) normierbar bleibt. Damit ist die Ge-
samtwahrscheinlichkeit

prs(t) = 1 = const. (4.56)

wie erwartet konstant.

4.3 Stationdre Losungen der SG

Wenn man Eigenvektoren |E) des Hamiltonoperators H mit Eigenwert F
H|E)=F|FE) (4.57)
betrachtet, findet man besonders einfache Losungen der SG
|Et) = e BV B (4.58)
weil
ih% B, t) = ih%eim/h |E) =eP"E|E) = PV |E) = H |E,t) .
(4.59)

Wir haben gefordert, daf§ der Hamiltonoperator selbstadjungiert H = HT ist.
Deshalb gibt es eine vollstdndige Basis von Eigenvektoren

H|E,) = E, |En) (4.60a)
H|E)=F|FE) (4.60b)
in die jeder Zustand mit
Un = (En|t) (4.60c)
W(E) = (ElY) (4.60d)

entwickelt werden kann?

0y =S | B + / AEY(E) |E) = gﬁE AY (4.60¢)

n
Dann ist

(D) = 3 e By, | B, + /

n oH

4B < Py (E) |E) = Y e B, |E,)

n

(4.61)

3Etwaige entartete Zustinde miissen mit Summen iiber weitere Quantenzahlen beriick-
sichtigt werden.
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eine Losung der SG mit
[4(0)) = |¥) . (4.62)

Deshalb werden wir im Folgenden vorwiegend an den Losungen der stati-
ondren Schrodingergleichung

H|E) = E|E) (4.63)

2m '

mit einem geeigneten Potential geschrieben werden kann, wirkt er im Orts-

raum als )

L h L N
(), 1) = — 5 A, 1) + V() 1) (1.65)
und wir finden als stationdre SG die partielle Differentialgleichung

I A+ V(EE) = BV, (1.66)

die mit geeigneten Randbedingungen zu l6sen ist.
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— 55—

EINDIMENSIONALE SYSTEME

5.1 Der harmonische Oszillator

Das Potential fiir einen harmonischen Oszillator mit Masse m und Frequenz w
ist

2
V(z) = m;u 7 (5.1)
und damit der Hamiltonoperator
1 mw?
H=_—P"+—X*. 5.2
2m * 2 (52)

5.1.1 Ortsraum

Weil der Hamiltonoperator fiir den harmonischen Oszillator ausgedriickt in
Ort und Impuls besonders einfach ist, bietet es sich an, die stationédre SG als
Differentialgleichung fiir die Ortsraumwellenfunktionen

(o)) = oS0 @) + T a?p(a) = Bu@)  (53)

mit der Normierbarkeitsbedingung

oy = [ drlvte)? < oo 6.0

auszudriicken. Diese Gleichung kann mit einem Potenzreihenansatz gelost
werden, der auf Produkte von Hermite-Polynomen mit einer Gauf}-Funktion
fithrt und, z. B., in der Vorlesung Mathematik 4 diskutiert wird.
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5.1.2  FErzeuger und Vernichter

‘Vorlesung 13: Fr, 14. 06.2019‘

Eine elegante Losung beruht auf der Beobachtung, dafl der Hamiltonoperator

auch in der Form .
H = hw (a*a + 5) (5.5)

mit den zueinander aber nicht selbstadjungierten Operatoren

a= \/ZT;U (X + m—wP) (5.6a)
al = @ (X — WP) (5.6b)

geschrieben werden kann. In der Tat erhélt man

=™ (x_ L p)(x LP
@ 2h( mw *

1
—mw(X2+—(XP PX) + 22]32)
mew

2h mw
mw? 1 1 1 1
= X?—-4— P?= _H- —. )
2hw 2+2mhw hw 2 (5:7)

Ort X und Impuls P konnen mit

X =4/ QZW (a+al) (5.8a)

P=—i hrg“’ (a —af) (5.8b)

aus a und a' rekonstruiert werden. Im folgenden werden wir auch den selbst-

adjungierten Operator
N =a'a = N (5.9)

verwenden, der mit dem Hamiltonoperator iiber

H = hw (N + %) (5.10)

zusammenhéngt.
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Kommutator-Algebra

In der QM mufl man héufig Kommutatoren von Observablen
[A,B] = AB — BA (5.11)

ausrechnen. Weil viele Observablen als Funktion von Ort X und Impuls P
ausgedriickt werden, mufl man oft Kommutatoren wie, z. B.,

[Xz,PQ] :X2P2 _p2X2

berechnen. Dies ist am leichtesten, wenn man die Antisymmetrie, Linearitét,
Leibnitz-Regel (oder Produkt-Regel) und Jacobi-Identitdt fiir Kommutatoren
(b; € C)

(A, B] = —[B, 4] (5.12a)

[A,b1By + b1 Bo] = by[A, By] + bs[A, B]  (5.12b)

[A, BC] = B[A,C] + [A, B]C (5.12¢)

[A,[B,CT] + [B,[C, A]| + [C,[A, B]] = 0 (5.12d)

ausnutzt, um alle Kommutatoren auf die kanonischen Vertauschungsrelatio-
nen

[X, P] =ih (5.13)

zuriickzufiihren. A_ntisymmetrie und Linearitét sind offensichtlich, die Jacobi-
Identitét ist eine Ubungsaufgabe und die Leibnitz-Regel ergibt sich aus

[A, BC] = ABC—BCA = ABC— BAC+BAC —BCA = [A, B]C+B[A,C].

(5.14)
Die Kommutatoren von a, aT, N und H ergeben sich so als
ho Ty —PX —P me [y Pl px
—=ih =—ih
mw 2h
-2 5.15
2h mw ( 2)
[N,a] = [a'a,a] = a' [a,a] + [a',a]a = —a (5.15Db)
=0 -1
[N,a'] = [a'a,a'] = a' [a,a'] +[a',a'] a = af (5.15¢)
1 =0

und weil diese Algebra so wichtig ist, noch einmal zusammengefasst

[a,al] =1 (5.16a)
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[N,a] = —a (5.16b)
[N,a'] = a (5.16¢)
und fiir den Hamiltonoperator
[H,a] = —hwa (5.17a)
[H,a'] = hwa' . (5.17b)
Spektrum

Angenommen, wir haben einen Eigenvektor |n) mit zugehorigem Eigenwert E,,
gefunden
H|n) =E,|n), (5.18)

dann ist auch |an) = a |n) wieder ein Eigenvektor

H|an) = Ha|n) = aH |n) + [H,a] |n) = aE, |n) — hwa |n)
= E,a|n) — hwa |n) = (E, — hw) |an) (5.19)

aber mit Eigenwert F,, — hw. Daraus konnte man schlieflen, dafl es Eigen-
zustinde |a*n) a* |n) mit beliebig niedrigem Eigenwert geben sollte

H |a*n) = (E, — khw) |a*n) | (5.20)

was aber wegen

hw
E, = (n|H|n) = hw (n|a'a|n) + 5 = hw (anlan) +

unmoglich ist. Der einzige Ausweg aus diesem Widerspruch ist, dafl die An-
wendung des Vernichtungsoperators a irgendwann den Nullvektor ergibt

Jk € N |a*n) = 0. (5.22)
Es muf also einen Zustand niedrigster Energie, den Grundzustand |1y) geben

T|o) € H:aliho) =0. (5.23)

Die Wellenfunktion dieses Zustandsvektors im Ortsraum mufl

(lalin) = (asn)e) =[5 (wvute) + 2= ) ) =0, (520

mw dx
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bzw. a0
mw
d_;(x) - —wao(];) (5.25)
erfiillen. Die bis auf eine Phase eindeutige normierte Losung' dieser Differen-
tialgleichung ist
bolz) = (%) e (5.27)
Also ist der Grundzustand |¢y) eindeutig.
Wir konstruieren den Hilbertraum H fiir den harmonischen Oszillator aus
einer ONB {|n)}n—01.2.. aus Eigenvektoren des selbstadjungierten Anzahl-
operators N

N |n) =n|n) (5.28a)
(nlm) = 0pm - (5.28b)

mit
10) = [tho) - (5.29)

Aus
Na|n) =aN |n)+ [N,a]|n) =an|n) —a|n) = (n—1)a |n) (5.30a)
Na'|n) = a'N|n) + [N,a'] |n) = a™n|n) +a' |n) = (n+ 1)a’ |n) (5.30b)
(5.30c¢)

schliefen wir, unter der Voraussetzung daf} keine Entartung vorliegt,

a|n) < |n—1) (5.31a)
a'|n) o< [n41) . (5.31Db)
Und mit
(n|a'aln) = (n|Nn) = n(n|n) =n (5.32a)
(n|aa’|n) = (n|a'a + [a,a']|n) = (n|N + 1jn) = (n+ 1) (njn) =n + 1
(5.32b)
finden wir
In+1) = ! al |n) (5.33a)

!Trennung der Veriinderlichen

In g (z) = frg—;jzz + const. . (5.26)
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In—1) = %a n) , (5.33b)

also, dafl jeder der angeregten Zustédnde |n) durch n-fache Anwendung des

Erzeugungsoperators auf den Grundzustand |[0) = |¢y) gewonnen werdne
kann )
— "
n) = a 0) . 5.34

Die Eigenenergien des harmonischen Oszillators sind somit

{En = hw <n + %) }n:O . (5.35)

mit der Grundzustandsenergie

hw
Ey = o> > 0. (5.36)
Vollstandigkent

Die Wellenfunktionen der angeregten Zustdnde erhélt man durch Differen-
zieren

) = {oln) = —= (ol @)"10) = == (32) " (- o) o)

mw dx
mw\/4 1 mw mw 2
= H, — Tan? :
() (,/ . x> HT (5.37)
mit den Hermite-Polynomen
H,(z) = (—1)"ex2ﬂe*12 (5.38)
n - dxn Y *
z. B.
Hy(x) =1 (5.39a)
Hi(x) =2z (5.39b)
Hy(z) = 42* — 2, (5.39¢)

wobei H,, genau n Nullstellen hat! Man kann zeigen, dafl die Wellenfunktio-
nen v, : R — C eine Basis des Hilbertraums L?*(R, dx) bilden, also insbe-
sondere vollstdndig sind.
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Erwartungswerte und Unschdrfe

Die Erwartungswerte von Ort und Impuls verschwinden in jedem der Ener-
gieeigenzustinde |n)

(n|X|n) = % (n|(a+a%)n) =0 (5.40a)
(n|Pln) = —i WT“’ (nl(a—a)|n) = 0. (5.40D)

Also sind die Erwartungswerte der Quadrate (vgl. Ubung)

(n|X?|n) = % (n|(a + a")?|n) = %(Qn +1) (5.40c)
(n|P*|n) = —MT“ (n|(a — a")?[n) = MT”(QH 1) (5.40d)

gleich dem Quadrat der Unschérfen

A X =V2n+ 14/ o (5.41a)
2mw
AP =20+ 1 hmTw . (5.41b)

Das Produkt der Unschéarfen

(A, X) (A, P) = (n + %) h> g (5.42)

minimiert die Heisenbergsche Unschérferelation im Grundzustand |0) und
liegt sonst dariiber.

5.1.5 Kohdrente Zustdinde
Man kann nach Eigenzustdnden des Vernichtungsoperators a
alz) =z|z) (5.43)

mit nichtverschwindenden Eigenwerten z € C suchen. Weil a nicht selbst-
adjungiert ist, miissen die Eigenwerte nicht reell sein und die Eigenzustidnde
miissen keine Basis bilden. Sie sind trotzdem interessant, weil

(z|X|z) =1/ 2;;} (z|(a+ a')|z) = 2;;} (z+2") =1/ ;—ZRez (5.44a)
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(2| P|2) = m’;‘” (z](a — a')|2) = —i h”;“(z — 2*) = V2hmwIm 2
(5.44D)
und (vgl. Ubung)
(2| X?|2) = - (z|(a + a')?|2) = % (1+ (z+ 2% (5.44c)
(2| P?|z) = —hrg“’ (2](a — a')?|z) = hT (L+(z—2))  (5.44d)

| Vorlesung 14: Mo, 17.06.2019)|

zu Unschéarfen fithren, die unabhéngig von z sind

h

ALX) = (2| XP2) — (2|1 X]2)° = —— 4
(AX)? = (21X2]2) = (oI X2 = o (5.45a)
hmw
(A.P)* = (z|P?|2) = (2|P|2)" = =—3 (5.45b)
und deren Produkt die Heisenbergsche Unschérferelation minimiert
h
(A, X) (AP) = 5 (5.46)

Die Zustande

/e = 2" Li/e = 2™ (ah)”

n=0 V1 n=0
= e 12657 |0) = 20" "0 |0)  (5.47)
sind wegen
alz) = e 1#1/2 2 %:%D = ze l*F /QZ \/r In—1)
= ze IFP/2 i 2 k) =2 |z) (5.48)
= V!

Eigenzusténde von a und wegen

e l? I2Z

k,l=0

© 12k
— o2 Z [=]* —1 (5.49)
e :
\/k:' 2
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auch normiert. Wenn wir fiir die Zeitabhéngigkeit

o0 n

2 1) = e wt/2 [giwt, _ o2 o iwt(nt1/2) z n 550
5.8 eiz) > = (650)
ansetzen, finden wir
d 2 > d : 2"
ih— [z,t) = e P2 " ip—e i n /2 Z_ )
dt T dt vn!

o 1
_ _|Z|2/2 hw( _I__) —1wtn+1/2 ‘ >
e E n
n=0 2 v

— o2 Z [ o—iwt(nt1/2) z"

N iny = H |z,t) (5.51)

n=0
eine Losung der SG
d
1h$ |z, t)y = H |z,t) (5.52a)
12,0) = |2) (5.52b)

und die harmonische Bewegung der Erwartungswerte

2h
(z,t| X|z,t) = \/ e Wiy \/ |z| cos(wt + @) (5.53a)

(z,t|P|z,t) = V2hmw Im ( ity \/2h wlz|sin(wt +¢)  (5.53b)

mit z = |z|e”'® und den klassischen Bewegungsgleichungen

d 1
T (z,t| Xz, 1) \/ \z| sin(wt + ¢) = - (z,t|P|z,t) (5.54a)

d

T (2,t|P|z,t) = —V2hmw3|z| cos(wt + ¢) = —mw? (2, | X|z,t) . (5.54b)
Diese sogenannten kohdrenten Zustinde sind also die Zustdnde, die dem klas-
sischen Verhalten am néchsten kommen, weil sie die Unschérfe minimieren
und die Erwartungswerte von Ort und Impuls die klassischen Bewegungsglei-
chungen erfiillen. Der Erwartungswert der Energie

1 1 hw
(z,t|H|z,t) = hw <<Z,t|aTa|z,t> + 5) = hw <|Z|2 + 5) > 5 (5.55)
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verschwindet aber auch in den kohérenten Zusténden nie. Die kohérenten
Zusténde bilden keine Basis. Es gibt nicht einmal ein Paar kohdrenter Zustéande
mit verschwindendem Uberlapp

0 k

— ‘zll /2— |Z2| /2 1 2 —|21‘2/2—|Z2|2/2 (ZT22>
Z1|% (§ E ,_ =€ E —
< 1| 2> k,l=0 k:' k k'

= o 1P/ 2P 2t = o225 g (5.56)

5.2 Qualitatives Verhalten der Lésungen der SG

Es sollte aufgefallen sein, dafl alle Eigenwerte des Hamiltonoperators fiir den
harmonischen Oszillator diskret und damit die zugehorigen Eigenfunktionen
normierbar sind.

Dieses Verhalten kann man verstehen, wenn man den allgemeinsten Ha-
miltonoperator in einer Dimension betrachtet, dessen Wechselwirkung durch
ein Potential V : R — R beschrieben werden kann?

H= Py V(X). (5.57)

2m

Im Ortsraum ist die stationédre SG wieder eine Differentialgleichung

(HO)(@) = 5 o @) + V@) = Bor)  (559)
bzw. 5
V(@) = 55 (V(e) - B)b(a). (5.50)

Daraus lesen wir, abhéngig vom Energieeigenwert E, qualitativ unterschied-
liches Verhalten in drei Bereichen ab

e V(x) < E: die Kriimmung " hat das umgekehrte Vorzeichen der Wel-
lenfunktion ¢, d. h. die Wellenfunktion ist oszillatorisch,

e V(x) = E: die Kriimmung ¢"” der Wellenfunktion verschwindet,

e V(z) > E: die Kriimmung " hat das gleiche Vorzeichen wie die Wel-
lenfunktion ¢, d.h. der Betrag der Wellenfunktion fillt entweder ab
oder wéchst immer stérker an.

2 AuBere Magnetfelder fallen nicht darunter und werden erst in Kapitel 8.1 betrachtet
werden.
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Angenommen es gidbe es ein T mit
Ve>z:V(z) > E, (5.60)

dann wéchst der Betrag der Wellenfunktion fiir z > = entweder immer weiter
an oder er féllt ab. Fiir eine Normierung auf d-Funktion

e}

Welvw) = [ dovp(a)velo) =S(E - E) (5.61)
muB} der Betrag der Wellenfunktion asymptotisch fiir x — +oo annéhernd
konstant bleiben und fiir normierbare Wellenfunktionen

albw) = [ Qb (@hine(z) = Sun (5.6

hinreichend schnell abfallen. Somit kann es fiir Potentiale die fiir x — o0

iiber alle Grenzen wachsen nur normierbare Energieeigenzustinde mit dis-

kreten Energieeigenwerten geben. Dies entspricht in der klassischen Physik

dem Fall, daB es nur gebundene Bahnen gibt, die in einer Potentialmulde

gefangen sind. Wir nennen solche Zustidnde gebundene Zustdinde.
Umgekehrt, angenommen es gébe ein

Vinax = max V(z), (5.63)
dann sind die Wellenfunktionen aller Energieeigenzustiande mit E > V.
iiberall oszillatorisch und miissen auf J-Funktion normiert sein. Dies ent-
spricht in der klassischen Physik der Fall, dafl der Massenpunkt den Bereich
des Potentials verlassen kann. Wir nennen diese Zustande Streuzustdinde.
Wenn

Voo = lim V(z) (5.64)

r—+00

existiert, erwarten wir Streuzusténde fiir £ > V, auch dann, wenn F < V..
Im Fall des Wasserstoffatoms mit

!
7]
und o > 0 werden wir also fiir £ < 0 gebundene Zusténde und fir £ > 0
Streuzustande erwarten.

(5.65)
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5.3  Stickweise konstante Potentiale

Angenommen, das Potential ist auf dem Intervall [a, b] C R konstant, V' (z) =
Vb, dann ist die stationdre SG auf diesem Intervall

ey = 2B (5.66)

72
besonders einfach zu 1osen

el 4 op_e R fiir B>V, mit k = \/2m(E — Vp)/h
V() = QYo+ fir £ = Vo :
Yie™ +p_e™ ™ fir B <V, mit k = /2m(Vy — E)/h
(5.67)
Im , klassisch erlaubten Bereich® T' = E — V' > 0 finden wir ebene Wel-
len e*** und im ,klassisch verbotenen Bereich“ T'= E — V < 0 finden wir
exponentielle Abfall oder Anstieg e***. Die Wellen- und die Halbwertslinge
ist jeweils imgekehrt proportional zu y/|E — V|. Inbesondere wird die Halb-
wertslange umso kiirzer, umso weiter die Energie den klassisch erlaubten
Bereich verlésst.
Wir miissen uns aber noch Gedanken iiber die Randbedingungen machen.
Angenommen, das Potential ist auf den Intervallen [a, b] und [b, ¢] konstant

{V_ fir z € [a, b]

V(z) = (5.68)

V. firzelb,
dann wissen wir zunéchst, dafl die Wellenfunktion v stetig
Jim b+ ¢) = lim 6(b— o) (5.69)

sein muf, damit der Impulsoperator

(Po)(x) = ' (2) (5.70)

definiert sein kann. Aus der SG folgt dann
b+e b+e _
W+ -vo-a) = [ ar = [ a2 =y
b

b—e —€ h2
(5.71)
und damit aus
2m(V(z) — F)

[ (b4 €) — ' (b —€)] < 2¢ ace[bni%,}g-i—e} 72 P(z) (5.72)

die Stetigkeit von 1’

. / ERT 1y

61_1}&1# (b+e¢) = 61_1}&1& (b—e) (5.73)

fiir in einer Umgebung von b beschriankte ¢ und V.
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5.4 Potentialtopf

Betrachten wir einen symmetrischen Potentialtopf

W fiir z € [~a,a]
Viz) = {O fir z & [—a, d] (5.74)

mit Vy < 0. Mit den Abkiirzungen

o V2(E=T))

(5.75a)
o= Y (5.75b)

finden wir fiir 0 > F > V} die Losungen

1" + e fiir x < —a
P(x) = < Y3l Yyl fiir —a <z <a, (5.76)
Yse + hge™ ™ fiira < x
wobei die sechs komplexen Konstanten v, ¢ € C noch durch Rand- und
Anschlufbedingungen festgelegt werden miissen.
Fir F < Vj finden wir keine Losungen, weil exponentiell ansteigende
und abfallende Losungen nicht so zusammengesetzt werden konnen, dafl sie

fir x| — oo abfallen, ohne einen Knick einzufithren. Fiir £ > 0 sind die
Losungen in allen drei Bereichen oszillatorisch.

5.4.1 Panritdt
Der Parititsoperator P : H — H mit
P|z) =\ |—x) (5.77)

und geeigneter Wahl der Phase A € C mit |\| = 1 beschreibt eine Raumspie-
gelung. Er dreht das Vorzeichen des Arguments der Wellenfunktion

(z[P¢) = A(—z|¢) (5.78)

d. h.
(PY)(x) = Mb(—a) (5.79)

und vertauscht mit unserem Hamiltonoperator

(PHY)(x) = (HPY)(x) (5.80)
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weil das Potential symmetrisch unter x — —z ist und sich die zweite Ablei-
tung ebenfalls nicht dndert
[H,P]=0. (5.81)

Deshalb kénnen wir nach gemeinsamen Eigenvektoren von A und P suchen.

‘Vorlesung 15: Fr, 21.06.2019‘

Weil eine doppelte Raumspiegelung den Zustand nicht &ndert
P?’=1 (5.82)

sind die erlaubten Eigenwerte die Quadratwurzeln von 1, also {—1,+1}. Die
zugehorigen, entarteten, Eigenvektoren sind die symmetrischen und antisym-
metrischen Wellenfunktionen, die wir im folgenden also unabhéngig vonein-
ander betrachten diirfen, um uns die Suche nach Losungen zu vereinfachen.

5.4.2 FE <0: Gebundene Zustinde
Wir finden fiir 0 > E > V symmetrische

P+ xpe ™ fiirx < —a

Yg(x) = < 1y cos(kx) fir —a<z<a (5.83)
Xi€F + e fira<uw

und anti-symmetrische

—RT

—p_e™ — x_e fir r < —a
Ya(r) = § Y_sin(kz) fir —a<z<a (5.84)
X_€e" 4+ p_e™"* fira <z

Losungen. Die Forderung nach Normierbarkeit verbietet in beiden Féllen
exponentielles Anwachsen fiir x — 00, also

x+ =0. (5.85)

Die Aufteilung im symmetrische und antisymmetrische Losungen erlaubt uns,
alle Koeffizienten reell zu wihlen, weil die Anschlufibedingungen fiir die erste
Ableitung von Sinus und Cosinus keine Faktoren i enthalten.
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Symmetrische Wellenfunktionen (P = 1)

Damit erhalten wir im symmetrischen Fall als AnschluBbedingungen (¢ — 0+
impliziert)

$e""Y) = thg(—a — €) = Yg(—a + €) = by cos(k(—a)) (5.86a)
ke = yl(—a— &) = Uh(—a+ ) = —kiy sin(k(—a))  (5.86b)
pire " =1g(a+€) = Ys(a—€) = cos(ka) (5.86¢)
—kpre " =s(a+e€) =s(a—e€) = =k, sin(ka), (5.86d)
wovon nur
¢, "= =4, cos(k(—a)) (5.87a)
kP e = ki, sin(k(—a)) (5.87b)
unabhéngig sind Insbesondere muf}
k cos(ka) = ksin(ka) (5.88)
gelten. Mit
- —Vp — EE \/ 2mVy — WK [-2mVo
— h2k2 h22 ﬁ2k2
(5.89)

erhélt man als Gleichung in k

=
tan(ka) = 1/ h;’;fo 1. (5.90)

Fiir diese Gleichung gibt es keine analytische Losung, aber man kann die
Losungen leicht graphisch diskutieren, wie in Abbildung 5.1 gezeigt.

Die rechte Seite ist streng monoton fallend, hat eine Nullstelle bei ky =
—V_2,{”V° und divergiert bei k& = 0. Deshalb schneiden sich die rechte Seite
und die linke Seite mindestens einmal. Wenn —Vj hinreichend grof§ ist und
damit kg > nm/a, schneiden sich rechte und linke Seite n + 1-mal. Dies ist
auch physikalisch sinnvoll: je tiefer und breiter der Potentialtopf ist, desto
mehr gebundene Zustidnde existieren.

Die Berechnung des Normierungfaktors ist eine Ubungsaufgabe.

Antisymmetrische Wellenfunktionen (P = —1)

Die antisymmetrischen Losungen werden in der Ubung behandelt.



Thorsten Ohl 2019-07-26 10:56:58 +0200 Ohne Gewdhr! 100

— lhs(k)
rhs(k, 1)
rhs(k, 20)

— rhs(k, 60)

(
(

2 s ¢ s 10 ' Y — rhs(k, 120)
— rhs(k, 200)

Abbildung 5.1: Graphische Losung der Eigenwertgleichung (5.90) mit a = 1
und —2mVy/h? = 1, 20, 60, 120, 200.

&b

5.4.3 E > 0: Streuzustinde

Wieder symmetrische

¢4 cos(kK'x+0) firzx < —a
Yg(x) = < by cos(kx) fir —a<z<a (5.91)
¢pycos(klx —6) fira<zx

und anti-symmetrische

¢_sin(kK'x +0) firz < —a
Ya(r) = § Y_sin(kx) fir —a <z <a (5.92)
¢_sin(k'x —0) fira<uw

Losungen mit

2mE
n

Diesmal gibt es keine Bedingung aus dem exponentiellen Abfall und alle &' >
0 ergeben eine Losung. Aufgrund von k > £’ fiir V < 0, ist die Wellenldnge im
Bereich den Potentialtopfs verkiirzt und die AnschluBbedingungen erzwingen
eine entsprechende Phasenverschiebung 6 > 0, die die Wellenfunktion in den
Potentialtopf hineinzieht.

Fiir die physikalische Interpretation als Streuung von einlaufenden Wellen
sind diese (anti-)symmetrischen Losungen aber ungeeignet. Wenn wir die
Wahrscheinlichkeitsstromdichte (4.47) fiir eine reelle Wellenfunktion, z. B.

K = (5.93)

() = ¢peos(kx + 9) (5.94)
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berechnen, finden wir

h o, N A
i) = g (w@OGE @D - w0 G @)
h 0 0
— o (Va0 @ — @0 GhEn ) 0. (.99)
In der allgemeinen komplexen Form
(@) = e’ 4 peT (5.96)

erhalten wir stattdessen

. h . —Aikz deik Nikg de
i = S dex ( T ke de

dx dx
AN =— 4

hk N V)i hk
_ Y * (N =N)ikz _ "V 2 2
=om 2. Bov(AtN)e = — (64" = 1o-") (5.97)
AN ==t =2)\6>\7/\/
und wir kénnen den Wahrscheinlichkeitsstrom mit |¢| > |¢_| nach rechts
und mit ¢4 | < |¢—| nach links fliefen lassen.
Deshalb machen wir den Ansatz

e 4 p_e T fiir x < —a
Y(z) = P eh® 4 p e fir —a <z <a . (5.98)
x4 eF? + y_e Fe fira <z

Wenn wir die Situation beschreiben wollen, dafi ein Teilchenstrom von links
auf den Potentialtopf zuflieBt und teilweise reflektiert wird, miissen wir y_ =
0 wahlen, sodafl der Wahrscheinlichkeitsstrom auf der rechten Seite nur nach
rechts, weg vom Potentialtopf flieft. Daraus kann man mit den beiden An-
schlufbedingungen bei x = a die Koeffizienten /1. als lineare Funktion von y
bestimmen. Aus den Anschluflbedingungen bei x = —a folgen dann die Ko-
effizienten ¢ als lineare Funktion von ¢, bzw. als lineare Funktion von y .
Das Endergebnis ergibt sich schliellich durch die Normierungsbedingung

(B By) = / " de v (@) a(z) = 8(Ey — By). (5.99)

—00
Die Verhaltnisse des reflektierten und transmittierten Wahrscheinlich-
keitsstroms zum einlaufenden Wahrscheinlichkeitsstrom sind von der Nor-
mierung unabhéngig und heiflen Reflexionskoeffzient und Transmissionsko-
effizient. Im Fall des Potentialtopfs findet man

_ P

R =
9|2

(5.100a)
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2
T |X+|

e
NB: wenn das Potential vor und hinter dem Potentialtopf nicht den gleichen

Wert hat, steht im Transmissionskoeffizient noch der Quotient der Impul-
se hk.

(5.100Db)

5.4.4 Unendlich tief ...

Im Grenzfall eines unendlich tiefen Potentialtopfs empfiehlt es sich, den Null-
punkt der Energieskala an den Fufl des Topfes zu legen

_]o fir x € [—a, q]
Viz) = {Vo — 4oo fiir z & [~a,a] (5.10)

Mit den Abkiirzungen

9mE

k= ;i” (5.102a)
om(Vo — E

K= m(ho ) 00 (5.102b)

fiir Wellenzahl k£ im Intervall [—a, a] und exponentiellen Abfall x auerhalb
finden wir die symmetrischen

0 fir z < —a
Ys(x) = S ¢y cos(kz) fiir —a<x<a (5.103)
0 fira <z

und antisymmetrischen Losungen

0 fiir z < —a
Ya(z) = ¢ _sin(kx) fir —a<z<a, (5.104)
0 fira < x
mit den Randbedingungen
ws/A(:l:(Z) == 0, (5105)

die physikalisch sinnvoll sind, weil das wachsende Potential die Wellenfunk-
tion immer weiter aus dem klassisch verbotenen Bereich driickt. In diesem
Fall sind die Wellenfunktionen stetig, aber die Ableitungen am Rand unste-
tig. Dies ist mit (5.72) vertréglich, weil V' nicht beschrénkt ist.

Die Bestimmung von Eigenwerten und Eigenvektoren ist in diesem Fall
eine Ubungsaufgabe.
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5.4.5 0-Potential

Ein weiteres exakt losbares Problem ist das §-Potential mit
V(z) = Wo(z), (5.106)

das als Grenzfall des Potentialtopfes mit |Vy| — oo, a — 0 mit Vpa = const
angesehen werden kann. Als Anschluibedingung bei x = 0 ergibt sich diesmal
aus der SG

(W (4e) — ¥/ (—€)) = / de o(2)

€

e 2m(Vod(z) — E)
/_ dx 2

1%
Y(w) =

B(0) + Oe). (5.107)

€

Im Fall eines anziehenden Potentials mit V < 0 gibt es genau eine normier-
bare Losung der SG mit F < 0: die Wellenfunktion hat die Gestalt

Y(x) = /re "l (5.108)
mit
= %””LE | (5.109)
Die Anschlulbedingung
—w(+e) — mb(—0) = Z0(0) + O(e) (5.110)
hat nur eine Losung
K= —mh—‘f , (5.111)
" po o mlg (5.112)
2m 2h2 '

In Fall eines abstoflendes Potentials 1, > 0 gibt es keine normierbare Lésung
der SG. Fiir beliebiges Vj und jedes E > 0 gibt es jeweils eine nicht normier-
bare Streulésung.
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5.5 Potentialschwelle

Fiir eine symmetrischen Potentialschwelle

Vo fir z € [—a,a]
Viw) = {O fir z & [—a, d] (5.113)

mit V5 > 0 gibt es keine normierbaren Losungen mit £ < 0. Fir £ > 1}
erhalten wir wieder Streulésungen.
Fiir 0 < E < Vj finden wir mit den Abkiirzungen

om(Vo — E
oo V2o = B) (5.114a)
I
omE
k= ;_;” (5.114b)

Losungen der Form

Yre*® 4 hge™FT fiir £ < —a
Y(x) =  3e™ + e fiir —a<z <a, (5.115)
sl + ahge™* fiir a < x

die auBerhalb der Potentialschwelle oszillieren und innerhalb eine Uberla-
gerung von exponentiellem Abstieg und Abfall aufweisen. Die Koeffizien-
ten 9 256 werden durch Randbedingungen wie, z. B., einlaufender und aus-
laufender Wahrscheinlichkeitfluf bis auf eine Phase und einen Normierungs-
faktor festgelegt. Anschlieflend erhélt man die Koeflizienten 134 durch die
Anschlufbedingungen und kann schlieflich den Normierungsfaktor festlegen.

5.5.1 Tunneleffekt

Eine Wellenfunktion der Form

Ip reloa a}(x) = 1#36”m + ¢4e*””"” (5116)
kann an hochstens einer Stelle xy € [—a,a] verschwinden. Dariiberhinaus
diirfen nichtverschwindende ¢ und ¢/’ nicht an der gleichen Stelle verschwin-
den. Deshalb erzwingen die Anschlufibedingungen fiir eine von links einlau-
fende Welle bei x = +a, dafl mindestens einer der Koeffizienten 3 4 nicht
verschwindet. Somit gibt es fiir alle Vj < oo eine nichtverschwindende Wahr-
scheinlichkeit, dafl die Welle durch den klassisch verbotenen Bereich der Po-
tentialschwelle hindurchtunnelt.
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5.6 Potentialstufe

Als letztes Beispiel betrachten wir die Potentialstufe

Vo firxz >0
Viz) = ViO(x) = 5.117
(=) 06(x) {0 fir x <0 ( )
mit Vo > 0. Fiir £ < 0 gibt es keine Losungen.
Fiir 0 < E <V} finden wir mit den Abkiirzungen
2m(Vo — E
p = y2mh = ) (5.1184)
h
2mFE
k= ;i" (5.118b)
Losungen der Form
ikz _ —ikx fij 0
EEE Sonti e (5.119)
Xpe " fir x > 0

die einer reflektierten Welle im Bereich z < 0 und einem exponentiellen
Abfall im Bereich = > 0 entsprechen.
Fir £ > V} erhalten wir wieder Streulosungen

ikz B —ikx fii <0
Y(z) = ¢+e.k, o Lo (5.120)
xi€®F+x_e™* flirz >0
mit
2mFE
k= ;? (5.121a)
V2m(E — W
K = m(h ) | (5.121b)
Wenn wir im Bereich z > 0 nur einen auslaufenden Wahrscheinlichkeitsstrom
beschreiben wollen, miissen wir y_ = 0 wéhlen und ¢ aus den Anschlufbe-
dingungen bei x = 0 berechnen
1 K
=—(14+— 122
oxs 5 < k’) X+ (5 )
Wir erhalten dann als Reflezionskoeffzient und Transmissionskoeffizient
o _ (k=K
R= = 5.123
o F kv m 128
k' 2 AkE
7= Ml ~1-R. (5.123b)

SR (R k)
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—0—

DREHIMPULS

| Vorlesung 16: Mo, 24.06.2019

Die Wechselwirkungen von Teilchen im dreidimensionalen Anschauungsraum
héngen oft nur vom Abstand der Teilchen und nicht von ihrer Orientierung
im Raum ab, vgl., z. B., das Coulomb-Potential

2
S q192¢
V(l’l, 132) = m .

(6.1)

Diese Symmetrie kann man ausnutzen, um die SG stark zu vereinfachen.

6.1 Drehungen
In den Ubungen haben wir schon gesehen, daf eine Drehung um die 0-Achse

7— 7 = R0)T (6.2)
mit den orthogonalen reellen Drehmatrizen

—

R(0) = e =1 —i07 + O(6?) (6.3)

und den selbstadjungierten Matrizen

00 O 0 0 1 0 —1 0
=100 —i], =10 0 0], =01 0 0 (6.4)
01 O -1 0 0 0O 0 O
mit Matrixelementen
[Til e = —l€ij (6.5)

realisiert wird. Fiir die so parametrisierten Drehmatrizen gilt

—

(r®) " = r(-0) = (R@)" . (6.6)
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Der unitére Drehoperator U(f) wirkt auf Ortseigenzustéande wie

)~ |7) = [RO)T) = U (@) |7) (6.7)
wobei
X |&) =7 %) (6.8a)
X |z =z |z (6.8b)
also muf

U-Y ) XU(@B) = R(O)X (6.10)

gelten. Analog folgt aus der Hintereinanderausfithrung von Translationen und
Rotationen B B
U Y O)PUO) = R(O)P. (6.11)

Das Argument der Wellenfunktionen transformiert sich mit der inversen Dre-
hung

V(@) = (@) = (@FUW) = (U'zy) = (R7'Ty) = (R7'T).  (6.12)

Wie schon im Fall der Translationen, schreiben wir den unitdren Rotati-
onsoperator als Exponentialfunktion

U@) = e 0L/m =1 — %ef +O(6?) (6.13)

mit selbstadjungierten L; = L;-r. Damit ist

(V@) =00 = (V@) (6.14)
gewdhrleistet. Einerseits gilt nun
UB)XU(0) = X + D)X ~ X (0E) + 0 (6.152)
und andererseits L L
ROX = X —i(7)X + O(6?). (6.15b)

Daraus folgt per Koeffizientenvergleich in 6;

L;X — XL; = —hr; X (6.16)



Thorsten Ohl 2019-07-26 10:56:58 +0200 Ohne Gewdhr! 108

bzw.
3

3
[Li, X;] = —hz 7l Xk =10 e X (6.17a)
k=1

Mithilfe der Hausdorff-Formel (3.84) kann man sich davon iiberzeugen, dafl
damit die Forderung (6.10) in allen Ordnungen erfiillt ist. Mit dem gleichen
Argument folgt fiir die Komponenten des Impulses

[L;, P} mz €iinPr - (6.17h)

Die Forderungen (6.17) werden vom selbstadjungierten' Drehimpuls-Opera-
tor

L=XxP (6.18)
bzw.
3
3 k=1
erfiilllt. In der Tat
3 3
[L;, X;| = €ijk [X;Pe, Xi| = ik X [Pr, Xi]
l Z ik ks %1 Z €ijk ks X1
7,k=1 7,k=1 :—1h5kl

3
= _ihZEiﬂXj = lhz Eilej (620&)
j=1 j=1

und
3 3
[Li, P =) i [X;Pe, Pl = > € [X Pl P, = 1712%13 (6.20Db)
7,k=1 7,k=1 —1ﬁ57l

Aus der Antisymmetrie von €;;;, folgen

3 3
Lo X2 = 3 (L0 X3] = D (1L X)) X + X (LX)
j=1 j=1
3
=2ih Y e X;Xp =0 (6.21a)

J,k=1

INB: (X;P)t = P/ X] = P.X; = X; P}, dann und nur dann, wenn j # k.
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und

[Li,ﬁﬂ ~0. (6.21D)
Also vertauschen die Komponenten des Drehimpulses mit allen Hamilton-
operatoren der Form
1 = _
H=_—P +V(X?). 6.22
P V() (622)
Deshalb kénnen wir nach gemeinsamen Eigenvektoren von Hamiltonopera-

tor und Komponenten des Drehimpulses suchen und die Matrixelemente der
Drehimpulskomponenten sind konstant

d

L d
T

(W(OILI$(0) = (W(OILH|G(t)) — (0| HLI(t))
= (W)L, H]|$()) = 0. (6.23)

6.2 Drehimpuls-Algebra

WEeil sich der Drehimpuls unter Drehungen wie ein Vektor verhélt, also ge-
nauso wie Ort und Impuls, erwarten wir

3
[Li, L]] = lhz eijkLk s (624)
k=1

was auch leicht zu iiberpriifen ist. Daraus sehen wir, daf§ die drei Komponen-
ten L; 23 des Drehimpulses keine gemeinsame Eigenbasis haben kénnen.
Das ,,Betragsquadrat® des Drehimpulses

*=>"1; (6.25)

dandert sich aber unter einer Drehung nicht

3 3
|:Li7 52} = [Li, L}] = Z ([Li, Li) Ly + Ly [Li, L))
k=1 k=1
3

=1h Z €ikl (LlLk + LkLl) == O, (626)
k=1

und wir kénnen eine Basis aus gemeinsamen Eigenvektoren von L? und einem
der {L;};—123 finden. Es ist iiblich, dafiir L auszuwéhlen

L2 I, m) = h%ay |1, m) (6.27a)
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Ls|l,m) = hm|l,m) . (6.27b)

Die Potenzen von h haben wir extrahiert, damit [ und m dimensionslos sind.
In (6.27a) haben wir uns die Freiheit gewahrt, nicht den Eigenwert von L2
selbst zur Benennung des Eigenzustands zu benutzen, um spéter einfachere
Formeln zu erhalten.

6.2.1 Schiebeoperatoren

Bevor wir die Eigenvektoren konkret ausrechnen, kénnen wir die moéglichen
Eigenwerte bestimmen. Die nicht selbstadjungierten Schiebeoperatoren

Ly=1L£ily =L (6.28)
erfiillen
[E{ Li} —0 (6.29a)
(L3, Li] = [Ls, L1] +1[Ls, Lo] = ihLy + ALy = +h(Ly £1iLy) = +AL.
(6.29D)

[L:t7 L:F] = [Ll + iLQ, L1 + ILQ] =i [LQ, Ll] + i [Ll, LQ] = :|:2hL3 . (629(3)
Damit folgt

LgLi \l,m) = [Lg,Li] \l,m) -+ LiLg \l,m)
=4hLy |l,m)+ Lihm |l,m) =h(m £ 1)Ly |l,m) , (6.30)
also schieben L, den Eigenwert von L3 um +1
Li \l,m> = ﬁqm,i \l,m + 1> 5 (631)

wobei der Normierungsfaktor ¢;,,, + noch zu bestimmen ist. Aus

L:tL? = (Ll + 1L2) (L1 + 1L2) = L% + Lg + iL2L1 + iLlLQ = EQ — Lg + th
(6.32)
folgt aber sofort
h2 |Cl,m,:i:|2 = h2 |Cl,m,:t|2 <l, m =+ 1|l, m =+ 1>
= lILe 1,m)|* = (1,m| LLLe

l,m>
(P iy E th) l m>
l,m) =h (o —m(m=1)) (6.33)

=(I,m|LzLy|l,m) = <l,m
= <l, m\ (hQal —Pm?F h2m)
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bzw.

i+ = /oy —m(m£1). (6.34)

Man kann zeigen, dafl nur die Fille physikalisch relevant sind, in denen
die {|l,m)}memqy bei festgehaltenem [ eine endliche Menge sind”. Es mufl
deshalb Zustandsvektoren |/, m4) mit maximalen und minimalen m geben,
auf die die Anwendung der Schiebeoperatoren keine neuen Zustandsvektoren
ergibt

Lill,my) =0 (6.35a)
L_|lm_)=0. (6.35b)

Dabei diirfen die m4 von [ abhéngen. D. h.

| e|” = 1 — ma(me £1) =0, (6.36)
also
0=m2 +my—m?+m_=(my +m_)(my —m_+1). (6.37)
Weil wir wissen, dafl
my —m_ € Ny (6.38)

gilt, ist my —m_ +1 > 0, also

my =—m_ € %Ng (6.39)
und weiter
o = m(ms +1) =m_(m_—1) = [m_|(jm_| +1).  (6.40)
Daraus schlieflen wir
a=1(+1) mit 2/ € Ny (6.41a)
und weil |m| < |my| =1
me{-l,—l+1,....,0—1,1}. (6.41Db)

2Mathematisch: ,,jede irreduzible unitéire Darstellung einer kompakten Lie-Gruppe ist
endlichdimensional®.
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6.2.2 Irreduzible Unterrdume

Somit kennen wir alle zuldssigen gemeinsamen Eigenwerte von L? und Ls

L |l,m) = RA(L+ 1) |l,m) mit 21 € N, (6.42a)
Ls|l,m) = hm|l,m) mit m € {—I,—l+1,...,01—1,1}. (6.42b)
Und aus
Li|l,m)=H/Il+1) —m(m=*1)[l,m=£1). (6.43)
kénnen wir mit
1
L1 = 5 (L+ + L_) (644&)
1
Ly, = % (Ly — L) (6.44b)

die Wirkung aller Komponenten des Drehimpulses bestimmen.

| Vorlesung 17: Fr, 28.06.2019|

Weil oy # ay fiir [ # I’ wissen wir, dafl Vektoren mit verschiedenem [ ortho-

gonal sind
<l7 m‘l/> m/> = 5ll’5mm/ . (645)

Die 21 + 1 Vektoren
{‘l7m>}m:—l,—l+1 1-1,1 (6.46)

.....

spannen somit einen 2/ + 1-dimensionalen Unterraum H; C H des Hilbert-
raums auf

l
W)= U |lm) € My, (6.47)
m=—1

der invariant unter der Wirkung der Komponenten des Drehimpulses ist

Aufgrund der Wirkung der Schiebeoperatoren gibt es keinen echten Unter-
raum H; C H; der ebenfalls invariant wére. Man sagt, die H; sind irredu-
zibel. Der ganze Hilbertraum kann als eine direkte Summe der irreduziblen
Unterrdume geschrieben werden

%:é%
n=0

=HooHi oM &Hs @ ... (6.49)

V|3
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und die Matrixelemente der Drehimpulsoperatoren sind
L, m| L2, m!y = B2+ 1) O (6.50a)
(Lm| Ll m!y = /11 4+ 1) —m/ (m £ 1) 601 (6.50D)
<l, m|L3|l', m'} = hm5ll/5mm/ (6500)
1
(I, m|Ly|l';m') = 3 (L, m|Ly |U';m/y + (I, m|L_|l',m")) (6.50d)
1
<l, m|L2|l/a m/> = 5 (<l7 m|L+|l,7 m,> - <la m|L—|l/a m/>) (6506)

6.3 Spinl fir kleine

Fiir kleine | konnen wir alles ausschreiben.

6.3.1 Spin 0

Der Fall [ = 0 enspricht dem rotationsinvarianten eindimensionalen Hilbert-

raum

Ho = {'20,0) : ¢ € [0,2)}

in dem alle Komponenten des Drehimpulses verschwinden.
L;0,0)=0
6.3.2 Spin 1/2
Der Fall [ = 1/2 ist wieder das QBit
Hupe = {04 [1/2,1/2) + 9 [1/2,-1/2) - [o [ + [0 |* = 1}

mit den Matrixelementen

(1/2,m|L|1/2,m') = ha/3/4 — m/ (m! £ 1)6 0 pmrsn
(1/2,m|L3|1/2,m") = hm0

72 / 3n?
(1/2,ml 12y = 250

die wie auch in Matrixform schreiben konnen

w2mizay/2ny = (g o)

(1/2,m|L-[1/2,m') = h (2 8)

(6.51)

(6.52)

(6.53)

(6.54a)
(6.54D)

(6.54c¢)

(6.55a)

(6.55b)
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h (0 1 h
no_ 't _
(1/2,m|Ly|1/2,m")y = 5 <1 O) 201 (6.55¢)
h (0 —i h
(1/2,m|Ls|1/2,m") = 3 <i O) = 50 (6.55d)
h/(1 0 h
AN - I
(1/2,m|Ls|1/2,m') = 5 (O _1) 573 (6.55¢)
—’2 / 3h2
(1/2,m|L*|1/2,m") = Tl (6.55f)
um die Paulimatrizen wiederzuentdecken.
6.3.3 Spin 1

Der Fall [ = 1 ist Gegenstand einer Ubungsaufgabe.

6.4 Drehimpuls im Ortsraum,
Kugelflichenfunktionen

Fiir die Ortsraumwellenfunktionen wirkt der Impuls als Gradient
(Py)(&) = —ihVi(T) (6.56)

und der Drehimpuls ist damit

—

(Ly)(@) = —ih (f X 6) W(F) . (6.57)

Fiir die folgende Diskussion sind kartesische Koordinaten weniger geeignet
als Kugelkoordinaten

1 rsin 6 cos ¢
T=|xzy| = |rsinfsing (6.58)
T3 rcosf

und man findet, dal die Abhéngigkeit von r aus den Drehimpulsoperatoren
herausfallt

Ly =ih (Cot 0 cos gb% + sin gb%) (6.59a)
0

Ly =ih (cot 0 sin ¢8%§ — cos (b%) (6.59b)
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19)
Lo — —ih 2 .
= —ifig (6.59¢)
‘ 0 0
— +i¢ :
Ly =he (ﬂ:—ae +icot 0_8¢) (6.59d)
- 1 0 0 1 07
L?= R — — [sinfg— I .
n (sme 06 (Smgae) jencyy a¢2) (6.59¢)

Mit den Eigenzusténden zu den Winkeln

©16,6)=616,9) (6.60a)
(0,0) =¢10,0) (6.60b)
konnen wir Wellenfunktionen definieren
Yim(0,6) = (6, ¢l1.m) . (6.61)
Mit
Y

finden wir die Abhéangigkeit von ¢
Yim (0, 6) = €™ fi () (6.63)

Weil der Operator Lz eine Observable, also selbstadjungiert, sein soll, miissen
die Wellenfunktionen Y}, in ¢ periodisch sein

Yim(0,27) = Y,,,(0,0), (6.64)
damit die Randterme in der partiellen Integration verschwinden. Also muf}
e =1 (6.65)

gelten und es sind nur ganzzahlige Werte von [ und m erlaubt. Halbzahli-
ge Werte konnen nicht durch Ortsraumwellenfunktionen realisiert werden,
sondern nur durch 2/ + 1-dimensionale Spinoren.
Die normierten Losungen der Eigenwertgleichungen
1 OYim
—L3Y), = —i =mYin 6.66a
PRCRL 00 l ( )

Im . (sm@ 0 ) 70 0 (1+1)Y,, (6.66b)
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mit ganzzahligen | und m sind die Kugelfiichenfunktionen

2041 (1—m)! _ . ima
Vi (0, 6) = \/ B (cost)e (6.67a)
mit —/ < m <[ und den assozierten Legendre-Polynomen
m =™ my2 A4
P(z) = (1= %) /QW(% — 1) (6.67b)
Sie bilden natiirlich eine ONB
1 2
/ dcos 0 / A6 Y (0, 6)Yime (0, &) = Surbym (6.68a)
-1 0

0o l
DN Vil(0,0) Y (0, ¢') = 6(cos 0 — cos0)5(¢ — ¢')  (6.68b)

=0 m=—I

und die Summe der Betragsquadrate iiber alle m bei festem [ ist unabhéngig
von den Winkeln (Theorem von Unsold)

20+1

> Vim0 9) = = —. (6.69)

m=-—I

Eine wichtige Eigenschaft der Kugelflichenfunktionen ist, dafl sie Eigenfunk-
tionen des Paritédtsoperators

({T[P|y) = (=Z[¢) , (6.70)
bzw. in Kugelkoordinaten
(r.0,0|Pl) = (r,m — 0,0 + |y , (6.71)
sind. Ort und Impuls sind ungerade

P IXP=-X (6.72a)
P 'PP=—P (6.72b)

und der Drehimpulsoperator gerade
PLP=1L (6.72¢)
unter der Paritét. Aus der Definition (6.67) kénnen wir

Yim(m — 0, +7) = (_1>lY2m<‘97 ), (6.73)
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ablesen, also

ViimeZ:P|l,m) = (=1)"|l,m) . (6.74)

WEeil die Schiebeoperatoren L. unter Paritit gerade sind, miissen alle |I,m)
mit gleichem [ die gleiche Paritét haben.

Fiir jeden unter der Paritdt ungeraden Operator O, also z.B. Ort oder
Impuls gilt

<l7m|0|l,7m/> - <l7m|P_IOP|l,7m/> = (_1)1+l+l, <l7m|0|l/am/> ) (675)
also
L+ 1 €2Z: (I, m|O|l',m') = 0 (6.76)

und analog
I+1'€2Z+1:(,m|E|l',m)=0 (6.77)

fiir jeden geraden Operator E. Diese Eigenschaft fihrt zu Auswahlregeln fir
die erlaubten Ubergénge zwischen Atomorbitalen.



Thorsten Ohl 2019-07-26 10:56:58 +0200 Ohne Gewdhr! 118

7
ZENTRALPOTENTIALE,
WASSERSTOFFATOM

Der Hamiltonoperator fiir ein Zentralpotential hat die Form'

1 -
H=—P? 1
v (7.1)

mit r = vV X2. In Kugelkoordinaten kann der Laplace-Operator A als

3
Atp = 82—wzla(fr?a—w)Jr ! 8<smea_¢>+ Lo

— dx? r2or or r2 sin 0 060 ol r2sin? 6 87152
1 1,
=52 (1Y) =gl

(7.2)
geschrieben werden und der Hamiltonoperator erhélt eine sehr einfache Ge-
stalt

Hy = —%Aw +Vryy = L ( 281/1) + E%/J +V(r)y (7.3)

C2ur? or "or 2pur?

die von den Winkelkoordinaten 6, ¢ nur iiber L2 abhéngt.

'Wir haben fiir die Masse ;& geschrieben. Sowohl um Verwechslungen mit der magneti-
schen Quantenzahl m in |I, m) und Y, zu vermeiden, als auch um daran zu erinneren, daf
der bei einem Zweikorperproblem an dieser Stelle die reduzierte Masse 1/ = 1/mq+1/mg
auftaucht.
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7.1 Separationsansatz

Weil wir bereits eine ONB aus Eigenfunktionen von L2 gefunden haben,
bietet sich eine Entwicklung nach Kugelﬁéichenfunktionen

W(r,0,6) = ZZRZm Yium(6, 6) (7.4)

=0 m=—1
an
| Vorlesung 18: Mo, 01.07.2019)|
und die stationare SG
00 l
HY " RiypYim =
=0 m=—1
OR, 1 .
2 i Ym a9 mL2Ym mYm
53 (e (P55) o P VO
h22lI’(Ll+1)R Y
| 00 l
=> Y ERpYim (7.5)
=0 m=—1

hat die Form

ORi\ R+ 1)
2 — p—
Z Z ( 2,[”“2 87" <T Ir ) + 2[”" le (V(T) E)le Yim 0.

=0 m=-I

(7.6)
Weil die Kugelflichenfunktionen eine ONB bilden, mufl jeder Term in der
Summe die Differentialgleichung in der Klammer unabhéngig von den ande-
ren 16sen. Dies rechtfertig den Separationsansatz

2[)lm(ra 97 (b) = le(/’ﬁ)Yzm(a ¢) (77)

und wir erhalten die radiale Schridingergleichung fir jedes Paar (I, m)

2 2

_2Zr2 % (ﬂ%) (r)+%mm< )+ V(1) Rim(r) = ERip(r) . (7.8)

Diese Gleichung ist unabhéngig von m, also werden auch die Losungen Ry,

von m unabhéngig sein. Dariiberhinaus erweist es sich als geschickt, fiir Ry,

den Ansatz

u(r)
r

Ry (1) = (7.9)

zu machen:
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1. Die Normierungsbedingung
- / dr 12| Rin (1) (7.10)
0

vereinfacht sich zu

1= / dr |u (r)]? (7.11)
0
2. der Differentialoperator vereinfacht sich

1d Qdem 1d2ul
—— = ——. 12
r2dr (T dr ) r dr? (7.12)

Die radiale SG hat schlieilich die Gestalt einer eindimensionalen SG

h? d%u, RA(1+1)
-2 - =F 1
21 dr (r) + (V(T) + 2ir? ) w () w (1) (7.13)
mit effektivem Potential
Rl +1)

Ver.(r) = V(r) + : (7.14)

2412

das alle Drehimpulseffekte (die Zentripedalkraft der klassischen Physik) bein-
haltet. Die Randbedingungen an wu; rithren einerseits von der Normierbarkeit
fiir diskrete Energieeigenwerte F,

/ dr [u,, (r)]? =1 (7.15a)
0
und fiir kontinuierliche Energieeigenwerte E
/ drugy (r)up(r) = 0(E — E'), (7.15b)
0

andererseits muf ()| H 1)) wohldefiniert sein, sodafl die Funktion

2

+ Verr.(r) [ 1 (r) |2 (7.16)

fir r — oo hinreichend schnell abfallen muf}, aber auch auf [0,00) keine
nicht-integrablen Singularititen haben darf. Fiir [ > 0 ist hier der untere
Rand r — 0 gefahrlich!
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7.1.1 Randbedingungen fiir r — 0

In realistischen Anwendungen kommen nur Potentiale vor, die fiir r — 0
langsamer als 1/r? anwachsen. Deshalb dominiert dort fiir [ > 0 der Zentri-

fugalterm
r—0 B2+ 1)

Ve —F 7.17
() T (7.17)
und wir konnen die Differentialgleichung
d2ul l(l + 1)
_dr2 (T) = = ul(r) (7.18)
als Ndherung im Bereich » — 0 betrachten. Aus dem Ansatz
w(r) = ep™ (7.19)
folgen mit
d? l(l+1
—d;;l (r) = N\ — Deri™2 = ( :; )clr’\l (7.20)
bzw.
1 1 1 1
N==-E+\/-+l(l+1)==x(l+= 21
1= 3 4+(+) ) (+2> (7.21)
die zweiparametrige Schar von Losungen
w(r) = er™ et (7.22)
Die Integrabilitdt am unteren Rand erzwingt dann
¢ =0. (7.23)

Fiir [ = 0 konnen keine allgemeinen Aussagen getroffen werden, weil der
Zentrifugalterm dann das Potential nicht dominiert.

7.1.2  Randbedingungen fiir r — oo

Mit Ausnahme der starken Wechselwirkung zwischen Quarks und dem als
Modelsystem beliebten harmonischen Oszillator, fillt in realistischen Anwen-
dungen die Wechselwirkungsstérke fiir hinreichend grofie r ab. Wir kénnen
dann den Nullpunkt der Energieskala so wahlen, daf3

lim V(r) =0 (7.24)

r—00

und die radiale SG hat fiir » — oo die asymptotische Form

d?y 2uk
T2 (="l (7.25)

deren Losungsverhalten vom Vorzeichen von E abhingt.
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E <0

Ein Exponentialansatz fithrt direkt auf eine normierbare Losung fiir einen

gebundenen Zustand
w(r) oce™ (7.26)

mit kK = /—2uFE/h > 0, wobei die zweite Losung mit £ < 0 aufgrund der
Normierbarkeitsbedingung verworfen werden muf.
E>0

Der gleiche Exponentialansatz fithrt auf nicht normierbare Streulésungen
o ikr —ikr
w(r) =c e +c_e (7.27)

mit k = /2uE/h > 0.

7.2  Coulomb-Potential

Das Potential fiir die Wechselwirkung eines Elektrons mit Ladung —e mit
einem Kern mit Ladung +Ze ist in geigneten Einheiten

Ze* 1

mit der dimensionslosen Feinstrukturkonstanten
e? 1
Q= N —.
4mhe 137

(7.29)

Wir miissen also die Differentialgleichung

G d2ul( ) <h2l(l +1) Ze*1

2 g - .
24 dr? " 212 4 7 ) w(r) =0 (7.30)

bzw.

d?uy I(I+1) pZe*l  2uE
_W(T) + ( 2 — By ; — 2 ul(r) =0 (731)

16sen. Wir konzentrieren uns auf den Fall E < 0, der nach obigen Uberlegun-
gen zu normierbaren gebundenen Zusténden fiihren sollte.
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7.2.1 Gebundene Zustande

Der exponentiellen Abfall fiir » — oo definiert eine charakteristische inverse

Lange
K= —suE >0 (7.32)
mit der wir
w(r) = fi(26r) = fi(p) (7.33a)
und
%(T) = 2k f;(2Kr) (7.33b)
d2ul _y 9 ,/(2 - a3
) = 4 (20) (7.330)

schreiben konnen. Somit ist die Differentialgleichung fiir u; &quivalent zur
Differentialgleichung

I(l+1 uZe*l 2ukE
—4r*f'(267) + ( ( r2 - oz gz ) ) =0, (7.34)

bzw.

] (+1) pZ 1 2uE
—f(p) + ( ( p ) _ fﬁh;; - (27‘;@2) flp).=0  (7.35)

fiir f;. Aus der Wechselwirkungsstéirke und der Eigenenergie konnen wir den
dimensionslosen Parameter

_ pZe*  Ze? 1

V= e i\ 2E (7.36)

formen, mit dem die Differentialgleichung kompakt als

o - (U -2 ) e =0 (7.37)

geschrieben werden kann. Um das richtige asymptotischen Verhalten zu er-
halten, machen wir den Ansatz

filp) = p ailp) e 2 (7.38)
p—0 p—0

und fordern, daf§ g;(p) fiir p — oo kein exponentielles Verhalten haben darf
und dafl g;(p) fir p — oo gegen eine Konstante geht, die wir zunéchst als 1
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wéhlen konnen und spéter aus der Normierungsbedingung festgelegt wird.
Mit der Produktregel folgt

['(p) = (92’(0) + (@ - 1> 91(p)

n (l(l + 1) B [+1 4 1) gl<p)>pl+1ep/2 (739)

p? p 4

und die Differentialgleichung wird zu

(—gf’(p) - (Q(Z ) _ 1) 9(p) + m—_ygz(p)> ple 2 =0, (7.40)

p p

>0

bzw.
g (p) + (2L +2 = p)gi(p) — (I + 1 =v)g(p) =0 (7.41)

nach Division durch ple /2. Dies ist eine Kummersche Differentialgleichung

d?w dw

e O St _ = 42
e (z2)+ (b—2) p (2) —aw(z) =0 (7.42)
mit Parametern
a=l+1-v (7.43a)
b=20+2>2. (7.43b)

Die Kummersche Differentialgleichung (DGL) (7.42) kann mit Potenzreihen-
ansatz und Koeffizientenvergleich explizit gelost werden. Aufgrund der Rand-
bedingungen fiir p — 0 und p — oo sind nur Polynome zuléssige Losungen.
Dies fiihrt iiber Abbruchbedingungen an die Potenzreihe zu Bedingungen
an a und b, bzw. v.

Man kann aber auch das geballte Wissen der Mathematiker des 19. Jhr.
nutzen und findet in der einschlégigen Literatur, dafl die allgemeinen Losun-
gen der Kummerschen DGL (7.42) die konfluent hypergeometrische Funkti-
onen

M(a,b, z) = 1Fi(a,b, z) = Z ((Z;: 2" (7.44a)
o M(a,b, z) Ly M1 +a—0,2—-0,2)
Ula,b2) = 0o (m Ya-brl) ’ T(a)T(2 — b) )

(7.44b)
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mit

(a)o =1 (7.45a)
(@), =ala+1)(a+2)---(a+n—1) (7.45D)

sind. In der Nihe von z = 0 haben die Losungen die Entwicklung?

M(a,b,z) =1+ %z +O(2?) (7.46a)
Flgl)(;)l)zl_b+(9(|z|REb_2) fir Reb>2Ab#2
Ula,b,2) = { To=D 210 4 O(|1n z|) fir b =2 (7.46b)

I'(a)
fiir Reb < 2

und wir kénnen wegen b > 0 die Losung U(a, b, z) ausschliefien, weil sie der
bereits in Abschnitt 7.1.1 verworfenen asymptotischen Losung entspricht?
Fiir |z| — oo finden wir das asymptotische Verhalten

z a—b

M(a,b, z) = T(b) (er'z('a) + F((_;:)) (7.472)

Ula,b,z) =..., (7.47b)

wobei der exponentielle Anstieg fiir 2 — oo nicht mit der Randbedingung
fiir p — oo vertréglich ist. Wir schliessen daraus, daf3

1

— =0 7.48
S0 (7.49)

bzw.
a=14+1-v=-n=0,-1,-2-3,.... (7.49)

Dies sind genau die Werte, fiir die die Potenzreihe (7.46a) abbricht, weil
(a)1—q =ala+1)...(a+(1—a)—1)=0 (7.50)

und M (—n/, b, z) ist ein Polynom in z vom Grad n'.

2Die Spezialfille der Entwicklung von U (a, b, z) fiir Reb < 2 bendtigen wir nicht!
3Dieses Argument gilt strenggenommen nur fiir 1/T'(a) # 0, aber fiir 1/T'(a) = 0
unterscheiden sich U und M als Funktion von z nur durch einen Normierungsfaktor.
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7.2.2  Hauptquantenzahl
Weil [, —n' € Ny, ist die Hauptquantenzahl

n=v=n+4+l+1eN (7.51)

und wir finden die Quantisierungsbedingung

Ze? ,u
_ —_ = = N . 2
o °F. v=mn¢€ (7.52)
bzw.
e? 2,u 1 Z% e? 2me
E,=—|7—) t—=—5— — ] = 7.53
( 47rh> 2n2 nZm, (47rh) 2 (7.53a)
—_———
= 1Ry ~ 13.6eV
mit
neN (7.53b)
[=0,1,2,...n—1. (7.53¢)

m. die Masse des Elektrons und p = m.(1 + O(me/mkem)) die reduzierte
Masse.
(7.54)
7.2.8 Termschema

‘Vorlesung 19: Fr, 05.07. 2019‘

Die moglichen Zusténde sind in Abbildung 7.1 zusammengefasst. Dabei
wurde die iibliche spektroskopische Notation aus Hauptquantenzahl und ei-
nem Buchstaben (s, p, d, f, ...) fiir die Drehimpulsquantenzahl | verwendet.

Wenn der Hamiltonoperator die vollstindige Beschreibung der Welt wére,
wéren alle Zusténde stabil. Weil es aber weitere Wechselwirkungen, insbe-
sondere mit dem elektromagnetischen Feld, gibt, kénnen diese Ubergénge
zwischen den Zustdnden vermitteln und die Energiedifferenzen E,, — F,, er-
scheinen als Spektrallinien.
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Ey
Kontinuum
0
E,=E, /16 4s 4p 4d 4f
Ey=E/9 3s 3p 3d
E,=FE/4 2s 2p

Ey = —1Ry| ——1s

Abbildung 7.1: Termschema fiir ein Wasserstoffatom. Die Energieskala ist
nicht mafstdiblich!.

7.2.4  Wellenfunktionen

—1—1)!
= o) (rss)

2+ 2)p T
mit den assoziterten Laguerre-Polynomen
@y €A s onta
L(2) = T (e772") | (7.56)

die die Orthogonalitétsrelation

'n+a+1)
n!

/ dz e 2L (2) L' () = 6
0

m

(7.57)

erfiillen. Damit wird die radiale Wellenfunktion

Un (1) fri(26,7)
ro r

Rnyl(T> =
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(n—1—=1! 2k,7)" o s
=Ny e AR (158)

Weil der Normierungsfaktor NN, ; ohnehin noch bestimmt werden muf, konnen
wir auch kurz

Roa(r) = N 7 LETY (26, m)e " (7.59)
schreiben. Die Orthogonalitétsrelation (7.57) stellt sicher, daf

/ dr 2R (1) Ry 1 (1) = Gy (7.60)
0

und mit der Orthogonalitétsrelation (6.68a) fiir die Kugelflachenfunktionen

/ 7"2d7" /dQ (Rn,l(T)Y}m(e, ¢))* Rn’,l’ (T)}/}/m/(e, ¢) = 5nn/5”/5mm/ . (761)
0

Man konnte sogar auf die explizite Losung der vollen Differentialgleichung
verzichten und argumentieren, daf8 die g, ,(p) aufgrund der asymptotischen
Differentialgleichung bei » — 0 und r — oo Polynome sein miissen, die
aufgrund der Selbstadjungiertheit des Hamiltonoperators zu orthogonalen
Wellenfunktionen fithren miissen. Dies sind genau die assoziierten Laguerre-
Polynome.

Die radiale Wellenfunktion des niedrigsten Zustand ist

2
Rio(r) = Nig Ly (2ir) e ™7 = 27 7ir = e/ (7.62)
K ao
=1
und die zugehorige Wahrscheinlichkeitdichte
4
2 2 2_—2r/a
| Ryo(r)]” = a—gr e 2r/eo (7.63)
hat ihr Maximum am Bohr Radius®
1 h 47h? 1
4 = — —= - (7.64)

ki 2uEy  Ze?
Fiir maximalen Drehimpuls [ = n — 1 finden wir, daf die radiale Wellenfunk-
tion
Rpyn_1(r) oc vV LI (2k,7) e = ¢ Ternr (7.65)
1
keine Nullstellen mit » > 0 hat. Im Allgemeinen gibt es n — [ — 1 Nullstellen
fiir » > 0 und eine bei r = 0 fiir { > 0.

4Der Bohr Radius wird fiir Z = 1 und p = m,, definiert.
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7.2.5 Entartungen

Fiir jedes [ gibt es 2] 4+ 1 entartete Zustdnde mit magnetischer Quanten-

zahl m = —I[,...,l. Damit gibt es zu jeder Energie F, insgesamt®
n—1
d 2+1=n (7.66)
1=0

entartete Zustédnde. Die 21 + 1fache Entartung fiir jede Drehimpulsquanten-
zahl kann man leicht aus der Drehimpulserhaltung

[H, E] ~0 (7.67)
verstehen, weil damit auch die Schiebeoperatoren L.y erhalten sind
[H,Li] =0, (7.68)
die Zustdnde mit verschiedenem m verkniipfen

1
B/I(L+1) —m(m £ 1)
1
B By/I(+1) —m(m 1)
1
N Biy/U(1+ 1) —m(m £ 1)

Hln,l,m+1)=

HL. |n,l,m)

Ly H |n,l,m)

LiE, |n,l,m)=E,|n,l,m+1). (7.69)

Deshalb liegt es nahe, dafl es eine weitere Symmetrie, bzw. Erhaltungsgrofle,
gibt, die die Entartung zu verschiedenen [ erklért. Diese existiert hingt mit
dem Runge-Lenz-Vektor

. PxL-LxP 2z X
B="" T ze A (7.70)
2m 47 |X|
(vgl. Abschnitt 4.2.5 von | ]) zusammen, dessen Komponenten ebenfalls
erhalten sind .
[H, R] —0. (7.71)

Wolfgang Pauli hat die Kommutatorrelationen von H, L und R benutzt,
um das Wasserstoffspektrum rein algebraisch herzuleiten (siehe, z. B., Ab-
schnitt 4.8 von | 1.

*Induktion: n? + (2n + 1) = (n + 1)
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7.3  Streuzustinde

Fir £ > 0 gibt es ein Kontinuum von nichtnormierbaren Eigenzustédnden,
die fiir » — oo nicht abfallen sonder oszillieren. Je nach Wahl der Randbe-
dingungen entsprechen Sie einlaufenden oder auslaufenden Wellen oder einer
Superposition, die die Streuung von Elektronen an einem Kern beschreibt.
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8
(GELADENE TEILCHEN IM
ELEKTROMAGNETISCHEN FELD

Empirisch findet man als Bewegungsgleichung fiir ein Teilchen mit Ladung ¢
und Masse m im elektromagnetischen Feld

By =m0y = gB@.0 + 150 < Baw.y. (5
WEeil in der Elektrostatik
V x E(Z(t),t) =0 (8.2)
gilt, kann man ein Potential ¢ einfithren
E(Z,t) = —V¢(@) (8.3)
Mit
3
[2000] = S 1px ) = I (D) = hBD) (84
folgt fiir
H(P,X) = —P* + q¢(X) (8.5)

d

1P = (oo 4171 T fvin)

o)) = (s | B o) . 80

was wir uns schon bei der Beschreibung des Wasserstoffatoms zunutze ge-
macht haben.
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8.1 Vektorpotential

Fiir das Magnetfeld B kann man kein skalares Potential einfiihren, aber die
homogenen Maxwell-Gleichungen'

~ o 19B, .
VB(Z,t) =0 (8.7b)
werden durch Potentiale (¢, A) mit
-~ . 104
E(Z1) = V(@ 1) — -2z .
(#.6) = Vol 1) - - (i1 (5.52)
B(z,t) =V x A(Z,t) (8.8b)

gelost. Allerdings gilt damit wegen E #* —ﬁgb auch (8.6) nicht mehr. Als
physikalisch richtiger Ansatz® erweist sich

m
mit dem kinetischen Impuls
(P, X,t)=P-1AX,1). (8.9b)
c

Der Kommutator der Komponenten des kinetischen Impulses

—

(P, X0, I,(P, X, 0)] = =2 [P 4;(X.0)] -2 |4(X.0), P}

3 3
q 0A; = q aAz ¥
= — > P X 52 (X, 1) =2 > S (X ) [X, P

k=1 __ihs,, Oz k=1 Oz —ihdy,;
. g 814] — B 8A, =
= 1hc (8% (X,t) o, (X,t)) (8.10)

Tch nutze hier das Einheitensystem vom Heaviside-Lorentz, das die Anzahl der Fak-
toren p, € und 47 in den Maxwell-Gleichungen minimiert.

2Eine systematische Herleitung der sogenannten minimalen Kopplung P P- (q/ c)/f
aus dem Prinzip der FEichinvarianz sprengt den Rahmen dieser Vorlesung und wird in
den Vorlesungen zur Quantenfeldtheorie | , | ausfiihrlich diskutiert. Es stellt
die Grundlage fiir die theoretische Beschreibung aller fundamentalen Wechselwirkungen,
mit Ausnahme der Gravitation, dar.
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verschwindet nicht, wenn das Magnetfeld

Y
Bi(X,t) = e (X :
z( at) Z €ijk 8$j (Xat)7 (8 11)
J.k=1
fir das
’ HA
Z GZ]kB Z Z €ijk€ij K/ 8wk (Xa t)
]/

=1 j k=1 i=1
————
= 0jj Ok — Ojk O

Ak, = 0A,;
= 25X, 1) - =X A2
5o X0 = 52K 0 (312

gilt, nicht verschwindet
3
— — — — . q —
[H,-(P, X, ), IL(P, X, t)] =ihd S e uBuX ). (8.13a)
C

Andererseits sind die Vertauschungsrelationen von Ort und kinetischem Im-
puls die gleichen

[Xi, In,(P, )Z',t)] = [X,, P}| = ihdy;, (8.13b)

wie die von Ort und kanonischem Impuls. Damit

3 .
H ih
[(X;, H] = (X H = —1II, 14
19 Z (2 m 7 (8 )
j=1 _1716,] \\/
=111,
und
13
- 2
1L, H] = o jEZl 1, TI5] + q 11, ]
1< 1 23
j=1 j=1

3

h ihg )
= 3 D Bl e > el Bt g 12X 22 (21

oz,
jk 1 ]k 1 J=1
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. 3
ih .
= _C] E €ijk (BkHJ + H]Bk) - 1ﬁq

2mece -
Jik=1

99

8&&@@%)

bzw. als Vektoren zusammengefasst

i) = M (G B Boil) +ingd+n2%0 . (3.6)
2me c Ot

Die explizite Abhéngigkeit einer Observable O(t) von einem externen Zeit-
parameter, mufl sowohl im Heisenberghild

dO 1 00

M= 00 HOl+ (). (8.17)

als auch im Ehrenfest Theorem (2.200) im Schrodingerbild
S w0l = (s 0w, 1Ol wo) + (w0 Fw|ew)
8.

durch einen Zusatzterm beriicksichtigt werden. Damit ergibt sich

%:% [X',H] :%ﬁ (8.19a)
=[]+ O = st (I B-Bxii)+qf  (s100)
bzw
(o] K[e) = - (v ) (8.202)
S (oo = 5 (v (T x B~ B x10)[s(0)) +a (60| Elv)
(8.20D)

was als eine quantenmechanische Analogie der Lorentz-Kraft (8.1) mit I /m
als Geschwindigkeit verstanden werden kann.

8.2  FEichinvarianz

-,

Eine Merkwiirdigkeit der Potentiale (¢, A) ist, dafl sie nicht eindeutig sind.
Die gemeinsamen FEichtransformationen der Potentiale

(0~ () - (50~ (8 e

81
~
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andern weder das elektrische

. 1A ~ 120w 104 10Vw

/A r_= _ [ v At e e
B=-Vo-C VOr Var oot e o
=V
. 104
=—-Vo—-—=F (822
c ot (8:222)
noch das Magnetfeld
B O x A =V x A4 xGwFx A= 5. (5.22b)
=0
Allerdings dndert sich der kinetische Impuls
=P - 94-pP 24 99,=1i— —Vw (8.23)

C C C

| Vorlesung 20: Mo, 08.07.2019|

genau so, daf} eine ortsabhdngige Phasendrehung
[9) = [) = UK, 1) [9) = e [y)) (8.24)
mit
V(@) = (@) = ¢'(F) = (@) = (@e'i=E )
= B0 (7]y) = e By(7)  (8.25)

auch auf Zusténde der Form II 1)) wie eine ortsabhingige Phasendrehung
wirkt

H’ W (X t) W) — kW w(X,t) e w()?,t)ﬁ/e%w(i,tz W’>
=Ii’'— 'i[w\(r)?,t),ﬁ’]—&-.“

— i) (H'+ 450X, t)) W) = UX, I |[¢) (8.26)

und somit fast® immer unbeobachtbar bleibt. Weil einerseits

1 — —
1|y = 5 T [0) + 0/ (F,0) )

3Siehe Abschnitt 8.5!
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—U(R ) 1 ) + qUR, )¢ (X, 8) [ )

2m
= UR, 0 o)~ UR 02 2(% 0wy (s27)
und andererseits
d 0
1) =G UCE0) ) = UK i 10} + (00 (R.0) 10
= UK i [0y~ UE I8 1) 0y (329
gilt, finden wir
(15%—H’) W) = UK, )(1%—}1) ) (8.29)

dafl Losungen der SG mit H in Losungen der SG mit H' transformiert werden.

8.3  Wahrscheinlichkeitsstromdichte

In der Wahrscheinlichkeitsstromdichte (4.47) muf} in der Gegenwart von ma-
gnetischen Feldern ebenfalls die Ersetzung

= 1 = = = 'q 1T >
Ipoli= iy 8.30
V=P fi=V - L (3.30)
gemacht werden
- h = - q 2
— _ v * [ = — . — * (= . —A — — 2
J@ 1) = 5= (W@ OVEE D) — $(E OV (1)) — -~ A@(E )
(8.31)
damit die Kontinuitédtsgleichung (4.49) gilt.
8.4 Normaler Zeeman-Effekt
Ein homogenes Magnetfeld B kann mit dem Vektorpotential
— 1 —
A(Z) = §B X T (8.32)
beschrieben werden. Der Hamiltonoperator nimmt dann die Form
1=, 1 |= N
H=_—T12=_— | p_14 (A + PA) ) (8.33)
2m 2m c c?

— —
BL
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an, wobei benutzt wurde, dafl im paramagnetischen Term

3
:§<B><X>P:§ ) eijkBijE:§B<XxP> -
ijk=1

BL = PA

DN | —

(8.34)
wegen der Kreuzprodukte keine Paare von nicht-vertauschenden Orten und
Impulsen auftauchen. Der diamagnetische Term

3

> 1 1 (52 —

AA= Y apcanBXiBiX, = (BQXQ - (BX) > (8.35)
i,5,k,l,m=1

kann bei moderaten Magnetfeldern wegen des Vorfaktors (g/c)? vernachléssigt

werden. Wenn die iibrigen Wechselwirkungen nicht von der Richtung abhéngen,

kénnen wir das Koordinatensystem so legen, dafl

B =é&B; (8.36)
und damit
1 — — 1 —, — q
H=—1*+V(X|)=—P*+V(|X|) —=—DBsLs . 8.37
g+ VIR) = P e VIR) LBl (0
— H, — H,
Weil weiter
[Ho, Ls] = [Hy, L3] = 0 (8.38a)
[HO,EQ} - [Hl,fﬂ] ~0 (8.38b)
[Ho, H] =0 (8.38¢)
(8.38d)

gilt, konnen wir wieder Eigenfunktionen der Form

wn,l,m(ra 97 ¢) = <7°, 97 ¢|n7 l7 m> = Rn,l,m(r)}/}m(97 ¢) (839)
finden. Aus
HO ‘nal7m> = E?SO) ‘n7l7m> (840)
folgt
4By

H |n,l,m) = Hy |n,l,m) — 2L3 In,l,m)

2p
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B hqB
= E9 |n,1,m) — 2 in,l,m) = EY — M, In,l,m) (8.41)
2uc 2uc

. J

~
= En,m

wobei F, ,, anders als ET(LO) nicht mehr nur von n, sondern auch von der
magnetischen Quantenzahl m abhéngt. Die 2[4 1-fache Entartung fiir jedes [
wird also in dquidistante Multiplets aufgebrochen.

8.5 Aharonov-Bohm-Effekt*

Betrachte die Funktion

—

we(T,t) = /C dg A€, 1) (8.42)

mit dem Integral entlang einer beliebigen glatten Kurve C', die an einem frei
wéahlbaren Punkt 7y beginnt und im Punkt & endet. Dann gilt

Vwe(Z,t) = A(Z, t) (8.43)

unabhéngig von C' und damit
= q 2 i-Lwo(Tt) p(2 i-Lwo(Tt) he —
-V — ZA(Z,t) (e he®C T f(x)) = eV f(T) . (8.44)
i c i

Wenn man die Rechnung, die zu (8.29) fiihrt, wiederholt, findet man formal,
dafl . o
(T, 1) = elne JelSAED gy (7, 1) (8.45)

die SG mit Vektorpotential ff(f, t) 16st, wenn der Zustand mit Wellenfunk-
tion 1o(Z,t) die SG ohne Vektorpotential 16st.
Die Losung der SG mit Vektorpotential unterscheidet sich also anschei-

nend von der Losung ohne Vektorpotential nur durch eine (eichabhéngige)
Phase

ol@.t) = 1 [AEAE ). (5.46)
cJo
Allerdings darf man dabei die Abhéngigkeit dieser Phase von der Kurve C

nicht ignorieren. Damit die Wellenfunktion eindeutig ist, mufl diese Phase
fiir eine geschlossene Kurve C' ein Vielfaches von 27 sein

L GEAE ) € 2nZ, (8.47)

he oD

4Tm Sommersemester 2019 aus Zeitgriinden iibersprungen.
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wobei die geschlossene Kurve C' = 0D als Rand einer dazwischen aufge-
spannten Fléche D geschrieben wurde.
Mit dem Satz von Stokes folgt dann

2mhe oo o ~ .
2 [ aAEn - [ o) (9 x i)
/ £ = ®(D) (3.48)

eine Quantisierungsbedingung fiir den magnetischen Fluff ®(D) durch die
Fliche D. Weil die Flache D und damit der Flufl in einem einfach zusam-
menhéngenden Gebiet kontinuierlich auf einen Punkt zusammengezogen wer-
den kann, ist nur die Losung

VD : (D) =0, (8.49)

bzw.

Vi B(it) =0, (8.50)
erlaubt. Dieses Resultat bedeutet aber nicht, dafl es keine Lésungen der SG
fiir B # 0 gibt, sondern nur, daf§ die Losung (8.46) nur fiir VxA=B=0
unabhéngig von der Wahl der Kurve C' und damit wohldefiniert ist.

Die Situation ist anders, wenn das Gebiet, in dem die Wellenfunktion
nicht verschwindet, mehrfach zusammenhéngend ist, also zum Beispiel ein
(unendlich langer) Zylinder herausgeschnitten ist. Dann gibt es Kurven, die
nicht auf einen Punkt zusammengezogen werden kénnen. Die Wellenfunktio-
nen (8.46) sind Losungen der SG, wenn weiter B(Z,t) = 0 fiir 1(Z,t) # 0,
aber in einem Gebiet D mit ¢(Z,t) = 0 ist ein quantisierter magnetischer

Fluf3
2mhe

®(D) € Z (8.51)

erlaubt, ohne die Eindeutigkeit der Wellenfunktion zu verletzten. Diese Flu3-
quantisierung wird in supraleitenden Systemen beobachtet.

In einem Doppelspalt-Experiment kann man die Strahlen auf den beiden
Seiten eines Zylinders, in dem sich ein Magnetfeld befindet, vorbeifiihren
und wenn das Magnetfeld aulerhalb des Zylinders verschwindet, die Losun-
gen (8.46) verwenden. Dabei seien C, und Cr zwei Kurven mit gemeinsamen
Anfangspunkt fiir den linken, bzw. rechten Strahl. Der durch das Vektor-
potential hervorgerufene Phasenunterschied, wenn die Strahlen sich wieder
treffen,

o= [ a€AEH L [ afAEn =i [ afhEn = o)
(8.52)
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ist eichinvariant und vom Magnetfeld abhéngig. Diese Abhéngigkeit ist im
Interferenzmuster erkennbar, wenn man die Superposition der Strahlen hinter
dem Zylinder auf einem Schirm betrachtet. Obwohl die beiden Strahlen nie®
in einem Bereich sind, in dem das Magnetfeld spiirbar ist, kann eine Wirkung
des Magnetfelds im Interferenzmuster beobachtet werden.

Dieser Aharonov-Bohm-Effekt wurde experimentell nachgewiesen und ist
eines der Phédnomene in der eine nicht-triviale Topologie des Raumes zu
Quanteneffekten fithrt, die in der klassischen Physik unmoglich sind.

°Im Eperiment ist es schwierig sicherzustellen, dal das Magnetfeld im Zylinder bleibt
und die Wellenfunktion nicht in den Zylinder eindringt.
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— 09—

SPIN

Im Abschnitt 6.4 hatten halbzahlige Spins fiir den Bahndrehimpuls verwor-
fen, weil die Wellenfunktionen sonst bei Drehung um 27 das Vorzeichen
wechseln wiirden. Trotzdem sind in der Natur Systeme mit halbzahligem
Spin realisiert und in Kapitel 2 hatten wir die entsprechenden experimen-
tellen Ergebnisse zur Motivation den quantenmechanischen Formalismus mit
Zustanden und Observablen in Hilberrdumen benutzt.

Wir sind also gezwungen, die Existenz von inneren Spin-Freiheitsgraden
zu akzeptieren, die fiir Spin s durch Vektoren in einem abstrakten 2s + 1-di-
mensionalen Hilbertraum beschrieben werden. Dabei findet man, dafl es auch
ganzzahlige Spins gibt, die man als inneren Freiheitsgrad vom ganzzahligen
Bahndrehimpuls unterscheiden muf. Empirisch findet man, dafl Elementar-
teilchen Spin 0 (Higgs), Spin 1/2 (Elektronen und Quarks) und Spin 1 (Pho-
tonen und andere Eichbosonen) haben. Zusammengesetzte Systeme (Meso-
nen, Baryonen, Atome, Molekiile) konnen beliebigen Spin haben.

9.1 Zustinde und Wellenfunktionen
Der Hilbertraum H fiir ein Teilchen mit Spin s ist also das Tensorprodukt
H = HBn o N (9.1)

wobei der Spin-Anteil durch einen endlichdimensionalen Hilbertraum und
der Bahn-Anteil durch quadratintegrable Wellenfunktionen

H) = CHl (9.2a)
HBahn =~ 12(R3, %) (9.2b)
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beschrieben wird. Die Vektoren |¢) € ‘H ensprechen vektorwertigen Funktio-

nenl

1/} . R3 N C2S+l
w%(ff))
For) = | (99)
77/}_5+1(l‘)
Y_s(z)

mit dem inneren Produkt
Wlo) = [da 3 vi@on(@). (9.6)

Natiirlich beschreiben nicht beliebige Wellenfunktionen in einem Hilbertraum
’Hgﬁffl) einen Zustand fiir Spin s, sondern nur diejenigen, die sich unter
Drehungen wie

) = ) = (UP2(0) © UO@) ) [v) = U (@) ) (9.7)
transformieren, d. h. fiir die Zusténde, die als Produkt geschrieben kénnen
[4) = |v; Bahn) @ [¢; ) = [¢f) = U™ (9) |¢; Bahn) © U (9) |¢; 5) (9.8)

und fiir allgemeine Zustédnde als die entsprechenden Linearkombinationen.
Dabei ist wie schon in (6.13)

UBahn(_') _ e—i@f/h (99)
und . .
U () = e 105/0 (9.10)
I'Mathematisch ist es dquivalent, von ,, Vektoren von Funktionen“
|%s)
‘¢571>
) = : c (HBahn)®(23+1) 9.3)
‘w—s+1>
|%-s)
mit .
Wlo) = D (Ymldm) (9.4)

zu sprechen, aber ,, vektorwertige Funktionen® ergibt die bessere physikalische Intuition.
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die zugehorige unitére (2s + 1) x (2s 4+ 1)-Matrix mit den Matrixelementen
von S aus (6.50) fiir L mit [ = s und insbesondere fiir Spin 1/2 die 2 x 2-
Matrizen S = ha /2, also

U2 (§) = 109/2 (9.11)

mit den Pauli-Matrizen &.
Wir konnen nicht-normierbare Basiszustande

Z,s,m) = |T) @ |s,m) (9.12)
mit
(Z,s,m|T, s m') = 0*(& — T') 05 O (9.13a)
X |2, s,m) = Z|Z,s,m) (9.13b)
S?|Z,s,m) = h*s(s + 1) |7, s,m) (9.13c)
S3 | &, s,m) = hm | T, s,m) (9.13d)

definieren. Diese transformieren sich wie
Z,5,m) > U |Z,s,m) = UP |2) @ U |5, m)

=[RT)® YUY |smy= Y UL, |RTs,m') (9.14)

wobei R die in (6.3) definierte orthogonale 3 x 3-Drehmatrix ist. Der Para-
meter § wurde zu besseren Lesbarkeit unterdriickt.

| Vorlesung 21: Fr, 12.07.2019|

Damit konnen wir Wellenfunktionen

wm(f) = <f73’m|¢> (9'15)

definieren und den Zustand als

W= Y /d% U (T) | T, 5, m) (9.16)

m=—s

schreiben. Das Transformationsverhalten der Wellenfunktionen unter Dre-
hungen ergibt sich damit als

Un(&) = (T, 5, mlp) = (5, m|U ) = @IUT|Z, s,m)" =
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= Y UL (RTE s ) = Y e (RTDUS, (9.17)
bzw. )
V(@) = (U) (@) = Y G (RTDUS), (9.18)

Zur Kontrolle der Rechnung kann man sich leicht von der Gruppeneigenschaft

s

(U1Ut) (@) = Y (Uath)ur (RT DU,

m/'=—s

= Z wm//(Rgllelf) Ul(i')n”m’Ué,izz’m

m/ m'’=—

= Y G (RuRe) D) (U US ) (9.19)

iiberzeugen. .
Die Drehungen des Gesamtsystems werden vom Gesamtdrehimpuls J er-

zeugt. Dieser mufl sowohl den Bahn- als auch den Spin-Anteil drehen

e—i@f/h _ U(é’) _ UBahn(é') ® U(s)(e_’) _ e—i?ﬂ/h ® e—i§§/h' (920)
Wenn wir beide Seiten in @ entwicklen
i

1170w = (1 20w ) o (1 L5+ o)

05 + O0(6?) (9.21)

ST

:1@1—#@@1—1@1

St

finden wir durch Koeffizientenvergleich
J=L®1+1®8S. (9.22)
Diese Formel wird in der Literatur oft als
J=L+8 (9.23)

abgekiirzt, wobei impliziert wird, dafl L nur auf die Ortsabhéangigkeit wirkt
und S nur auf die Spin-Komponenten. Insbesondere vertauschen alle Kom-
ponenten von Bahndrehimpuls und Spin

[Li, S;] =0 (9.24)



Thorsten Ohl 2019-07-26 10:56:58 +0200 Ohne Gewdhr! 145

weil sie in verschiedenen Réumen wirken
(L;®1) (1® Sj) =(L; ® Sj) =(1® S;)(Li®1). (9.25)

Man {iberzeugt sich damit leicht davon, dafl die Komponenten des Gesamt-
drehimpulses wieder die gleichen Vertauschungsrelationen

3
[Ji, Jj] = izﬁijkjk (9.26)

k=1

haben.

9.1.1 Spinprdzession

Man findet empirisch, daf§ der Spin ebenso wie der Bahndrehimpuls an ein
auferes Magnetfeld koppelt. A priori gibt es keinen Grund, dafl die Kopp-
lungsstérke gleich grof§ ist oder auch nur das gleiche Vorzeichen hat. Daher
miissen wir einen beliebigen reellen g-Faktor zulassen

H=-18._- 15 <E + g§> . (9.27)
2uc 2uc

In der Tat findet man fiir Elektronen g = 2, was erst durch die relativistische

Beschreibung mit der Dirac-Gleichung erklart wird.

Der Hamiltonoperator fiir einen lokalisierten Spin im homogenen Magnet-

feld ist also b
H=rE1- 5 (9.28)
4dpc
und fiihrt, wie schon in Abschnitt 2.7.1 sowie in den Ubungen diskutiert, zu
einer Prézession des Spins um die Richtung des Magnetfelds.

9.2 Addition von Drehimpulsen

In rotationsinvarianten System vertauscht der Hamiltonoperator mit dem
Gesamtdrehimpuls und nicht notwendig mit dem Bahndrehimpuls oder dem
Spin:
[H,J] =0 (9.29)
aber
[H,L] #0+# [H,S]. (9.30)

Deshalb werden wir gemeinsame Eigenzustdnde von Hamiltonoperator und
Gesamtdrehimpuls finden, aber die Eigenzustdnde von Bahndrehimpuls und
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Spin sind im Allgemeinen keine Eigenzustéinde des Hamiltonoperators, also
auch keine Losungen der stationédren SG.

In praktischen Anwendungen mufl man nicht nur einen Spin und einen
Bahndrehimpuls addieren, sondern, z.B. bei Atomen mit mehr als einem
Elektron, auch zwei oder mehr Spins. Wir betrachten also sofort den allgemei-
nen Fall der Addition von Drehimpulsen /; und Iy, die beide halb oder ganz-
zahlige Werte haben kénnen. Die 21;+1-dimensionalen Hilbertraume ), die
die Teilsysteme beschreiben, werden also von Vektoren {|l;, m;) }im,=—t; —1,41....:

aufgespannt, die Eigenvektoren der Drehimpulse der Teilsysteme

(E@)2 Ly ms) = B2l + 1) |1y ms) (9.31a)
LY 1, mg) = hmg | 1, my) (9.31b)
sind. Wir suchen im Hilbertraum des zusammengesetzten Systems
H=H"WgH" (9.32)
nach ,,Eigenzustinden des Gesamtdrehimpulses*
L=ILY®1+1®L?® (9.33)
d. h. nach gemeinsamen Eigenzustéinden |I,m) von L? und L
L2 [l,m) = B+ 1) |1, m) (9.34a)
Ls|l,m) = hm|l,m) . (9.34Db)

Eine Basis des Hilbertraums des Gesamtsystems bilden die (2/; +1)(2ls + 1)
Vektoren

(9.35)

----- i

und wir konnen

I lo
‘l,m>: Z Z \ll,ml;lg,m2><l1,m1;l2,m2]l,m> (936)

m1=—1l; ma=—l2

schreiben. Die Clebsch-Gordan-Koeffizienten (ly, mq;ly, ms|l,m) sind tabel-
liert. Die Lektiire der einschlidgigen Tabellen verlangt aber das Verstiandis
der Phasenkonvention der Autoren und zumindest in einfachen Systemen ist
es leichter, die Koeffizienten auszurechnen, als sie aus der Tabelle abzulesen
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9.2.1 Clebsch-Gordan-Reihe
Die 3-Komponente des Gesamtdrehimpulses ist
Ly=L"®1+1® LY (9.37)
und ihre Wirkung ist in der Basis (9.35) trivial
L |l1,my;la;ma) = R(my + ma) |11, my; la;me) . (9.38)

Daraus schlieflen wir, daf jeder Zustand |l,m) eine Superposition von Zu-
standen |ly,myq;ly; me) mit mq + mg = m ist. Die Schiebeoperatoren fiir den
Gesamtdrehimpuls sind

Li=LY®1+10 LY (9.39)

und ihre Wirkung ist in der Basis (9.35) beinahe ebenso leicht auszurechnen.

Der Zustand |ly,11;1s; 1) wird von beiden LS? vernichtet und deshalb auch
von Ly

L+ ‘ll,ll;lg;l2> =0. (940)

Also muf |11, 13;12;13) eine Superposition von Zustdnden sein, bei denen die
3-Komponente des Gesamtdrehimpuls maximal ist

[l s los o) = Y e, |11 (9.41)
l

WEeil aber gleichzeitig
Ls |ly, 11510510y = R(ly + 1) |11, 11; 125 1o) (9.42)
gilt, muf} bis auf eine frei wiahlbare Phase
1, b oy o) = |l + 1oy 1y + 1o) (9.43)

gelten. Durch wiederholte Anwendung von L_ finden wir die ersten 2(l; +
l2) + 1 Eigenzusténde

{m+thug=uhmhwm

L+l +1—1 L_ |l + 15,1 +1
1+l 5+ 1o ) X 1+l L+ ), (9.44)

ey

[l oy b = Do) o L [l + b =y = lp 4+ 1) o |1y, ~li i~} |
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Die Anwendung der Formel (6.43) fiir die Wirkung von L$ ), Lg ) und L,

h\/(ll +h)(lh+lb+1)—(L+l)(L+l—=1) |+l + 11— 1)
=L_ ‘ll + lz, ll + l2> =L_ ‘ll, ll; lg, l2>
=/l + 1) = L(l = 1) |1y, — 151y, 15)
+ B/ lo(ly + 1) — Io(ly — 1) |1y, 13519, 1y — 1) (9.45)

fithrt auf
oyl I — 1) = ) [l = iy bo) 4+ 42 [ by Iy — 1)
1 2,01 2 - l1+l2 1,01 y V2,02 l1+l2 1,015 02,02 .

(9.46)
Die erneute Anwendung von L_ fiihrt im allgemeinen Fall zu immer kompli-
zierteren Ergebnissen. In der Praxis, wenn mindestens eines der [; klein ist,
bleiben die Rechnungen aber iiberschaubar?.

Offensichtlich gibt es einen weiteren Zustand |¢) mit m = [; + s — 1, der
auf |l + ly,l; + [ — 1) orthogonal steht. Weil es keinen Zustand mit m >
1 + 15 gibt, kann es auch keinen Zustand mit [ > [; + [5 geben. Deshalb mu$,
bis auf eine frei wiahlbare Phase,

V) =[h+lb—14L+1L-1) (9.47)

sein. Durch 2(l; +1; —1)-fache Anwendung von L_ finden wir die 2({; +15) —1
Zustédnde mit [ = [; 4+ I, — 1. Falls [, = 1/2, haben wir so schon alle

2 +1/2) +1+2(L —1/2)+1= (2, +1)2 = (2, + )2 + 1) (9.48)
Zusténde gefunden. Falls nicht, gibt es einen dritten Zustand mit m = [; +
lo—2der auf |l; + o, 11 + 1o — 2) und |l; + l5 — 1,11 + I — 2) orthogonal steht
und bis auf eine Phase, [l; + 5 — 2,11 + [z — 2) sein muf.

Aufgrund von

L1412
> o@+1)=(2h+1)2h+1), (9.49)
I=|l1—ls|

wie man leicht durch doppelte Induktion nachweisen kann, endet dieser Pro-

zess bei | = |l; — [3| und wir finden die Clebsch-Gordan-Reihe

I+l
H=HWeH" = H (9.50)
1=|l1—lo|
fiir die Zerlegung des Hilbertraums des Gesamtsystems in Unterrdume mit
festem Gesamtspin.

2. .. und klausurrelevant . ..
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9.2.2 Beispiel: 202=3+1

Der einfachste Fall ist die Kopplung zweier Spins mit I; = [y = 1/2, wie sie,
z.B., fiir die Hyperfeinstrukturwechselwirkung von Elektron und Proton im
Wasserstoffatom bendtigt wird. Die Clebsch-Gordan-Reihe (9.50) ergibt

H=HDoHVD =3O aHO (9.51)

also ein Triplett mit Spin 1 und ein Singulett mit Spin 0. Wir beginnen die
Konstruktion der Drehimpuls-Eigenbasis im (" mit dem Zustand mit dem
maximalen Eigenwert von Lj

11,1) = [1/2,1/2) ® [1/2,1/2) = |1/2,1/2:1/2,1/2) . (9.52a)

Durch einmalige Anwendung von L_ auf beiden Seiten erhalten wir die sym-
metrische Kombination
1

112
VoA NG

und durch erneute Anwendung von L_ auf beiden Seiten den dritten Zustand

11,0) = —1/2;1/2,1/2) + — [1/2,1/2:1/2,—1/2)  (9.52b)

1, —1) = |1/2,-1/2;1/2, —1/2) . (9.52¢)

Wenn, wie in diesem Fall, Iy = I, = [, dann wirkt L_ im Produkt H® @
HY immer symmetrisch und weil der Ausgangszustand |1,1) ® |1, 1) ebenfalls
symmetrisch ist, miissen alle Zustéinde mit maximalem Gesamtdrehimpuls 2/
symmetrisch sein.

Der verbleibende Zustand |0, 0) ist der Zustand mit m = 0, der auf |1,0)
orthogonal steht

1 1
V2 V2

Er ist antisymmetrisch unter Austauch der Komponenten.

0,0) = — [1/2,—1/2;1/2,1/2) 1/2,1/2;1/2,-1/2) . (9.53)

9.8 Spin-Bahn-Kopplung

In der Beschreibung des Elektrons im Wasserstoffatom mufl der Spin-Frei-
heitsgrad beriicksichtig werden. Die korrekte relativistische Beschreibung mit
der Diracgleichung enthiillt einen Spin-Bahn-Kopplungsterm

e 1d¢, ==
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der als Kopplung des Elektronenspins S an das von der Bahn des Elektrons
induzierte Magnetfeld B L interpretiert werden kann. Die Komponenten
von Spin S und Bahndrehimpuls L vertauschen nicht mit Hgspg und |n,l,m)®
|s,ms) sind keine Eigenzustdnde des Gesamthamiltonoperators. Wenn wir

aber
E§:%<(i+§)2—i2—§2) (- (9.55)

mit dem Gesamtdrehimpuls J = L + S schreiben, sehen wird, daf J2, Js, L2
und S? miteinander vertauschende Observable sind, die miteinander und mit
dem Hamiltonoperator vertauschen, also erhaltene Quantenzahlen, bzw. ., gu-
te Quantenzahlen, sind:

h2

— U+ —=ll+1)=s(s+1))]|j,m) . (9.56)

Mit den Néherungsmethoden aus dem néchsten Kapitel konnen wir den Ein-
flul der Spin-Bahn-Kopplung auf das Wasserstoffspektrum berechnen.
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10

NAHERUNGSMETHODEN

| Vorlesung 22: Mo, 15.07.2019

Leider kann nur eine verschwindende Minderheit der physikalisch interessan-
ten Hamiltonoperatoren diagonalisiert werden, d.h. man kann durch analy-
tische Rechnung keinen vollstindigen Satz von Eigenvektoren konstruieren,
obwohl mathematische Theoreme dessen Existenz garantieren.

Einen Ausweg bietet die Suche nach ndherungsweisen Losungen der SG
oder der stationdren SG. Hierbei identifiziert man einen kleinen Parameter
und entwickelt die Losungen nach diesem Parameter.

10.1 Zeitunabhdngige Storungstheorie
Eine wichtige Methode zerlegt den Gesamthamiltonoperator
H = Hy+ \H; (10.1)

in einen ,freien* Hamiltonoperator Hy und eine , kleine“ Storung A\H;, deren
Stirke im Prinzip' durch den reellen Parameter )\ gesteuert werden kann.
Die Zerlegung wird so durchgefiihrt, dafi die Eigenwerte und Eigenvektoren
von Hj vollstédndig bekannt sind

Hy |n;0) = E©) |n;0) (10.2a)
(n;0|m;0) = dpm (10.2b)
> " n;0) (n;0] =1. (10.2¢)

n

Daf3 es nicht immer leicht oder auch nur moglich ist, ein analytisch diagona-
lisierbares Hy zu finden bei dem AH; ,klein ist“, liegt auf der Hand ...

IEs ist nicht erforderlich, da8 der Parameter A im Experiment manipuliert werden kann!
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Es gilt nun die volle SG
H|n) = (Hy+ \Hp) |n) = E, |n) (10.3)

zu l6sen, indem man die ,,gestérten Eigenwerte und Eigenvektoren in Po-
tenzen von A entwickelt

E, =Y NE{'=E" + AE() + XE + O(\*) (10.4a)
=0

) =) N |nsd) = [n;0) + An; 1) + A [n;2) + O(N%). (10.4b)
=0

Es erweist sich als sinnvoll, den gestorten Zustand |n) nicht mit (n|n) = 1
zu normieren, sondern stattdessen

(n;0|n; 1) = dg; (10.4c)
zu fordern, was zu
(n;0|n) =1 (10.5)

dquivalent ist. Falls der normierte Zustand |n) bendtigt wird, kann man die
Normierung nachtraglich durchfiihren. Ein Koeffizientenvergleich der Poten-
zen von A in (10.3) fithrt auf

A0 Hy |n;0) = E©) |n;0) (10.6a)
AL Hy |n;1) + Hy [n;0) = E© |n; 1) + EY |n; 0) (10.6Db)
P Hy |n;2) + Hy |n; 1) = E® |n;2) + BV |n; 1) + E@ |n;0)
(10.6¢)
k
Ni Hylnsk)+ Hrnik—1) =Y EV [nik —1) (10.6d)
1=0

Unter den Gleichungen (10.6) liefert (10.6a) keine neue Information. Das
Skalarprodukt der Gleichung (10.6b) mit (m; 0] liefert

(m; 0| Ho|n; 1) + (m; 0| Hyn; 0) = B (m; 0[n; 1) + ESY (m; 0n; 0) , (10.7)
—————
=E) (m;0[n;1)
also

(B — B (m; 0[n; 1) + (m; 0|Hy|n; 0) = EW (m; 0[n; 0) . (10.8)

m n
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10.1.1 Nicht-entartete Storungstheorie

(0)

Zunachst beschréanken wir uns auf den Fall, daf alle £y, unterschiedlich sind

Vn #m: B £ EU (10.9)

Das ist zwar nicht der allgemeine Fall, aber eine Entartung erfordert beson-
dere Mafinahmen, die fiir das erste Verstdndnis hinderlich sind.

Aus Spezialfall m = n von (10.8) man man direkt die Anderung der
Energie in erster Ordnung ablesen

EW = (n;0|H;|n;0) . (10.10)
Die Fille m # n
(B — B9 (m;0n; 1) + (m; 0|Hy|n; 0) = 0 (10.11)
fithren hingegen auf
;0|Hy|n; 0
(m;0ln; 1) = _ {m; O Hy|n: 0) (fiir m # n) (10.12)

EY —EY

und nach Einschieben einer Zerlegung der Eins die Anderung des Eigenvek-
tors

n;1) =Y [m;0) (m;0[n; 1) = [n;0) <n'0!n' 1)+ > |m;0) (m;0[n; 1)

m#n
0|Hp|n; 0
Im %’ (10.13)
m;n 70 _ g

sofern die Summe konvergiert, die Matrixelemente (m; 0| H7|n; 0) also fiir m —
oo hinreichend schnell abfallen.

Wenn wir uns in zweiter Ordnung auf die Anderung des Eigenwerts be-
schrénken, geniigt es das Skalarprodukt der Gleichung (10.6¢) mit (n; 0] zu
berechnen

:E,(LO)<n;O|n;2>:0
——
(n; 0|Ho|n; 2) + (n; 0|H1|n' 1)
= B9 (n;0[n;2) +EWY (n;0[n; 1) +E@ (n;0|n;0), (10.14)
=0 =0 =1

also
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bl 1) — 3 Gy 5000
B = {nsOlHylni 1) = = 3 (s O fifm; 0) =

m#n

H
-3 [(m; 0| f|n(0()]>’ . (10.15)

sofern die Summe konvergiert. Wenn |0;0) der ungestorte Zustand mit der
niedrigsten Energie ist, also

Vn#0:E” > B (10.16)
haben alle Terme in (10.15) das gleiche Vorzeichen und wir finden
E® <0. (10.17)

Die Energie des Grundzustandes wird also in zweiter Ordnung immer abge-
senkt. Zusammengefasst haben wir gefunden

|(m; 0| Hyn; 0)|?

+ON\)  (10.18a
o0 O (N) (10.182)

E, = E + X (n;0|Hy|n; 0) — \2 Z

m#n

0|H;|n; 0
n) = [n;0) = A > m % +O(N2) (10.18b)
m#n n

und die Berechnung héherer Ordnungen erweist sich anschlielend als Fleif3-
aufgabe.

Bei der Begriindung der Storungstheorie wurde angenommen, daf die
Storung AH; in einem geeigneten Sinn , klein“ ist. In den Gleichung (10.18)
fallt aber auf, dal beinahe entartete Zustinde mit |E£5) - E7(10)| — 0 zu
beliebig groflen Storungen fithren, die die Giite der Approximation in Frage
stellen kénnen. Neben der Stéarke der Kopplung zwischen zwei ungestorten
Zustédnden A (m;0|Hy|n;0), spielt die Separation ihrer ungestorten Energien
eine ebenso wichtige Rolle.

Zusatzmaterial (nicht Teil der Vorlesung):

Man darf tibrigens nicht erwarten, daf3 die Storungsreihe einen endlichen Konvergenz-
radius in A hat. Im allgemeinen ist die Storungsreihe eine asymptotische Reihe in A,
die nicht konvergiert, deren erste Terme aber oft eine gute numerische Approximation
liefern konnen. Ein extremes Negativ Beispiel sind Funktionen der Form

flz)=e"7, (10.19)

deren Taylorentwicklung um z = 0 verschwindet, die aber selbst nicht verschwindet.
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10.1.2  Entartete Stérungstheorie

Bei der Weiterverarbeitung von (10.8) hatten wir vorausgesetzt, daf alle

ungestorten Energien EN verschieden sind. In der Tat tauchen in (10.18)
Terme der Form
{m; 0| Hi|n; 0)
EY — EY

auf, die fiir EY = B nicht definiert sind. Die Losung dieses Problems be-
steht darin, von einer Basis {|n;0) },,—0,1,.. der entarteten ungestorten Zustande
mit

(10.20)

(m;0|Hy|n;0) # 0 (10.21)

zu einer Basis {|n;0)},—01,.. zu wechseln, in der
(m; 0'|H|n; 0" o O (10.22)

gilt. D. h., man diagonalisiert den Hamiltonoperator in jedem entarteten Un-
terraum. Wenn die entarteten Unterrdume klein genug sind oder der Hamil-
tonoperator in dem Unterraum besonders symmetrisch ist, kann? dies analy-
tisch ohne weitere Naherungen gelingen. Anschlielend kann man statt (10.18)
die Formeln®

2
_ (0 . . 2 [(m; 0| Hi|n; 0)] 3
E, =E" + X(n;0[H;[n;0) = X* Y~ O 50 +O(N?)
m:ED #EY " "
(10.23a)
:0lHyn; 0
=m0y = S g0y O 0) +ON)
m:EW #EY Em” = En

(10.23b)

benutzen, in denen nur iiber mit dem ungestérten Zustand nicht entartete
Zustdande summiert wird, weil die Matrixelemente der Storung fiir entartete
Zusténde verschwinden.

10.2  Zeitabhdingige Storungstheorie

Wir zerlegen wieder den Gesamthamiltonoperator

H(t) = Hy + NH, () (10.24)

2. .. aber muB nicht!

3Herzlichen Dank an Stefan Beyl fiir den Vorschlag, die Formeln (10.23) auszuschreiben
und nicht nur auf (10.18) zu verweisen.
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in einen freien Hamiltonoperator Hy und eine kleine Storung AH;(t), die
diesmal zeitabhéngig sein darf. Die Zerlegung wird wieder so durchgefiihrt,
daB die Eigenwerte und Eigenvektoren von Hj vollstéindig bekannt sind*

Hy |n) = E, |n) (10.25a)
<n‘m> = Onm (10.25b)

> In)(n| =1, (10.25¢)
Die Zeitabhéngigkeit von Hj(t) kann dabei sowohl durch die Kopplung an

ein externes klassisches System als auch durch den Wechsel in das Wechsel-
wirkungsbild entstehen.

10.2.1  Wechselwirkungsbild
In Abschnitt 3.2.7 hatten wir angedeutet, dal man neben dem

e Schridingerbild mit

— konstanten Observablen Ag und
— zeitabhéngigen Zustanden |¢g(t)) = U(t,to) [¥(to))

und dem
e Heisenbergbild mit

— zeitabhingigen Observablen Ay (t) = UT(t, to) Ax(to)U(t, o) und

— konstanten Zustinden [1y)
auch noch das
o Wechselwirkungsbild mit

— zeitabhéngigen Observablen Ay, (f) und
— zeitabhédngigen Zustanden |y (t))

verwendet. Im Schrédinger- und Heisenbergbild ist der Zeitentwicklungsope-
rator eine Losung der SG

ih%U(t, to) = H(U(t, to) (10.26a)
Ulto, t0) =1, (10.26b)

4Diesmal konnen wir auf die Indices 0 verzichten.



Thorsten Ohl 2019-07-26 10:56:58 +0200 Ohne Gewdhr! 157

die im Fall eines konstanten H geschlossen als
Ult,ty) = e Ht0)/R (10.27)

geschrieben werden kann. Im Wechselwirkungsbild wird nur der freie Teil H
des Hamiltonoperators in die Observablen absorbiert

Ay (t) = elHot=t0)/h g, (4)e~Holt=t0)/R (10.28a)

withrend die Wechselwirkung AH;(t) die zeitliche Anderung der Zustéinde
beschreibt

[bw (1)) = Uw (t, o) |w (to)) (10.28b)
IH%Uw(t, to) = )\ijw(t)Uw(t, to) (10280)
Un(to,to) = 1. (10.28d)

Hier ist wichtig, dal der Hamiltonoperator in (10.28¢) im Wechselwirkungs-
bild
Hpw(t) = efolt=t)/h () e~ iHolt=to)/h (10.29)

ausgewertet wird. Dies ist wegen

eiHO(t_tU)/hAne_iHO(t_t())/h — (eiH()(t—t())/ﬁAe—iHo(t—to)/h)n (1030)

automatisch gewéhrleistet, wenn H;(t) ein Polynom oder eine Potenzreihe in
Ort und Impuls ist und diese im Wechselwirkungsbild geschrieben werden.

Um zu sehen, dal die Vorhersagen im Wechselwirkungsbild mit dem
Schrédingerbild iibereinstimmen, bemerken wir, dafl der Zeitentwicklungs-
operator im Wechselwirkungsbild

Uw (t, to) = eHot=0/REr (¢ £)) (10.31)

die SG (10.28¢) 16st:

d . .
ih&Uw(t, 750) _ elHo(t—to)/h (H . HO) U(t, to) — )\elHO(t_tO)/hH[(t)U(t, tO)

= \etHolt=t0)/P () e~ Ho(t=to) /i Ho(=t0) /Ry (¢ 40) = NH |y (1)U (t, 1) .
(10.32)

Wenn die Bilder bei ¢t = t5 aneinander angeschlossen werden

Aw(to) = As = A (10.33a)
Yw(to) = Ys(to) =2 (10.33b)



Thorsten Ohl 2019-07-26 10:56:58 +0200 Ohne Gewdhr! 158

und wir der Kiirze halber t, = 0 wahlen, stimmen alle Matrixelemente iibe-
rein:

(¥s(t)|Aslds(t)) = (|UT(t, 0) AU (¢, 1)[)
_ <w|UT( : )e—lHot/helHot/hA ( ) —iHot/h 1H0t/hU(t O)|¢>
= (|U} (¢,0) Aw () Uw (£,0)[¢) = (o (£)| Aw (1) @w (1)) . (10.34)

Der Ausdruck (10.31) fiir Uy (t,to) ist nur beschrankt niitzlich, weil wir die
Storungstheorie nicht bréauchten, wenn wir U(t,¢y) direkt berechnen kénnen.

| Vorlesung 23: Fr, 19.07.2019

Allerdings konnen wir Uy (t,to) leicht mit einer Reihenentwicklung appro-
ximieren. Das Anfangswertproblem (10.28¢) und (10.28d) ist dquivalent zur
Integralgleichung

t
Uw(t, to) =1 + %/ dr HLw(T)Uw(T, to) s (1035)
to

die man iterieren kann
A t
Uw(t,to) =1 + = / d7'1 HI,W<7—1>
ih Jy,

A\ [ m
+(Fi) /dT1/ dry Hyw (m)Hrw (12)Uw (12, t0) ,  (10.36)
to to
um die Dyson-Reihe

UW(t7 tO)
t

A M2 [ m
=14+ — [ dn Hiw(m) + (—) / dn / dry Hrw(m)Hrw(m2)
h ih to to

1 to

)\ 3 t T1 T2
—+ <—> /dTl/ dTg/ dTgH[’W(Tl)HLw(Tg)HLw(Tg)+O(>\4)
ih to to to
(10.37)

zu erhalten. Die Terme mit hoheren Potenzen von A sind formal hoherer
Ordnung, aber bei der Frage nach der Giite der Approximation mufl man
beriicksichtigen, daf§ die Integrale fiir grofle Intervalle [to, t] auch selbst grofl
werden kénnen.
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10.2.2  Ubergangswahrscheinlichkeiten

Ein System, das zum Zeitpunkt ¢, im normierten Zustand [v¢) war, wird zum
Zeitpunkt ¢ im Zustand Uy (¢, to) |1) sein. Deshalb ist die Wahrscheinlichkeit,
das System zum Zeitpunkt ¢ im normierten Zustand |¢) anzutreffen, das
Betragsquadrat der Ubergangsamplitude

Puso(t,to) = [{Slw () ° = [(o|Uw (L, to) )| - (10.38)

Fiir die weitere Diskussion ist es hilfreich, als konkretes Beispiel eine bei t = 0
eingeschaltete Storung

0 firt<o0
H,(t) = 10.39
1®) {V fiir t > 0 (10.39)

zu betrachten, wobei der selbstadjungierte Operator V nicht explizit zeitabhéngig
ist, aber aus Observablen wie Ort X und Impuls P zusammengesetzt ist und
deshalb im Wechselwirkungsbild zeitabhéngig ist

Hpw(t) = efolt=t)/h (4)e=iHo(t=to)/h (10.40)

Im Fall t5 < 0 erhalten wir bis auf eine Phase das gleiche Resultat wie im
Fall ty = 0, den wir der Einfachheit halber wéhlen. Es ergibt sich dann
als Ubergangsamplitude zwischen zwei normierten Eigenzustinden des un-
gestorten Hamiltonoperators Hy

(mlUw (¢, 0) ) = Gml)+ - [ dm (i () ) + O0)

At , ,
= Opm + E/o dry (m|etlor/my o= tHom /R Ipy L O()\?)

A ¢ .

= Opm + E <m\V|n) /O dr el(Em—En)71/h + O(}\2)

h t

ei(Em*En)Tl/h + O(}\Z)
0

A

A(m|Vn)
By — B,

:5nm_

(elEm=Eat/h _ 1) 1 O(N?). (10.41)
Fiir m # n ergibt sich

Xl
= (Em _ En)2 J ~—

=1-2cos Em—_En)t

(B — 2
pn—)m#n e (Em=En)t/h _ 1

)80 = [l .00}
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_ 2 mlVinl® ) <<Em - En>t)

(Em — E5)? 2h
{m[Vin)* (. ((Bm—E)t\
mit der Bessel-Funktion ]
, sinx
Jolz) = — (10.43)
Als Funktion von
AFE=FE, —FE, (10.44)

betrachtet, fallt p,_ym4,(t,0) schnell ab (vgl. Abbildung 10.1) und die Bei-
trage auBerhalb des Intervalls zwischen den Nullstellen in der Néhe des Ur-
sprungs bei

AFEt
' (10.45)
kénnen vernachléssigt werden. Wenn wir
At=t—ty=t (10.46)

fiir die Zeit schreiben, wahrend der die Wechselwirkung H; eingeschaltet ist,
ergibt sich
AEAt =~ 27h (10.47)
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als Zeit-Energie-Unschirfe. Sie driickt aus, da Uberginge, die die Energie-
erhaltung verletzen nur fiir eine sehr kurze Zeit nicht stark unterdriickt sind.
Sie darf nicht mit der Heisenbergschen Unschérferelation fiir die gleichzeitige
Messung nicht-vertauschender Observabler verwechselt werden.

Aufgrund von

/ da % (Go(kz))? =1 (10.48a)
.k, 2
lim — (jo(kx)) =0 (10.48b)
k—4o0 T 240
gilt
.k 2
Jim = (jo(ka)* = b(a) (10.49)

und wir finden im Einklang mit (10.47) fiir groBe Zeiten Energieerhaltung

2
@) tovoo, T [(MVIm)[” o ( Ew — En

227T

= t\? |(m|V|n)| fa(Em—En). (10.50)

(2)

mosman (t; 0) filr grofie Zeiten linear

Weil die Ubergangswahrscheinlichkeit p
wichst, liegt es nahe, eine Ubergangsrate pro Zeiteinheit

(2)

dpn m#=n
R, () = =7 (1,0) (10.51)
zu definieren, die fiir grofle Zeiten konstant wird
. 2
R (00 = Jim R2 L (8) = X [(m|VIn)[* Z=0(En = B,) . (10.52)

Wenn man die Rechnung in die néchste Ordnung fortsetzt, findet man im
Grenzfall t — +o0o wieder Energieerhaltung zwischen Anfangs und Endzu-
stand

2
2
R R I Bt

(10.53)

aber nicht fiir die virtuellen Zwischenzustinde, iiber die summiert werden

muf}, wenn man zur der Auswertung von V'V eine Zerlegung der Eins ein-

schiebt. Auch hier ist der Beitrag von Zwischenzustéinden mit &hnlicher Ener-

gie verstarkt.
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Zusatzmaterial (nicht Teil der Vorlesung):

Die Konvergenz der Summe {iber k ist iibrigens in keiner Weise garantiert. Wenn die
Summe fiir grofle Ey — E,, divergiert, spricht man von einer Ultraviolett-Katastrophe
und wenn sie fiir gleine Ey — E,, divergiert von einer Infrarot-Katastrophe. Diese sind
ein Zeichen dafiir, dafl Hy in der Zerlegung von H falsch gew#hlt wurde.

10.2.3 Fermis Goldene Regel

Bei nicht normierbaren Zustédnden kénnen wir uns die Energieerhaltung bei
groBen Zeiten zunutze machen, um einen einfachen Ausdruck fiir die Uber-
gangsrate herzuleiten. Die Ubergangsrate von einem Anfangszustand [i) zu
einem einzelnen Endzustand | f) ist

) (00) = N IVIE ZT5(Ey ~ B (10.54)
Im Allgemeinen gibt es viele Zustéinde mit der gleichen Energie, aber un-
terschiedlichen anderen Quantenzahlen, wie Implus oder Drehimpuls. Wenn
diese Quantenzahlen nicht beobachtet werden, muf} iiber alle Zustéinde sum-
miert, bzw. integriert, werden die unter Beriicksichtigung von Erhaltungsétzen
erreicht werden kénnen

RE)(00) = [AE(EQN IV TO(Es — B) = X |AVIDL T o(E).

(10.55)
Dabei ist £y = E; = E und p(E) die Dichte der erreichbaren Zusténde mit
Energie £/ im Hilbertraum. Diese wird auch als Zustandsdichte bezeichnet
und kann in Systemen mit Wechselwirkung eine sehr komplizierte Form ha-
ben. Fiir freie Teilchen kann sie hingegen leicht durch Abzéhlen der Lésungen
der stationdren SG in einem endlichen Kasten bestimmt werden. Sie wéchst
meist mit dem Volumen des Kastens, sodaf8 die Ubergangsrate pro Volumen
eine wohldefinierte GroBe ist. Die Formel (10.55) ist als Fermis Goldene Regel
bekannt.

10.2.4 Harmonische Stérung

Ein weiteres wichtiges Beispiel ist eine harmonische Storung, die, z.B., die
Emission und Absorption von Photonen durch Atome beschreibt

Hi(t) = Ae @t 4 Afelt (10.56)
In diesem Fall ist w die Frequenz des Photons und

A=g|n,l',m') (n,1,m]| (10.57)
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der Operator, der den Sprung eines Elektrons vom Zustand |n,[,m) in den
Zustand |n',l',m’) bewirkt. Fiir die Ubergangsamplitude finden wir diesmal

) A
({0 (0l = 5 [ an (i ()l

At - .
_ F:L/O dT1 <<m|A|n> el(Em—En—hu})Tl/h + <m|AT|n> el(Em—En+hw)7-1/h)

(AR
- Mg 6w

(ei(Emenfhw)t/h _ 1)

J/

=i (1)
Af )
N . <77_1|E |Z>hw (el(Em—En-I—hw)t/h _ 1)) . (10.58)

:ct(t)

Im Betragsquadrat ergeben die quadratischen Terme wieder asymptotisch
linear in t wachsende Terme

e (O 255 ¢ | Aln) 2 22 6By — B — huv) (10.592)
—too 2
|c_(tﬂ2-i—i—é»t|0ﬂ/4hn>F-?§ (B — By + hw), (10.59b)

die zu einer konstanten Ubergangsrate fithren und +Aw in die Energieerhal-
tung einfiigen. Man kann sich leicht davon iiberzeugen, dafl die Interferenz-
terme

ci(t)e—(t) + c(t)ep(t) (10.60)

fiir t — +o00 keine Terme proportional zu t enthalten und deshalb zur Uber-
gangsrate nicht beitragen. Das Endergebnis in zweiter Ordnung A ist also

R (00) = X p(E) (11410 6(By — Br — hw)
+ [GIALNI 8By — By + hw)) . (10.61)

In unserem Beispiel beschreibt der erste Term die Absorption E; +w — Ey
und der zweite Term die Emission F; — Ef + hw eines Photons. Weil die
Zusténde fiir die Photonen nicht normierbar sind, miissen wir in diesem Fall
die Rate noch mit der Zustandsdichte p(E;) multiplizieren, die z. B. durch
Betrachtung der Moden fiir Photonen in einem Kasten bestimmt werden
kann.
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10.3 Variationsprinzip

| Vorlesung 24: Mo, 22.07.2019

Wenn es keine sinnvolle Aufspaltung (10.1) gibt, in der Hy exakt diagoli-
sierbar und Matrixelemente von AH; klein sind, ist die Stérungsrechnung
wertlos. In einem solchen Fall kann das Ritzsche Variationsprinzip hilfreich
sein.

10.3.1 Grundzustand

Der Erwartungswert des Hamiltonoperators (¢|H|¢) als Funktion der nor-
mierten Zusténde |¢) wird vom Zustand niedrigster Energie |0) minimiert,
weil aus Fy < E,

(WHH) = (W[HIn) (nly) = 3 En (Wn) (nfe)

n n ZEO

> 37 By (wln) (nl) = By (]) = Ey (0]0) = (0]H]0) (10.62)

folgt. Wenn aus der Form des Hamiltonoperators klar ist, dafl die Eigen-
werte nach unten beschrankt sind, ist man sicher, dal das Minimum auch
angenommen wird. Man weifl nur nicht, ob der Grundzustand eindeutig ist.

Man kann deshalb einen’ Ansatz fiir den Grundzustand |0) machen, der
von einem oder mehreren Parametern {a;} abhéngt

g, ) (10.63)

und den Erwartungswert des Hamiltonoperators als Funktion der Parameter

E(ay,...,ap) = (01, ...,an|H|ag, ..., ap) (10.64)
minimieren
. oF .
Vi=1,...,n: aai(al,...,an):() (10.65a)
" - PE . )
Yo e R": Zvivjm(al,...,an) >0. (1065b)

Dann weifl man, dafl

0) = |éu, ..., d&) (10.66)

®... mehr oder weniger guten ...
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eine bestmogliche Approximation an den Grundzustand |¢)) innerhalb der
Menge
{laa,...,an) 0, e R} CH (10.67)

ist. In einem endlich-dimensionalen Hilbertraum kann man so sogar den exak-
ten Grundzustand |0) finden. Im allgemeinen Fall hdngt die Giite der Appro-
ximation empfindlich davon ab, wie ,nahe“ die Vektoren |a,...,a,) dem
richtigen Grundzustand kommen. In diesem Sinne ist die Ndherung nicht
kontrolliert.
Praktische Hinweis: bei der Konstruktion der Parametrisierung |y, . . ., o)

mufl man die Normierung sicherstellen. Es kann aber bequemer sein, auf die
explizite Normierung zu verzichten und

(o, ..., an|Hlag, ..., ap)

(0, ..., aplag, ... )

E(ay,...,op) = (10.68)

7zU minimieren.

10.3.2  Angeregte Zustinde

Die Methode kann auf angeregte Zustdnde verallgemeinert werden, wenn
man zunéchst den Grundzustand sucht und den Ansatz auf den orthogonalen
Unterraum projiziert. Dann man den ersten angeregten Zustand suchen und
die Prozedur wiederholen.

10.3.3 Beispiel: Heliumatom

Man findet eine erstaunlich gute Approximation an den Grundzustand des
Heliumatoms
1 B2 Ze? 1 1 B2 Ze? 1 e? 1

=5 T3 2

— + —
2u” b 4w X, 2w

— + ———, 10.69
Am | X,| AT X, — X, ( )
wenn man als Ansatz fiir die Wellenfunktion das Produkt zweier Grundzu-
standswellenfunktionen des Wasserstoffatoms wahlt

(T, T2) = (T1, Tola) = %e—mm)/a, (10.70)
wobei der Parameter a > 0 variiert werden kann und nicht auf den halb-
en Bohr-Radius ag/2 festgelegt wird. Die physikalische Begriindung ist, dafl
jedes Elektron nicht die gesamte Kernladung Z = 2 sieht, sondern diese
teilweise vom anderen Elektron abgeschirmt wird. Man erwartet also ein Mi-
nimum

a € [CL()/2,CLO] (1071)
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sofern in H die abstoflende Wechselwirkung der Elektronen beriicksichtigt

wird. Das Ergebnis (vgl. | ], Seite 368)
A Qo
= 10.72
‘T 9516 (10.72)

liefert eine erstaunlich gute Approximation der gemessenen Bindungsenergie,
die wesentlich besser ist, als das Ergebnis der ersten Ordung zeitunabhéngiger
Storungsrechnung.

Die Verwendung von Variationsprinzipien sind ein wesentliches Werkzurg
zur Beschreibung von Mehr- und Vielkdrpersystemen in Atom-, Kern- und
Festkorperphysik bei denen die Stérungsrechnung versagt.

10.4 WKB-Methode"
Wenn wir fiir die Wellenfunktion den Ansatz
(#]()) = (&, 1) = S H/N (10.73)
machen, wird die linke Seite der SG zu

0 s 95 i
lh(?te =5 ¢ (10.74)

und die rechte Seite der SG zu

. . 2 o /o i . ,
Hy = _Q_AGIS/E + VelS/ﬁ _ 5 \V/ <vs_615/ﬁ) + VelS/h
m

" 2m h
also fiir e # 0 _
% n % (65)2 ) g %AS. (10.76)

Im formalen Grenzfall A — 0 ergibt sich daraus die nichtlineare partielle
Differentialgleichung mit reellen Koeffizienten

%(g, ’+ ﬁ (Vs@.n) + v =0 (10.77)

fiir S.

6Im Sommersemester 2019 aus Zeitgriinden iibersprungen.
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Zusatzmaterial (nicht Teil der Vorlesung):
Also gibt es reelle Losungen fiir .S, die im semiklassischen Grenzfall i — 0 die Hamilton-
Jacobi-Gleichung der klassischen Mechanik

as e B
&0+ H (m VS(x,t),t) =0 (10.78)

16sen. In diesem Fall ist S die Erzeugende der kanonischen Transformation, die die
Bewegungsgleichung 16st.

Fiir Losungen der stationdren SG kann man
S(z,t) =W(Z) — Et (10.79)
bzw. . .
(7, t) = e BPW@/h (10.80)
schreiben und es ergibt sich

1 /o \2 in
— _B="Aw. 10.81
Qm(vw) YV AW (10.81)

Den formalen Grenzfall A — 0 sollte man besser durch die Bedingung

= 2
h’AS(f, t)‘ < ‘(VS(f, t) (10.82a)

bzw.

h‘AW(f) (10.82Db)

< ‘ (ﬁW(f))z

ersetzen, die man a posterior: fiir die gefundene Losung iiberpriifen kann.
Offensichtlich gilt in betrachteten Grenzfall

(ﬁvv(f))Q — 9m(E — V(&) (10.83)

und wir konnen reelle W(Z), die einer oszillatorischen Wellenfunktion ent-
sprechen, in einer Umgebung von Punkten #y mit V(7y) < E finden. In einer
Umgebung von Punkten 7y mit V(%)) > E finden wir imagindre W (Z), die ei-
ner exponentiell ansteigenden oder abfallenden Wellenfunktion entsprechen.
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10.4.1 Ewndimensionale Systeme

Die weitere Diskussion ist fiir eindimensionale Systeme wesentlich iibersicht-
licher als der allgemeine Fall. Definiere

p(z) = /2m(E - V(x)) (10.84)

fir £ > V() und entwickele W (z) in &
W(z) =Y W'W,(z). (10.85)
n=0

Die Gleichung fiir W wird zu einer nichtlinearen gewo6hnliche Differentialglei-
chung

(W')? — p* =inW" | (10.86)
die Ordnung fiir Ordnung
(W3)? = p? (10.87a)
2W W, =iy (10.87b)
mit
Wy = +p (10.88a)
, AW iy
Wi YWl 2p (10.88b)

bis auf eine komplexe Konstante, d.h. Normierung und Phase der Wellen-
funktion, gelost werden kann

Wo(z) = j:/xd§p(§) = i\/%/xdf VE-V(€) (10.89a)
Wi(x) = %m p(z) = %m VE V() (10.89b)

Das Vorzeichen von Wy(x) ist dabei unbestimmt und mufl durch Anschlu$-
bedingungen festgelegt werden. Wenn wir im Exponenten die Terme O(h)
vernachléssigen, ist das Ergebnis

if® —Lin —V(z 1 if*
W(z) o ot [TdEp(§)/h—5In\/E-V(z) _ - V(;p))l/4ei Jrdep(©)/n (10.90)
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Lokal konnen wir die Phase mit

b(z) = i%(m — zo)p(wo) + O(& — 0)?) (10.91)

approximieren und finden eine ortsabhingige Wellenzahl

k(z) = 1@ ~ W () (10.92)

und eine ortsabhéngige Compton-Wellenlinge

2T 21h
Az) = m = M (10.93)

Die Bedingung (10.82) fiir die Giiltigkeit der WKB-Néaherung hat damit eine
einfache physikalische Interpretation
MW" RIWET Al X

_ 1Al (10.94)

1> ~ = ,
wE o Wt Pt 2w

d.h. die Anderung der Compton-Wellenléinge durch Anderung des Potentials
muf} sehr klein sein. Die komplementére Sichtweise
hlp'(2)]

Aw) [V ()] = 4r=0 2 < 47rp;§§) —An|E — V()] (10.95)

zeigt, daB die Anderung des Potentials iiber eine Compton-Wellenléinge klein
sein mufl im Vergleich zur kinetischen Energie des Teilchens.
Die Rechnung kann fiir £ < V/(z) wiederholt werden und fithrt mit

K(z) = \/Qm(Véx) —E) (10.96)

auf
1

Weif dgr(€) . (1097)

(x) o

10.4.2  Anschlufbedingungen

Offensichtlich bricht die Ndherung an den Stellen mit V (z) — E zusammen.
In einer Umgebung dieser Stellen kann man aber entwickeln

V(z)=E+ (z — x0) V'(20) +O((z — 20)?) (10.98)




Thorsten Ohl 2019-07-26 10:56:58 +0200 Ohne Gewdhr! 170

1.0+

— Ai(x)
Bi(x)
Abbildung 10.2: Die Airy-Funktionen (10.102).
und die SG
V' (x) — C* - (v — zo)h(x) = 0 (10.99)
16sen. Dies ist offensichtlich eine einfache Transformation der Airy-Gleichung
d2w
@(2) —zw(z) =0 (10.100)
mit
Y(z) =w(C-(x—x)) . (10.101)

Die Losungen interpolieren glatt zwischen oszillatorischem und exponentiel-
lem Verhalten (vgl. Abbildung 10.2) und sind als Airy-Funktionen

1 [~ 3

Ai(z) = %/0 dt cos (g + zt> (10.102a)
1 [ 3

Bi(z) = - /0 dt (e—t3/3+zf + sin (% + zt)) (10.102b)

bekannt. Die Airy-Gleichung entspricht fiir C' > 0 im Bereich z > 0, bzw. x >
xo, der Situation V > E. Wir erwarten also exponentiellem Abfall oder
Anstieg der Airy-Funktionen fiir z > 0. Im Bereich z < 0 erwarten wir
hingegen oszillatorisches Verhalten, entsprechend V < E. In der Tat’

S — e fiir z — +oo
Ai(z) — {Wzl“ (10.103a)

m sin (2(—2)*2+12)  fiir 2 » —o0

"Die Approximationen sind bereits fiir |x| > 2 sehr gut (vgl. Abbildungen 10.3
und 10.4)!
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or — Ai(x)

32

expl-2
: N 2y fx
\ sin(&(-x%2+ 5

Abbildung 10.3: Die asymptotischen Niherungen (10.103a) der Airy-Funkti-
on Ai.

of
st
; — Bi(x)
af 2
. expl
st i
5 [ cos( 2_(_X)3/2+L)
1 Nl
1,
D
1
.............. -l
-4 =3 2 1 2 3

Abbildung 10.4: Die asymptotischen Niherungen (10.103b) der Airy-Funkti-
on Bi.

1 223/2/3

(S
Bi(z) — { vm='/*
; {mcos<§<—z>3/2+z> fir = - —oc

fiir z — +o0
(10.103b)

Fiir C' < 0 miissen wir lediglich die Transformation z — —z durchfiihren.
Wir diirfen erwarten, daf§ sich diese Losungen fiir hinreichend grofie |z| bis

auf Normierung und Phase an die WKB-N#herung annidhern. Das Argument

der Exponentialfunktion, bzw. der trigonometrischen Funktionen, kann auch

230 [
% _/Odg\/E (10.104)
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geschrieben werden. Wenn wir die Taylor-Entwicklung (10.98) riickgéngig
machen

und die Integrationsvariable transformieren

2m 1/3
dz=dzC =dzx (ﬁ‘/'(mo)) (10.106)

finden wir

dzy/z = dz (QH—TZV’(%)) v (;)) v V2m(V(z) — E)

=dr—+/2m((V(x) — E). (10.107)

Bis auf die Normierungskonstante ist das die WKB-Form der Wellenfunktion

U(z) o Wl—E)l/‘le_ Jo de/2mVO-E)/n. (10.108)

Die analoge Rechnung fiir x < xq liefert

(ETW sin (% /Oxdg V2m(E -V (€)) + %) . (10.109)

() o

Man kann also die Losungen durch eine geeignete Normierung und Phasenver-
schiebung glatt an die WKB-N&aherung anschlieflen, weil das oszillatorische
Verhalten, bzw. der exponentielle Abfall, der beiden Funktionen zusammen-
passt.

10.4.83 Anwendungen

Intuitiv kann man sich die WKB-Approximation fiir eindimensionale Systeme
als eine Verallgemeinerung der in Abschnitt 5.3 bis 5.6 diskutierten Systeme
mit stiickweise konstantem Potential ansehen. Fiir hinreichend grofie |V (x) —
FE| wird das Potential durch immer feinere Stufenfunktionen approximiert
und fiir V(z) ~ E wird mit den Airy-Funktionen ein sauberer Anschlufl
konstruiert.
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Tunnelwahrscheinlichkeit

Ein der wichtigsten Anwendungen ist die ndherungsweise Berechnung von
Tunnelwahrscheinlichkeiten aus metastabilen Zustdnden, wenn die Poten-
tialmauer nicht durch ein konstantes Potential beschrieben wird. Ein frithes

Beispiel hierfiir ist das Tunneln durch die Coulomb-Barriere im nuklearen a-
Zerfall.

Gebundene Zustinde

Ebenso kann man die Potentialtopfe aus Abschnitt 5.4 verallgemeinern und
aus der Normierbarkeit der Wellenfunktionen fiir gebundene Zusténde mit
den AnschluBbedingungen Naherungen fiir die Bindungsenergien berechnen.
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11

MEHRTEILCHENSYSTEME

Bislang haben wir Systeme mit mehreren Teilchen nicht im Detail disku-
tiert. Nach den allgemeinen Regeln in Abschnitt ist der Zustandsraum des
Gesamtsystems das Tensorprodukt der Teilsysteme. Allerdings werden wir
sehen, dal nicht alle Zustdnde im Tensorprodukt physikalisch realisierbar
sind.

11.1 Unterscheidbare Teilchen

Im Fall von Teilchen, die durch Ladung, Masse oder Spin unterschieden wer-
den koénnen. Sind alle Zustdnde im Tensorprodukt realisierbar. Wenn wir in
einem einatomigen Atom oder Ion den Kern als punktférmig betrachten, ist
sein Zustandsraum ebenso wie der des Elektrons (isomorph zu) dem Raum
der quadratintegrablen Wellenfunktionen im dreidimensionalen Raum

Hy = Ho = L*(R?,d*7). (11.1)
Der Zustandsraum des lons ist also
H=Hxy ®H. = L*(R? x R?, d®rx d’,) (11.2)
mit Wellenfunktionen
Y(I, Te) = (TN, Te[th) - (11.3)
Der Hamiltonoperator des Gesamtsystems ist

1 =, Zé 1

1
2m. © 4 ‘X’N _ )fe|

n 2mN

H P+ (11.4)

und wirkt auf Wellenfunktionen als
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(H¢)(5N7fe) = <fN,fe|H|¢> =

h? L. h? L. Ze? 1
ANw(xNaxe) - _Aew(xNaxe) -

MMe A |Zy — T

lEn,7) . (115)

2mN

Wegen der Erhaltung des Gesamtimpulses
[H, Py + ﬁe] —0 (11.6)

empfiehlt es sich iibrigens, auf Schwerpunkts- und Relativkoordinaten

— me — m —
Xg =X+ ﬁNXN (11.7a)
Xp = X — Xx (11.7b)
Py =P, + Py (11.7¢)
Po=tp - 1B (11.7d)
me my
mit Gesamtmasse und reduzierter Masse
M = m¢+ mn (11.8a)
1 1 1
= (11.8b)
2 Me mN
zu wechseln, weil der Hamiltonoperator
1 = 1 = Ze? 1
H=— P+ _-—p2_2° - (11.9)
2 21 AT | Xg|

von X unabhéngig ist und die neuen Koordinaten die gleichen Vertau-
schungsrelationen haben

[Xs/ri Ps/r,j] = ihd; (11.10a)
[Xs/ri> Prysj] = 0. (11.10b)

11.2 Ununterscheidbare Teilchen

Die Situation ist vollig anders, wenn Teilchen nicht unterscheidbar sind. In
der Quantenphysik haben Teilchen keine , Identitdt*: man kann Sie nur an-
hand von Observablen, wie Ort, Impuls, Drehimpuls, Energie, Ladung, Spin,
etc. unterscheiden. Wenn wir, z. B., ein Elektron in einem Doppelspalt-Expe-
riment (vgl. Abschnitt 1.1.4) nachweisen, ist es grundsétzlich nicht méoglich,
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zu sagen, durch welchen Schlitz das Elektron gekommen ist. Die Aufent-
haltswahrscheinlichkeiten miissen also symmetrisch unter dem Austausch der
Koordinaten sein

(Z1, Za|U)|? = |(Za, T4 |0) | . (11.11)

Also darf sich die Wahrscheinlichkeitsamplitude beim Austausch nur um eine
Phase

(@1, Ta|)) = a (Ta, T1|9) (11.12)
mit
lal =1 (11.13)
andern. Ein erneutes Austauschen mufl wieder die urspriingliche Wahrschein-
lichkeitsamplitude ergeben, also

o? =1 (11.14)
bzw.
o==1. (11.15)

Dieses Argument verallgemeinert sich leicht auf Systeme mit mehr als zwei
identischen Teilchen. Es gibt also nur total symmetrische oder total antisym-
metrische Wahrscheinlichkeitsamplituden.

Wenn die Zustinde durch andere oder mehr Quantenzahlen® charakte-
risiert sind, gilt das gleiche Argument fiir den simultanen Austausch aller
Quantenzahlen. Aus dem Tensorprodukt

=M @M, (11.16)

sind nur Zusténde aus den total symmetrischen oder antisymmetrischen Un-
terrdumen

Hsa = Hi1 ®g/a Ha (11.17)

physikalisch realisierbar.

11.2.1 Tensorprodukte

Wenn
{In) € Ha},in. (11.18)

eine ONB von H; ist, dann sind

{1, n5; A) = 1) ®4 [12) = —= (Jn1) ® [12) — |2} ® 1))

V2!

IEigenwerte von vertauschenden Observablen.
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1
= ﬁ (\nl,n2> — ‘TLQ,TM)) = — \ng,nl;A>}m<n2 (1119)
eine ONB von H 4

(nl,n2;A|m1,m2;A) =

((nalma) (n2lma) — (nilma) (nalma) — (nama) (nilme) + (na|ma) (nifma))

— 6n1,m15n2,m2 - 5711,77125712,7711 . (1120)

1
2

Insbesondere gilt wegen n; < ngy

<n1a n2; Alnlv N2, A) = 5711@157127”2 - 5711,”2 57127711 =1. (11'21)
=0 =0
Analog ist
{‘n17n2;s>}n1,n2 (1122)

mit

[n1,n9; S) = |n2,n1;S) = [n1) Qg [ng) =

\/Li (Jn1) @ |ng) + |n2) ® [n1)) = \/L? (|n1,n2) + |n2,n1))  fiir ng # ng
[n1) ® [n1) = [n1,n1) fir ny = no
(11.23)

eine ONB von Hg. Analoge Formeln fiir mehr als zwei Teilchen ergeben sich
leicht als Summen iiber Permutationen mit und ohne Gewichtung mit dem
Vorzeichen der Permutation. Die total antisymmetrischen Zusténde sind auch
unter dem Namen Slater-Determinanten bekannt.

11.2.2 Bosonen und Fermionen

Die Teilchen, fiir die nur unter Permutationen total symmetrische Zusténde
erlaubt sind heiflen Bosonen und die Teilchen, fiir die nur unter Permutatio-
nen total antisymmetrische Zustéande erlaubt sind heiflen Fermionen.

Empirisch findet man, dafl Teilchen mit ganzzahligem Spin (z. B. Photo-
nen) immer Bosonen sind, wihrend Teilchen mit halbzahligem Spin (z. B. Elek-
tronen und Nukleonen) immer Fermionen sind. Ein theoretisches Resultat
der relativistischen Quantenfeldtheorie, das Spin-Statistik-Theorem, besagt,
daf jede andere Zuordnung in mehr als zwei Dimensionen zu mathematischen
Inkonsistenzen fiihrt.
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11.8  Pauli-Prinzip

Fiir Fermionen folgt das Pauli- Prinzip:

zwer ununterscheidbare Teilchen mit halbzahligem Spin kénnen
nicht im gleichen Zustand sein.

Ohne Spin-Bahn-Kopplung und Hyperfeinstrukturwechselwirkung ist
{In,l,m,mg) = |n,l,m) ® |1/2,ms)} (11.24)

eine ONB aus Eigenzustidnden des Hamiltonoperators fiir ein Elektron im
Coulomb-Feld. Wenn wir die Wechselwirkung zwischen den Elektronen ver-
nachléssigen diirften, wére also

{‘n17l17m17m3,1> ®A ‘n27127m27m5,2>} (1125>

eine ONB aus Eigenzustidnden des Hamiltonoperators fiir zwei Elektronen
im Coulomb-Feld. Weil die Zustéinde antisymmetrisch unter dem simultanen
Austausch aller Quantenzahlen

{n1,li,my,mg1} > {na, la, mo, ms o} (11.26)

sind, kénnen wir nicht schlielen, dal n; # ny usw. Vielmehr geniigt es, wenn
eine Quantenzahl unterschiedlich ist und

n,1,m, 1/2) @4 |n,l,m,—1/2)
= (|n,1,m) ®g |n,1,m)) @ (]1/2,1/2) @4 [1/2,-1/2))
= (In,l,m) ®s |n,l,m)) ®

1
E(\1/2,1/2)@\1/2,—1/2)—\1/2,—1/2><§§\1/2,1/2>) (11.27)

(. /

=|0,0)

ist somit ein erlaubter, antisymmetrischer Zustand. Allgemein kann man
einen total antisymmetrischen Zustand fiir Mehrelektronensysteme als

e total symmetrischer Bahnanteil, total antisymmetrischer Spinanteil
e total antisymmetrischer Bahnanteil, total symmetrischer Spinanteil
e passend gemischt symmetrischer Bahn- und Spinanteil

konstruieren.



Thorsten Ohl 2019-07-26 10:56:58 +0200 Ohne Gewdhr! 179

11.4  Aufbau der Materie

| Vorlesung 25: Fr, 26.07.2019

Das Pauli-Prinzip hat weitreichende Folgen fiir den Aufbau der Materie: Ato-
me, Atomkerne, Festkorper und Neutronensterne.

Wenn man die Wechselwirkung zwischen den Elektronen und die Spin-
Bahn-Wechselwirkung als erste Ndherung vernachléssigt, ist der k-Elektron-
Zustand

1) = |ny, liy,ma,msa) @a - @a gy L, My, ms i) (11.28)

ein Eigenzustand des Hamiltonoperators mit Energieeigenwert als Summe

k
Ey=)Y E, (11.29)
=1

der Einzelenergien. Als Zustand niedrigster Energie bietet sich also eine Su-
perposition der Zustande

‘¢0> = ‘170707ms71> XA B4 \1,0,0,m57k>

=(]1,0,0) ®s -+ ®s [1,0,0)) @ (|1/2,ms1) @4 -+ Ra |1/2,m))
(11.30)

mit der niedrigst moglichen Energie E, = kE; an. Allerding kann man sich
leicht davon iiberzeugen, dafl das Singlett

1
E

der einzige total antisymmetrische Spin-Zustand ist. Fiir mehr als zwei Elek-
tronen ist es unmaglich, die zwei Spinzusténde total antisymmetrisch zu kom-
binieren: fiir k£ Elektronen wiirde man k unabhéngige Spinzustéinde benéti-
gen, um einen total antisymmetrischen Zustand zu bauen.

0,0) = —(]1/2,1/2) @ |1/2,-1/2) — |1/2,-1/2) ® [1/2,1/2)) (11.31)

11.4.1 Helium

Fiir den Grundzustand des Heliumatoms sind also zwei 1s-Orbitale mit Spin-
Singulett

|He) = (]1,0,0) ®[1,0,0)) ®
L(\1/2,1/2)@\1/2,—1/2)—\1/2,—1/2>®\1/2,1/2>) (11.32)

V2
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ein guter Ansatz, der mit Methoden der Variationsrechnung in Abschnitt
10.3.3 verbessert wurde. Die entsprechende Wellenfunktion ist

1

<flyms,lafl7ms,2|w> = ERI,O(TI)RLO(TZ)él/Zms,l; 1/277715,2’0702 .

=211 é ) 3
= 1 1— 1 1
\/§< Mg, 1:3 Mg,2,— 3 Ms,1,— 3 Ms,2:3

Wir kénnen also aus dem Pauli-Prinzip schlielen, dal im Grundzustand des
Heliumatoms die beiden Elektronspins zu einem Spin 0 Singlett gekoppelt
sind.

11.4.2  Lithium

Im Fall von Lithium ist der energetisch giinstigste Ansatz eine Kombination
von zwei 1s-Orbitalen mit einem 2s- oder 2p-Orbital®. Die Ortsraumwellen-
funktion hat eine gemischte Symmetrie under Permutationen, die mit der
gemischten Symmetrie der Spin-Wellenfunktionen gerade eine total antisym-
metrische Kombination ergibt

|Li) o |1,0,0,1/2) ®4]1,0,0,—1/2) ®4 |2,1,m, ms,) + Permutationen
(11.34)

11.4.8 Schalenmodell

Es ergibt sich also ein Schalenmodell, in dem die Einteilchenzusténde in der
Reihenfolge aufsteigender Energie, bzw. Hauptquantenzahl, besetzt werden.
Aufgrund der Antisymmetrie der Zustdnde unter Vertauschung aller Quan-
tenzahlen kann jeder Ortsraumzustand |n, [, m) hochstens zweimal besetzt
werden. Es ergeben sich also Schalen mit 2-1,2(1+3) = 8,2(1+3+5) = 18, ...
Zustanden. Ohne das Pauli-Prinzip wiirden wir die Chemie nicht wiederer-
kennen! Alle Elektronen aller Elemente wiirden in 1s-Orbitalen sitzen, die nur
durch die Wechselwirkung der Elektronen untereinander deformiert wéren.
Dadurch, dafl die Energien mit wachsender Hauptquantenzahl zusam-
menriicken und gleichzeitig die Summe der Wechselwirkungen zwischen den
Elektronen starker wird, ist zu erwarten, dafl dieses Prinzip fiir schwerere
Atome durchbrochen wird. Man mufl dann entweder zu empirischen Regeln,
wie den Hundsche Regeln, greifen oder aufwendige numerische Rechnungen
durchfiithren. Letztere basieren auf der Hartree-Fock-Methode, in der eine

20b 2s oder 2p macht erst dann einem Unterschied, wenn wir Spin-Bahn-Wechselwir-
kung und die Wechselwirkung der Elektronen untereinander beriicksichtigen.
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antisymmetrische Wellenfunktion angesetzt wird, die mit der Variationsme-
thode optimiert wird. Die dltere und wesentlich weniger aufwandige Hartree-
Methode verzichtete auf die Antisymmetrisierung und liefert schlechtere Fr-
gebnisse.

11.4.4 Fermioberfliche

In Systemen mit sehr vielen Elektronen, z.B. im Festkorper, gilt das Pauli-
Prinzip ebenfalls. Auch in grofien, aber endlichen Volumina, gibt es nur eine
endliche Anzahl von Zustéinden unterhalb einer gegebenen Energie. Diese
konnen jeweils mit maximal zwei Elektronen besetzt werden. Aus der Dichte
der Elektronen ergibt sich so die Fermienergie des energetischsten Elektrons
im Grundzustand. Die Nichtkomprimierbarkeit von Materie verdankt sich so
vorwiegend dem Pauli-Prinzip, weil eine weitere Verdichtung die Fermienergie
steigern wiirde.
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12
MESSPROZESS UND VERSCHRANKUNG

12.1  Verschrdnkung

Betrachten wir ein System, das aus zwei Spin-1/2 Subsystemen zusammen-

gesetzt ist
H=HYDoHD, (12.1)

Fiir jeden beliebiegen Einheitsvektor 7 kénnen wir aus den beiden Eigen-
zustanden des Spin-Operators 775 /2 ein Singlett konstruieren

1 1 . R
(12.2)

Dieser Zustand hat Spin 0 (vgl. (9.53)), ist als rotationsinvariant und deshalb
unabhéngig von der Wahl von 7

IEPR, ) = |[EPR) . (12.3)

Die Messung der beiden Spins entlang der Richtungen der Einheitsvektoren a
und b entspricht der Observablen
o dd_db 1, -
i.0) = — Q@ — = -2(a 124
S(a’? b) 2 ® 2 4 (a” b) ( )

und die Berechnung des Erwartungswerts kénnen wir mit der Wahl 7
oder 77 = b wesentlich vereinfachen

a

E(@,b) = (EPR|X(@, b)|EPR) = (EPR, b|2(&, b)|EPR, b) =

=0
~ —_——

(1,0/a| 1,0) (1, 0&b| 1, b) — (1,b|5a| 1,b) (1, b|5b] 1, b)

Il
QL
(=p)
I
_
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Weil als Messergebnisse fiir 7@ nur £1 moglich sind, interpoliert die Funk-
tion F(d,b) zwischen perfekter Antikorrelation fiir Messungen in gleicher
Richtung

E(d,d) = —1 (12.6a)

und perfekter Korrelation fiir Messungen in entgegengesetzter Richtung
E(a,—ad)=1. (12.6b)

Wenn es gelingt, die beiden Spins zu separieren ohne den Zustand |EPR)
zu zerstoren, bleibt die Korrelation (12.5) auch iiber grofie Abstéinde er-
halten und wenn man spiter die Ergebnisse fiir ,, gleichzeitige* Messungen'
mit zufdllig gewahlten @ und b zusammenfiihrt, entsteht der Eindruck, die
Messung am ersten Spin habe die Messung am zweiten Spin beinflusst oder
umgekehrt. Einstein war mit dieser ,spukhaften Fernwirkung* nicht einver-
standen . ..

12.1.1 Verborgene Parameter

Wenn man zulésst, dafl es verborgene Parameter X\ gibt, die den quantenme-
chanischen Zustand beschreiben, aber experimentell nicht zugénglich sind,
kann man versuchen, die Korrelation (12.5) auch mit einer klassischen Wahr-
scheinlichkeitsdichte p fiir A und einem Produkt von geeigneten Zufallsvaria-
blen

A A(@, ) (12.7a)
A B(b,)) (12.7b)

realisieren
F.(@.5) = / A\ p(\) A(@ N)B(B,\) (12.8)

Dabei diirfen die Zufallsvariablen A und B nur die erlaubten Messwerte 41
fiir 7@ und &b annehmen.

Eine intuitiv naheliegende Moglichkeit fiir den verborgenen Parameter ist
ein Einheitsvektor X mit

N = — 12.
PN = - (12.9a)
- -\
A(d, \) = sgn(Aa) = — (12.9b)
| Ad]

ID. h. Messungen an Raumzeitpunkten mit raumartigem Abstand.
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B(b,X) = —A(b, ). (12.9¢)

In der Tat werden damit die Korrelationen fiir (anti-)parallele Vektoren re-
produziert

F.@.d) = — /S AXsgn(¥a) (~sen(0)) = ~1= B(@a) (12100
/ dXsgn(2a) (—sgn(—m)) —1=E(d@—a (12.10b)

Man kann also das Experiment so interpretieren, dafl das System durch den
verborgenen Parameter X charakterisiert ist und die Mefergebnisse fiir den
ersten Spin nur von @ und die fiir den zweiten Spin nur von b abhéngen.
Der gemeinsame verborgene Parameter wird bei der Préparation des Zu-
stands |[EPR) ausgewiirfelt und bleibt wirend der Separation bei den Spins.
Das Ergebnis des Experiments am ersten Spin héngt nicht von der Ausrich-
tung des Experiments am zweiten Spin ab und umgekehrt. Man spricht von
lokalen Realismus.

12.1.2 Bellsche Ungleichung

Das Problem ist, dafl es keine Wahrscheinlichkeitsdichte p und Zufallsvaria-
blen A und B gibt, die mit (12.8) das quantenmechanische Resultat (12.5)
reproduzieren. Die perfekte Antikorrelation (12.6b) kann wegen |A(a, \)| =
|B (l;, A)| = 1 nur realisiert werden, wenn

B(b,X) = —A(b, ). (12.11)

Also gilt
E.(@,b) = — / dAp(A) A(@, N)A(b, ) . (12.12)

die Bellsche Ungleichung

E@F) ~ B.(,9)] < /d)\p 3 (1= AGNA@N) = 14 E(6.9) (12.14)



Thorsten Ohl 2019-07-26 10:56:58 +0200 Ohne Gewdhr! 185

fiir Erwartungswerte in Realisierungen der QM mit lokalem verborgenen Pa-
rametern.
Um die Bellsche Ungleichung (12.14) fiir das experimentelle Ergebnis (12.5)

ab — a*j — ‘E(@, b)— B(@,d)| <1+ E®,8)=1-0b¢ (12.15)

mit beliebigen Einheitsvektoren a, b und & zu iiberpriifen, geniigt es exem-
plarisch

@b =0 (12.16a)
g= L (@+0) (12.16b)

wahlen und findet mit

1 V2-1 1 -
—>——=1—-—=1-0C 12.17
T TvE .
dafl sie verletzt ist. In der Zwischenzeit haben Experimente gezeigt, dafl eine
optimale Wahl von p, A und B in (12.8) die Beobachtung (12.5) auch nicht
im Rahmen der Meflungenauigkeit approximieren kann.

‘ab—ac _

12.2  Dekohdirenz?

Betrachten wir einen quantenmechanischen Mefiprozefl. Die Zustédnde von
zu messendem System und MeBapperatur werden durch Vektoren in den
Hilbertraumen Hg und Hy; beschrieben. Der Gesamthilbertraum ist dann

H=Hs @ Hyi - (12.18)
Als System wihlen wir wieder das QBit mit
1) = o 1) + by |1) € Hs (12.19)
und als Meflapparat zunéchst ein System mit drei Zustdnden
|0) = 41 [+1) + o [0) + @1 [—1) € Hur - (12.20)
Der Operator U : H — H

U=P®Qu+ P Q4 (12.21a)

’Im Sommersemester 2019 aus Zeitgriinden iibersprungen.
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mit UZ cHy — Hau

Qi =U,+ P, (12.21D)
Ui = /1 —=p(Po+ P) +/p(li) (0] — 10) (i) (12.21c)
P, = i) (i (12.21d)
Py= 1) (1 (1221¢)
P = 1) (12.21f)
ist wegen
Ul = V1 =p(Ry+ P) = Vp(]i) 0] = |0} (il) (12.22)
und
Ulu, =1- P, =UU] (12.23)
unitar
UU=1=UU". (12.24)

Wenn sich das System im Zustand |1), bzw. ||) befindet, transformiert U
die MeBlapparatur mit Wahrscheinlichkeit p aus dem Zustand |0) in den Zu-
stand |1), bzw. |—1). Somit ist er ein stark idealisiertes Modell fiir den quan-
tenmechanischen Mefiprozef3.

Wenn sich das Gesamtsystem vor der Messung in einem reinen oder ge-
mischten Zustand, der von der faktorisierten Dichtematrix

p=ps® pu (12.25)
beschrieben wird, befindet, dann wird es nach der Messung im Zustand
o =UpUT
= <P¢®Q+1+P¢®Q—1) <Ps®/)M) (P¢®Q11+P¢®QT1)
= PipsPr ® Qipm@'y + PLosPr @ Qi@
+ PypsPL @ QuipuQ'y + PipsPL © Q_1pu@Q-1 (12.26)

sein. Wenn p ein reiner Zustand war, wird p’ aufgrund der Unitaritdt von U
wieder ein reiner Zustand sein. Wenn der Zustand des Gesamtsystems als
Produkt geschrieben werden kann, ist der Erwartungswert des Tensorpro-
dukts von Observablen das Produkt der Erwartungswerte

E(S® M) = tr((S® M)(ps ® pu)) = tr(Sps ® Mpy) = tr(Sps) tr(Mpw)
(12.27)
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weil

(S @ M) =) ((n| @ (m])(S®M)(|n)® |m)) =

n,m

> " (nlSIn) (m|M|m) =Y " (n|S|n) Y (m|M|m) = tx(S) tr(M) . (12.28)

n,m n m

Wenn die Melapparatur nicht abgelesen wird, entspricht dies der trivialen
Observablen 1 und wir finden fiir die Observablen des Systems in faktorisier-
ten Zustdnden

E(S®1) = tr(Sps) tr(pm) (12.29)

also wird das System in diesem Fall durch die partielle Spur
try(S @ M) =tr(M) - S (12.30)
des Zustands beschrieben®

ps = trm(p) - (12.31)

Damit

ps = trm(p) = tr (QHPMQL) - Prps Py + tr (Q—WMQTH) - Prps Py
+ tr (Q_HpMQT_1> . PTPSP¢ + tr (Q_l,OMQT_1> - PipsP| (12.32)

Wenn wir zur Vereinfachung annehmen, daf sich die MeSapparatur im reinen
Zustand
o = Py = [0) (0] (12.33)

befunden hat, konnen wir
tr (AP, B) = tr (|0) (0| BA) = (0| BA|0) (12.34)
benutzen und finden
try(p) = (0/Q1Q4110) - PrpsPr + (01Q1,Q—110) - PypsP;
+(01Q"1Q410) - Prps Py + (01QT,Q_1]0) - PpsP, . (12.35)
Mit
(01Q1,Qx1/0) = (0|UL,U110) = (0]0) = 1 (12.36)

3Diese Formeln sind fiir faktorisierte Dichtematrizen tautologisch, werden aber nicht-
trvial, sobald Sie per Linearitidt der Spur auf Summen von Produkten erweitert werden.
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und
<O‘QL1Q¢1’O> = <O’ULU¢1’O> =

O (VI=pPRo+ vB10) (£1]) (VI=pP+ VB 1) (0]} [0) = 1= p
(12.37)

vereinfacht sich das Ergebnis zu
trv(p') = PrpsPr + PipsP + (1 — p)PipsPr + (1 — p)Prps P . (12.38)

Im Fall p = 1 ist die Messung effizient und die Dichtematrix des Systems
wird diagonal

pls 2 PrpsPr + PupsP . (12.39)
Wenn wir die Meapparatur ablesen und sie im Zustand |4) antreffen, miissen
wir die entsprechende Projektion P; in die partielle Spur einfiigen

ps; = trm((1 @ B)p')
= tr (B’QHPMQL) - Prps Py + tr <PiQ71/)MQ11) - PLps Py

+ tr (PZ-Q_HPMQT,l) - Pyps P + tr (PiQ_lpMQT,1> - PpsP, . (12.40)

Mit pys = Py verschwinden die Auflerdiagonalelemente der Dichtematrix

P = 1(i|Q41]0)[* - PrpsPy + (i]Q_1]0) (i|Q+1|0)" - P ps Py

+ (1]Q+10) (i|Q-1|0)" - PrpsP, + (1] Q_1]0)]* - P ps P,
= p6i’1 . PTPSPT +p52‘7_1 . Pipspi (1241)

und es bleibt nur die Projektion auf den reinen Zustand, der gemessen wurde.

Wenn man versucht den idealisierten Operator U in (12.21a) durch eine

Dynamik

Ul(t,ty) = e Hlimto)/h (12.42)
zu realisieren, wird die Wahrscheinlichkeit p notwendig zeitabhéngig. In nied-
rig-dimensionalen Hilbertraumen, wie in unserem Beispiel, wird diese Zeitab-
héngigkeit smmer periodisch sein, sodafl der Fall eines konstanten p > 0 nicht
moglich ist. Andererseits wird ein Meflgerit, das man ablesen kann, immer
sehr viele Zustdnde mit nahe beieinander liegenden Energien haben, weil es
aus O(10%) Teilchen besteht. Deshalb wird die Zeit in der p eine Periode
durchlauft so schnell so grofl, dal man von einer irreversiblen Dekohdrenz
reden kann.

Auf diese Weise entsteht aus der quantenmechanischen Beschreibung mit
reinen und gemischten Zustédnden und Wahrscheinlichkeitsamplituden eine
klassische Beschreibung mit diagonalen Dichtematrizen und Wahrscheinlich-
keiten.
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12.2.1 Schrédingers Katzen und Kdtzchen

Die unitére Zeitentwicklung im Mefprozefl (12.26) bewirkt, dafl die Zustédnde
von makroskopischer Meflapperatur und zu messendem Quantensystem ver-
schrinkt werden. Damit entsteht die scheinbar paradoxe Situation, dafl sich
die MeBapperatur im Zeitintervall zwischen Messung und Ablesung des Mef3-
ergebnisses selbst in einer quantenmechanischen Superposition befindet.
Diese Paradoxie wird auf die Spitze getrieben durch den Miflbrauch der
Vitalfunktionen einer Katze als Mefiinstrument, die sich damit in einer Su-
perposition
|Katze) = a |lebendig) + § |tot) (12.43)

befindet. Erst das Ablesen des Ergebnisses durch eine weitere Messung mit ei-
ner ,noch makroskopischeren“ Meapperatur entscheidet zwischen |lebendig)
und |tot).

In der Praxis ist dies allerdings kein Problem. Um die Superposition auf-
rechtzuerhalten, miissen die Phasenbeziehungen zwischen allen Teilen der
MefBapperatur sehr genau eingehalten werden und es zeigt sich in konkreten
Modellen, dafl schon eine kleine Anzahl von Freiheitsgraden ausreicht, die
Superposition zu zerstéren*. Diesen Ubergang von Quantensystemen iiber
Schrodinger-Kétzchen zu Schrodinger-Katzen kann experimentell studiert
werden und die Vorhersagen der QM wurden eindrucksvoll bestétigt: Schrodin-
ger-Kétzchen aus wenigen Photonen konnen von |[tot) zuriick nach |lebendig)
oszillieren. Die Wiederkehrzeit wichst aber so schnell mit der Anzahl der
Photonen an, daf} sie bald nicht mehr mefibar ist.

Yes, I can! ... |lebendig) und |tot) superponieren ...

4Deshalb sind Quantencomputer so schwierig zu konstruieren!
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A

ABKURZUNGEN

CSU Cauchy-Schwarz Ungleichung

DGL Differentialgleichung

OBdA Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
ODE Gewohnliche Differentialgleichung
ONB Orthonormalbasis

PDE Partielle Differentialgleichung

QM Quantenmechanik

SG Schrodinger-Gleichung
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