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5.2 Qualitatives Verhalten der Lösungen der SG . . . . . . . . . 94
5.3 Stückweise konstante Potentiale . . . . . . . . . . . . . . . . 96
5.4 Potentialtopf . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97

5.4.1 Parität . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97
Vorlesung 15: Fr, 21. 06. 2019

5.4.2 E < 0: Gebundene Zustände . . . . . . . . . . . . . . 98
5.4.3 E > 0: Streuzustände . . . . . . . . . . . . . . . . . 100
5.4.4 Unendlich tief . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102
5.4.5 δ-Potential . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103

5.5 Potentialschwelle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104
5.5.1 Tunneleffekt . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104

5.6 Potentialstufe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105

6 Drehimpuls 106
Vorlesung 16: Mo, 24. 06. 2019

6.1 Drehungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106
6.2 Drehimpuls-Algebra . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 109

6.2.1 Schiebeoperatoren . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110
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9.1.1 Spinpräzession . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 145

9.2 Addition von Drehimpulsen . . . . . . . . . . . . . . . . . . 145
9.2.1 Clebsch-Gordan-Reihe . . . . . . . . . . . . . . . . . 147
9.2.2 Beispiel: 2⊗ 2 = 3 + 1 . . . . . . . . . . . . . . . . 149

9.3 Spin-Bahn-Kopplung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 149
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Literatur

Das Angebot an Lehrbüchern zur QM ist nahezu unüberschaubar. Ein breites
zeitliches und stilistisches Spektrum wird von

• Cohen-Tannoudji [CTDL99]

• Dirac1 [Dir58]

• Feynman [FLS65]

• Landau und Lifschitz [LL88]

• Weinberg [Wei13]

• Sakurai [Sak94]

• Straumann [Str02]

• Susskind [SF14]

abgedeckt. Hier sei insbesondere auf das knappe unkonventionelle Büchlein
von Lenny Susskind [SF14] verwiesen. Es deckt den Stoff der Vorlesung nicht
ab, bietet aber eine sehr klare Erklärung der konzeptionellen Besonderheiten
der modernen QM.

An der Universität Würzburg hat sich das Manuskript [Bö03] von Man-
fred Böhm bewährt2, das auch von der Fachschaft vertrieben wird. Der Auf-
bau der Vorlesung weicht von Aufbau in diesem Manuskript ab, aber vieles
wird dort leicht aufzufinden sein.

Das vorliegende Manuskript wird jeweils wenige Stunden nach der Vor-
lesung als PDF File mit dem bis dahin behandelten Material bereitgestellt
werden.

1Diese Principles of Quantum Mechanics bitte nicht mit den derzeit günstig zu haben-
den Lectures on Quantum Mechanics verwechseln: letztere behandeln nur Spezialthemen,
die in der Vorlesung nicht vorkommen werden!

2Leider habe ich trotzdem beim Abgleich mit meinem Manuskript eine Anzahl von
Tippfehlern in den Formeln in [Bö03] gefunden.
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—1—
Historie

Vorlesung 01: Fr, 26. 04. 2019

Theoretische Physik ist zwar ein ganz schönes Fach,
und man kann wohl hier und da in dem einen oder

anderen Winkel ein Stäubchen noch auskehren, aber
was prinzipiell Neues, das werden Sie nicht finden.

[Prof. Phillip von Jolly (1874)]

Max Planck, an den dieser Rat gerichtet war, hat sich glücklicherweise
nicht daran gehalten.

1.1 Grenzen der klassischen Physik

Wie man aus dem berühmt-berüchtigten Zitat von Jolly ablesen kann, schien
die Welt der klassischen Physik am Ende des 19. Jahrhunderts bestens ge-
ordnet. Auf der einen Seite die klassische Mechanik 1, die die Bewegung von
Systemen von N Massenpunkten durch gewöhnliche Differentialgleichungen
zweiter Ordnung

mi
d2~xi
dt2

(t) = ~Fi(~x1(t), ~x2(t), . . . , ~xN(t); t) (1.1a)

beschreibt, deren Lösungen eindeutig sind, sofern Anfangsbedingungen für
Orte und Geschwindigkeiten

~xi(t0) = ~x0
i (1.1b)

d~xi
dt

(t0) = ~v0
i (1.1c)

vorgegeben werden. Die einzigen verbleibenden Probleme waren, die Kräfte

~Fi : R3N+1 → R3 (1.2)

1Siehe, z. B., [Ohl17].
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als Funktion der Koordinaten im konkreten Fall zu bestimmen und das
schwierige Anfangswertproblem (1.1) zu lösen.

Dieses Bild wurde vervollständigt durch Newtons Gravitationstheorie und
die klassische Elektrodynamik, die durch die partiellen Differentialgleichun-
gen

~∇ ~E(~x, t) = ρ(~x, t) (1.3a)

~∇ ~B(~x, t) = 0 (1.3b)

~∇× ~E(~x, t) +
1

c

∂ ~B

∂t
(~x, t) = 0 (1.3c)

~∇× ~B(~x, t)− 1

c

∂ ~E

∂t
(~x, t) =

1

c
~j(~x, t) (1.3d)

beschrieben werden, für deren eindeutige Lösung noch zusätzlich Randbedin-
gungen anzugeben sind.

Im Prinzip sind alle dynamischen Größen in den Newtonschen Bewe-
gungsgleichungen (1.1) und den Maxwell-Gleichungen (1.3) meßbar und es
kann aus dem Zustand eines Systems zum Zeitpunkt t0 der Zustand zu ei-
nem beliebigen Zeitpunkt t in der Zukunft oder Vergangenheit berechnet
werden. Für sehr große N ist dies allerdings aus praktischen Gründen fast
nie möglich und es muß zu statistischen Beschreibungen gegriffen werden. Für
große |t − t0| kann die nichtlineare Abhängigkeit der Lösungen von den nur
mit Fehlern meßbaren Anfangsbedingungen auch für kleine N dazu führen,
daß die Vorhersagen praktisch wertlos sind. Das System heißt dann chaotisch.

Wir werden sehen, daß die Forderung, daß alle in den dynamischen Glei-
chungen vorkommenden Größen eindeutig meßbar sein sollen, in der Quan-
tenphysik nicht erfüllt werden kann. In der klassischen Physik ist der Zustand
eines Systems durch die Werte der Observablen eindeutig festgelegt — in der
Quantenphysik nicht. Die klassische Physik ist allerdings eine gute Näherung
der mikroskopischen Quantenphysik für die meisten makroskopische System.

1.1.1 Schwarzkörperstrahlung

Betrachte elektromagnetische Wellen2, die sich im thermischen Gleichgewicht
mit einem schwarzen Körper befinden.

Im Inneren eines Würfels mit der Kantenlänge a sind die Freiheitsgra-
de des elektromagnetischen Felds die zwei Polarisationen der am Rand ver-
schwindenden Eigenmoden

const. · e−iωt+i~k~x (1.4)

2Licht, Infrarotstrahlung, etc.
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mit den Wellenzahlen

ki =
2πni
a

, (1.5a)

wobei ni ganzzahlig ist, und zugehörigen Frequenzen3

ω = 2πν = |~k|c =
2πc

a

√
n2

1 + n2
2 + n2

3 . (1.5b)

Die Anzahl der Freiheitsgrade im Frequenzintervall [ω, ω + dω] ist dann

N(ω)dω = 2 · 4π · |~n|2d|~n| = a3

π2c3
ω2dω . (1.6)

Nach dem Gleichverteilungssatz der statistischen Physik sollte die mittlere
Energie 〈E〉 jedes Freiheitsgrads proportional zur Temperature T sein

〈E〉 = kBT . (1.7)

Dann ist die Energiedichte pro Volumen und Frequenzintervall

ρ(ω)dω =
〈E〉N(ω)

a3
dω =

kBTω
2

π2c3
dω , (1.8)

die Rayleigh-Jeans Formel, die für kleine ω auch empirisch gut belegt ist. Die
Energiedichte pro Volumen∫ Ω

0

ρ(ω)dω =
kBTΩ3

3π2c3

Ω→∞−−−→∞ (1.9)

divergiert allerdings, was unter dem Namen UV-Katastrophe das Gebäude
der klassischen theoretischen Physik zum Wanken brachte und Max Planck
dazu brachte, die Formel

ρ(ω)dω =
~
π2c3

ω3dω

e
~ω
kBT − 1

(1.10)

als Verbesserung4 für den ultravioletten Bereich auszuprobieren. Heute be-
schreibt (1.10) das beobachtete Energiespektrum der kosmischen Hinter-
grundstrahlung mit atemberaubender Präzision.

3Es wird sich als sinnvoll erweisen, anstelle der Frequenz ν immer die
”
Kreisfrequenz“

ω = 2πν zu verwenden, um später unnötige Faktoren von 2π in den Formeln zu vermeiden.
4NB: ex − 1 = x+O(x2), bzw. 1/(ex − 1) = 1/x+O(x0).
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En = ~ω̂n

Em = ~ω̂m

ωnm = ω̂n − ω̂m

Abbildung 1.1: Abstrahlung eines Photons mit Kreisfrequenz ωnm durch ato-
mare Zustandsänderung En → Em.

1.1.2 Diskrete Atomspektren

Man beobachtete, daß Atome und Moleküle Licht nur mit diskreten Frequen-
zen

{ωn = 2πνn}n=1,2,...

absorbieren und emittieren. Dieser Satz von Frequenzen erwies sich darüber-
hinaus als charakteristisch für Atome und Moleküle. Empirisch fand man
außerdem, daß sich alle vorkommenden Frequenzen als Differenzen einer klei-
neren Menge von sogenannten Termen {ω̂n}n=1,2,... schreiben ließen5

ωnm = ω̂n − ω̂m , (1.11)

zum Beispiel bei atomarem Wasserstoff

ωnm =
2πc

λnm
= 2πcR

(
1

n2
− 1

m2

)
(1.12)

mit der Rydberg-Konstante R und der Lichtgeschwindigkeit im Vakuum c.
Dies legt nahe, die Terme (bis auf eine zu bestimmende Proportionalitäts-
konstante ~) als die diskreten Energien

{En = ~ω̂n}n=1,2,...

zu interpretieren, zwischen denen ein Atom oder Molekül hin- und hersprin-
gen kann.

Eine solche Beschränkung auf diskrete Energien ist in einem klassischen
Atommodell mit um einen Kern in Keplerbahnen fliegenden Elektronen nicht
zu verstehen, weil die Gesamtenergie E < 0 einer gebundenen Bahn durch
die Wahl der Anfangsbedingungen kontinuierlich eingestellt werden kann.

5Allerdings wurden nicht alle möglichen Differenzen beobachtet.



Thorsten Ohl 2019-07-26 10:56:58 +0200 Ohne Gewähr! 5

Im Atommodell von Bohr und Sommerfeld werden ad-hoc Quantisie-
rungsbedingungen an die Keplerellipsen gestellt, z. B. an den Drehimpuls

L = n~ (n ∈ N) , (1.13)

die in der Tat die Spektren einfacher Atome und Moleküle reproduzieren
können. Eine Begründung für diese Quantisierungsbedingungen wird dabei
aber nicht gegeben.

1.1.3 Stabile Atome

Ohne die Quantisierungsbedingungen kann ein Atommodell mit elektrisch
geladenen Elektronen auf Keplerellipsen nicht konsistent sein. Beschleunigte
Ladungen strahlen Bremsstrahlung ab, die heute z. B. als Synchrotonstrah-
lung in der Untersuchung von Materialien Verwendung findet. Aufgrund der
Energieerhaltung müsste also ein Elektron ständing Energie verlieren und
schließlich nach wenigen Picosekunden[sic!] in den Kern fallen.

1.1.4 Doppelspaltexperiment

Wenn man zwei Lichtstrahlen durch zwei dünne Spalte schickt, beobachtet
man ein Interferenzmuster, das verschwindet, sobald einer der Spalte verdeckt
wird. Dieses Phänomen kann nicht durch die Addition von Intensitäten, son-
dern durch Superposition

I(~x, t) = |ψ1(~x, t) + ψ2(~x, t)|2 = |ψ1(~x, t)|2

+ |ψ2(~x, t)|2 + ψ∗1(~x, t)ψ2(~x, t) + ψ∗2(~x, t)ψ1(~x, t) (1.14)

von Wellen erklärt werden. Betrachte zwei Kugelwellen mit dem Ursprung ~x1,
bzw. ~x2

ψi(~x, t) =

√
Ii

|~x− ~xi|
e−iωt+ik|~x−~xi|+iφi (1.15)

und wähle Ohne Beschränkung der Allgemeinheit (OBdA) gleiche Inten-
sitäten I1 = I2 = I0

I(~x, t) =
I0

|~x− ~x1|2
+

I0

|~x− ~x2|2
+

I0

|~x− ~x1||~x− ~x2|
eik|~x−~x2|−ik|~x−~x1|+i(φ2−φ1)

+
I0

|~x− ~x1||~x− ~x2|
eik|~x−~x1|−ik|~x−~x2|+i(φ1−φ2) . (1.16)
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Wnn der Abstand des Schirms von den Spalten viel größer ist als der Abstand
der Spalte vom Ursprung des Koordinatensystems, d. h. |~xi| � |~x| = r,
dürfen wir entwickeln

|~x− ~xi| = r − ~x~xi
r

+ . . . (1.17)

und finden

|~x− ~x1| − |~x− ~x2| =
~x(~x2 − ~x1)

r
+ . . . (1.18)

Damit vereinfacht sich

I(~x, t) =
2I0

r2

(
1 + cos

(
k~x(~x2 − ~x1)

r
+ φ1 − φ2

))
+ . . . (1.19)

und wir erkennen ein Interferenzmuster mit der Wellenlänge

λ =
r

k|~x2 − ~x1|
. (1.20)

Dieses Experiment diente Thomas Young 1803 zum Nachweis der Wel-
lennatur des sichtbaren Lichts. Im zwanzigsten Jahrhundert wurde dieses
Experiment mit Elekronen- und Neutronenstrahlen wiederholt, womit auch
der Wellencharakter von Materie bestätigt wurde.

1.2 Von der klassischen Physik zur

Quantenmechanik

Die QM beschreibt Phänomene, die in der klassischen Physik unmöglich sind.
Deshalb ist es grundsätzlich nicht möglich, die QM deduktiv aus der klas-
sischen Physik abzuleiten. Trotzdem muß man sich bei der induktiven Kon-
struktion der QM vergewissern, daß die klassische Physik im fiktiven Grenz-
fall ~→ 0 für das Plancksche Wirkungsquantum

~ =
h

2π
= 1.0545718 · 10−34 m2kg

s
(1.21)

aus der QM hervorgeht. Durch die stetige Verbesserung der experimentellen
Möglichkeiten ist es heute möglich eine Vielzahl von

”
paradoxen“ Effekten,

die die QM vorhersagt und die der klassischen Intuition widersprechen zwei-
felsfrei nachzuweisen.

Die QM ist von einer
”
Lückenbüßerin“, die Schmuddelecken der klas-

sischen Physik verdecken und möglichst bald durch die
”
richtige“ Theorie

abgelöst werden sollte zu einem allgemeingültigen Rahmen der modernen
Physik geworden, der bislang alle experimentellen Tests bestanden hat.
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—2—
QBits

Wir beginnen mit dem einfachsten Fall, dem Spin des Elektrons. Dieses Bei-
spiel erfordert als mathematisches Werkzeug nur 2× 2-Matrizen, beleuchtet
aber trotzdem die wichtigsten konzeptionellen Grundlagen der QM.

Wegen seiner grundlegenden Bedeutung hat es sich eingebürgert, ein dem
Spin des Elektrons äquivalentes System in Analogie zum klassischen bit auch
as QBit, der kleinsten Einheit von Quanteninformation, zu bezeichnen.

Dieses System hat kein Analogon in der klassischen Physik und kann nicht
als die

”
Quantisierung“ eines klassischen Systems aufgefasst werden. Erst in

den späteren Kapiteln werden wir Systeme betrachten, die durch
”
Quanti-

sierung“ bekannter klassischer Systeme entstehen: harmonischer Oszillator,
Wasserstoffatom (Keplerproblem), etc.

Insbesondere werden wir das Quantensystem zunächst als empirisch ge-
geben annehmen und erst später die Grenzen der klassischen Beschreibung
ausloten.

2.1 Stern-Gerlach Experiment für Spin-1/2

Wenn man einen Spinanalysator, z. B. ein inhomogenenes Magnetfeld in ei-
nem Stern-Gerlach Experiment, entlang der Richtung eines Einheitsvektors ~n
mit |~n| = 1 ausrichtet, erhält man bei der Messung des Spins des Elektrons1

eines von nur zwei möglichen Ergebnissen: aufwärts (↑) und abwärts (↓).
Diese Ergebnisse erscheinen mit den Wahrscheinlichkeiten

0 ≤ p↑(~n) ≤ 1 (2.1a)

0 ≤ p↓(~n) ≤ 1 (2.1b)

die
p↑(~n) + p↓(~n) = 1 (2.1c)

1Oder eines Atoms mit Gesamtspin 1/2.
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erfüllen, d. h. man erhält sicher eines der beiden Ergebnisse. Die Werte für
diese Wahrscheinlichkeiten hängen davon ab, wie der Spin zuvor präpariert
wurde und können ohne weitere Information nicht angegeben, sondern nur
gemessen werden. Sofern

p↑(~n) 6= 0 6= p↓(~n) (2.2)

findet man, daß das Ergebnis einer einzelnen Messung nicht deterministisch
ist. Die Ergebnisse ↑ und ↓ erscheinen vielmehr statistisch verteilt.

Wenn man zwei Messungen hintereinander ausführt und der zweite Spin-
analysator gegenüber dem ersten gedreht sein kann, wird es interessant: wenn
man zunächst den Spin in Richtung ~n1 als ↑ gemessen hat, beobachtet man
bei einer weiteren Messung des Spin in Richtung ~n2 die Ergebnisse ↑ und ↓
mit den Wahrscheinlichkeiten

p↑↑(~n2, ~n1) =
1 + ~n1~n2

2
(2.3a)

p↓↑(~n2, ~n2) =
1− ~n1~n2

2
. (2.3b)

Analog beobachtet man die Wahrscheinlichkeiten

p↑↓(~n2, ~n1) =
1− ~n1~n2

2
(2.3c)

p↓↓(~n2, ~n1) =
1 + ~n1~n2

2
(2.3d)

wenn man zunächst den Spin in Richtung ~n1 als ↓ gemessen hat, aber das
folgt mit ~n → −~n aus den ersten beiden Gleichungen und liefert deshalb
keine neue Information.

Vorlesung 02: Mo, 29. 04. 2019

Offensichtlich gilt

∀~n1 : p↑↑(~n2, ~n1) + p↓↑(~n2, ~n1) = 1 = p↑↓(~n2, ~n1) + p↓↓(~n2, ~n1), (2.4)

d. h. es gibt sicher ein Ergebnis für die zweite Messung, unabhängig davon in
welcher Richtung der erste Spinanalysator ausrichtet war und wie die erste
Messung ausfiel. Das Resultat (2.3) wurde experimentell mit hoher Präzision
überprüft, sofern der Spin zwischen den beiden Messungen keiner weiteren
Wechselwirkung unterliegt. Deshalb muß es von jeder gültigen Formulierung
der QM reproduziert werden.
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Die Wahrscheinlichkeiten in (2.3) hängen offensichtlich nur vom Winkel θ

cos θ = ~n1~n2 (2.5)

ab, um den der Spinanalysator gedreht wurde. Deshalb kann man auch kürzer

p↑↑(θ) = p↓↓(θ) =
1 + cos θ

2
= cos2 θ

2
(2.6a)

p↓↑(θ) = p↑↓(θ) =
1− cos θ

2
= sin2 θ

2
(2.6b)

schreiben. Natürlich gilt weiter p↑↑(θ) + p↓↑(θ) = 1 = p↑↓(θ) + p↓↓(θ). Im
Folgenden werden wir insbesondere die Spezialfälle

p↑↑(0) = p↓↓(0) = p↓↑(π) = p↑↓(π) = 1 (2.7a)

p↓↑(0) = p↑↓(0) = p↑↑(π) = p↓↓(π) = 0 (2.7b)

p↑↑(π/2) = p↓↓(π/2) = p↓↑(π/2) = p↑↓(π/2) =
1

2
(2.7c)

von (2.6) benötigen.
Wir sehen, daß eine wiederholte Messung in der gleichen Richtung si-

cher, d. h. mit Wahrscheinlichkeit p = 1, wieder das gleiche Ergebnis liefert.
Dementsprechend liefert eine wiederholte Messung mit einem um θ = π ge-
drehten Spinanalysator sicher das umgekehrte Ergebnis. Wenn wir hingegen
den Spinanalysator um θ = π/2 drehen, ist das Ergebnis der zweiten Messung
maximal unbestimmt: beide Ergebnisse kommen statistisch verteilt, jeweils
mit der gleichen Wahrscheinlichkeit p = 1/2.

Wenn man den Spinanalysator nicht verdreht, kann man man also sicher
sein, daß eine Messung reproduzierbar ist. Wenn man allerdings zuerst in
z-Richtung misst und dann in x-Richtung, wird das Ergebnis einer anschlie-
ßenden erneuten Messung in z-Richtung völlig unbestimmt sein. Eine Mes-
sung in x-Richtung wird also, z. B., den Zustand

”
↑ in z-Richtung“ zerstören

und durch
”
↑ in x-Richtung“ oder

”
↓ in x-Richtung“ ersetzen. Das steht

im Widerspruch zur klassischen Physik, wo jede Messung (im Prinzip) so
durchgeführt werden kann, daß sich der Zustand des Systems nicht ändert.

2.2 Zustandsvektoren

Nach einer Messung in z-Richtung kann der Spin in genau zwei Zuständen
sein o〉 für

”
oben“ oder u〉 für

”
unten“. Wir haben am Beispiel des Doppel-
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spaltexperiments gesehen, daß in der Quantenphysik Interferenzphänomene
eine wichtige Rolle spielen, deshalb müssen wir auch Linearkombinationen

ψ〉 = ψ1 o〉+ ψ2 u〉 (2.8)

mit ψi ∈ C als erlaubte Zustände zulassen. Dieses für die QM grundlegende
Superpositionsprinzip [Dir58] wird nur durch sehr wenige sogenannte Super-
auswahlregeln2 verletzt, die aber in der QM eines einzelnen Teilchens keine
Rolle spielen.

Die Notation ψ〉 für Zustandsvektoren wird nach Dirac [Dir58] als
”
Ket“

bezeichnet. Dies ist ein Wortspiel, das sich erschließt, wenn gleich die konju-
gierten Zustandsvektoren 〈ψ als

”
Bra“ eingeführt werden, die mit den Kets

paarweise
”
Brakets“ 〈φ|ψ〉 bilden können.

2.2.1 Hilbertraum

Die mathematische Struktur hinter der QM ist die eines Vektorraums mit ses-
quilinearem inneren Produkt, also eines sogenannten Hilbertraums H. Später
werden wir Hilberträume mit vielen, sogar unendlich vielen, Dimensionen
kennenlernen und auch zur Beschreibung physikalischer Systeme benötigen.
Für die Beschreibung eines Spins genügen aber zwei Dimensionen und wir
können viele mathematische Feinheiten ignorieren.

Wir werden weiter unten sehen, daß wir für die Beschreibung der Spins
nicht mit reellen Koeffizienten in Linearkombinationen auskommen3, deshalb
müssen wir einen komplexen Vektorraum H betrachten:

∀ ψi〉 ∈ H, αi ∈ C : ∃1 α1ψ1 + α2ψ2〉 ∈ H :

α1 ψ1〉+ α2 ψ2〉 = α1ψ1 + α2ψ2〉 . (2.9a)

Der Vektorraum wird zum Hilbertraum4, wenn ein sesquilineares inneres
Produkt existiert, also eine Abbildung

〈·|·〉 : H×H → C

( ψ〉 , φ〉) 7→ 〈ψ|φ〉
(2.9b)

mit den Eigenschaften ∀ ψi〉 , φ〉 ∈ H, αi ∈ C:

〈φ|α1ψ1 + α2ψ2〉 = α1 〈φ|ψ1〉+ α2 〈φ|ψ2〉 (2.9c)

2Z. B. dürfen Zustände verschiedener elektrischer Ladung nicht superponiert werden,
ebenso Fermionen und Bosonen.

3Ein intuitives Argument dafür ist, daß wir in drei unabhängigen Richtungen messen
können, aber immer nur zwei unterscheidbare Zustände finden.

4Im Fall von unendlichdimensionalen Hilberträumen müssen wir noch zusätzlich
Vollständigkeit fordern. Dies werden wir zum gegebenen Zeitpunkt diskutieren.



Thorsten Ohl 2019-07-26 10:56:58 +0200 Ohne Gewähr! 11

〈ψ|φ〉 = 〈φ|ψ〉∗ (2.9d)

〈ψ|ψ〉 ≥ 0 (2.9e)

〈ψ|ψ〉 = 0⇔ ψ〉 = 0 . (2.9f)

Aus der Linearität im zweiten Argument (2.9c) folgt mit (2.9d) die Antili-
nearität im ersten Argument

∀ ψi〉 , φ〉 ∈ H, αi ∈ C : 〈α1ψ1 + α2ψ2|φ〉 = α∗1 〈ψ1|φ〉+ α∗2 〈ψ2|φ〉 , (2.10)

muß also nicht gesondert gefordert werden.
Vektorräume haben eine, nicht eindeutige, Basis { i〉}i=1,...,N in der be-

liebige Vektoren eindeutig entwickelt werden können

∀ ψ〉 ∈ H : ∃1(ψ1, . . . , ψN) ∈ CN : ψ〉 =
N∑
i=1

ψi i〉 . (2.11)

Die Koeffizienten {ψi}i=1,...,N werden auch als Wellenfunktion bezüglich der
Basis { i〉}i=1,...,N bezeichnet. Die Zahl N = dimH ist die Dimension des
Vektorraums H und wir können H für N <∞ als äquivalent zu CN betrach-
ten:

H 3
N∑
i=1

ψi i〉 ∼=

ψ1
...
ψN

 ∈ CN . (2.12)

In einem Hilbertraum kann die Basis bezüglich des inneren Produktes ortho-
normiert

〈i|j〉 = δij =

{
1 für i = j

0 für i 6= j
(2.13)

gewählt werden. Ab jetzt werden wir immer eine solche Orthonormalbasis
(ONB)5 wählen. Damit kann das innere Produkt zweier beliebiger Vektoren
als

〈φ|ψ〉 =
N∑
i=1

φ∗iψi (2.14)

berechnet werden und die Koeffizienten können auch als

ψi = 〈i|ψ〉 (2.15)

bestimmt werden.Daraus ergibt sich der wichtige Trick
”
eine Eins einschie-

ben“

ψ〉 =
N∑
i=1

i〉ψi =
N∑
i=1

i〉 〈i|ψ〉 , (2.16)

5Bzw. eine geeignete Verallgemeinerung für kontinuierliche Indices i und j.
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d. h. für jede ONB wirkt die Zerlegung der Einheit

1 =
N∑
i=1

i〉 〈i (2.17)

wie die identische Abbildung

1 : H → H
ψ〉 7→ ψ〉

(2.18)

und kann überall in Formeln eingefügt werden.
Außerdem findet man für jede lineare Abbildung φ : H → C genau einen

Vektor φ〉 ∈ H, sodaß

φ : H → C

ψ〉 7→ φ( ψ〉) = 〈φ|ψ〉
(2.19)

gilt6. Deshalb betrachten wir diese linearen Abbildungen als Bra-Vektoren 〈φ ∈
H∗ ∼= H. Mit

〈φ|ψ〉 =
N∑
i=1

〈φ|i〉 〈i|ψ〉 =
N∑
i=1

φ∗i 〈i|ψ〉 (2.20)

können wir jeden Bra-Vektor 〈φ

〈φ =
N∑
i=1

φ∗i 〈i (2.21)

in die duale Basis {〈i }i=1,...,N der Bra-Vektoren mit

〈i|j〉 = δij (2.22)

entwickeln. Im endlichdimensionalen Hilbertraum sind die Kets Spaltenvek-
toren und die Bras die hermitisch konjugierten Zeilenvektoren.

2.2.2 Ein QBit

Im Fall unseres einzelnen Spins können wir als ONB, z. B., die Zustände o〉
und u〉, die der Spin nach der Messung von ↑, bzw. ↓, entlang der z-Richtung
angenommen hat

1〉 = o〉 (2.23a)

6Das ist das Darstellungssatz von Riesz.
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2〉 = u〉 (2.23b)

wählen. Ein beliebiger normierter Zustandsvektor ist dann

ψ〉 = ψ1 1〉+ ψ2 2〉 (2.24)

mit ψi ∈ C. Für die physikalische Interpretation wird die Normierung keine
Rolle spielen. Aus diesem Grund wählen wir

〈ψ|ψ〉 = 1⇔ |ψ1|2 + |ψ2|2 = 1 . (2.25)

In einem allgemeinen Zustand ist die Wahrscheinlichkeit, entlang der z-
Richtung das Ergebnis ↑ zu erhalten, umso größer, je

”
näher“ der Zustands-

vektor dem Vektor o〉 ist. Damit die Wahrscheinlichkeiten nicht negativ sind
und sich zu 1 addieren, bieten sich die Betragsquadrate der Koeffizienten als
Wahrscheinlichkeiten

p↑(~e3) = |ψ1|2 (2.26a)

p↓(~e3) = |ψ2|2 (2.26b)

an7. Wegen ψi = 〈i|ψ〉 kann man auch

ψ1 = 〈1|ψ〉 = 〈o|ψ〉 (2.28a)

ψ2 = 〈2|ψ〉 = 〈u|ψ〉 (2.28b)

schreiben und erhält Ausdrücke

p↑(~e3) = | 〈o|ψ〉 |2 (2.29a)

p↓(~e3) = | 〈u|ψ〉 |2 (2.29b)

die von Wahl der Basis unabhängig sind. Sie hängen nur vom
”
Überlapp“ des

Zustandsvektors ψ〉 mit den Zustandsvektoren o〉 und u〉, die den Ergeb-
nissen zugeordnet sind, ab.

Wir bemerken, daß eine Phasendrehung des Zustandes

ψ〉 → ψ′〉 = eiα ψ〉 (2.30)

7Wenn wir auf die Normierung der Zustandsvektoren verzichten würden, wären die sich
zu 1 summierenden Wahrscheinlichkeiten

p↑(~e3) =
|ψ1|2

|ψ1|2 + |ψ2|2
(2.27a)

p↓(~e3) =
|ψ2|2

|ψ1|2 + |ψ2|2
. (2.27b)
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mit α ∈ R die Wahrscheinlichkeiten nicht beeinflusst

| 〈n|ψ〉 |2 → | 〈n|ψ′〉 |2 = |eiα 〈n|ψ〉 |2 = | 〈n|ψ〉 |2 . (2.31)

Deshalb entspricht der physikalische Zustand strenggenommen nicht einem
Zustandsvektor, sondern der Äquivalenzklasse aller normierten Zustandsvek-
toren, die ich nur um eine Phase unterscheiden. Solche Äquivalenzklassen
heißen

”
Strahl im Hilbertraum”. Allerdings ist es gängige Praxis, die Be-

griffe
”
Zustand“ und

”
Zustandsvektor“ synonym zu verwenden, sofern keine

Verwirrung aufkommen kann.
Wenn wir den Spinanalysator um π/2 in die x-Richtung drehen8 (siehe

Abb. 2.1), ergeben die Meßergebnisse ↑ und ↓ Zustände
”
rechts“ r〉 und

”
links“ l〉, die durch eine Superposition der Basisvektoren 1〉 und 2〉 dar-

stellbar

r〉 = r1 1〉+ r2 2〉 (2.32a)

l〉 = l1 1〉+ l2 2〉 . (2.32b)

und orthonormiert sein sollen

〈l|l〉 = 〈r|r〉 = 1 (2.33a)

〈l|r〉 = 0 . (2.33b)

Hierbei ergibt sich die Orthogonalität 〈l|r〉 = 0 aus der Forderung, daß nach
einer Messung mit dem Ergebnis ↑ in einer zweiten Messung in der gleichen
Richtung nie das Ergebnis ↓ kommen darf9.

Wenn wir nach der Messung in x-Richtung mit einem Spinanalysator in
z-Richtung messen, treten die Resultate ↑ und ↓ jeweils mit der Wahrschein-
lichkeit 1/2 ein. Damit ergeben sich für die inneren Produkte die Forderungen

| 〈o|l〉 |2 = | 〈o|r〉 |2 = | 〈u|l〉 |2 = | 〈u|r〉 |2 =
1

2
(2.34)

und daraus für die Koeffizienten

|l1| = |l2| = |r1| = |r2| =
1√
2
. (2.35)

Eine10 Lösung ist

r〉 =
1√
2

1〉+
1√
2

2〉 (2.36a)

8Die Herleitung der Zustandsvektoren ist inspiriert von [SF14].
9Analog dazu gilt schon 〈u|o〉 = 0.

10Es gibt viel mehr Paare von Vektoren die die Bedingungen (2.34) erfüllen als (2.36).
Wir werden später sehen, warum wir gerade (2.36) ausgewählt haben.
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~ez

o〉

u〉

~ex r〉l〉

~ey
h〉

v〉

Abbildung 2.1: Einheitsvektoren ~ex = ~e1, ~ey = ~e2, ~ez = ~e3 und die zugehöri-
gen Zustände für Spinmessungen entlang der Koordinatenachsen.

l〉 =
1√
2

1〉 − 1√
2

2〉 . (2.36b)

Vorlesung 03: Fr, 03. 05. 2019

Eine Messung in die y-Richtung (siehe Abb. 2.1) ergibt Zustände
”
hinten“

h〉 oder
”
vorne“ v〉

h〉 = h1 1〉+ h2 2〉 (2.37a)

v〉 = v1 1〉+ v2 2〉 (2.37b)

mit

〈v|v〉 = 〈h|h〉 = 1 (2.38a)

〈v|h〉 = 0 . (2.38b)

Wieder müssen die Ergebnisse von anschließenden Messungen in die beiden
anderen Richtungen mit Wahrscheinlichkeit 1/2 kommen:

| 〈o|v〉 |2 = | 〈o|h〉 |2 = | 〈u|v〉 |2 = | 〈u|h〉 |2 =
1

2
(2.39a)

| 〈l|v〉 |2 = | 〈l|h〉 |2 = | 〈r|v〉 |2 = | 〈r|h〉 |2 =
1

2
(2.39b)

also

|v1| = |v2| = |h1| = |h2| =
1√
2
. (2.40)
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Im zweidimensionalen Raum ist es unmöglich, drei reelle Vektoren zu finden,
die alle Forderungen an die Wahrscheinlichkeiten erfüllen. Aber es gibt eine
Lösung mit komplexen Koeffizienten

h〉 =
1√
2

1〉+
i√
2

2〉 (2.41a)

v〉 =
1√
2

1〉 − i√
2

2〉 . (2.41b)

Wir würden immer noch alle Bedingungen erfüllen, wenn wir eine der folgen-
den11 Permutationen

l〉 ⇔ r〉 (2.43a)

h〉 ⇔ v〉 (2.43b)

{ l〉 , r〉} ⇔ { h〉 , v〉} (2.43c)

der Zustände vornehmen würden. Unsere Wahl ist eine besonders sinnvolle,
aber um das zu sehen, müssen wir lernen wie die Zustände zueinander in
Beziehung stehen.

2.3 Lineare Transformationen und Operatoren

Weil wir mit Zustandsvektoren ψ〉 in Hilberträumen arbeiten, müssen phy-
sikalische Transformationen A : H → H′ linear sein

∀ ψi〉 ∈ H, αi ∈ C : A (α1 ψ1〉+ α2 ψ2〉) = α1A ψ1〉+ α2A ψ2〉 . (2.44)

Lineare Transformation A : H → H des Hilbertraums H auf sich selbst
werden wir Operatoren (auf H) nennen. Für den Operator

ψ′〉 = A ψ〉 (2.45)

können wir die Linearität (2.44) und die Existenz einer ONB verwenden

ψ〉 =
N∑
i=1

ψi i〉 (2.46a)

ψ′〉 =
N∑
i=1

ψ′i i〉 (2.46b)

11Aber nicht
l〉 ⇔ h〉 (2.42)

etc.!
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mit

ψi = 〈i|ψ〉 (2.47a)

ψ′i = 〈i|ψ′〉 , (2.47b)

um die Komponenten des transformierten Zustandsvektors zu berechnen

ψ′i = 〈i|ψ′〉 = 〈i|A|ψ〉 =
N∑
j=1

〈i|A|j〉 〈j|ψ〉 =
N∑
j=1

〈i|A|j〉ψj . (2.48)

Wir finden also die Wirkung des Operators A auf die Komponenten eines
Zustandsvektors bezüglich einer ONB als Matrixmultiplikation

ψ′i =
N∑
j=1

Aijψj , (2.49)

mit den Matrixelementen

Aij = 〈i|A|j〉 ∈ C . (2.50)

NB: diese Matrixelemente hängen von der Wahl der ONB ab, genauso wie die
Komponenten eines Zustandsvektors oder die Komponenten eines Vektors im
dreidimensionalen Anschauungsraum!

In der umgekehrten Richtung kann man mit der Zerlegung der Einheit (2.17)
einen Operator aus seinen Matrixelemente rekonstruieren

A =

(
N∑
i=1

i〉 〈i

)
A

(
N∑
j=1

j〉 〈j

)
=

N∑
i,j=1

i〉 〈i|A|j〉 〈j , (2.51)

also

A =
N∑

i,j=1

i〉Aij 〈j , (2.52)

und sieht, daß das Matrixelement Aij der
”
Stärke“ des Übergangs von j〉

nach i〉 in der Anwendung von A entspricht.
Für alle physikalisch relevanten Operatoren gibt es bevorzugte ONB, in

denen die Matrixelemente besonders einfach sind. Allerdings sind dies nicht
immer die ONB, in denen sich ein physikalisches System einfach beschreiben
läßt. Die Auflösung dieser Spannung ist das Thema dieser Vorlesung . . .

Wenn wir zwei Operatoren A und B hintereinander anwenden, finden wir
mit der Zerlegung der Einheit (2.17)

[AB]ij = 〈i|AB|j〉 =
N∑
k=1

〈i|A|k〉 〈k|B|j〉 =
N∑
k=1

AikBkj (2.53)
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das Multiplikationsgesetz für Matrizen.
In unserem zweidimensionalen Beispiel des einzelnen QBit stellt sich die

Transformation ψ′〉 = A ψ〉 in Komponenten als(
ψ′1
ψ′2

)
=

(
A11 A12

A21 A22

)(
ψ1

ψ2

)
(2.54)

dar, bzw. als

ψ′1 = A11ψ1 + A12ψ2 (2.55a)

ψ′2 = A21ψ1 + A22ψ2 (2.55b)

mit Anm = 〈n|A|m〉.

2.3.1 Selbstadjungierte und unitäre Operatoren, Projektoren

Wir werden in diesem Abschnitt oft die folgende Notation für einen trans-
formierten Zustandsvektor

Aψ〉 = A ψ〉 (2.56)

benutzen.
Eine wichtige Klasse von Operatoren sind die Isometrien, die die beob-

achtbaren Matrixelemente, bzw. den beobachtbaren Überlapp von Zustands-
vektoren nicht ändern12

∀ ψ〉 , φ〉 ∈ H : 〈Uψ|Uφ〉 = 〈ψ|φ〉 . (2.57)

Diese entprechen in der klassischen Physik dem Wechsel von Koordinatensy-
stemen, die ebenfalls physikalische Resultate nicht ändern. Eine solche Trans-
formation bildet eine ONB

{ i〉}i=1,...,N (2.58)

auf eine ONB
{ i′〉 = U i〉}i=1,...,N (2.59)

ab, weil offensichtlich
〈i′|j′〉 = 〈i|j〉 = δij . (2.60)

Solche Transformationen wollen wir auch rückgangig machen können und for-
dern die Existenz eines inversen Operators U−1 : H → H mit der Eigenschaft

U−1U = 1 = UU−1 . (2.61)

12Strengenommen ist nur das Betragsquadrat des Überlapps beobachtbar, aber es gibt
ein Theorem von Wigner, das zeigt, daß diese Verallgemeinerung nur im Fall der Zeitum-
kehr t 7→ −t etwas wesentlich Neues hinzufügt.
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Weiterführende Bemerkung (nicht Teil der Vorlesung):
In endlich vielen Dimensionen folgt die Existenz des inversen Operators aus der Iso-

metrie (2.57), aber nicht in unendlichdimensionalen Hilberträumen.

Für die Matrixelemente gilt

N∑
k=1

[
U−1

]
ik
Ukj = δij =

N∑
k=1

Uik
[
U−1

]
kj

(2.62)

und die Determinante der Matrix darf nicht verschwinde. Für die 2 × 2-
Matrizen in unserem QBit-Beispiel gibt es eine einfache Formel13

A−1 =
1

A11A22 − A12A21

(
A22 −A12

−A21 A11

)
, (2.63)

die sich leider nicht auf mehr als zwei Dimensionen verallgemeinern lässt.
Invertierbare Isometrien heißen unitär und sind eng mit Symmetrien ver-

bunden, zum Beispiel dem Wechsel von Koordinatensystemen. Für unser
QBit werden die unitären Matrizen durch vier reelle Parameter beschrieben,
weil (2.61) vier unabhängigen reellen Bedingungen an die acht reellen Para-
meter einer komplexen 2× 2-Matrix entspricht.

Zu jedem Operator A : H → H kann man den adjungierten Operator A† :
H → H mit der Forderung

∀ ψ〉 , φ〉 ∈ H : 〈ψ|A†|φ〉 = 〈Aψ|φ〉 = 〈φ|Aψ〉∗ = 〈φ|A|ψ〉∗ (2.64)

definieren.

Weiterführende Bemerkung (nicht Teil der Vorlesung):
Diese Definition ist in unendlichdimensionalen Hilberträumen in manchen Fällen mit

mathematischen Fallstricken versehen, was uns aber zunächst nicht stören soll.

Für die Matrixelemente gilt einfach[
A†
]
ij

= 〈i|A†|j〉 = 〈j|A|i〉∗ = A∗ji , (2.65)

also ist dem adjungierten Operator die hermitisch konjugierte Matrix (trans-
poniert und komplex konjugiert) zugeordnet. Weil die Gleichung in (2.64) für
alle φ〉 ∈ H gelten soll, kann man in Rechnungen auch

〈ψ A† = 〈Aψ (2.66)

13NB: detA = A11A22 −A12A21!
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benutzen. Mit dem Begriff des adjungierten Operators kann man die Forde-
rung an unitäre Operatoren auch als

∀ ψ〉 , φ〉 ∈ H : 〈Uψ|Uφ〉 = 〈ψ|U †U |φ〉 = 〈ψ|φ〉 (2.67)

schreiben, also
U †U = 1 = UU † (2.68)

bzw.
U † = U−1 . (2.69)

Eine zweite wichtige Klasse von Operatoren aufH sind die selbstadjungierten
Operatoren mit

A† = A , (2.70)

die wir bald mit physikalischen Observablen identifizieren werden. Die zu-
gehörigen Matrizen sind hermitisch

Aij = A∗ji . (2.71)

Für unser QBit heißt das

A =

(
a11 a12 + ib12

a12 − ib12 a22

)
(2.72)

mit vier reellen Parametern a11, a12, a22 und b12.
Schließlich gibt es noch die Klasse der Projektionsoperatoren, bzw. Pro-

jektoren P : H → H. Diese erfüllen

P 2 = P (2.73)

und triviale Beispiele sind die identische Abbildung 1 und die Abbildung 0 :
ψ〉 7→ 0. Wenn P selbstadjungiert ist P = P †, ist P eine orthogonale Pro-

jektion. Nichttriviale Beispiele sind

Pψ = ψ〉 〈ψ , (2.74)

für einen normierten Zustandsvektor ψ〉. Wenn P1P2 = P2P1 = 0 gilt
(d. h. P1 und P2 auf zueinander orthogonale Teilräume projizieren), ist auch
die Summe zweier Projektionen wieder eine orthogonale Projektion

(P1 + P2)2 = P 2
1 + P1P2 + P2P1 + P 2

2 = P1 + P2 . (2.75)
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2.3.2 Eigenwerte, Eigenvektoren, Spektralsatz

Jeder Operator A : H → H auf einem endlichdimensionalen14 HilbertraumH
hat mindenstens einen (nichtverschwindenden) Eigenvektor a〉 ∈ H mit zu-
gehörigem Eigenwert a ∈ C

A a〉 = a a〉 . (2.76)

Wenn der Operator invertierbar ist, dann gilt

a〉 = A−1A a〉 = A−1a a〉 = aA−1 a〉 , (2.77)

also

A−1 a〉 =
1

a
a〉 (2.78)

und wir sehen, daß kein Eigenwert eines invertierbaren Operators verschwin-
den darf.

OBdA können wir im Folgenden annehmen, daß a〉 normiert ist: 〈a|a〉 =
1. Dann gilt sowohl

〈a|A|a〉 = a 〈a|a〉 = a , (2.79)

als auch15

〈a|A†|a〉 = 〈a|A|a〉∗ = (a 〈a|a〉)∗ = a∗ . (2.82)

Deshalb müssen alle Eigenwerte selbstadjungierter Operatoren A = A† reell
sein.

Für unitäre Operatoren gilt

〈u|u〉 = 〈Uu|Uu〉 = 〈u|u∗u|u〉 = u∗u 〈u|u〉 (2.83)

also u∗u = 1 und alle Eigenwerte von unitären Operatoren liegen in der
komplexen Ebene auf dem Einheitskreis.

Seien a1〉 und a2〉 zwei Eigenvektoren von A mit zugehörigen Eigenwer-
ten a1 und a2

A ai〉 = ai ai〉 (i ∈ {1, 2}) . (2.84)

14Die Ausnahmen im unendlichdimensionalen Fall werden für uns nicht wichtig sein.
15NB: es gilt nicht notwendig auch

A† a〉 = a∗ a〉 , (2.80)

d. h. a〉 ist nicht notwendig auch ein Eigenvektor zum adjungierten Operator A†! Wir
können nur

〈a A† = 〈Aa = a∗ 〈a (2.81)

schreiben.
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Dann gilt für selbstadjungierte A = A†

a1 〈a1|a2〉 = a∗1 〈a1|a2〉 = 〈Aa1|a2〉 = 〈a1|A|a2〉 = a2 〈a1|a2〉 (2.85)

also
a1 6= a2 =⇒ 〈a1|a2〉 = 0 . (2.86)

Für unitäre A†A = 1 = AA† gilt

a∗1a2 〈a1|a2〉 = 〈a1|A†A|a2〉 = 〈Aa1|Aa2〉 = 〈a1|a2〉 (2.87)

also
a∗1a2 =

a2

a1

6= 1 =⇒ 〈a1|a2〉 = 0 . (2.88)

D. h. sowohl bei selbstadjungierten, als auch bei unitären Operatoren sind
die Eigenvektoren zu unterschiedlichen Eigenwerten paarweise aufeinander
orthogonal.

Man kann außerdem zeigen, daß die Menge aller Eigenvektoren eines
selbstadjungierten oder unitären Operators16 eine Basis bilden, die orthor-
miert gewählt werden kann. Im Falle von entarteten Eigenwerten, d. h. Ei-
genvektoren mit dem gleichen Eigenwert müssen dazu die Eigenvektoren von
Hand orthogonal gemacht werden17. In Formeln heißt das

1 =
N∑
i=1

ai〉 〈ai (2.90a)

A ai〉 = ai ai〉 (i = 1, . . . , N) (2.90b)

und daraus folgt

A =
N∑

i,j=1

ai〉 〈ai|A|aj〉︸ ︷︷ ︸
= aiδij

〈aj =
N∑
i=1

ai〉 ai 〈ai . (2.91)

Wir find also für jeden selbstadjungierten oder unitären Operator A : H → H
immer eine ONB in der dieser Operator diagonal ist

A =
N∑
i=1

ai〉 ai 〈ai . (2.92)

16Dies gilt sogar für alle sogenannte normale Operatoren mit

AA† = A†A (2.89)

von denen selbstadjungierte und unitäre Operatoren Spezialfälle darstellen.
17Im Fall von entarteten Eigenvektoren sollte man für die Eigenvektoren i〉 statt ai〉

schreiben, um Mißverständisse zu vermeiden, wenn ai = aj für i 6= j.
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Alle interessanten quantenmechanischen Effekte rühren daher, daß diese Ba-
sis für verschiedene Operatoren im Allgemeinen unterschiedlich ist.

Wenn wir, z. B., die hermitischen Pauli-Matrizen

σ1 =

(
0 1
1 0

)
(2.93a)

σ2 =

(
0 −i
i 0

)
(2.93b)

σ3 =

(
1 0
0 −1

)
(2.93c)

betrachten, können wir ihnen mit

σk =
2∑

i,j=1

i〉 [σk]ij 〈j (2.94)

zuordnen, also

σ1 = 1〉 〈2 + 2〉 〈1 (2.95a)

σ2 = i 2〉 〈1 − i 1〉 〈2 (2.95b)

σ3 = 1〉 〈1 − 2〉 〈2 , (2.95c)

bzw.

σ3 1〉 = 1〉 (2.96a)

σ3 2〉 = − 2〉 (2.96b)

usw. NB: in (2.93) stehen die σi für 2 × 2-Matrizen und in (2.95) werden
die gleichen Symbole für die entsprechenden Operatoren H → H benutzt. In
dieser Vorlesung wird darauf verzichtet, solche Unterschiede durch umständ-
liche Notation zu verdeutlichen, sofern aus dem Kontext ersichtlich ist, welche
Objekte gemeint sind.

Wir finden als vollständige orthogonale Sätze von Eigenvektoren und Ei-
genwerte für σ1

σ1

(
1
1

)
= +

(
1
1

)
(2.97a)

σ1

(
1
−1

)
= −

(
1
−1

)
, (2.97b)

für σ2

σ2

(
1
i

)
= +

(
1
i

)
(2.98a)
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σ2

(
1
−i

)
= −

(
1
−i

)
(2.98b)

und σ3

σ3

(
1
0

)
= +

(
1
0

)
(2.99a)

σ3

(
0
1

)
= −

(
0
1

)
. (2.99b)

Die Eigenwerte ±1 sind in allen Fällen gleich, aber die Eigenvektoren unter-
scheiden sich. Wir bemerken, daß die Eigenvektoren von σ1 den Koordinaten
der Zustände r〉 und r〉 entsprechen, die von σ2 denen von h〉 und v〉
und schließlich die von σ3 denen von o〉 und u〉. Es liegt deshalb nahe, die
gemessenen Zustände den Eigenvektoren der Operatoren zuzuordnen

σ1 r〉 = + r〉 (2.100a)

σ1 l〉 = − l〉 (2.100b)

σ2 h〉 = + h〉 (2.100c)

σ2 v〉 = − v〉 (2.100d)

σ3 o〉 = + o〉 (2.100e)

σ3 u〉 = − u〉 . (2.100f)

2.3.3 Exponentialfunktion und andere Funktionen

Vorlesung 04: Mo, 06. 05. 2019

Wir werden oft Funktionen von Operatoren verwenden müssen. Für Po-
tenzen und Polynome

p(A) =
M∑
m=0

αmA
m (2.101)

ist die Definition durch Mehrfachausführung

A0 = 1 (2.102a)

Am = AAm−1 = Am−1A (2.102b)

und Linearkombination

(α1A1 + α2A2) ψ〉 = α1A1 ψ〉+ α2A2 ψ〉 (2.103)
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offensichtlich. Wenn der Operator in Diagonalgestalt vorliegt

A =
N∑
i=1

ai〉 ai 〈ai , (2.104)

kann man ebenfalls sehr leicht eine beliebige Funktion definieren

f(A) =
N∑
i=1

ai〉 f(ai) 〈ai , (2.105)

sofern die Funktion für alle Eigenwerte definiert ist. Z. B. kann man die
Funktion f : x→ 1/x nur für invertierbare Operatoren definieren, die keinen
verschwindenden Eigenwert haben.

Schließlich kann man noch versuchen, Funktionen über Ihre Potenzreihe
zu definieren, z. B. die Exponentialfunktion

eA =
∞∑
n=0

1

n!
An , (2.106)

muß sich aber gegebenenfalls Gedanken über die Konvergenz der Reihe ma-
chen. Diese ist jedoch bei analytischen Funktionen von endlichdimensionalen
Matrizen immer gegeben.

2.4 Rotationen

Im vorhergehenden Abschnitt konnten wir die Zustände des QBit nach Mes-
sung entlang der Koordinatenachsen als Eigenvektoren der Pauli-Matrizen
(2.93) identifizieren. Uns fehlt aber noch die Begründung, warum wir die
Zustände genau so den Koordinatenachsen zugeordnet haben und keine der
Permutationen in (2.43) vorgenommen haben. Außerdem haben wir noch
keine Möglichkeit Messungen zu beschreiben, die nicht entlang einer der Ko-
ordinatenachsen durchgeführt werden.

2.4.1 θ = ±π/2
Zu diesem Zweck betrachten wir zunächst sechs unitäre 2×2-Matrizen (bzw. die
zugeordneten Operatoren H → H)

U1(±π/2) =
1√
2

(
1 ∓i
∓i 1

)
(2.107a)
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U2(±π/2) =
1√
2

(
1 ∓1
±1 1

)
(2.107b)

U3(±π/2) =

(
e∓iπ/4 0

0 e±iπ/4

)
, (2.107c)

mit den leicht zu überprüfenden Eigenschaften

U †n(±π/2) = U−1
n (±π/2) = Un(∓π/2) (2.108a)

(Un(±π/2))4 = −1 . (2.108b)

Es ist eine einfache Aufgabe die Relationen

U1(π/2)U2(±π/2)U1(−π/2) = U3(±π/2) (2.109a)

U2(π/2)U3(±π/2)U2(−π/2) = U1(±π/2) (2.109b)

U3(π/2)U1(±π/2)U3(−π/2) = U2(±π/2) (2.109c)

durch Multiplikation von 2×2-Matrizen zu überprüfen. Mit (2.108a) ergeben
sich aus (2.109a-c) noch die weiteren Relationen

U2(π/2)U1(±π/2)U2(−π/2) = U3(∓π/2) (2.109d)

U3(π/2)U2(±π/2)U3(−π/2) = U1(∓π/2) (2.109e)

U1(π/2)U3(±π/2)U1(−π/2) = U2(∓π/2) (2.109f)

und

U1(−π/2)U2(±π/2)U1(π/2) = U3(∓π/2) (2.109g)

U2(−π/2)U3(±π/2)U2(π/2) = U1(∓π/2) (2.109h)

U3(−π/2)U1(±π/2)U3(π/2) = U2(∓π/2) (2.109i)

U2(−π/2)U1(±π/2)U2(π/2) = U3(±π/2) (2.109j)

U3(−π/2)U2(±π/2)U3(π/2) = U1(±π/2) (2.109k)

U1(−π/2)U3(±π/2)U1(π/2) = U2(±π/2) . (2.109l)

Alle Gleichungen (2.109) können auch als

∀θ ∈ {−π/2,+π/2} :

Ui(±π/2)Uj(θ)Ui(∓π/2) = δijUj(θ) +
3∑

k=1

|εijk|Uk(±εijkθ) . (2.110)
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~e1

~e2

~e3

r〉

h〉

o〉

R1(−π/2)
−−−−−−−→

r〉
h〉

o〉

R3(π/2) ↓ ↓ R2(π/2)

r〉

h〉
o〉

R1(π/2)
←−−−−−−

r〉

h〉

o〉

Abbildung 2.2: Äquivalenz der Hintereinanderausführung von drei Rotatio-
nen wie in (2.109a). NB: im Gegensatz zur Definition der Eulerwinkel (siehe
z. B. [Ohl17]) werden die Rotationsachsen nicht mitrotiert, sondern bleiben
raumfest!

zusammengefasst werden18, wenn man das total antisymmetrische ε-Symbol
benutzt

εijk =


1 für (i, j, k) gerade Permutation von (1, 2, 3)

−1 für (i, j, k) ungerade Permutation von (1, 2, 3)

0 sonst

. (2.111)

Die Bedeutung dieser Relationen erschließt sich, wenn man in Abbildung 2.2
zunächst eine Drehung um die ~e1-Achse um den Winkel −π/2, dann um die
~e2-Achse um den Winkel +π/2 und schließlich wieder um die ~e1-Achse um den
Winkel +π/2 durchführt. Das gleiche Ergebnis erhält man, wenn man nur
eine Drehung um die ~e3-Achse um den Winkel +π/2 durchführt. In Formeln
heißt das

R1(π/2)R2(π/2)R1(−π/2) = R3(π/2) , (2.112a)

und entspricht exakt dem ersten Fall von (2.109a), wenn man die orthogo-
nalen Drehmatrizen Rn(θ) durch die unitären Matrizen Un(θ) ersetzt. Durch

18In der Druckfassung des Skripts ist die rechte Seite von (2.110) leider falsch als

δijUj(θ) + (1− δij)
∑3

k=1 Uk(±εijkθ) angegeben.
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Umkehrung von Pfeilen unter Verwendung von (Rn(±π/2))−1 = Rn(∓π/2)
können aus diesem Diagram auch

R1(π/2)R2(−π/2)R1(−π/2) = R3(−π/2) (2.112b)

R1(−π/2)R3(π/2)R1(π/2) = R2(π/2) (2.112c)

R1(−π/2)R3(−π/2)R1(π/2) = R2(−π/2) , (2.112d)

also die Analoga des zweiten Falls von (2.109a) und der beiden Fälle von
(??), abgelesen werden.

Wir finden also, daß sich die Matrix Un(±π/2) genauso verhält wie eine
Drehung um die Koordinatenachse ~en mit dem Winkel ±π/2. Die Äquiva-
lenz der anderen Beziehungen in (2.109a) zu Drehungen kann durch ent-
sprechende Überlegungen gezeigt werden. Wenn sich in der Quantenphysik
ein Objekt genauso verhält wie ein anderes Objekt, können wir die beiden
Objekte nicht unterscheiden. Wir dürfen also die Un(±π/2) benutzen, um
unsere Zustände zu drehen. Wegen der Unitärität der Un(±π/2) ändern sich
dabei die Wahrscheinlichkeiten nicht, wenn wir den Spinanalysator genauso
drehen wie die Zustände. Tabelle 2.1 zeigt, daß die Operatoren Un(±π/2) auf
unsere Zustände wie Rotationen wirken und legitimiert unsere Zuordung der
Zustände zu den Messungen entlang der Koordinatenachse. Die auftretenden
Phasen können nicht durch eine geschicktere Multiplikation der Zustände mit
Phasenfaktoren eliminiert werden.

Einen Unterschied gibt es aber doch: vier Drehungen um π/2 hinterein-
anderausgeführt ergeben eine Drehung um 2π und sollten den Zustand nicht
ändern. In Gleichung (2.108b) haben wir bereits gesehen, daß der entspre-
chende Operator

Un(2π) = (Un(π/2))4 = −1 (2.113)

r〉 l〉 h〉 v〉 o〉 u〉

U1(π/2) e−iπ/4 r〉 eiπ/4 l〉 o〉 −i u〉 v〉 −i h〉

U1(−π/2) eiπ/4 r〉 e−iπ/4 l〉 i u〉 o〉 h〉 i v〉

U2(π/2) u〉 o〉 e−iπ/4 h〉 eiπ/4 v〉 r〉 − l〉

U2(−π/2) o〉 − u〉 eiπ/4 h〉 e−iπ/4 v〉 l〉 r〉

U3(π/2) e−iπ/4 h〉 e−iπ/4 v〉 e−iπ/4 l〉 e−iπ/4 r〉 e−iπ/4 o〉 eiπ/4 u〉

U3(−π/2) eiπ/4 v〉 eiπ/4 h〉 eiπ/4 r〉 eiπ/4 l〉 eiπ/4 o〉 e−iπ/4 u〉

Tabelle 2.1: Drehungen um rechte Winkel ψ′〉 = Un(±π/2) ψ〉.
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das Vorzeichen der Zustände ändert. Ein solches Verhalten ist in der klas-
sischen Physik nicht möglich, aber in der Quantenphysik. Für ein einzelnes
QBit hat es keine beobachtbaren Konsequenzen, weil die Wahrscheinlichkei-
ten als Betragsquadrate berechnet werden. In Interferenzeffekte mit Neutro-
nen wurde der Vorzeichenwechsel aber experimentell beständigt.

2.4.2 θ 6= ±π/2
Betrachte die 2× 2-Matrizen

Un(θ) = e−iθσn/2 . (2.114)

Mit
(σn)2 = 1 (2.115)

folgt für jede natürliche Zahl m

(σn)2m = 1 (2.116a)

(σn)2m+1 = σn (2.116b)

und damit kann man die Potenzreihe der Exponentialfunktion aufsummieren

Un(θ) = cos
θ

2
· 1− i sin

θ

2
· σn , (2.117)

also

U1(θ) =

(
cos θ

2
−i sin θ

2

−i sin θ
2

cos θ
2

)
(2.118a)

U2(θ) =

(
cos θ

2
− sin θ

2

sin θ
2

cos θ
2

)
(2.118b)

U3(θ) =

(
e−iθ/2 0

0 eiθ/2

)
. (2.118c)

Mit

sin
(
±π

4

)
= ± 1√

2
(2.119a)

cos
(
±π

4

)
=

1√
2

(2.119b)

folgt außerdem

Un(±π/2) =
1∓ iσn√

2
, (2.120)
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also genau (2.107). Außerdem kann man leicht zeigen, daß

Un(θ)Un(θ′) = Un(θ + θ′) . (2.121)

Folglich eignen sich die Un(θ) als Interpolation der Rotationsoperation zwi-
schen 1 = Un(0) und Un(±π/2).

Damit findet man für den Überlapp zwischen dem Zustandsvektor o〉 und
dem um die ~en-Achse um den Winkel θ gedrehten Zustandsvektor Un(θ) o〉

〈o|U1(θ)|o〉 = 〈o|U2(θ)|o〉 = cos
θ

2
(2.122a)

〈o|U3(θ)|o〉 = cos
θ

2
− i sin

θ

2
= e−iθ/2 (2.122b)

und somit

|〈o|U1(θ)|o〉|2 = |〈o|U2(θ)|o〉|2 = cos2 θ

2
(2.123a)

|〈o|U3(θ)|o〉|2 = 1 (2.123b)

im Einklang mit den experimentellen Ergebnissen.
Wenn wir die Ausrichtung des Spinanalysators in einer beliebigen Rich-

tung durch eine Einheitsvektor mit den üblichen Kugelkoordinaten

~n = (sin θ cosφ, sin θ sinφ, cos θ) (2.124)

beschreiben, können wir diese Ausrichtung aus der Lage o〉, bzw. ~e3, durch
die Abfolge einer Rotation um die y-Achse um den Winkel θ und einer an-
schließenden um z-Achse um den Winkel φ erreichen

U3(φ)U2(θ) =

(
e−iφ/2 0

0 eiφ/2

)(
cos θ

2
− sin θ

2

sin θ
2

cos θ
2

)
=

(
e−iφ/2 cos θ

2
−e−iφ/2 sin θ

2

eiφ/2 sin θ
2

eiφ/2 cos θ
2

)
. (2.125)

Damit erhalten wir die orthonormalen Zustände ↑ und ↓ entlang dieser Rich-
tung

↑, θ, φ〉 = U3(φ)U2(θ) o〉 = e−iφ/2 cos
θ

2
1〉+ eiφ/2 sin

θ

2
2〉 (2.126a)

↓, θ, φ〉 = U3(φ)U2(θ) u〉 = −e−iφ/2 sin
θ

2
1〉+ eiφ/2 cos

θ

2
2〉 (2.126b)

mit

〈↑, θ, φ| ↑, θ, φ〉 = 〈↓, θ, φ| ↓, θ, φ〉 = 1 (2.127a)

〈↑, θ, φ| ↓, θ, φ〉 = 0 . (2.127b)
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2.5 Projektoren, Observable und Erwartungswerte

Vorlesung 05: Fr, 10. 05. 2019

Die Zustände ↑, θ, φ〉 und ↓, θ, φ〉 in (2.126) sind Eigenzustände von
Operatoren, die eine einfache physikalische Interpretation haben.

Jeder normierte Zustandsvektor ψ〉 ist ein Eigenvektor des Projektions-
operators

Pψ = ψ〉 〈ψ (2.128)

mit Eigenwert +1:
Pψ ψ〉 = ψ〉 〈ψ|ψ〉 = ψ〉 . (2.129)

Jeder zu ψ〉 orthogonale Zustandsvektor φ〉 ist ebenfalls Eigenvektor von Pψ,
aber zum Eigenwert 0:

Pψ φ〉 = ψ〉 〈ψ|φ〉 = 0 . (2.130)

Ebenso können wir die Operatoren

Oψ,α,β = α1 + β ψ〉 〈ψ (2.131)

betrachten und finden

Oψ,α,β ψ〉 = (α + β) ψ〉 (2.132a)

Oψ,α,β φ〉 = α φ〉 (2.132b)

daß die Zustandsvektoren Eigenvektoren bleiben und wir die Eigenwerte
durch geeignete Wahl von α und β anpassen können. Z. B. hat

Oψ = 2 ψ〉 〈ψ − 1 (2.133)

die Eigenwerte ±1, analog zu den Pauli-Matrizen. In einer ONB mit

ψ〉 =
N∑
i=1

ψi i〉 (2.134)

gilt

Pψ =
N∑

i,j=1

i〉ψiψ∗j 〈j , (2.135)

also ist die zugeordnete Matrix das äußere Produkt

Pψ =

ψ1
...
ψN

⊗ (ψ∗1 . . . ψ∗N
)

=


ψ1ψ

∗
1 ψ1ψ

∗
2 . . . ψ1ψ

∗
N

ψ2ψ
∗
1 ψ2ψ

∗
2 . . . ψ2ψ

∗
N

...
...

. . .
...

ψNψ
∗
1 ψNψ

∗
2 . . . ψNψ

∗
N

 (2.136)



Thorsten Ohl 2019-07-26 10:56:58 +0200 Ohne Gewähr! 32

mit der Notation
[a⊗ b]ij = aibj (2.137)

und den Matrixelementen

〈i|Pψ|j〉 = ψiψ
∗
j . (2.138)

Wenn wir darauf verzichten, den Operator und die zugehörige Matrix in
unserer ONB 1〉, 2〉 zu unterscheiden, können wir

P↑,θ,φ = ↑, θ, φ〉 〈↑, θ, φ =

(
e−iφ/2 cos θ

2

eiφ/2 sin θ
2

)
⊗
(
eiφ/2 cos θ

2
e−iφ/2 sin θ

2

)
=

(
cos2 θ

2
e−iφ sin θ

2
cos θ

2

eiφ sin θ
2

cos θ
2

sin2 θ
2

)
=

1

2

(
1 + cos θ e−iφ sin θ
eiφ sin θ 1− cos θ

)
=

1

2

(
1 + cos θ sin θ cosφ− i sin θ sinφ

sin θ cosφ+ i sin θ sinφ 1− cos θ

)
=

1

2
(1 + sin θ cosφσ1 + sin θ sinφσ2 + cos θ σ3) (2.139)

schreiben, wobei, wie schon in (2.6), die Identitäten

cos2 θ

2
=

1 + cos θ

2
(2.140a)

sin2 θ

2
=

1− cos θ

2
(2.140b)

sin
θ

2
cos

θ

2
=

sin θ

2
(2.140c)

verwendet wurden. Analog folgt

P↓,θ,φ = ↓, θ, φ〉 〈↓, θ, φ =

(
−e−iφ/2 sin θ

2

eiφ/2 cos θ
2

)
⊗
(
−eiφ/2 sin θ

2
e−iφ/2 cos θ

2

)
=

(
sin2 θ

2
−e−iφ sin θ

2
cos θ

2

−eiφ sin θ
2

cos θ
2

cos2 θ
2

)
=

1

2

(
1− cos θ −e−iφ sin θ
−eiφ sin θ 1 + cos θ

)
=

1

2
(1− sin θ cosφσ1 − sin θ sinφσ2 − cos θ σ3) . (2.141)

Wenn man die 2× 2 =Matrix

P (~n) =
1

2
(1 + ~n~σ) . (2.142)

mit dem Einheitsvektor ~n in Kugelkoordinaten (2.124) ausdrückt, findet man

P↑,θ,φ = P (~n) (2.143a)
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P↓,θ,φ = P (−~n) . (2.143b)

Damit sieht man, daß

Σ(~n) = ~n~σ =

(
cos θ e−iφ sin θ

eiφ sin θ − cos θ

)
(2.144)

der Operator ist, dessen Eigenvektoren zu den Eigenwerten ±1 die Zustands-
vektoren nach einer Messung des Spins in Richtung ~n sind. Weil die normier-
ten Eigenvektoren eine ONB bilden und alle Eigenwerte reell sind, muß der
Operator selbstadjungiert sein

Σ(~n) = Σ†(~n) , (2.145)

was dadurch gewährleistet ist, daß alle Pauli-Matrizen hermitisch

σn = σ†n (2.146)

und die Komponenten von ~n reell sind.
Aus diesen Überlegungen ergibt sich folgendes allgemeine Bild für die

Beschreibung einer Messung in der Quantenphysik

1. Die Zustände eines physikalischen Systems werden durch Vektoren in
einem Hilbertraum H beschrieben.

2. Jeder möglichen Messung ist ein selbstadjungierter Operator A : H →
H zugeordnet, den wir auch Observable nennen.

3. Jedes mögliche Ergebnis einer Messung ist ein Eigenwert der Observa-
blen.

4. Nach der Messung befindet sich das System in einem Eigenzustand,
der zur dem gemessenen Eigenwert19 gehört. Diesen Vorgang nennt
man

”
Kollaps der Wellenfunktion“.

5. Die Wahrscheinlichkeit, den Eigenwert zu messen, ist das Betragsqua-
drat des Überlapps der Zustände vor und nach der Messung.

Diese pragmatische Beschreibung erlaubt es, Rechnungen durchzuführen und
Vorhersagen zu machen, die im Experiment überprüft werden können. Sie
verzichtet darauf, zu erklären, wie der Kollaps der Wellenfunktion im Meß-
prozeß im Detail abläuft. Es wird nur das Ergebniss der Messung beschrieben.

19Wenn der Eigenwert entartet ist, also mehr als ein Eigenvektor zu ihm gehört, wird
der Zustand auf den von diesen Vektoren aufgespannten Unterraum projiziert.
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Diese Interpretation der QM wird deshalb auch die
”

shut-up-and-calculate-
Interpretation“ genannt.

Als selbstadjungierter Operator kann jede Observable in Diagonalgestalt

A =
N∑
i=1

ai〉 ai 〈ai (2.147a)

mit

1 =
N∑
i=1

ai〉 〈ai (2.147b)

gebracht werden. Wenn wir den Erwartungswert von A in einem Zustand φ〉
berechnen

〈φ|A|φ〉 =
N∑
i=1

〈φ|ai〉 ai 〈ai|φ〉 =
N∑
i=1

ai| 〈ai|φ〉 |2 =
N∑
i=1

aipi , (2.148)

finden wir die Summe der möglichen Ergebnisse einer Messung der Ob-
servablen A, gewichtet mit der Wahrscheinlichkeit ihres Auftretens im Zu-
stand ψ〉. Also ist der quantenmechanische Erwartungswert gleich dem sta-
tistischen Erwartungswert für Messungen der Observable A in einem System
im Zustand φ〉

〈φ|A|φ〉 = Eφ(A) . (2.149)

NB: der Erwartungswert hängt nicht davon ab, in welcher Basis er berech-
net wird. Wir haben die Eigenbasis der Observablen nur gewählt, um die
physikalische Interpretation zu liefern!

Für die Observable 1, die nur 1 als Eigenwert hat und deshalb bei jeder
Messung in jedem Zustand immer das Ergebnis 1 liefert, muß der Erwar-
tungswert auch 1 sein. In der Tat

Eφ(1) = 〈φ|1|φ〉 = 〈φ|φ〉 = 1 (2.150)

aufgrund der Normierung der Zustandsvektoren.
In Falle unseres QBit finden wir für eine Spinmessung in Richtung ~n im

Zustand o〉 den Erwartungswert

Eo (Σ(~n)) = 〈o|~n~σ|o〉 = cos θ , (2.151)

im Zustand u〉
Eu (Σ(~n)) = 〈u|~n~σ|u〉 = − cos θ (2.152)

und im Zustand r〉
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Er (Σ(~n)) = 〈r|~n~σ|r〉 =
1

2

(
1 1

)( cos θ e−iφ sin θ
eiφ sin θ − cos θ

)(
1
1

)
=

1

2

(
e−iφ sin θ + eiφ sin θ

)
= cosφ sin θ = ~n~e1 , (2.153)

also immer die Projektion der Richtung auf die dem Zustand entsprechende
Koordinatenachse.

Man kann den Erwartunsgwert auch auf eine andere Art ausdrücken, die
im nächsten Abschnitt eine wichtige Verallgemeinerung erlauben wird. Durch
Einschieben einer Eins finden wir

Eψ(A) = 〈ψ|A|ψ〉 =
N∑
i=1

〈ψ|A|i〉 〈i|ψ〉 =
N∑
i=1

〈i|ψ〉 〈ψ|A|i〉

=
N∑
i=1

〈i|PψA|i〉 = tr (PψA) (2.154)

mit der Spur eines Operators

tr(A) =
N∑
i=1

〈i|A|i〉 =
N∑
i=1

Aii , (2.155)

also der Summe der Elemente auf der Diagonalen der Matrix des Operators.
Die Spur hängt nicht von der Basis ab in der sie berechnet wird

tr(A) =
N∑
i=1

〈ψi|A|ψi〉 =
N∑

i,j,k=1

〈ψi|φj〉 〈φj|A|φk〉 〈φk|ψi〉

=
N∑

i,j,k=1

〈φj|A|φk〉 〈φk|ψi〉 〈ψi|φj〉

=
N∑

j,k=1

〈φj|A|φk〉 〈φk|φj〉︸ ︷︷ ︸
=δkj

=
N∑
j=1

〈φj|A|φj〉 (2.156)

und man kann sich leicht davon überzeugen, daß man Produkte von Opera-
toren unter der Spur zyklisch20 vertauschen darf

tr(ABC) = tr(BCA) . (2.157)

20Aber im Allgemeinen nicht paarweise tr(ABC) 6= tr(BAC)!
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Vorlesung 06: Fr, 17. 05. 2019

Insbesondere gilt also

Eψ(A) = tr (PψA) = tr (APψ) . (2.158)

Außerdem haben wir wieder

Eψ(1) = tr (Pψ) =
N∑
i=1

〈i|ψ〉 〈ψ|i〉 =
N∑
i=1

〈ψ|i〉 〈i|ψ〉 = 〈ψ|ψ〉 = 1 (2.159)

und wir merken uns, daß die Spur einer Projektion auf einen eindimensionalen
Unterraum 1 ist.

Für unser QBit haben wir gesehen daß

P (~n) =
1

2
(1 + ~n~σ) =

1

2

(
1 + n3 n1 − in2

n1 + in2 1− n3

)
(2.160)

der Projektionsoperator auf den Zustand ist in dem das System nach der
Messung in Richtung ~n mit dem Ergebnis ↑ befindet. Als Observable für die
Messung in Richtung ~n′ haben wir

Σ(~n′) = ~n′~σ =

(
n′3 n′1 − in′2

n′1 + in′2 −n′3

)
(2.161)

identifiziert. Damit erhalten wir als Erwartungswert

E↑,~n

(
Σ(~n′)

)
= tr

(
Σ(~n′)P (~n)

)
=

1

2
tr

(
n′3(1 + n3) + (n′1 − in′2)(n1 + in2) . . .

. . . (n′1 + in′2)(n1 − in2)− n′3(1− n3)

)
= ~n′~n , (2.162)

also wieder den Cosinus des Winkels zwischen den Richtungen ~n und ~n′.
Die Berechnung der Spur kann man sich sehr vereinfachen, wenn man ihre
Linearität

tr(α1A1 + α2A2) = α1 trA1 + α2 trA2 (2.163)

ausnutzt, zusammen mit den Relationen

tr (1) = 2 (2.164a)

tr (σi) = 0 (2.164b)

tr (σiσj) = 2δij . (2.164c)
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Damit erhält man wieder

E↑,~n

(
Σ(~n′)

)
=

1

2
tr
(

(~n′~σ)(1 + ~n~σ)
)

=
1

2

3∑
i=1

n′i tr (σi)︸ ︷︷ ︸
=0

+
1

2

3∑
i,j=1

n′inj tr (σiσj)︸ ︷︷ ︸
=2δij

= ~n′~n . (2.165)

Auf die gleiche Weise finden wir für die Wahrscheinlichkeit, das System im
Zustand φ〉 zu messen, wenn es zuvor per Messung im Zustand ψ〉 präpariert
wurde

pφ = | 〈φ|ψ〉 |2 = 〈ψ|φ〉 〈φ|ψ〉 = 〈φ|Pψ|φ〉 = Eφ(Pψ) = tr (PφPψ) = tr (PψPφ) ,
(2.166)

also den Erwartungswert des Projektionsoperators auf den Zustand nach der
Messung im Zustand vor der Messung. Das ist nicht überraschend, weil diese
Wahrscheinlichkeit gerade der Erwartungswert für die Observable ist, die den
Wert 1 annimmt, wenn das Ereignis eintritt und 0 sonst.

In unserem QBit ergibt sich damit wieder

E↑,~n

(
P (~n′)

)
= tr

(
P (~n′)P (~n)

)
=

1

4
tr
(

(1 + ~n′~σ)(1 + ~n~σ)
)

=
1

2
+
~n′~n

2
=

1

2
+

cos θ

2
= cos2 θ

2
. (2.167)

2.6 Bloch-Sphäre

Im vorausgehenden Kapitel haben wir gesehen, daß wir den Zustand eines
Quantensystems eindeutig durch den zugehörigen Projektionsoperator

Pψ = ψ〉 〈ψ (2.168)

charakterisieren können, aus dem wir durch Spurbildung die Erwartungswer-
te von Observablen A und die Wahrscheinlichkeit von Messergebnissen die
als Eigenwerte zu einem Eigenvektor φ〉 gehören berechnen können

Eψ(A) = tr (PψA) (2.169a)

| 〈φ|ψ〉 |2 = tr (PψPφ) . (2.169b)

Diese Formulierung hat den Vorteil, daß unbeobachtbare Phasendrehungen

ψ〉 7→ ψ′〉 = eiα ψ′〉 (2.170)
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aus den Formeln verschwinden

Pψ 7→ Pψ′ = ψ′〉 〈ψ′ = eiα ψ〉 〈ψ e−iα = ψ〉 〈ψ = Pψ . (2.171)

Der Zustand des QBits ist durch zwei komplexe Zahlen charakterisiert

ψ〉 = ψ1 1〉+ ψ2 2〉 , (2.172)

die als normiert angenommen werden können

|ψ1|2 + |ψ2|2 = 1 , (2.173)

sodaß drei unabhängige reelle Parameter verbleiben. Eine globale Phasendre-
hung

(ψ1, ψ2) 7→
(
eiαψ1, e

iαψ2

)
(2.174)

ist nicht beobachtbar, sodaß nur noch zwei unabhängige reelle Parameter
verbleiben. Dies enspricht genau den beiden Winkeln θ und φ mit denen
man die Richtung des Einheitsvektors ~n in

P (~n) = ↑, ~n〉 〈↑, ~n = ↑, θ, φ〉 〈↑, θ, φ (2.175)

festlegen kann. Somit stehen die physikalischen Zustände des QBit in einem
eins-zu-eins-Zusammenhang mit den Punkten auf der Oberfläche der Ein-
heitskugel, die in diesem Fall auch

”
Bloch-Sphäre“ genannt wird.

Leider gibt es keine schöne Verallgemeinerung dieser geometrisch anschau-
lichen Konstruktions für kompliziertere Systeme. . .

2.7 Dynamik 21

Bislang haben wir noch nicht besprochen, wie sich der Zustand eines Quan-
tensystem mit der Zeit ändert

ψ(t0)〉 → ψ(t)〉 , (2.176)

wenn keine Messungen durchgeführt werden. Aufgrund der linearen Struk-
tur des Zustandsraums H sollte diese Zeitentwicklung durch einen linearen
Zeitentwicklungsoperator U(t, t0) beschrieben werden

ψ(t)〉 = U(t, t0) ψ(t0)〉 . (2.177)

21Dieser Abschnitt wurde zur besseren Synchronisation mit den Übungen relativ zum
gedruckten Skript vorgezogen.
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Weil 〈ψ(t)|ψ(t)〉 der Erwartungswert der Observablen 1 ist, die bei jeder
Messung das Ergebnis 1 ergibt,

∀t ≥ t0 : 〈ψ(t)|ψ(t)〉 = 1 (2.178)

gelten. Allgemeiner, damit experimentell unterscheidbare Zustände unter-
scheidbar bleiben, muß eine ONB aus Eigenzuständen einer Observablen A
zu allen Zeiten eine ONB bleiben22

〈ψi(t)|ψj(t)〉 = 〈ψi(t0)|ψj(t0)〉 = δij . (2.179)

D. h.

∀ φ〉 , ψ〉 ∈ H : 〈U(t, to)φ|U(t, to)ψ〉 = 〈φ|U †(t, to)U(t, to)|ψ〉 = 〈φ|ψ〉
(2.180)

bzw. U(t, t0) ist unitär

U †(t, to)U(t, to) = 1 = U(t, to)U
†(t, to) . (2.181)

Wenn das System autonom ist, d. h. keinen äußeren Einflüssen ausgesetzt
ist, sollte der Zeitentwicklungsoperator U(t, t0) nur von der Differenz t − t0
der Zeiten abhängen. Wir können dann

U(t, t0) = e−iH(t−t0)/~ (2.182)

schreiben, wobei uns noch unbestimmte Konstante ~ die Freiheit geben wird,
die Dimensionen anzupassen. Offensichtlich gelten

U−1(t, t0) = eiH(t−t0)/~ (2.183a)

U †(t, t0) = eiH†(t−t0)/~ (2.183b)

und die Unitarität von U(t, t0) impliziert, daß H selbstadjungiert sein muß

H = H† . (2.184)

Außerdem finden wir, daß U(t, t0) die Schrödinger-Gleichung erfüllt

i~
d

dt
U(t, t0) = HU(t, t0) (2.185a)

U(t0, t0) = 1 , (2.185b)

22Diese Forderung gilt nur für das Gesamtsystem und wird evtl. verletzt, sobald wir,
z. B., zulassen, daß ein Atom ein Photon abstrahlt, das anschließend nicht mehr beobachtet
wird.
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ebenso wie ψ(t)〉
i~

d

dt
ψ(t)〉 = H ψ(t)〉 . (2.186)

Es zeigt sich, daß wenn wir ~ als das durch 2π geteilte Plancksche Wirkungs-
quantum annehmen

~ =
h

2π
= 1.0545718 · 10−34 m2kg

s
, (2.187)

dann ist der Hamiltonoperator H die Observable, die der Energie des Systems
entspricht.

Für unser QBit kann die SG für den Zustand

ψ(t)〉 = 1〉 〈1|ψ(t)〉+ 2〉 〈2|ψ(t)〉 = ψ1(t) 1〉+ ψ2(t) 2〉 (2.188)

auch als System zweier Gewöhnliche Differentialgleichung (ODE)

i~
d

dt

(
ψ1(t)
ψ2(t)

)
=

(
H11 H12

H21 H22

)(
ψ1(t)
ψ2(t)

)
, (2.189)

bzw.

i~
dψ1

dt
(t) = H11ψ1(t) +H12ψ2(t) (2.190a)

i~
dψ2

dt
(t) = H21ψ1(t) +H22ψ2(t) , (2.190b)

mit

H11 = 〈1|H|1〉 = 〈1|H|1〉∗ = H∗11 (2.191a)

H22 = 〈2|H|2〉 = 〈2|H|2〉∗ = H∗22 (2.191b)

H21 = 〈2|H|1〉 = 〈1|H|2〉∗ = H∗12 (2.191c)

geschrieben werden.
Wenn sich das System in einem Eigenzustand des Hamiltonoperators

H E〉 = E E〉 (2.192)

befindet, ist die Lösung der SG

i~
d

dt
E(t)〉 = H E(t)〉 = E E(t)〉 (2.193)

trivial
E(t)〉 = e−iE(t−t0)/~ E(t0)〉 (2.194)
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und Phase e−iE(t−t0)/~, die den Zustand des Gesamtsystems multipliziert, ist
nicht beobachtbar.

Die zeitliche Änderung des Erwartungswerts einer Observablen A23

i~
d

dt
〈ψ(t)|A|ψ(t)〉 =

(
i~

d

dt
〈ψ(t)

)
A ψ(t)〉+ 〈ψ(t) A

(
i~

d

dt
ψ(t)〉

)
= −〈ψ(t)|HA|ψ(t)〉+ 〈ψ(t)|AH|ψ(t)〉 = 〈ψ(t)|[A,H]|ψ(t)〉 (2.198)

mit dem Kommutator zweier Operatoren A,B : H → H

[A,B] = AB −BA (2.199)

das Ehrenfest Theorem

d

dt
〈ψ(t)|A|ψ(t)〉 =

〈
ψ(t)

1

i~
[A,H] ψ(t)

〉
. (2.200)

Eine der Konsequenzen ist, daß sich der Erwartungswert einer Observablen
dann ändern kann, wenn die Observable nicht mit dem Hamiltonoperator
vertauscht. Folglich sind die Erwartungswerte von Observablen die mit dem
Hamiltonoperator vertauschen Erhaltungsgrößen.

Weil der Hamiltonoperator natürlich mit sich selbst vertauscht, sehen
wir, daß sein Erwartungswert in einem beliebigen Zustand eines autonomen
Systems konstant ist

d

dt
〈ψ(t)|H|ψ(t)〉 = 0 . (2.201)

A priori ist der Hamiltonoperator eines physikalischen Systems nicht
bekannt und muß iterativ durch Ansetzen eines Modellhamiltonoperators,
Lösung der SG und Vergleich der Vorhersagen mit experimentellen Resulta-
ten verfeinert werden. Bei der Wahl des richtigen Ansatzes und der Richtung
der Verfeinerung helfen Symmetrieprinzipien: Rotationsinvarianz, Ladungs-
erhaltung, etc.

23NB:
d

dt
ψ(t)〉 =

1

i~
H ψ(t)〉 (2.195)

und deshalb
d

dt
〈ψ(t) = 〈ψ(t) H†

(
1

i~

)∗
= −〈ψ(t) H

1

i~
(2.196)

oder

i~
d

dt
〈ψ(t) = −〈ψ(t) H . (2.197)
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In vielen Fällen kann der richtige Hamiltonoperator auch durch ein Korre-
spondenzprinzip aus der klassischen Theorie geraten werden. Aber man muß
bedenken, daß es Systeme ohne klassisches Analogon gibt (z. B. Spin) und
daß es Bespiele für Anomalien gibt, in denen klassische Symmetrien in der
Quantentheorie nicht realisiert werden können.

2.7.1 Spinpräzession

Vorlesung 07: Mo, 20. 05. 2019

Mögen sich die Energien der beiden Zustände o〉 = 1〉 und u〉 = 2〉 um ∆E
unterscheiden

H = E +
∆E

2
σ3 =

(
E + ∆E/2 0

0 E −∆E/2

)
(2.202)

mit

H 1〉 = (E + ∆E/2) 1〉 (2.203a)

H 2〉 = (E −∆E/2) 2〉 . (2.203b)

Wir können E = 0 durch geschickte Wahl des Nullpunkts der Energieskala
erreichen. In dieser Basis ist die Lösung der SG dann

i~
d

dt
ψ1(t) =

∆E

2
ψ1(t) (2.204a)

i~
d

dt
ψ2(t) = −∆E

2
ψ2(t) (2.204b)

trivial
ψ(t) = e−i∆Et/(2~)ψ1 1〉+ ei∆Et/(2~)ψ2 2〉 (2.205)

mit der Wahl t0 = 0 und ψi = ψi(0). Analog kann man

U(t, 0) = e−i∆Etσ3/(2~) (2.206)

schreiben. Die Zeitentwicklung des Erwartungswerts der Pauli-Matrizen be-
kommt man am schnellsten aus dem Ehrenfest-Theorem (2.200)

d

dt
〈ψ(t)|σn|ψ(t)〉 =

∆E

2

〈
ψ(t)

1

i~
[σn, σ3] ψ(t)

〉
. (2.207)

also

d

dt
〈ψ(t)|σ1|ψ(t)〉 = −∆E

~
〈ψ(t) σ2 ψ(t)〉 (2.208a)
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d

dt
〈ψ(t)|σ2|ψ(t)〉 =

∆E

~
〈ψ(t) σ1 ψ(t)〉 (2.208b)

d

dt
〈ψ(t)|σ3|ψ(t)〉 = 0 (2.208c)

mit der Lösung

〈ψ(t)|σ1|ψ(t)〉 = cos
∆Et

~
〈ψ σ1 ψ〉 − sin

∆Et

~
〈ψ σ2 ψ〉 (2.209a)

〈ψ(t)|σ2|ψ(t)〉 = cos
∆Et

~
〈ψ σ2 ψ〉+ sin

∆Et

~
〈ψ σ1 ψ〉 (2.209b)

〈ψ(t)|σ3|ψ(t)〉 = 〈ψ|σ3|ψ〉 . (2.209c)

Wir sehen daß die Aufspaltung der Energien entlang der z-Achse dazu führt,
daß der Erwartungswert in dieser Richtung konstant ist und in der Ebene
senkrecht dazu mit der Frequenz ∆E/~ rotiert.

Im Fall des QBits ist der Hamiltonoperator (2.202) bis auf die Wahl
des Koordinatensystems schon der allgemeine Fall: der Hamiltonoperator ist
selbstadjungiert und es gibt also eine ONB in der er diagonal ist. Wir können
dann unser Koordinatensystem so legen, daß die beiden Basiszustände den
Zuständen o〉 und u〉 entsprechen.

2.8 Reine und gemischte Zustände

Bislang haben wir angenommen, daß sich das Quantensystem nach einer
Messung in einem eindeutigen Zustand befindet. Das ist nicht immer so,
z. B. weil keine Messung gemacht wurde oder weil das Messergebnis nicht
abgelesen wurde. Diese Unbestimmtheit ist eine völlig andere als die irredu-
zible Unbestimmtheit aus der quantenmechanischen Messung, weil man sie
durch eine Messung, bzw. eine genauere Messung, reduzieren und im Prinzip
sogar ganz eliminieren könnte.

Man bezeichnet sie als statistische Mischung von Zuständen, die einen
völlig andere Natur hat als die Superposition der QM. Angenommen, wir
wissen, daß sich das System mit der Wahrscheinlichkeit p1 im Zustand ψ1〉
befindet und mit der Wahrscheinlichkeit p2 = 1 − p1 im Zustand ψ2〉. Die-
se gemischten Zustand nennen wir ρ. Dann ist der Erwartungswert einer
Observablen A das mit den Wahrscheinlichkeiten gewichtete Mittel der Er-
wartungswerte in den beiden Zustände

Eρ(A) = p1 〈ψ1|A|ψ1〉+ p2 〈ψ2|A|ψ2〉
= p1 tr(AP1) + p2 tr(AP2) = p1E1(A) + p2E2(A) (2.210)
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und die Wahrscheinlichkeit, daß das System nach der Messung im Eigenzu-
stand φ der Observable A sein wird und der zugehörige Eigenvektor gemessen
wird ist analog

pφ = p1| 〈φ|ψ1〉 |2 + p2| 〈φ|ψ2〉 |2 = p1 tr(PφP1) + p2 tr(PφP2) . (2.211)

Beide Resultate für das statistische Gemisch zweier Zustände werden durch
die Dichtematrix

ρ = p1P1 + p2P2 = p1 ψ1〉 〈ψ2 + p2 ψ2〉 〈ψ2 (2.212)

mit

Eρ(A) = tr(ρA) = tr(Aρ) (2.213a)

pφ = tr(ρPφ) = tr(Pφρ) = 〈φ|ρ|φ〉 (2.213b)

beschrieben. Im allgemeinen Fall hat eine Dichtematrix in einer geeigneten
ONB die Form

ρ =
N∑
i=1

pi i〉 〈i = ρ† (2.214)

mit den Wahrscheinlichkeiten

M∑
i=1

pi = 1 (2.215a)

pi ≥ 0 . (2.215b)

Damit gilt

tr(ρ) =
N∑
i=1

pi tr ( i〉 〈i )︸ ︷︷ ︸
=1

= 1 . (2.216)

Umgekehrt kann jeder selbstadjungierte Operator auf Diagonalgestalt (2.214)
gebracht werden, sofern er positiv ist, d. h. keine negativen Eigenwerte hat.
Damit ist jeder positive selbstadjungierte Operator mit Spur 1 eine Dichte-
matrix und umgekehrt.

Eine Dichtematrix, die ein Projektor ist

ρ2 = ρ , (2.217)

ist ein reiner Zustand
ρψ = ψ〉 〈ψ (2.218)
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und eine Dichtematrix die eine konvexe Summe zweier Projektoren ist

ρ = p1P1 + p2P2 , (2.219)

mit pi > 0, ist kein Projektor

tr(ρ2) = tr
(
(p1P1 + p2P2)2) = p2

1 tr( P 2
1︸︷︷︸

=P1

) + p2
2 tr( P 2

2︸︷︷︸
=P2

) + 2p1p2 tr(P1P2)

= p2
1 + p2

2 + 2p1p2 tr(P1P2) = (p1 + p2)2 + 2p1p2 (tr(P1P2)− 1)

= 1 + 2p1p2 (tr(P1P2)− 1) ≤ 1 (2.220)

wegen
tr(P1P2) = | 〈ψ1|ψ2〉 |2 ≤ 〈ψ1|ψ1〉 〈ψ2|ψ2〉 = 1 (2.221)

aufgrund der Cauchy-Schwarz Ungleichung (CSU)24

∀ ψ〉 , φ〉 ∈ H : | 〈ψ|φ〉 |2 ≤ 〈ψ|ψ〉 〈φ|φ〉 . (2.223)

Für das QBit ist die statistische Mischung zweier reiner Zustände wieder
durch einen Vektor charakterisiert

ρ = p1
1

2
(1 + ~n1~σ) + p2

1

2
(1 + ~n2~σ)

=
1

2
(1 + (p1~n1 + p2~n2)~σ) = P (p1~n1 + p2~n2) (2.224)

der aber als konvexe Summe von Einheitsvektoren mit p1 +p2 = 1 und pi ≥ 0

|p1~n1 + p2~n2|2 = p2
1~n

2
1 + 2p1p2~n1~n2 + p2

2~n
2
2 = p2

1 + p2
2 + 2p1p2~n1~n2

= (p1 + p2︸ ︷︷ ︸
= 1

)2 + 2 p1p2︸︷︷︸
≥ 0

(~n1~n2 − 1)︸ ︷︷ ︸
≤ 0

≤ 1 (2.225)

im Inneren der Einheitskugel liegt, solange wir den trivialen Fall ~n1 = ~n2

ausschließen, der dem gleichen reinen Zustand entspräche. Weil p1~n1 + (1−
p1)~n2 auf der Verbindungslinie der Vektoren ~n1 und ~n2 liegt, ist dies auch
geometrisch offensichtlich.

24Intuitiv ist im Anschauungsraum klar, daß das Skalarprodukt zweier Vektoren nicht
größer als das Produkt ihrer Längen sein kann. Der bekannteste formale Beweis verwendet,
daß

∀ ψ〉 , φ〉 ∈ H, λ ∈ C : 〈ψ − λφ|ψ − λφ〉 ≥ 0 (2.222)

und wählt λ = 〈φ|ψ〉 / 〈φ|φ〉.
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2.8.1 Superposition und Mischung

Betrachten wir wieder die beiden Zustände o〉 = 1〉 und u〉 = 2〉 des QBit
und superponieren wir sie mit dem gleichen Koeffizienten

r〉 =
1√
2

1〉+
1√
2

2〉 (2.226)

was zur Dichtematrix

ρS = r〉 〈r =
1

2
( 1〉 〈1 + 1〉 〈2 + 2〉 〈1 + 2〉 〈2 ) (2.227a)

führt. Eine Mischung mit gleichen Koeffizienten führt hingegen zur Dichte-
matrix

ρM =
1

2
( 1〉 〈1 + 2〉 〈2 ) . (2.227b)

Die zugehörigen Matrizen sowie Vektoren auf und in der Bloch-Sphäre sind

ρS =
1

2

(
1 1
1 1

)
=

1

2
(1 + σ1) = P (~e1) (2.228a)

ρM =
1

2

(
1 0
0 1

)
=

1

2
1 = P (~0) . (2.228b)

Somit erhalten wir als die Erwartungswerte für die Observable Σ(~n) = ~n~σ

ES = tr (ρSΣ(~n)) = tr(P (~e1)Σ(~n)) = ~e1~n = n1 (2.229a)

EM = tr (ρMΣ(~n)) = tr(P (~0)Σ(~n)) = 0 (2.229b)

und sehen, daß Superposition und Mischung experimentell unterscheidbar
sind, sobald die Richtung der Spinmessung ~n nicht in der ~e2-~e3-Ebene liegt.

2.8.2 Messung

Wir haben in den Abschnitten 2.5 und 2.8 gesagt, daß sich ein System im
Zustand ρ nach der Messung der Observable A mit der Wahrscheinlichkeit

p′ψ = tr (ρ ψ〉 〈ψ ) = 〈ψ|ρ|ψ〉 (2.230)

in einem Eigenzustand ψ von A befindet. Wenn wir die Messung durchführen,
aber das Ergebnis ignorieren, ist das System für uns in einer statistischen
Mischung ρ′ aller möglichen Ausgänge. Mit

A =
N∑
i=1

i〉 ai 〈i (2.231a)
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und

1 =
N∑
i=1

i〉 〈i (2.231b)

heißt das

ρ′ =
N∑
i=1

p′i i〉 〈i =
N∑
i=1

i〉 〈i|ρ|i〉 〈i . (2.232)

Falls ρ in der gleichen ONB wie A diagonal ist

ρ =
N∑
i=1

pi i〉 〈i (2.233)

kann man mit

〈i|ρ|j〉 =
N∑
k=1

pk 〈i|k〉︸︷︷︸
=δik

〈k|j〉︸︷︷︸
=δkj

= piδij (2.234)

zeigen, daß

ρ′ =
N∑
i=1

pi i〉 〈i = ρ , (2.235)

daß sich also der Zustand nicht ändern wird. Wenn das nicht der Fall ist,
ändert die Messung den Zustand.

2.9 Komplementarität und Unschärfe

In der klassischen Statistik ist die Varianz, d. h. der Erwartungswert der
quadratischen Abweichung einzelner Messungen vom Erwartungswert

(∆A)2 = V (A) = E((A− E(A))2) = E(A2)− (E(A))2 (2.236)

ein Maß für die Schwankungsbreite der Messergebnisse. In einem Quanten-
system im Zustand ψ〉 kann man die Observable A also nicht genauer als

(∆ψA)2 = 〈ψ|A2|ψ〉 − 〈ψ|A|ψ〉2 (2.237)

bestimmen. Wenn der Zustand ψ〉 ein Eigenzustand von A ist

A ψ〉 = a ψ〉 (2.238)

gilt
〈ψ|An|ψ〉 = an (2.239)
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und damit
(∆ψA)2 = 0 , (2.240)

d. h. die Unschärfe einer Observable verschwindet in zugehörigen Eigenzu-
ständen. Dies entspricht unserer früheren Forderung, daß direkt aufeinander-
folgende Messungen der gleichen Observable zu gleichen Ergebnissen führen,
sofern Störeinflüsse auf den Zustand ausgeschlossen werden können.

Die Varianz ist invariant unter Verschiebungen die proportional zur Eins
sind

(∆ψ(A+ a1))2 =
〈
ψ (A+ a1)2 ψ

〉
− 〈ψ (A+ a1) ψ〉2

=
〈
ψ A2 ψ

〉
− 〈ψ A ψ〉2 = (∆ψA)2 . (2.241)

Definiere die Observablen

Aψ = A− Eψ(A)1 (2.242a)

Bψ = B − Eψ(B)1 (2.242b)

sodaß
Eψ(Aψ) = Eψ(Bψ) = 0 (2.243)

und

(∆ψA)2 = (∆ψAψ)2 = 〈ψ|A2
ψ|ψ〉 (2.244a)

(∆ψB)2 = (∆ψBψ)2 = 〈ψ|B2
ψ|ψ〉 . (2.244b)

Für alle selbstadjungierten A = A† und B = B† gilt

〈ψ AB ψ〉∗ =
〈
ψ (AB)† ψ

〉
=
〈
ψ B†A† ψ

〉
= 〈ψ BA ψ〉 (2.245)

und deshalb

Re 〈ψ AB ψ〉 =
1

2
〈ψ AB ψ〉+

1

2
〈ψ AB ψ〉∗ =

1

2
〈ψ AB +BA ψ〉

(2.246a)

Im 〈ψ AB ψ〉 =
1

2i
〈ψ AB ψ〉 − 1

2i
〈ψ AB ψ〉∗ =

1

2i
〈ψ [A,B] ψ〉 (2.246b)

mit dem Kommutator
[A,B] = AB −BA , (2.247)

also

|〈ψ AB ψ〉|2 =
1

4
|〈ψ [A,B] ψ〉|2 +

1

4
|〈ψ AB +BA ψ〉|2 . (2.248)



Thorsten Ohl 2019-07-26 10:56:58 +0200 Ohne Gewähr! 49

Aus der CSU | 〈ψ|φ〉 |2 ≤ 〈ψ|ψ〉 〈φ|φ〉 schließen wir damit

(∆ψA)2(∆ψB)2 = 〈ψ|A2
ψ|ψ〉 〈ψ|B2

ψ|ψ〉 = 〈Aψψ|Aψψ〉 〈Bψψ|Bψψ〉
≥ |〈Aψψ|Bψψ〉|2 = |〈ψ|AψBψ|ψ〉|2

=
1

4
|〈ψ|AψBψ −BψAψ|ψ〉|2 +

1

4
|〈ψ|AψBψ +BψAψ|ψ〉|2︸ ︷︷ ︸

≥ 0

≥ 1

4
|〈ψ|[Aψ, Bψ]|ψ〉|2 =

1

4
|〈ψ|[A,B]|ψ〉|2 , (2.249)

weil wegen 1A = A1

[A+ a1, B + b1] = [A,B] (2.250)

für den Kommutator gilt.
Damit haben wir eine untere Schranke für das Produkt der Unschärfe für

die Messungen von Paaren von Observablen, eine sogenannte Unschärferela-
tion

(∆ψA)(∆ψB) ≥ 1

2
|〈ψ|[A,B]|ψ〉| (2.251)

gefunden. Observable, die nicht miteinander vertauschen, sind in diesem Sinn
komplementär.

Vorlesung 08: Fr, 24. 05. 2019

Wenn ψ〉 Eigenzustand von A ist, verschwindet die Unschärfe ∆ψA = 0.
Dies ist aber wegen

〈ψ|[A,B]|ψ〉 = 〈ψ|AB|ψ〉− 〈ψ|BA|ψ〉 = a 〈ψ|B|ψ〉−a 〈ψ|B|ψ〉 = 0 (2.252)

mit der Unschärferelation (2.251) kompatibel.
Wenn wir als Beispiel wieder die Pauli-Matrizen betrachten, finden wir

die Vertauschungsrelationen

[σi, σj] = 2i
3∑

k=1

εijkσk (2.253)

und können damit z. B. die Unschärferelation

(∆ψσ1)(∆ψσ2) ≥ |〈ψ|σ3|ψ〉| = |Eψ(σ3)| (2.254)

herleiten. Mit anderen Worten: wenn der Erwartungswert in einer Richtung
nicht verschwindet, ist die Messung in den beiden dazu senkrechten Richtun-
gen nicht mit beliebiger Genauigkeit möglich

Eψ(σ3) 6= 0⇒ ∆ψσ1 > 0 ∧∆ψσ2 > 0 . (2.255)
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Im Spezialfall, daß zwei Observable eine gemeinsame Eigenbasis besitzen

A =
N∑
i=1

i〉 ai 〈i (2.256a)

B =
N∑
i=1

i〉 bi 〈i (2.256b)

finden wir

AB =
N∑

i,j=1

i〉 ai 〈i|j〉︸︷︷︸
=δij

bj 〈j =
N∑
i=1

i〉 aibi 〈i (2.257)

und

[A,B] =
N∑
i=1

i〉 (aibi − biai)︸ ︷︷ ︸
=0

〈i = 0 . (2.258)

Für solche Operatoren finden wir keine Unschärferelation. Umgekehrt kann
man zeigen, daß alle Paare von vertauschenden diagonalisierbaren Operato-
ren eine gemeinsame Eigenbasis haben.

Später werden wir das extreme Beispiel von Ort Xi und Impuls Pi mit

[Xi, Pj] = i~δij1 (2.259)

kennenlernen, in dem der Erwartungswert des Kommutators in keinem Zu-
stand verschwindet. Daraus folgt die Heisenbergsche Unschärferelation

(∆ψXi)(∆ψPj) ≥
~
2
δij , (2.260)

d. h. in keinem Zustand ist die simultane Messung von Ort und Impuls mit
beliebiger Genauigkeit möglich. Insbesondere gilt, daß in einem Zustand,
in dem der Ort beliebig genau gemessen werden kann, die Unsicherheit im
Impuls divergiert und umgekehrt

∆ψXi → 0⇒ ∆ψPi →∞ (2.261a)

∆ψPi → 0⇒ ∆ψXi →∞ . (2.261b)

2.10 Tensorprodukte und Verschränkung

Wenn wir zwei Systeme mit den Zustandsräumen H1 und H2 kombinieren,
erhalten wir als gemeinsamen Zustandsraum das Tensorprodukt

H1 ⊗H2 (2.262)
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mit der ONB

{ i, j〉 = 1; i〉 ⊗ 2; j〉}i=1,...,dimH1;j=1,...,dimH2
, (2.263)

weil das System 2 alle Zustände einnehmen kann, unabhängig davon, in wel-
chen Zustand sich das System 1 befindet und umgekehrt. Offensichtlich gilt

dim (H1 ⊗H2) = dim(H1) dim(H2) . (2.264)

Operatoren im Tensorprodukt werden als Linearkombinationen von

(A1 ⊗ A2) : H1 ⊗H2 → H1 ⊗H2

ψ1〉 ⊗ ψ1〉 7→ (A1 ⊗ A2)( ψ1〉 ⊗ ψ1〉) = A1 ψ1〉 ⊗ A2 ψ2〉
(2.265)

definiert.
Das Tensorprodukt muß man25 von der direkten Summe

H1 ⊕H2 (2.266)

mit der ONB unterscheiden

{ 1; i〉}i=1,...,dimH1
∪ { 2; j〉}j=1,...,dimH2

. (2.267)

Hier gilt
∀i, j : H1 3 1; i〉 6= 2; j〉 ∈ H2 (2.268)

weil die beiden Zustandsräume nichts miteinander zu tun haben. Hier gilt

dim (H1 ⊕H2) = dim(H1) + dim(H2) . (2.269)

Die direkte Summe beschreibt den Fall, daß ein System Zustände in zwei
Hilberträumen annehmen kann und das Tensorprodukt, den Fall, daß zwei
Systeme kombiniert werden.

Die spannensten Quanteneffekte sind die, bei denen sich zwei ansonsten
unabhängige Systeme in einem verschränkten Quantenzustand befinden, so-
daß der Kollaps der Wellenfunktion durch eine Messung in einem System
den Quantenzustand des anderen Systems beeinflusst, ohne daß Information
fließt. Ein Beispiel sind zwei QBits im normierten Zustand

ψ〉 =
1√
2

( 1, 2〉 − 2, 1〉) =
1√
2

( 1; 1〉 ⊗ 2; 2〉 − 1; 2〉 ⊗ 2; 1〉) . (2.270)

25. . . auch wenn es für zwei QBits wegen 2 · 2 = 2 + 2 zunächst schwerfällt . . .
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Eine Messung des zweiten QBit ohne Messung des ersten QBit liefert mit
gleicher Wahrscheinlichkeit die Ergebnisse ↑ und ↓:

p2,↑ =
∣∣∣(〈1; 1 ⊗ 〈2; 1

)
ψ〉
∣∣∣2︸ ︷︷ ︸

=0

+
∣∣∣(〈1; 2 ⊗ 〈2; 1

)
ψ〉
∣∣∣2︸ ︷︷ ︸

= 1
2
|〈1;2|1;2〉|2|〈2;1|2;1〉|2

=
1

2
. (2.271)

Eine Messung des ersten QBit entlang der z-Achse mit dem Ergebnis ↑ hin-
terlässt das System im Zustand

ψ′〉 = 1, 2〉 = 1; 1〉 ⊗ 2; 2〉 (2.272)

und eine anschließende Messung des zweiten QBit entlang der z-Achse wird
danach nie das Ergebnis ↑ liefern.

p′2,↑ =
∣∣∣(〈1; 1 ⊗ 〈2; 1

)
ψ′〉
∣∣∣2︸ ︷︷ ︸

=0

+
∣∣∣(〈1; 2 ⊗ 〈2; 1

)
ψ′〉
∣∣∣2︸ ︷︷ ︸

=0

= 0 . (2.273)

Hierbei spielt es keine Rolle, ob die beiden QBits noch in kausalem Konrakt
stehen. Die Vorhersage solcher Fernwirkungseffekte haben Albert Einstein
dazu gebracht, die Quantenmechanik zu verwerfen. Ihre Existenz wurden
aber inzwischen experimentell zweifelsfrei nachgewiesen.
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—3—
Allgemeine Formulierung der QM

Bislang haben wir nur von Systemen gesprochen, deren Zustandsraum ein
endlichdimensionaler Hilbertraum ist. Meistens haben wir uns sogar auf den
zweidimensionalen Zustandsraum des QBit konzentriert.

3.1 Kontinuierliche Observable

Es zeigt sich aber, daß dies nicht immer genügt. Betrachten wir ein Teilchen
(z. B. ein Elektron), das sich entlang einer Richtung (z. B. in einem sehr
dünnen Draht) zwischen x = a und x = b > a bewegen kann. Die möglichen
Meßergebnisse für die Position des Teilchens sind dann alle1 reellen Zahlen

x ∈ [a, b] ⊂ R . (3.1)

Ein geeigneter Hilbertraum H, der die Zustände des Teilchens beschreiben
kann, ist der Raum L2([a, b], dx) der quadratintegrablen komplexwertigen
Funktionen

ψ : [a, b]→ C

x 7→ ψ(x)
(3.2a)

mit

‖ψ‖2 =

∫ b

a

dx |ψ(x)|2 <∞ . (3.2b)

Wenn wir Zustandsvektoren ψ〉 durch Wellenfunktionen ψ : [a, b] → C
beschreiben, finden wir, daß

〈φ|ψ〉 =

∫ b

a

dxφ∗(x)ψ(x) (3.3)

1Es gibt keine experimentellen Beobachtungen, die die Ergebnisse von Ortsmessungen
auf ganzzahlige oder rationale Vielfache einer fundamentalen Länge einschränken würden.
Zwar kann man jede reelle Zahl beliebig genau mit rationalen Zahlen approximieren, aber
reelle Zahlen haben sich als die einfachere Alternative erwiesen.
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alle Anforderungen erfüllt, um H = L2([a, b], dx) zu einem Hilbertraum zu
machen. Für kontinuierliche Observable ist es nicht möglich, die Wahrschein-
lichkeit für ein einzelnes Meßergebnis anzugeben. Man kann nur Wahrschein-
lichkeiten dafür angeben, daß der Meßwert in einem Interval liegt und daraus
eine Wahrscheinlichkeitsdichte ableiten.

Ausgehend von der Wahrscheinlichkeit pi = |ψi|2 für Meßergebnisse dis-
kreter Observabler, bietet sich als Wahrscheinlichkeit, das Teilchen im Inter-
vall [x, y] ⊆ [a, b] anzutreffen

p(x ∈ [x′, y′]) =

∫ y′

x′
dξ |ψ(ξ)|2 (3.4)

an, sofern ψ auf eins normiert ist, ‖ψ‖2 = 1, bzw.

p(x ∈ [a, b]) =

∫ b

a

dx |ψ(x)|2 = 1 . (3.5)

Dann kann man
p(x) = |ψ(x)|2 (3.6)

als Wahrscheinlichkeitsdichte interpretiert werden und

p(x)dx = |ψ(x)|2 dx (3.7)

als die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen im infinitesimalen Intervall [x, x+dx]
anzutreffen,

Damit diese Wahrscheinlichkeitsinterpretation konsistent ist, muß ein ge-
eigneter Ortsoperator

X : L2([a, b], dx)→ L2([a, b], dx)

ψ 7→ Xψ
(3.8)

als Erwartungswert

Eψ(X) = 〈ψ|X|ψ〉 =

∫ b

a

dx xp(x) =

∫ b

a

dx x |ψ(x)|2 =

∫ b

a

dxψ∗(x)xψ(x)

(3.9)
liefern. Das funktioniert, wenn man als Ergebnis der Anwendung des Orts-
operators X auf die Wellenfunktion ψ die neue Wellenfunktion Xψ mit

Xψ : [a, b]→ C

x 7→ (Xψ)(x) = xψ(x)
(3.10)

definiert.
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Weiterführende Bemerkung (nicht Teil der Vorlesung):
Daß Xψ wieder quadratintegrabel ist, ist übrigens nicht-trivial, wenn das Intervall [a, b]
unendlich groß gemacht wird.

Man kann sich übrigens leicht davon überzeugen, daß der Erwartungswert
im zulässigen Intervall liegt

a ≤ 〈ψ|X|ψ〉 ≤ b . (3.11)

Wenn wir die Wirkung des adjungierten Ortsoperators X† berechnen,
sehen wir wegen x∗ = x ∈ R

〈φ|X†|ψ〉 = 〈φ|X†ψ〉 = 〈Xφ|ψ〉 =

∫ b

a

dx (Xφ)∗(x)ψ(x)

=

∫ b

a

dx (xφ(x))∗ψ(x) =

∫ b

a

dx xφ∗(x)ψ(x) =

∫ b

a

dxφ∗(x)xψ(x)

=

∫ b

a

dxφ∗(x)(Xψ)(x) = 〈φ|Xψ〉 = 〈φ|X|ψ〉 , (3.12)

daß X = X† selbstadjungiert ist.

Weiterführende Bemerkung (nicht Teil der Vorlesung):
Wenn man es mathematisch genau nimmt, tauchen an dieser und ähnlichen Stellen

subtile Fragen nach den Definitionsbereichen von X und X† auf, die wir in dieser
Vorlesung ignorieren wollen. In der Quantenmechanik mit endlich vielen Freiheitsgraden
spielen diese Fragen nur an sehr wenigen Stellen eine wichtige Rolle und der Aufwand
für eine mathematisch untadelige Beschreibung ist zu hoch.

Wir erwarten also eine ONB von Eigenzuständen

X x〉 = x x〉 (3.13)

mit

X =

∫ b

a

dx x〉x 〈x (3.14a)

1 =

∫ b

a

dx x〉 〈x . (3.14b)

Natürlich müssen wir
12 = 1 (3.15)

fordern, also ∫ b

a

dxdy x〉 〈x|y〉 〈y !
=

∫ b

a

dx x〉 〈x (3.16)
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und damit eigentlich

〈x|y〉 =

{
0 für x 6= y

? für x = y ,
(3.17)

ohne daß wir 〈x|x〉 präzise machen können. In der entsprechenden Formel für
den diskreten Fall hatte das Kronecker-δ

〈i|j〉 = δij =

{
0 für i 6= j

1 für i = j
(3.18)

die richtigen Eigenschaften. Dies hilft hier nicht, weil die Änderung des Funk-
tionswerts f(y) an einer isolierten Stelle y = x ein Integral

∫
dy f(y) nicht

ändert.

3.1.1 Dirac δ-
”

Funktion“

Vorlesung 09: Mo, 27. 05. 2019

Die entscheidende Eigenschaft des Kronecker-δ für diskrete Indizes

∀f ∈ RN :
N∑
j=1

〈i|j〉 fj =
N∑
j=1

δijfj = fi (3.19)

läßt sich leicht auf kontinuierliche Variable verallgemeinern

∀f ∈ C([a, b]) :

∫ b

a

dy 〈x|y〉 f(y) =

∫ b

a

dy δ(x− y)f(y) = f(x) . (3.20)

Allerdings lässt sich diese Forderung nicht mit einer
”
normalen“ Funktion

erfüllen. Damit das Ergebnis nur von f(x) abhängen kann, muß δ(x − y)
für |x − y| > ε mit beliebig kleinem ε > 0 verschwinden. Aus dem Mittel-
wertsatz der Integralrechnung

∀f ∈ C([x, y]) : ∃z ∈ (x, y) :

∫ y

x

dξ f(ξ) = (y − x)f(z) , (3.21)

folgt dann aber

∀ε > 0, f, δ ∈ C([x− ε, x+ ε]) : ∃ξ, |ξ − x| < ε :∫ x+ε

x−ε
dy δ(x− y)f(y) = 2εδ(x− ξ)f(ξ)

ε→0−−→ 0 . (3.22)
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Man kann aber die δ-
”
Funktion“ als δ-Distribution definieren, d. h. als lineare

Abbildung von den glatten Funktionen auf die reellen Zahlen

δ∗ : C∞(R)→ R

f 7→ δ∗(f) = f(0)
(3.23)

die der Auswertung der Funktion an der Stelle 0 entspricht. Man kann lineare
Funktionale auf geeigneten Funktionenräumen V

f∗ : V → R

g 7→ f∗(g)
(3.24)

nach dem Darstellungssatz von Riesz immer als

f∗(g) =

∫ ∞
−∞

dxf(x)g(x) (3.25)

mit einer geeigneten Dichtefunktion f : R→ R schreiben. Analog kann man
für die δ-Distribution auf den glatten Funktionen C∞(R) eine Dichte δ über
die Forderung

∀f ∈ C∞(R) : δ∗(f) =

∫ ∞
−∞

dx δ(x)f(x) = f(0) (3.26)

definieren. Man kann diese Dichte auch über einen Grenzprozeß

δ(x) = lim
ε→0+

ηε(x) (3.27)

definieren, bei dem die Funktionen {ηε}ε>0 die Forderungen

∀ε > 0 :

∫ ∞
−∞

dx ηε(x) = 1 (3.28a)

∀x 6= 0 : lim
ε→0+

ηε(x) = 0 (3.28b)

erfüllen und der Grenzübergang ε → 0 erst am Ende der Rechnung, insbe-
sondere nach dem Integral über das Argument von ηε, zu nehmen ist. Zwei
konkrete Beispiele für ηε sind

η1
ε (x) =

1

π

ε

x2 + ε2
(3.29a)

η2
ε (x) =

1√
2πε

e−
x2

2ε2 . (3.29b)
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Offensichtlich existieren die Grenzwerte nicht als Funktionen

lim
ε→0+

η1
ε (0) = lim

ε→0+

1

πε
=∞ (3.30a)

lim
ε→0+

η2
ε (0) = lim

ε→0+

1√
2πε

=∞ , (3.30b)

Mit der Fouriertransformation der Gaußfunktion2 finden wir übrigens

η2
ε (x) =

1√
2πε

e−
x2

2ε2 =

∫ ∞
−∞

dk

2π
e−

ε2k2

2
+ikx ε→0−−→

∫ ∞
−∞

dk

2π
eikx , (3.32)

also

δ(x) =

∫ ∞
−∞

dk

2π
eikx . (3.33)

Mit der Kettenregel, bzw. der Substitutionsregel

dx |g′(x)| = dx

∣∣∣∣dgdx

∣∣∣∣ = dg (3.34)

findet man leicht

∀f, g ∈ C∞(R) :

∫ ∞
−∞

dx δ(g(x))f(x) =
∑

x̄:g(x̄)=0

f(x̄)

|g′(x̄)|
(3.35)

mit der Ableitung

g′(x) =
dg

dx
(x) , (3.36)

wobei die Summe über alle Nullstellen x̄ von g geht und nur definiert ist,
wenn g′(x̄) für keine Nullstelle verschwindet. Mit der Produktregel, bzw. der
partiellen Integration∫ ∞
−∞

dx f(x)g′(x) = −
∫ ∞
−∞

dx f ′(x)g(x) + lim
x→∞

f(x)g(x)− lim
x→−∞

f(x)g(x)

(3.37)
kann man Ableitungen der δ-Funktion

∀f ∈ C∞(R) :

∫ ∞
−∞

dx δ′(x)f(x) = −
∫ ∞
−∞

dx δ(x)f ′(x) = −f ′(0) = δ′(f)

(3.38)
definieren, sofern die Funktion f hinreichend schnell abfällt, bzw. am Rand
verschwindet.

2Masterformel ∫ ∞
−∞

dk e−
(k−b)2

2a2 +ikx =
√

2πae−
a2x2

2 +ibx (3.31)

(siehe. Übung) mit a = 1/ε und b = 0 verwenden.
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3.1.2 Eigen
”

zustände“ des Ortsoperators

Mit
〈x|y〉 = δ(x− y) (3.39)

erhält man also, wie gewünscht,

12 =

∫ b

a

dxdy x〉 〈x|y〉 〈y =

∫ b

a

dxdy x〉 δ(x− y) 〈y =

∫ b

a

dx x〉 〈x = 1 ,

(3.40)
und mit der Wellenfunktion im Ortsraum

ψ(x) = 〈x|ψ〉 (3.41)

nach Einschieben einer Einheit auch

〈φ|ψ〉 =

∫ b

a

dx 〈φ|x〉 〈x|ψ〉 =

∫ b

a

dxφ∗(x)ψ(x) (3.42)

und

ψ〉 =

∫ b

a

dx x〉 〈x|ψ〉 =

∫ b

a

dxψ(x) x〉 . (3.43)

Auf der anderen Seite sind die Eigenzustände nicht normiert

〈x|x〉 = δ(0) 6= 1 (3.44)

und weil δ(0) nicht definiert ist, auch nicht normierbar. Solange man die
Ortseigenzustände x〉 aber nur in der Form

f(X) =

∫
dx x〉 f(x) 〈x (3.45)

verwendet, also insbesondere für die Zerlegung der Einheit

1 =

∫
dx x〉 〈x , (3.46a)

die Zerlegung des Ortsoperators

X =

∫
dx x〉x 〈x (3.46b)

und für Projektionen auf Intervalle [a′, b′] ⊆ [a, b]

Pa′,b′ =

∫ b′

a′
dx x〉 〈x (3.46c)
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gibt es keine Probleme. Sobald aber in einer Formel 〈x|x〉 vorkommt, ist
etwas schiefgelaufen . . .

Die Verwendung von Ortseigenzuständen ist nicht unbedingt erforder-
lich, vereinfacht aber viele Rechnungen ungemein. Linearkombinationen der
Ortseigenzustände

ψ〉 =

∫ b

a

dxψ(x) x〉 (3.47)

werden auch als Wellenpakete bezeichet und sind wegen

〈φ|ψ〉 =

∫ b

a

dxdy φ∗(x) 〈x|y〉ψ(y)

=

∫ b

a

dxdy φ∗(x)δ(x− y)ψ(y) =

∫ b

a

dxφ∗(x)ψ(x) (3.48)

für quadratintegrable Wellenfunktionen normierbar.

3.1.3 Differentialoperatoren

Eine besondere Klasse von linearen Operatoren auf dem Hilbertraum H =
L2([a, b], dx) der Wellenfunktionen im Ortsraum sind Differentialoperatoren,
z. B.

D : L2([a, b], dx)→ L2([a, b], dx)

ψ 7→ Dψ
(3.49a)

mit
Dψ : [a, b]→ R

x 7→ (Dψ)(x) =
dψ

dx
(x) .

(3.49b)

Weiterführende Bemerkung (nicht Teil der Vorlesung):
Für beliebige quadratintegrable Funktionen ψ ist übrigens nicht gewährleistet, daß Dψ
quadratintegrabel ist. Aber über diese Feinheiten können wir meistens hinwegsehen.

Auch hier können wir den adjungierten Operator D† berechnen, wenn wir
fordern, daß alle Wellenfunktionen ψ am Rand verschwinden ψ(a) = ψ(b) = 0
oder periodische Randbedingungen ψ(a) = ψ(b) erfüllen

〈φ|D†|ψ〉 = 〈φ|D†ψ〉 = 〈Dφ|ψ〉 =

∫ b

a

dx

(
dφ

dx
(x)

)∗
ψ(x)

= φ∗(b)ψ(b)− φ∗(a)ψ(a)︸ ︷︷ ︸
= 0

−
∫ b

a

dxφ∗(x)

(
dψ

dx
(x)

)
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= −
∫ b

a

dxφ∗(x)(Dψ)(x) = −〈φ|Dψ〉 = −〈φ|D|ψ〉 , (3.50)

also
D = −D† . (3.51)

Mit

〈φ|(−iD)†|ψ〉 = 〈φ|(−iD)†ψ〉 = 〈−iDφ|ψ〉 = i 〈Dφ|ψ〉
= −i 〈φ|Dψ〉 = 〈φ|(−iD)ψ〉 = 〈φ|(−iD)|ψ〉 (3.52)

folgt daraus, daß der Differentialoperator −iD selbstadjungiert ist3

(−iD)† = −iD . (3.53)

Die Eigenzustände k〉 des Operators −iD erfüllen die Eigenwertgleichung

(−iD) k〉 = k k〉 (3.54)

und die zugehörigen Wellenfunktionen

ψk(x) = 〈x|k〉 (3.55)

die ODE

(−iD)ψk(x) =
1

i

dψk
dx

(x) = kψk(x) (3.56)

mit den Lösungen
ψk(x) = Nke

ikx . (3.57)

Wenn wir zusätzlich periodische Randbedingungen

ψk(a) = ψk(b) (3.58)

stellen, finden wir die diskrete Werte für k

kn =
2nπ

b− a
(mit n ∈ Z) . (3.59)

Mit der Normierungsbedingung

1 = 〈k|k〉 =

∫ b

a

dx 〈k|x〉 〈x|k〉 =

∫ b

a

dx |ψk(x)|2

3Der Differentialoperator iD ist ebenfalls selbstadjungiert, aber −iD hat eine direkte
physikalische Interpretation.
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=

∫ b

a

dx
∣∣Nke

ikx
∣∣2 =

∫ b

a

dx |Nk|2 = (b− a) |Nk|2 (3.60)

finden wir

ψk(x) =
1√
b− a

eikx (3.61)

und die konstante Wahrscheinlichkeitsdichte

pk(x) = |ψk(x)|2 =
1

b− a
. (3.62)

Solange das Intervall [a, b] endlich ist, sind die Eigenfunktionen von −iD also
normierbar.

Weil −iD selbstadjungiert ist, müssen die Eigenzustände eine ONB bilden

1 =
∞∑

n=−∞

kn〉 〈kn . (3.63)

In der Tat erkennen wir in

ψ(x) = 〈x|ψ〉 =
∞∑

n=−∞

〈x|kn〉 〈kn|ψ〉 =
∞∑

n=−∞

eiknx
1

b− a

∫ b

a

dy e−iknyψ(y)

(3.64)
die Entwicklung der periodischen Funktion ψ(x) in eine Fourierreihe

ψ(x) =
∞∑

n=−∞

ψneiknx (3.65)

mit den Koeffizienten

ψn =
1

b− a

∫ b

a

dy e−iknyψ(y) . (3.66)

3.1.4 Translationen und Impuls

Vorlesung 10: Fr, 31. 05. 2019

Wir können Ortseigenzustände4 mit einem unitäre Operator U(a) um a ver-
schieben

x+ a〉 = U(a) x〉 . (3.68)

4NB:

X x〉 = x x〉 (3.67a)

X x+ a〉 = (x+ a) x+ a〉 (3.67b)
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Dabei muß U(a)
U †(a) = U−1(a) = U(−a) (3.69)

erfüllen. Durch Einschieben einer Eins erhalten wir

U(a) =

∫
dxU(a) x〉 〈x =

∫
dx x+ a〉 〈x =

∫
dx x〉 〈x− a , (3.70)

was auch intuitiv einer Verschiebung entspricht. Für die Wellenfunktion eines
normierbaren Zustands finden wir

〈x|U(a)ψ〉 = 〈U †(a)x|ψ〉 = 〈U(−a)x|ψ〉 = 〈x− a|ψ〉 = ψ(x− a) , (3.71)

was man auch aus

U(a) ψ〉 =

∫
dx x〉 〈x− a|ψ〉 =

∫
dx x〉ψ(x− a) (3.72)

folgern kann. Weil die Translation eines Ortseigenzustands wieder einen Orts-
eigenzustand liefert5

XU(a) x〉 = X x+ a〉 = (x+ a) x+ a〉
= U(a)(x+ a) x〉 = U(a)(X + a) x〉 (3.73)

erhalten wir
XU(a)

!
= U(a)(X + a) (3.74)

bzw.
U(−a)XU(a)

!
= X + a . (3.75)

Mit einem selbstadjungierten Impulsoperator P = P †, der

[X,P ] = XP − PX = i~1 (3.76)

erfüllt, wobei der Faktor ~ die richtige Dimension liefert, können wir den
unitären Translationsoperator auch als

U(a) = e−iaP/~ (3.77)

mit dem Impuls P als Generator schreiben. Dazu benutzen wir die Hausdorff-
Formel6

eABe−A = e[A,·]B =
∞∑
n=0

1

n!
([A, ·])nB = B+[A,B]+

1

2!
[A, [A,B]]+. . . (3.84)

5Die nachfolgende Herleitung des Impulsoperators ist inspiriert von [Wei13].
6Beweis: Multiplikation von links und rechts

LAB = AB (3.78a)



Thorsten Ohl 2019-07-26 10:56:58 +0200 Ohne Gewähr! 64

und finden

U(−a)XU(a) = eiaP/~Xe−iaP/~

= X +
ia

~
[P,X]︸ ︷︷ ︸

=−i~

+
(ia)2

2~2
[P, [P,X]]︸ ︷︷ ︸

=0

+ . . . = X + a . (3.85)

Daß P wirklich als Impuls interpretiert werden kann, sieht man mit dem
Hamiltonoperator für ein freies Teilchen

H =
1

2m
P 2 (3.86)

der aus der Korrespondenz zur kinetischen Energie eines klassischen Teilchens

T =
m

2
ẋ2 =

p2

2m
(3.87)

mit
p = mẋ (3.88)

motiviert werden kann. Dann gilt

[H,X] =
1

2m

(
P 2X −XP 2

)
=

1

2m
(PPX − PXP + PXP −XPP )

=
1

2m
(P [P,X] + [P,X]P ) = − i~

m
P (3.89)

RAB = BA (3.78b)

mit
[A,B] = LAB −RAB = (LA −RA)B (3.79)

und
LARB = RBLA (3.80)

sowie
eLAeRB = eLA+RB = eRBeLA (3.81)

führt zu

eAB = eLAB (3.82a)

Be−A = eR−AB = e−RAB (3.82b)

und schließlich
eABe−A = e−RAeLAB = eLA−RAB = e[A,·]B . (3.83)
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und wir können mit dem Ehrenfest Theorem (2.200) die Zeitabhängigkeit der
Erwartungswerte von Ort

d

dt
〈ψ(t) X ψ(t)〉 =

〈
ψ(t)

i

~
[H,X] ψ(t)

〉
=

1

m
〈ψ(t) P ψ(t)〉 (3.90)

und Impuls

d

dt
〈ψ(t) P ψ(t)〉 =

〈
ψ(t)

i

~
[H,P ] ψ(t)

〉
= 0 (3.91)

berechnen. Offensichtlich gilt damit

Eψ(t)(P ) = m
d

dt

(
Eψ(t)(X)

)
= const. , (3.92)

ebenso wie in der klassischen Physik.
Wenn wir die Wellenfunktion des translatierten Zustands nach a ent-

wickeln

〈x|U(a)|ψ〉 = ψ(x− a) = ψ(x)− a d

dx
ψ(x) +O(a2) (3.93)

und das Ergebnis mit der Entwicklung von U(a)

〈x|U(a)|ψ〉 =

〈
x 1− ia

~
P +O(a2) ψ

〉
= ψ(x)− ia

~
〈x P ψ〉+O(a2) (3.94)

vergleichen, finden wir für den Term linear in a

(Pψ)(x) = 〈x P ψ〉 =
~
i

d

dx
ψ(x) = (−i~Dψ)(x) (3.95)

also, bis auf den Faktor ~, den oben betrachteten selbstadjungierte Differen-
tialoperator. In der Tat folgt mit der Produktregel

([X,P ]ψ)(x) = (X(Pψ))(x)−(P (Xψ))(x) = x

(
~
i

d

dx
ψ(x)

)
−~

i

d

dx
(xψ(x))

= x
~
i

d

dx
ψ(x)− x~

i

d

dx
ψ(x)− ~

i
ψ(x) = i~ψ(x) (3.96)

wieder die richtige Vertauschungsrelation

[X,P ] = i~1 (3.97)

und daraus wie in Abschnitt 2.9 die Heisenbergsche Unschärferelation

(∆ψX)(∆ψP ) ≥ ~
2
. (3.98)
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Wir haben in diesem Abschnitt nicht versucht, den Impulsoperator der
QM aus der klassischen Physik

”
herzuleiten“. Vielmehr haben wir zunächst

einen selbstadjungierten Operator P konstruiert, von dem wir a posterio-
ri zeigen konnten, daß sich sein Erwartungswert wie ein klassischer Impuls
verhält. Nur der Ansatz für den Zusammenhang von Translations- und Im-
pulsoperator U(a) = e−iaP war geleitet vom Zusammenhang von Translati-
onsinvarianz und Impulserhaltung im Noether-Theorem der klassischen Phy-
sik, daß die Erhaltungsgrößen als Generatoren von Symmetrien identifiziert.
Wir werden später in Kapitel 6 einen ähnlichen Zusammenhang von Drehun-
gen und Drehimpuls finden.

3.1.5 Ebene Wellen

Wenn wir Eigenzustände des Impulsoperators auf der ganzen reellen Achse
betrachten

P p〉 = p p〉 (3.99)

finden wir erneut kontinuierliche Eigenwerte p ∈ R und nicht normierbare
Eigenzustände

〈x|p〉 =
1√
2π~

eixp/~ (3.100)

mit

〈p|q〉 =

∫
dx 〈p|x〉 〈x|q〉 =

1

2π~

∫
dx eix(q−p)/~ = δ(p− q) (3.101)

und

1 =

∫
dp p〉 〈p . (3.102)

3.2 Postulate

An dieser Stelle können wir die Postulate der QM, die wir im Kapitel 2
am Beispiel eines QBit entwickelt haben, zusammenfassen und allgemein
formulieren.

3.2.1 Reine Zustände

Die reinen Zustände eines quantenmechanischen Systems werden durch Vek-
toren in einem Hilbertraum H beschrieben. Ein Hilbertraum ist ein Vektor-
raum H mit einem sesquilinearen inneren Produkt

〈·|·〉 : H×H → C

( ψ〉 , φ〉) 7→ 〈ψ|φ〉
(2.9b)
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mit ∀ ψi〉 , φ〉 ∈ H, αi ∈ C:

〈φ|α1ψ1 + α2ψ2〉 = α1 〈φ|ψ1〉+ α2 〈φ|ψ2〉 (2.9c)

〈α1ψ1 + α2ψ2|φ〉 = α∗1 〈ψ1|φ〉+ α∗2 〈ψ2|φ〉 (2.9c’)

〈ψ|φ〉 = 〈φ|ψ〉∗ (2.9d)

〈ψ|ψ〉 ≥ 0 (2.9e)

〈ψ|ψ〉 = 0⇔ ψ〉 = 0 , (2.9f)

der außerdem vollständig ist bzgl. der Norm

‖ · ‖ : H → R+

ψ〉 7→ ‖ ψ〉 ‖ =
√
〈ψ|ψ〉 ,

(3.103)

d. h. in dem alle Cauchy-Folgen einen Grenzwert in H haben

Weiterführende Bemerkung (nicht Teil der Vorlesung):
Die Vollständigkeit ist trivial für endlichdimensionale H, zwingt uns aber im Beispiel
H = L2([a, b],dx) der quadratintegrablen Funktionen dazu, nicht nur glatte Funk-
tionen zuzulassen. Ein bekanntes Beispiel ist die Approximation eines nicht stetigen
Rechtecksignals durch seine Fourierreihe. Differentialoperatoren werden dann auf dich-
ten Untermengen glatter Funktionen definiert und stetig fortgesetzt.

Alle Vektoren die sich nur um einen konstanten Faktor unterscheiden
beschreiben den gleichen physikalischen Zustand. Sofern nicht anders ange-
geben, werden wir deshalb die Zustandsvektoren normieren

〈ψ|ψ〉 = 1 (3.104)

und berücksichtigen, daß in Superpositionen

α1ψ1 + α2ψ2〉 = α1 ψ1〉+ α2 ψ2〉 (3.105)

mit √
|α1|2 + |α2|2 = 1 (3.106)

nur die relative Phase zwischen α1 und α2 beobachtbar ist.

3.2.2 Bras und Kets

Die Zustandsvektoren werden auch als Ket-Vektoren ψ〉 ∈ H bezeichnet Die
linearen Abbildungen φ vom Raum der Kets in die komplexen Zahlen bilden
selbst einen Vektorraum

(α1φ1 + α2φ2)( ψ〉) = α1φ1( ψ〉) + α2φ2( ψ〉) (3.107)
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und für jede lineare Abbildung φ : H → C gibt es genau einen Vektor φ〉 ∈ H
mit

φ : H → C

ψ〉 7→ φ( ψ〉) = 〈φ|ψ〉 .
(3.108)

Deshalb betrachten wir diese linearen Abbildungen als Bra-Vektoren 〈φ ∈
H∗ ∼= H. Wegen der Antilinearität (2.9c’) des inneren Produkts im ersten
Argument haben wir

〈α1φ1 + α2φ2 = α∗1 〈φ1 + α∗2 〈φ2 . (3.109)

3.2.3 Observable

Die physikalischen Observablen, also die Größen die gemessen werden können,
werden durch selbstadjungierte Operatoren

A = A† : H → H (3.110)

beschrieben. Dabei ist der zu A adjungierte Operator A† durch die Forderung

∀ψ, φ ∈ H : 〈ψ|A†|φ〉 = 〈Aψ|φ〉 = 〈φ|Aψ〉∗ = 〈φ|A|ψ〉∗ (3.111)

definiert.
Jeder selbstadjungierte Operator hat einen vollständigen Satz von Eigen-

vektoren n〉
A n〉 = an n〉 (3.112)

mit reellen Eigenwerten an ∈ σA ⊆ R. Die Menge σA aller Eigenwerte des
Operators A heißt das Spektrum von A. Die Eigenwerten können entartet
sein, d. h. es kann mehr als einen Eigenvektor zum gleichen Eigenwert geben.
Im Fall von Eigenwerten an mit diskretem Index n ∈ N sind die Eigenvek-
toren normierbar und können als ONB

〈n|m〉 = δnm (3.113)

mit
1 =

∑
n

n〉 〈n (3.114)

gewählt werden und der Operator A hat in dieser Basis die Diagonalgestalt

A =
∑
n

n〉 an 〈n (3.115)
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Im Fall von Eigenwerten a(ν) mit kontinuierlichem Parameter ν ∈ R sind
die Eigenvektoren nicht normierbar und werden

”
auf δ-Funktion normiert“

〈ν|µ〉 = δ(ν − µ) (3.116)

mit

1 =

∫
σA

dν ν〉 〈ν (3.117)

und der Diagonalgestalt

A =

∫
σA

dν ν〉 a(ν) 〈ν . (3.118)

Dann, und nur dann, wenn zwei selbstadjungierte Operatoren A und B ver-
tauschen

[A,B] = AB −BA = 0 (3.119)

besitzen sie eine gemeinsame vollständige Eigenbasis { n,m〉}n=1,2,...;m=1,2,...

A n,m〉 = an n,m〉 (3.120a)

B n,m〉 = bm n,m〉 . (3.120b)

Um physikalische Zustände zu charakterisieren, muß man einen vollständigen
Satz von vertauschenden Observablen suchen, deren Eigenwerte als Quanten-
zahlen den Zustand eindeutig festlegen können, wenn die Eigenwerte einer
Observablen entartet sind. Die Zerlegung der Eins und die Diagonalgestalt
der Operatoren haben dann die Form

1 =
∑
n,m

n,m〉 〈n,m (3.121a)

A =
∑
n,m

n,m〉 an 〈n,m (3.121b)

B =
∑
n,m

n,m〉 bm 〈n,m . (3.121c)

Der Fall von nicht-vertauschenden Observablen ist der interessante Fall, in
dem die Phänomene der QM von der klassischen Physik abweichen.

Im allgemeinen Fall7 kommt es vor, daß die Eigenwerte eines selbstadjun-
gierten Operators sowohl diskrete, als auch kontinuierliche Werte annehmen
können

A =
∑
n

n〉 an 〈n +

∫
σA

dν ν〉 a(ν) 〈ν =
∑∫
n

n〉 an 〈n (3.122a)

7Z. B. beim Wasserstoffatom sind die negativen Eigenwerte des Hamiltonoperators dis-
kret und die positiven kontinuierlich.
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1 =
∑
n

n〉 〈n +

∫
σA

dν ν〉 〈ν =
∑∫
n

n〉 〈n (3.122b)

mit an ∈ σA und a(ν) ∈ σA

A n〉 = an n〉 (3.123a)

A ν〉 = a(ν) ν〉 (3.123b)

sowie

〈n|m〉 = δnm (3.124a)

〈ν|µ〉 = δ(ν − µ) (3.124b)

〈ν|n〉 = 0 . (3.124c)

3.2.4 Gemischte Zustände

Wenn sich das System mit Wahrscheinlichkeit pn ≥ 0 in einem der eins
normierten Zustände { n〉} befindet, dann wird es durch die Dichtematrix

ρ =
∑
n

pn n〉 〈n (3.125)

mit
tr ρ =

∑
n

pn = 1 (3.126)

beschrieben und der Erwartungswert der Observablen A ist

Eρ(A) = tr(ρA) =
∑
n

pn 〈n|A|n〉 . (3.127)

Zusatzmaterial (nicht Teil der Vorlesung):
Glücklicherweise sind alle Eigenvektoren von selbstadjungierten Operatoren ρ

mit tr ρ = 1 normierbar8, sodaß wir der Versuchung widerstehen können und müssen,

”
Dichtematrizen“ der Form

ρ̃ =

∫
dν p(ν) ν〉 〈ν

mit 〈ν|µ〉 = δ(ν−µ) zu definieren. In der Tat führt der Versuch, eine Spur zu berechnen,
zu Unsinn

tr ρ̃ =

∫
dνdµ p(ν) 〈µ|ν〉 〈ν|µ〉 =

∫
dν p(ν) 〈ν|ν〉 =

”
δ(0)“ .

Vorlesung 11: Mo, 03. 06. 2019
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3.2.5 Messung

Die möglichen Ergebnisse für die Messung einer Observablen A sind nur
ihre Eigenwerte a ∈ σA. Nach einer Messung mit dem Ergebnis a befindet
sich das System in einem Eigenzustand a〉 zum Eigenwert a, bzw. in einer
Superposition solcher Eigenzustände, falls a entartet ist. Diesen Übergang
bezeichnet man als Kollaps der Wellenfunktion. Wenn sich das System vor
der Messung im reinen Zustand ψ〉 befand, ist die Wahrscheinlichkeit, a zu
messen

pa = | 〈a|ψ〉 |2 (3.128)

falls 〈a|a〉 = 1. Falls a〉 nicht normierbar ist, sondern 〈a|a′〉 = δ(a− a′) gilt,
ist

p(a) = | 〈a|ψ〉 |2 (3.129)

die ensprechende Wahrscheinlichkeitsdichte am Wert a. Der Erwartungswert
für wiederholte Messungen der Observablen A ist im reinen Zustand ψ〉

Eψ(A) = 〈ψ|A|ψ〉 (3.130)

und im gemischten Zustand ρ

Eρ(A) = tr(ρA) . (3.131)

Wenn man eine Messung von A im Zustand ψ〉 durchführt, aber das Ergebnis
ignoriert, ist das System nach der Messung im gemischten Zustand

ρ′ =
∑
n

| 〈n|ψ〉 |2 n〉 〈n . (3.132)

Diese Dichtematrix ist in der Eigenbasis von A diagonal. Durch die Messung
verschwinden die außerdiagonalen Anteile von

ψ〉 〈ψ =
∑
n,m

〈ψ|m〉 〈n|ψ〉 n〉 〈m . (3.133)

Dies ist der Kollaps der Wellenfunktion.

3.2.6 Tensorprodukte von Zustandsräumen

Wenn wir zwei Systeme zusammenführen, die durch Zustandsvektoren in
den Hilberträumen H1 und H2 beschrieben werden, wird das Gesamtsystem
durch Zustandsvektoren im Tensorprodukt

H = H1 ⊗H2 (3.134)
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beschrieben. Wichtiges Beispiel sind die quadratintegrablen Funktionen auf
den Intervallen [a1, b1] und [a2, b2]. Deren Tensorprodukt sind die quadratin-
tegrablen Funktionen auf dem Produkt [a1, b1]× [a2, b2]

L2([a1, b1], dx1)⊗ L2([a2, b2], dx2) = L2([a1, b1]× [a2, b2], dx1dx2) . (3.135)

Insbesondere sind die ensprechenden Wellenfunktionen

ψ(x1, x2) = 〈x1, x2|ψ〉 = (〈x1 ⊗ 〈x2 ) ψ〉 (3.136)

nicht nur faktorisierte Funktionen der Form

ψ(x1)ψ(x2) = 〈x1|ψ〉 〈x2|ψ〉 (3.137)

sondern alle quadratintegrablen Funktionen. Diese können aber durch Reihen
von faktorisierten Funktionen approximiert werden.

3.2.7 Zeitliche Entwicklung

Schrödingerbild

Solange daß System nicht durch eine Messung gestört wird, ändern sich sein
reiner Zustand gemäß der Schrödinger-Gleichung

i~
d

dt
ψ(t)〉 = H(t) ψ(t)〉 (3.138)

mit einem geeigneten selbstadjungierten Hamiltonoperator H(t) = H†(t) :
H → H. In einem autonomen System ist der Hamiltonoperator konstant
H(t) = H, aber in vielen Experimenten wird das System von außen gesteuert.
In einem autonomen System kann man die stationäre Schrödingergleichung

H n〉 = En n〉 (3.139)

lösen und die Zustände ψ〉 in die Energieeigenzustände entwickeln

ψ〉 =
∑
n

n〉 〈n|ψ〉 =
∑
n

ψn n〉 , (3.140)

deren Zeitabhängigkeit dann

ψ(t)〉 =
∑
n

e−iEnt/~ψn n〉 (3.141)

ist. Die Eigenwerte En ∈ σH sind die möglichen stationären Energieniveaus,
die das System einnehmen kann.
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Der
”
richtige“ Hamiltonoperator muß experimentell bestimmt werden.

Dazu macht man einen Ansatz, der durch Symmetrieüberlegungen, Konsi-
stenzbetrachtungen und Dimensionsanalyse geleitet ist und von Korrespon-
denzen zu einem klassischen System inspiriert werden kann. Die daraus re-
sultierenden Vorhersagen für Messungen werden mit dem Experiment ver-
glichen. Damit werden freie Parameter bestimmt, gegebenenfalls der Ansatz
verbessert und die Prozedur iteriert.

Das innere Produkt von zwei Zuständen, deren zeitliche Entwicklung vom
gleichen Hamiltonoperator beschrieben wird, ändert sich nicht

d

dt
〈ψ(t)|φ(t)〉 =

〈
ψ(t)

1

i~
H(t)φ(t)

〉
+

〈
1

i~
H(t)ψ(t) φ(t)

〉
=

1

i~
〈ψ(t) H(t)φ(t)〉 − 1

i~
〈H(t)ψ(t) φ(t)〉

=
1

i~
〈ψ(t) H(t) φ(t)〉 − 1

i~
〈
ψ(t) H†(t) φ(t)

〉
= 0 . (3.142)

Die zeitliche Änderung des Erwartungswerts einer Observablen A wird durch
das Ehrenfest Theorem

d

dt
Eψ(t)(A) =

d

dt
〈ψ(t)|A|ψ(t)〉

=

〈
ψ(t)

1

i~
[A,H] ψ(t)

〉
= Eψ(t)

(
1

i~
[A,H]

)
(2.200)

beschrieben. Im Falle eines gemischten Zustands finden wir

i~
d

dt
ρ(t) = [H(t), ρ(t)] (3.143)

und die analoge Formel

d

dt
Eρ(t)(A) =

d

dt
tr (ρ(t)A) = tr

(
1

i~
[H, ρ(t)]A

)
= tr

(
ρ(t)

1

i~
[A,H]

)
= Eρ(t)

(
1

i~
[A,H]

)
. (3.144)

Heisenbergbild

Es ist nicht nötig, die zeitliche Entwicklung eines Systems durch eine Ände-
rung seines Zustandsvektors zu beschreiben. Man kann stattdessen die Ob-
servablen zeitabhängig

A(t) = U †(t, t0)A(t0)U(t, t0) (3.145)
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machen, die dann die Differentialgleichung

dA

dt
(t) =

i

~
[H(t), A(t)] (3.146)

erfüllen und Anfangsbedingungen bei t0

A(t0) = A . (3.147)

Wenn dann die ein zeitunabhängiger Zustandsvektor

ψ〉 = ψ(t0)〉 (3.148)

gewählt wird, erhält man die gleichen Matrixelemente wie im Schrödingerbild

〈ψ|A(t)|φ〉 = 〈ψ(t0)|A(t)|φ(t0)〉 = 〈ψ(t0)|U †(t, t0)A(t0)U †(t, t0)|φ(t0)〉 =

〈U(t, t0)ψ(t0)|A(t0)|U(t, t0)φ(t0)〉 = 〈ψ(t)|A(t0)|φ(t)〉 = 〈ψ(t)|A|φ(t)〉 .
(3.149)

In der zeitabhängigen Störungstheorie (siehe Abschnitt 10.2) wird es sinnvoll
sein, einen Teil des Hamiltonoperators für die Zeitentwicklung der Observa-
blen und den Rest für die Zeitentwicklung der Zustandsvektoren zu verwen-
den.
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—4—
Wellenfunktionen im Orts- und

Impulsraum

Wenn wir Teilchen im Anschauungsraum R3 oder einer Teilmenge davon
betrachten, können wir wieder Ortseigenzustände

~X ~x〉 = ~x ~x〉 , (4.1)

oder komponentenweise
Xi ~x〉 = xi ~x〉 , (4.2)

diesmal mit

〈~x|~y〉 = δ3(~x− ~y) = δ(x1 − y1)δ(x2 − y2)δ(x3 − y3) (4.3)

einführen. In (4.2) haben wir benutzt, daß die Komponenten des Orts gleich-
zeitig bestimmt werden können und die Observablen deshalb vertauschen
müssen

[Xi, Xj] = 0 . (4.4)

Damit können wir jeden Zustand ψ(t)〉 ∈ L2(R3, d3x) eine Wellenfunktion

ψ(~x, t) = 〈~x|ψ(t)〉 (4.5)

zuordnen und das Skalarprodukt kann als

〈φ(t)|ψ(t)〉 =

∫
d3x 〈φ(t)|~x〉 〈~x|ψ(t)〉 =

∫
d3xφ∗(~x, t)ψ(~x, t) (4.6)

geschrieben werden. Wir können die Argumente aus Abschnitt 3.1.4 für
Translationen in jede Richtung wiederholen und finden Impulsoperatoren ~P
mit kanonischen Vertauschungsrelationen

[Xi, Pj] = i~δij (4.7)
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und

(~Pψ)(~x, t) = 〈~x|~P |ψ(t)〉 =
~
i
~∇〈~x|ψ(t)〉 =

~
i
~∇ψ(~x, t) (4.8)

bzw.

(Piψ)(t) =
~
i

∂ψ

∂xi
(~x, t) . (4.9)

Die SG für den Zustand ψ(t)〉

i~
d

dt
ψ(t)〉 = H ψ(t)〉 (4.10)

bedeutet die Wellenfunktionen

0 =

〈
~x i~

d

dt
−H ψ(t)

〉
= i~

∂ψ

∂t
(~x, t)− (Hψ)(~x, t) (4.11)

also

i~
∂ψ

∂t
(~x, t) = (Hψ)(~x, t) . (4.12)

4.1 SG für freie Teilchen

Als Hamiltonoperator für ein freies Teilchen bietet sich die kinetische Energie

H =
~P 2

2m
(4.13)

an und damit

(Hψ)(~x, t) =
1

2m

~
i
~∇
(
~
i
~∇ψ(~x, t)

)
= − ~2

2m
∆ψ(~x, t) (4.14)

mit dem Laplace-Operator

∆ = ~∇~∇ =
3∑
i=1

∂2

∂x2
i

. (4.15)

Weil Hamiltonoperator und alle Komponenten des Impulsoperators vertau-
schen [

H, ~P
]

= 0 , (4.16)

sollten als Eigenzustände des Hamiltonoperators auch Eigenzustände ~k, t〉
des Impulsoperators

~P ~k, t〉 = ~~k ~k, t〉 (4.17)
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gewählt werden können. Als Lösungsansatz bieten sich also ebene Wellen ~k, t〉
mit Wellenfunktion

ψ~k(~x, t) =
〈
~x ~k, t

〉
=

1

(2π)3/2
e−iω(~k)t+i~k~x , (4.18)

Dispersionsrelation ω(~k) und Normierung〈
~k, t ~k′, t

〉
=

∫
d3xψ∗~k(~x, t)ψ~k′(~x, t) =

1

(2π)3

∫
d3x e−i(ω(~k)−ω(~k′))t+i(~k−~k′)~x

= δ3(~k − ~k′)e−i(ω(~k)−ω(~k′))t = δ3(~k − ~k′) (4.19)

an . Die SG

0 = i~
∂ψ~k
∂t

(~x, t)− (Hψ~k)(~x, t) = ~ω(~k)ψ~k(~x, t)−
~2~k2

2m
ψ~k(~x, t) (4.20)

ergibt für die Dispersionsrelation

ω(~k) =
~~k2

2m
. (4.21)

Insbesondere finden wir

E(~k) = ~ω(~k) =
~2~k2

2m
≥ 0 , (4.22)

also
σH = [0,∞) ⊂ R . (4.23)

D. h. es gibt keine normierbaren Eigenzustände und diskrete Eigenwerten,
sondern nur nicht normierbare Eigenzustände und kontinuierliche Eigenwer-
te.

4.1.1 Superposition und Wellenpakete

Aufgrund der Linearität der SG ist die Superposition zweier Lösungen mit
konstanten Koeffizienten

ψ(t)〉 = α1 ψ1(t)〉+ α2 ψ2(t)〉 (4.24a)

i~
d

dt
ψi(t)〉 = H ψi(t)〉 (4.24b)

wieder eine Lösung
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i~
d

dt
ψ(t)〉 = α1i~

d

dt
ψ1(t)〉+ α2i~

d

dt
ψ2(t)〉

= α1H ψ1(t)〉+ α2H ψ2(t)〉 = H ψ(t)〉 . (4.25)

Damit ist auch jedes Wellenpaket

ψ(t)〉 =

∫
d3kψ̂(~k) ~k, t〉 (4.26)

wieder eine Lösung mit der Wellenfunktion im Ortsraum

ψ(~x, t) = 〈~x|ψ(t)〉 =

∫
d3k ψ̂(~k) 〈~x|~k, t〉 =

∫
d3k

(2π)3/2
ψ̂(~k)e−iω(~k)t+i~k~x (4.27)

Vorlesung 12: Fr, 07. 06. 2019

mit innerem Produkt und Normierung

〈ψ1(t)|ψ2(t)〉 =

∫
d3k1d3k2 ψ̂

∗
1(~k1) 〈~k1, t|~k2, t〉 ψ̂2(~k2) =

∫
d3k ψ̂∗1(~k)ψ̂2(~k) .

(4.28)
Ein typisches Beispiel ist ein Gaußsches Wellenpaket mit isotroper Breite a
und Schwerpunkt ~k0 im Impulsraum

ψ̂~k0,a(
~k) =

1

(2πa2)3/4
e−

(~k−~k0)
2

4a2 . (4.29)

Wegen der Produktform der Wellenfunktion

e−
(~k−~k0)

2

4a2 = e−
1

4a2

∑3
i=1(ki−k0,i)2 =

3∏
i=1

e−
1

4a2
(ki−k0,i)2 (4.30)

kann man bei Gaußschen Wellenpaketen die Dimensionen unabhängig von-
einander behandeln. Zunächst können wir die Normierung, Lage des Schwer-
punkts und Breite mit der allgemeinen Formel für Gaußsche Integrale1 über-
prüfen

1Gaußverteilungen mit Potenzen:

1√
2πa

∫ ∞
−∞

dk e−
(k−b)2

2a2 = 1 (4.31a)

1√
2πa

∫ ∞
−∞

dk ke−
(k−b)2

2a2 = b (4.31b)

1√
2πa

∫ ∞
−∞

dk k2e−
(k−b)2

2a2 = a2 + b2 , (4.31c)

(dies folgt z. B. aus (3.31) mit Ableitungen nach x und x→ 0.
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〈ψ~k0,a(t)|ψ~k0,a(t)〉 =

∫
d3k

∣∣∣ψ̂~k0,a(~k)
∣∣∣2

=
1

(2πa2)3/2

∫
d3k e−

(~k−~k0)
2

2a2 =
3∏
i=1

1√
2πa

∫
dki e

−
(ki−k0,i)

2

2a2 = 1 (4.32a)

〈ki〉 =

∫
d3k ki

∣∣∣ψ̂~k0,a(~k)
∣∣∣2 =

1√
2πa

∫
dki kie

−
(ki−k0,i)

2

2a2 = k0,i (4.32b)

〈
(ki − 〈ki〉)2〉 = 〈k2

i 〉 − 〈ki〉
2 =

∫
d3k k2

i

∣∣∣ψ̂~k0,a(~k)
∣∣∣2 − k2

0,i

=
1√
2πa

∫
dki k

2
i e
−

(ki−k0,i)
2

2a2 − k2
0,i = a2 (4.32c)

Die zugehörige Wellenfunktion im Ortsraum in einer Dimension

ψk0,a(x, t) =

∫
dk√
2π

ψ̂k0,a(k)e−iω(k)t+ikx

=
1√√
2πa

∫
dk√
2π

e−
(k−k0)

2

4a2 e−iω(k)t+ikx

=

(
2a2/π

1 + 4~2a4t2/m2

)1/4

e
−a2 (x−~k0t/m)2

1+2i~a2t/m +ik0(x−~k0t/m)
ei

~k20t
2m
−i 1

2
arctan 2~a2t

m

(4.33)

ist als Fouriertransformation (3.31) einer Gaußverteilung wieder eine Gauß-
verteilung. Die Terme x−~k0t/m wurden dabei zum leichteren Vergleich mit
der Wellenfunktion bei t = 0

ψk0,a(x, 0) =

(
2a2

π

)1/4

e−a
2x2+ik0x (4.34)

zusammengefasst. Die Wahrscheinlichkeitsdichte im Ortsraum am Punkt x

|ψk0,a(x, t)|
2 =

(
2a2/π

1 + 4~2a4t2/m2

)1/2

e
− 2a2

1+4~2a4t2/m2 (x−~k0t/m)2
(4.35)

ist eine Gaußverteilung mit der Breite

∆x(t) =
1

2a

√
1 +

4~2a4t2

m2
(4.36a)

die Ihren Schwerpunkt an der mit der Geschwindigkeit v = ~k0/m gleichförmig
bewegten Stelle

x0(t) =
~k0

m
t (4.36b)
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hat. Weil die Dimensionen auch im nicht-isotropen Fall

ψ̂~k0,a(
~k) =

3∏
i=1

1√√
2πai

e
−

(ki−k0,i)
2

4a2
i (4.37)

unabhängig voneinander behandelt werden können, finden wir für die Breiten
in jeder Richtung

∆xi(t) =
1

2ai

√
1 +

4~2a4
i t

2

m2
(4.38a)

und den gleichförmig bewegten Schwerpunkt

~x0(t) =
~~k0

m
t . (4.38b)

4.1.2 Unschärferelation

Weil der Ort im Ortsraum und der Impuls im Impulsraum per Multiplikation
wirken, können wir die Erwartungswerte und Schwankungsquadrate sofort
aus den Gaußverteilungen ablesen〈

ψ~k0,~a(t) Xi ψ~k0,~a(t)
〉

=
~k0,i

m
t (4.39a)

∆Xi =
1

2ai

√
1 +

4~2a4
i t

2

m2
(4.39b)〈

ψ~k0,~a(t) Pi ψ~k0,~a(t)
〉

= ~k0,i (4.39c)

∆Pi = ~ai (4.39d)

also

∆Xi∆Pj =
~
2

aj
ai

√
1 +

4~2a4
i t

2

m2
≥ ~

2

aj
ai
. (4.40)

Man kann also für hinreichend kleine |t|, bei nicht isotroper Breite mit

aj <
ai√

1 +
4~2a4i t

2

m2

(4.41)

für i 6= j auch

(∆Xi)(∆Pj) <
~
2

(4.42)

erreichen, aber in jedem Fall gilt

(∆Xi)(∆Pi) ≥
~
2

(4.43)
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im Einklang mit der Heisenbergschen Unschärferelation. Diese wird für t = 0
minimiert

∆Xi∆Pi =
~
2
. (4.44)

4.1.3 Dispersion des Wellenpakets

Es fällt aber auf, daß die Breite des Wellenpakets im Ortsraum nicht konstant
ist. Vielmehr zerfließt es in der Zukunft nachdem es sich in der Vergangenheit
kontrahiert hat. Die Tatsache, daß das Wellenpaket seine minimale Ausdeh-
nung zum Zeitpunkt t = 0 annimmt, liegt an der Wahl der relativen Phasen
der Impulseigenzustände. Man kann durch Multiplikation der ebenen Wellen

mit eiω(~k)t0 auch jeden anderen Zeitpunkt t0 wählen. Wie durch die Rechnung
gezeigt, tritt dieser Effekt auch ohne Wechselwirkungen auf.

4.2 Kontinuitätsgleichung

Nach der Wahrscheinlichkeitsinterpretation der Wellenfunktion

ψ(~x, t) = 〈~x|ψ(t)〉 (4.45)

ist die Wahrscheinlichkeitsdichte am Ort ~x zur Zeit t

ρ(~x, t) = ψ∗(~x, t)ψ(~x, t) . (4.46)

Wir können eine Wahrscheinlichkeitsstromdichte

~j(~x, t) =
~

2mi

(
ψ∗(~x, t)~∇ψ(~x, t)− ψ(~x, t)~∇ψ∗(~x, t)

)
(4.47)

definieren, deren Integral nach partieller Integration2∫
d3x~j(~x, t) =

∫
d3x

~
2mi

(
ψ∗(~x, t)~∇ψ(~x, t)− ~∇ψ∗(~x, t)ψ(~x, t)

)
=

1

m

∫
d3xψ∗(~x, t)

~
i
~∇ψ(~x, t) =

1

m

〈
ψ(t) ~P ψ(t)

〉
=

1

m
Eψ(t)(~P ) (4.48)

als Erwartungswert der Geschwindigkeit ~v = ~P/m interpretiert werden kann.
Die Aufteilung der Gradienten in (4.47) ist so gewählt, daß die Kontinuitäts-
gleichung

∂ρ

∂t
(~x, t) + ~∇~j(~x, t) = 0 (4.49)

gilt:

2Die Randterme müssen verschwinden, damit ψ(t)〉 normierbar ist.



Thorsten Ohl 2019-07-26 10:56:58 +0200 Ohne Gewähr! 82

Die Änderung der Wahrscheinlichkeitsdichte in einem Volumen-
element ist gleich dem negativen Fluß des Wahrscheinlichkeits-
stroms aus diesem Volumenelement heraus.

Um (4.49) zu zeigen, berechnen wir die zeitliche Änderung der Wahrschein-
lichkeitsdichte mit der Produktregel und der SG

∂ρ

∂t
(~x, t) =

∂ψ∗

∂t
(~x, t)ψ(~x, t) + ψ∗(~x, t)

∂ψ

∂t
(~x, t)

= − 1

i~
(Hψ)∗(~x, t)ψ(~x, t) +

1

i~
ψ∗(~x, t)Hψ(~x, t) . (4.50)

Wenn der Hamiltonoperator als

H = − ~2

2m
∆ + V (~x, t) (4.51)

mit V ∗(~x, t) = V (~x, t) geschrieben werden kann, folgt

∂ρ

∂t
(~x, t) =

~
2mi

∆ψ∗(~x, t)ψ(~x, t)− 1

i~
V (~x, t)ψ∗(~x, t)ψ(~x, t)

− ~
2mi

ψ∗(~x, t)∆ψ(~x, t) +
1

i~
ψ∗(~x, t)V (~x, t)ψ(~x, t)

=
~

2mi
(∆ψ∗(~x, t)ψ(~x, t)− ψ∗(~x, t)∆ψ(~x, t)) . (4.52)

Andererseits ist die Divergenz der Wahrscheinlichkeitsstromdichte

~∇~j(~x, t) =
~

2mi

(
~∇ψ∗(~x, t)~∇ψ(~x, t) + ψ∗(~x, t)∆ψ(~x, t)

− ~∇ψ(~x, t)~∇ψ∗(~x, t)− ψ(~x, t)∆ψ∗(~x, t)
)

=
~

2mi
(ψ∗(~x, t)∆ψ(~x, t)− ψ(~x, t)∆ψ∗(~x, t)) = −∂ρ

∂t
(~x, t) . (4.53)

Wenn wir die Wahrscheinlichkeit in einem Volumen V berechnen

pV (t) =

∫
V

d3x ρ(~x, t)
V→R3

−−−−→ 1 (4.54)

folgt für die zeitliche Änderung

dpV
dt

(t) =

∫
V

d3x
∂ρ

∂t
(~x, t) = −

∫
V

d3x ~∇~j(~x, t)

Satz von Gauß
= −

∫
∂V

d2~σ(~x)~j(~x, t)
V→R3

−−−−→ 0 (4.55)
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wobei im letzten Schritt ausgenutzt wurde, daß ψ(~x, t) für |~x| → ∞ schnell
genug verschwinden muß, damit ψ(t)〉 normierbar bleibt. Damit ist die Ge-
samtwahrscheinlichkeit

pR3(t) = 1 = const. (4.56)

wie erwartet konstant.

4.3 Stationäre Lösungen der SG

Wenn man Eigenvektoren E〉 des Hamiltonoperators H mit Eigenwert E

H E〉 = E E〉 (4.57)

betrachtet, findet man besonders einfache Lösungen der SG

E, t〉 = e−iEt/~ E〉 , (4.58)

weil

i~
d

dt
E, t〉 = i~

d

dt
e−iEt/~ E〉 = e−iEt/~E E〉 = e−iEt/~H E〉 = H E, t〉 .

(4.59)

Wir haben gefordert, daß der Hamiltonoperator selbstadjungiert H = H† ist.
Deshalb gibt es eine vollständige Basis von Eigenvektoren

H En〉 = En En〉 (4.60a)

H E〉 = E E〉 (4.60b)

in die jeder Zustand mit

ψn = 〈En|ψ〉 (4.60c)

ψ(E) = 〈E|ψ〉 (4.60d)

entwickelt werden kann3

ψ〉 =
∑
n

ψn En〉+

∫
σH

dE ψ(E) E〉 =
∑∫
n

En En〉 . (4.60e)

Dann ist

ψ(t)〉 =
∑
n

e−iEnt/~ψn En〉+

∫
σH

dE e−iEt/~ψ(E) E〉 =
∑∫
n

e−iEnt/~En En〉

(4.61)

3Etwaige entartete Zustände müssen mit Summen über weitere Quantenzahlen berück-
sichtigt werden.
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eine Lösung der SG mit
ψ(0)〉 = ψ〉 . (4.62)

Deshalb werden wir im Folgenden vorwiegend an den Lösungen der stati-
onären Schrödingergleichung

H E〉 = E E〉 (4.63)

interessiert sein. Wenn der Hamiltonoperator als

H =
1

2m
~P 2 + V ( ~X) (4.64)

mit einem geeigneten Potential geschrieben werden kann, wirkt er im Orts-
raum als

(Hψ)(~x, t) = − ~2

2m
∆ψ(~x, t) + V (~x)ψ(~x, t) (4.65)

und wir finden als stationäre SG die partielle Differentialgleichung

− ~2

2m
∆ψ(~x) + V (~x)ψ(~x) = Eψ(~x) , (4.66)

die mit geeigneten Randbedingungen zu lösen ist.
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—5—
Eindimensionale Systeme

5.1 Der harmonische Oszillator

Das Potential für einen harmonischen Oszillator mit Masse m und Frequenz ω
ist

V (x) =
mω2

2
x2 (5.1)

und damit der Hamiltonoperator

H =
1

2m
P 2 +

mω2

2
X2 . (5.2)

5.1.1 Ortsraum

Weil der Hamiltonoperator für den harmonischen Oszillator ausgedrückt in
Ort und Impuls besonders einfach ist, bietet es sich an, die stationäre SG als
Differentialgleichung für die Ortsraumwellenfunktionen

(Hψ)(x) = − ~2

2m

d2ψ

dx2
(x) +

mω2

2
x2ψ(x) = Eψ(x) (5.3)

mit der Normierbarkeitsbedingung

〈ψ|ψ〉 =

∫ ∞
−∞

dx |ψ(x)|2 <∞ (5.4)

auszudrücken. Diese Gleichung kann mit einem Potenzreihenansatz gelöst
werden, der auf Produkte von Hermite-Polynomen mit einer Gauß-Funktion
führt und, z. B., in der Vorlesung Mathematik 4 diskutiert wird.
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5.1.2 Erzeuger und Vernichter

Vorlesung 13: Fr, 14. 06. 2019

Eine elegante Lösung beruht auf der Beobachtung, daß der Hamiltonoperator
auch in der Form

H = ~ω
(
a†a+

1

2

)
(5.5)

mit den zueinander aber nicht selbstadjungierten Operatoren

a =

√
mω

2~

(
X +

i

mω
P

)
(5.6a)

a† =

√
mω

2~

(
X − i

mω
P

)
(5.6b)

geschrieben werden kann. In der Tat erhält man

a†a =
mω

2~

(
X − i

mω
P

)(
X +

i

mω
P

)
=
mω

2~

(
X2 +

i

mω
(XP − PX) +

1

m2ω2
P 2

)
=
mω2

2~ω
X2 − 1

2
+

1

2m~ω
P 2 =

1

~ω
H − 1

2
. (5.7)

Ort X und Impuls P können mit

X =

√
~

2mω

(
a+ a†

)
(5.8a)

P = −i

√
~mω

2

(
a− a†

)
(5.8b)

aus a und a† rekonstruiert werden. Im folgenden werden wir auch den selbst-
adjungierten Operator

N = a†a = N † (5.9)

verwenden, der mit dem Hamiltonoperator über

H = ~ω
(
N +

1

2

)
(5.10)

zusammenhängt.
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Kommutator-Algebra

In der QM muß man häufig Kommutatoren von Observablen

[A,B] = AB −BA (5.11)

ausrechnen. Weil viele Observablen als Funktion von Ort X und Impuls P
ausgedrückt werden, muß man oft Kommutatoren wie, z. B.,[

X2, P 2
]

= X2P 2 − P 2X2

berechnen. Dies ist am leichtesten, wenn man die Antisymmetrie, Linearität,
Leibnitz-Regel (oder Produkt-Regel) und Jacobi-Identität für Kommutatoren
(bi ∈ C)

[A,B] = −[B,A] (5.12a)

[A, b1B1 + b1B2] = b1[A,B1] + b2[A,B2] (5.12b)

[A,BC] = B[A,C] + [A,B]C (5.12c)

[A, [B,C]] + [B, [C,A]] + [C, [A,B]] = 0 (5.12d)

ausnutzt, um alle Kommutatoren auf die kanonischen Vertauschungsrelatio-
nen

[X,P ] = i~ (5.13)

zurückzuführen. Antisymmetrie und Linearität sind offensichtlich, die Jacobi-
Identität ist eine Übungsaufgabe und die Leibnitz-Regel ergibt sich aus

[A,BC] = ABC−BCA = ABC−BAC+BAC−BCA = [A,B]C+B[A,C] .
(5.14)

Die Kommutatoren von a, a†, N und H ergeben sich so als

[a, a†] =
mω

2~

[
X +

i

mω
P,X +

i

mω
P

]
=
mω

2~

− i

mω
[X,P ]︸ ︷︷ ︸

=i~

+
i

mω
[P,X]︸ ︷︷ ︸

=−i~


=
mω

2~
2~
mω

= 1 (5.15a)

[N, a] = [a†a, a] = a† [a, a]︸︷︷︸
=0

+ [a†, a]︸ ︷︷ ︸
=−1

a = −a (5.15b)

[N, a†] = [a†a, a†] = a† [a, a†]︸ ︷︷ ︸
=1

+ [a†, a†]︸ ︷︷ ︸
=0

a = a† (5.15c)

und weil diese Algebra so wichtig ist, noch einmal zusammengefasst

[a, a†] = 1 (5.16a)
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[N, a] = −a (5.16b)

[N, a†] = a† (5.16c)

und für den Hamiltonoperator

[H, a] = −~ωa (5.17a)

[H, a†] = ~ωa† . (5.17b)

Spektrum

Angenommen, wir haben einen Eigenvektor n〉mit zugehörigem Eigenwert En
gefunden

H n〉 = En n〉 , (5.18)

dann ist auch an〉 = a n〉 wieder ein Eigenvektor

H an〉 = Ha n〉 = aH n〉+ [H, a] n〉 = aEn n〉 − ~ωa n〉
= Ena n〉 − ~ωa n〉 = (En − ~ω) an〉 (5.19)

aber mit Eigenwert En − ~ω. Daraus könnte man schließen, daß es Eigen-
zustände akn〉 ak n〉 mit beliebig niedrigem Eigenwert geben sollte

H akn〉 = (En − k~ω) akn〉 , (5.20)

was aber wegen

En = 〈n|H|n〉 = ~ω 〈n|a†a|n〉+
~ω
2

= ~ω 〈an|an〉︸ ︷︷ ︸
≥ 0

+
~ω
2
≥ ~ω

2
(5.21)

unmöglich ist. Der einzige Ausweg aus diesem Widerspruch ist, daß die An-
wendung des Vernichtungsoperators a irgendwann den Nullvektor ergibt

∃k ∈ N akn〉 = 0 . (5.22)

Es muß also einen Zustand niedrigster Energie, den Grundzustand ψ0〉 geben

∃ ψ0〉 ∈ H : a ψ0〉 = 0 . (5.23)

Die Wellenfunktion dieses Zustandsvektors im Ortsraum muß

〈x|a|ψ0〉 = (aψ0)(x) =

√
mω

2~

(
xψ0(x) +

~
mω

dψ0

dx
(x)

)
= 0 , (5.24)
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bzw.
dψ0

dx
(x) = −mω

~
xψ0(x) (5.25)

erfüllen. Die bis auf eine Phase eindeutige normierte Lösung1 dieser Differen-
tialgleichung ist

ψ0(x) =
(mω
π~

)1/4

e−
mω
~

x2

2 . (5.27)

Also ist der Grundzustand ψ0〉 eindeutig.
Wir konstruieren den HilbertraumH für den harmonischen Oszillator aus

einer ONB { n〉}n=0,1,2,... aus Eigenvektoren des selbstadjungierten Anzahl-
operators N

N n〉 = n n〉 (5.28a)

〈n|m〉 = δnm . (5.28b)

mit
0〉 = ψ0〉 . (5.29)

Aus

Na n〉 = aN n〉+ [N, a] n〉 = an n〉 − a n〉 = (n− 1)a n〉 (5.30a)

Na† n〉 = a†N n〉+ [N, a†] n〉 = a†n n〉+ a† n〉 = (n+ 1)a† n〉 (5.30b)

(5.30c)

schließen wir, unter der Voraussetzung daß keine Entartung vorliegt,

a n〉 ∝ n− 1〉 (5.31a)

a† n〉 ∝ n+ 1〉 . (5.31b)

Und mit

〈n|a†a|n〉 = 〈n|N |n〉 = n 〈n|n〉 = n (5.32a)

〈n|aa†|n〉 = 〈n|a†a+ [a, a†]|n〉 = 〈n|N + 1|n〉 = (n+ 1) 〈n|n〉 = n+ 1
(5.32b)

finden wir

n+ 1〉 =
1√
n+ 1

a† n〉 (5.33a)

1Trennung der Veränderlichen

lnψ0(x) = −mω
2~

x2 + const. . (5.26)
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n− 1〉 =
1√
n
a n〉 , (5.33b)

also, daß jeder der angeregten Zustände n〉 durch n-fache Anwendung des
Erzeugungsoperators auf den Grundzustand 0〉 = ψ0〉 gewonnen werdne
kann

n〉 =
1√
n!

(
a†
)n

0〉 . (5.34)

Die Eigenenergien des harmonischen Oszillators sind somit{
En = ~ω

(
n+

1

2

)}
n=0,1,2,...

(5.35)

mit der Grundzustandsenergie

E0 =
~ω
2
> 0 . (5.36)

Vollständigkeit

Die Wellenfunktionen der angeregten Zustände erhält man durch Differen-
zieren

ψn(x) = 〈x|n〉 =
1√
n!

〈
x
(
a†
)n

0
〉

=
1√
n!

(mω
2~

)n/2(
x− ~

mω

d

dx

)n
ψ0(x)

=
(mω
π~

)1/4 1√
2nn!

Hn

(√
mω

~
x

)
e−

mω
2~ x

2

(5.37)

mit den Hermite-Polynomen

Hn(x) = (−1)nex
2 dn

dxn
e−x

2

, (5.38)

z. B.

H0(x) = 1 (5.39a)

H1(x) = 2x (5.39b)

H2(x) = 4x2 − 2 , (5.39c)

wobei Hn genau n Nullstellen hat! Man kann zeigen, daß die Wellenfunktio-
nen ψn : R → C eine Basis des Hilbertraums L2(R, dx) bilden, also insbe-
sondere vollständig sind.
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Erwartungswerte und Unschärfe

Die Erwartungswerte von Ort und Impuls verschwinden in jedem der Ener-
gieeigenzustände n〉

〈n|X|n〉 =

√
~

2mω
〈n|(a+ a†)|n〉 = 0 (5.40a)

〈n|P |n〉 = −i

√
~mω

2
〈n|(a− a†)|n〉 = 0 . (5.40b)

Also sind die Erwartungswerte der Quadrate (vgl. Übung)

〈n|X2|n〉 =
~

2mω
〈n|(a+ a†)2|n〉 =

~
2mω

(2n+ 1) (5.40c)

〈n|P 2|n〉 = −~mω
2
〈n|(a− a†)2|n〉 =

~mω
2

(2n+ 1) (5.40d)

gleich dem Quadrat der Unschärfen

∆nX =
√

2n+ 1

√
~

2mω
(5.41a)

∆nP =
√

2n+ 1

√
~mω

2
. (5.41b)

Das Produkt der Unschärfen

(∆nX) (∆nP ) =

(
n+

1

2

)
~ ≥ ~

2
(5.42)

minimiert die Heisenbergsche Unschärferelation im Grundzustand 0〉 und
liegt sonst darüber.

5.1.3 Kohärente Zustände

Man kann nach Eigenzuständen des Vernichtungsoperators a

a z〉 = z z〉 (5.43)

mit nichtverschwindenden Eigenwerten z ∈ C suchen. Weil a nicht selbst-
adjungiert ist, müssen die Eigenwerte nicht reell sein und die Eigenzustände
müssen keine Basis bilden. Sie sind trotzdem interessant, weil

〈z|X|z〉 =

√
~

2mω
〈z|(a+ a†)|z〉 =

√
~

2mω
(z + z∗) =

√
2~
mω

Re z (5.44a)
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〈z|P |z〉 = −i

√
~mω

2
〈z|(a− a†)|z〉 = −i

√
~mω

2
(z − z∗) =

√
2~mω Im z

(5.44b)

und (vgl. Übung)

〈z|X2|z〉 =
~

2mω
〈z|(a+ a†)2|z〉 =

~
2mω

(
1 + (z + z∗)2

)
(5.44c)

〈z|P 2|z〉 = −~mω
2
〈z|(a− a†)2|z〉 =

~mω
2

(
1 + (z − z∗)2

)
(5.44d)

Vorlesung 14: Mo, 17. 06. 2019

zu Unschärfen führen, die unabhängig von z sind

(∆zX)2 = 〈z|X2|z〉 − 〈z|X|z〉2 =
~

2mω
(5.45a)

(∆zP )2 = 〈z|P 2|z〉 − 〈z|P |z〉2 =
~mω

2
(5.45b)

und deren Produkt die Heisenbergsche Unschärferelation minimiert

(∆nX) (∆nP ) =
~
2
. (5.46)

Die Zustände

z〉 = e−|z|
2/2

∞∑
n=0

zn√
n!

n〉 = e−|z|
2/2

∞∑
n=0

zn(a†)n

n!
0〉

= e−|z|
2/2eza

†
0〉 = eza

†−z∗a 0〉 (5.47)

sind wegen

a z〉 = e−|z|
2/2

∞∑
n=0

zn√
n!

a n〉︸︷︷︸
=
√
n n−1〉

= ze−|z|
2/2

∞∑
n=1

zn−1√
(n− 1)!

n− 1〉

= ze−|z|
2/2

∞∑
k=0

zk√
k!

k〉 = z z〉 (5.48)

Eigenzustände von a und wegen

〈z|z〉 = e−|z|
2
∞∑

k,l=0

z∗kzl√
k!l!
〈k|l〉 = e−|z|

2
∞∑
k=0

|z|2k

k!
= 1 (5.49)
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auch normiert. Wenn wir für die Zeitabhängigkeit

z, t〉 = e−iωt/2 e−iωtz〉 = e−|z|
2/2

∞∑
n=0

e−iωt(n+1/2) z
n

√
n!

n〉 (5.50)

ansetzen, finden wir

i~
d

dt
z, t〉 = e−|z|

2/2

∞∑
n=0

i~
d

dt
e−iωt(n+1/2) z

n

√
n!

n〉

= e−|z|
2/2

∞∑
n=0

~ω
(
n+

1

2

)
e−iωt(n+1/2) z

n

√
n!

n〉

= e−|z|
2/2

∞∑
n=0

He−iωt(n+1/2) z
n

√
n!

n〉 = H z, t〉 (5.51)

eine Lösung der SG

i~
d

dt
z, t〉 = H z, t〉 (5.52a)

z, 0〉 = z〉 (5.52b)

und die harmonische Bewegung der Erwartungswerte

〈z, t|X|z, t〉 =

√
2~
mω

Re
(
e−iωtz

)
=

√
2~
mω
|z| cos(ωt+ φ) (5.53a)

〈z, t|P |z, t〉 =
√

2~mω Im
(
e−iωtz

)
= −
√

2~mω|z| sin(ωt+ φ) (5.53b)

mit z = |z|e−iφ und den klassischen Bewegungsgleichungen

d

dt
〈z, t|X|z, t〉 = −

√
2~ω
m
|z| sin(ωt+ φ) =

1

m
〈z, t|P |z, t〉 (5.54a)

d

dt
〈z, t|P |z, t〉 = −

√
2~mω3|z| cos(ωt+ φ) = −mω2 〈z, t|X|z, t〉 . (5.54b)

Diese sogenannten kohärenten Zustände sind also die Zustände, die dem klas-
sischen Verhalten am nächsten kommen, weil sie die Unschärfe minimieren
und die Erwartungswerte von Ort und Impuls die klassischen Bewegungsglei-
chungen erfüllen. Der Erwartungswert der Energie

〈z, t|H|z, t〉 = ~ω
(
〈z, t|a†a|z, t〉+

1

2

)
= ~ω

(
|z|2 +

1

2

)
≥ ~ω

2
(5.55)
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verschwindet aber auch in den kohärenten Zuständen nie. Die kohärenten
Zustände bilden keine Basis. Es gibt nicht einmal ein Paar kohärenter Zustände
mit verschwindendem Überlapp

〈z1|z2〉 = e−|z1|
2/2−|z2|2/2

∞∑
k,l=0

z∗1
kzl2√
k!l!
〈k|l〉 = e−|z1|

2/2−|z2|2/2
∞∑
k

(z∗1z2)k

k!

= e−|z1|
2/2−|z2|2/2ez

∗
1z2 = e−|z1−z2|

2/2 > 0 . (5.56)

5.2 Qualitatives Verhalten der Lösungen der SG

Es sollte aufgefallen sein, daß alle Eigenwerte des Hamiltonoperators für den
harmonischen Oszillator diskret und damit die zugehörigen Eigenfunktionen
normierbar sind.

Dieses Verhalten kann man verstehen, wenn man den allgemeinsten Ha-
miltonoperator in einer Dimension betrachtet, dessen Wechselwirkung durch
ein Potential V : R→ R beschrieben werden kann2

H =
1

2m
P 2 + V (X) . (5.57)

Im Ortsraum ist die stationäre SG wieder eine Differentialgleichung

(Hψ)(x) = − ~2

2m

d2ψ

dx2
(x) + V (x)ψ(x) = Eψ(x) (5.58)

bzw.

ψ′′(x) =
2m

~2
(V (x)− E)ψ(x) . (5.59)

Daraus lesen wir, abhängig vom Energieeigenwert E, qualitativ unterschied-
liches Verhalten in drei Bereichen ab

• V (x) < E: die Krümmung ψ′′ hat das umgekehrte Vorzeichen der Wel-
lenfunktion ψ, d. h. die Wellenfunktion ist oszillatorisch,

• V (x) = E: die Krümmung ψ′′ der Wellenfunktion verschwindet,

• V (x) > E: die Krümmung ψ′′ hat das gleiche Vorzeichen wie die Wel-
lenfunktion ψ, d. h. der Betrag der Wellenfunktion fällt entweder ab
oder wächst immer stärker an.

2Äußere Magnetfelder fallen nicht darunter und werden erst in Kapitel 8.1 betrachtet
werden.
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Angenommen es gäbe es ein x̄ mit

∀x > x̄ : V (x) > E , (5.60)

dann wächst der Betrag der Wellenfunktion für x > x̄ entweder immer weiter
an oder er fällt ab. Für eine Normierung auf δ-Funktion

〈ψE|ψE′〉 =

∫ ∞
−∞

dxψ∗E(x)ψE′(x) = δ(E − E ′) (5.61)

muß der Betrag der Wellenfunktion asymptotisch für x → ±∞ annähernd
konstant bleiben und für normierbare Wellenfunktionen

〈ψn|ψn′〉 =

∫ ∞
−∞

dxψ∗n(x)ψn′(x) = δnn′ (5.62)

hinreichend schnell abfallen. Somit kann es für Potentiale die für x → ±∞
über alle Grenzen wachsen nur normierbare Energieeigenzustände mit dis-
kreten Energieeigenwerten geben. Dies entspricht in der klassischen Physik
dem Fall, daß es nur gebundene Bahnen gibt, die in einer Potentialmulde
gefangen sind. Wir nennen solche Zustände gebundene Zustände.

Umgekehrt, angenommen es gäbe ein

Vmax = max
x∈R

V (x) , (5.63)

dann sind die Wellenfunktionen aller Energieeigenzustände mit E > Vmax

überall oszillatorisch und müssen auf δ-Funktion normiert sein. Dies ent-
spricht in der klassischen Physik der Fall, daß der Massenpunkt den Bereich
des Potentials verlassen kann. Wir nennen diese Zustände Streuzustände.
Wenn

V∞ = lim
x→±∞

V (x) (5.64)

existiert, erwarten wir Streuzustände für E > V∞ auch dann, wenn E < Vmax.
Im Fall des Wasserstoffatoms mit

V (~x) = − α

|~x|
(5.65)

und α > 0 werden wir also für E < 0 gebundene Zustände und für E > 0
Streuzustände erwarten.
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5.3 Stückweise konstante Potentiale

Angenommen, das Potential ist auf dem Intervall [a, b] ⊆ R konstant, V (x) =
V0, dann ist die stationäre SG auf diesem Intervall

ψ′′(x) =
2m(V0 − E)

~2
ψ(x) (5.66)

besonders einfach zu lösen

ψ(x) =


ψ+eikx + ψ−e−ikx für E > V0, mit k =

√
2m(E − V0)/~

ψ0 + ψ1x für E = V0

ψ+eκx + ψ−e−κx für E < V0, mit κ =
√

2m(V0 − E)/~
.

(5.67)
Im

”
klassisch erlaubten Bereich“ T = E − V > 0 finden wir ebene Wel-

len e±ikx und im
”
klassisch verbotenen Bereich“ T = E − V < 0 finden wir

exponentielle Abfall oder Anstieg e±κx. Die Wellen- und die Halbwertslänge
ist jeweils imgekehrt proportional zu

√
|E − V |. Inbesondere wird die Halb-

wertslänge umso kürzer, umso weiter die Energie den klassisch erlaubten
Bereich verlässt.

Wir müssen uns aber noch Gedanken über die Randbedingungen machen.
Angenommen, das Potential ist auf den Intervallen [a, b] und [b, c] konstant

V (x) =

{
V− für x ∈ [a, b]

V+ für x ∈ [b, c] ,
(5.68)

dann wissen wir zunächst, daß die Wellenfunktion ψ stetig

lim
ε→0+

ψ(b+ ε) = lim
ε→0+

ψ(b− ε) (5.69)

sein muß, damit der Impulsoperator

(Pψ)(x) =
~
i
ψ′(x) (5.70)

definiert sein kann. Aus der SG folgt dann

(ψ′(b+ ε)− ψ′(b− ε)) =

∫ b+ε

b−ε
dxψ′′(x) =

∫ b+ε

b−ε
dx

2m(V (x)− E)

~2
ψ(x)

(5.71)
und damit aus

|ψ′(b+ ε)− ψ′(b− ε)| ≤ 2ε max
x∈[b−ε,b+ε]

∣∣∣∣2m(V (x)− E)

~2
ψ(x)

∣∣∣∣ (5.72)

die Stetigkeit von ψ′

lim
ε→0+

ψ′(b+ ε) = lim
ε→0+

ψ′(b− ε) (5.73)

für in einer Umgebung von b beschränkte ψ und V .
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5.4 Potentialtopf

Betrachten wir einen symmetrischen Potentialtopf

V (x) =

{
V0 für x ∈ [−a, a]

0 für x 6∈ [−a, a]
(5.74)

mit V0 < 0. Mit den Abkürzungen

k =

√
2m(E − V0)

~
(5.75a)

κ =

√
−2mE

~
(5.75b)

finden wir für 0 > E > V0 die Lösungen

ψ(x) =


ψ1eκx + ψ2e−κx für x < −a
ψ3eikx + ψ4eikx für −a < x < a

ψ5eκx + ψ6e−κx für a < x

, (5.76)

wobei die sechs komplexen Konstanten ψ1,...,6 ∈ C noch durch Rand- und
Anschlußbedingungen festgelegt werden müssen.

Für E < V0 finden wir keine Lösungen, weil exponentiell ansteigende
und abfallende Lösungen nicht so zusammengesetzt werden können, daß sie
für |x| → ∞ abfallen, ohne einen Knick einzuführen. Für E > 0 sind die
Lösungen in allen drei Bereichen oszillatorisch.

5.4.1 Parität

Der Paritätsoperator P : H → H mit

P x〉 = λ∗ −x〉 (5.77)

und geeigneter Wahl der Phase λ ∈ C mit |λ| = 1 beschreibt eine Raumspie-
gelung. Er dreht das Vorzeichen des Arguments der Wellenfunktion

〈x|P|ψ〉 = λ 〈−x|ψ〉 (5.78)

d. h.
(Pψ)(x) = λψ(−x) (5.79)

und vertauscht mit unserem Hamiltonoperator

(PHψ)(x) = (HPψ)(x) (5.80)
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weil das Potential symmetrisch unter x 7→ −x ist und sich die zweite Ablei-
tung ebenfalls nicht ändert

[H,P] = 0 . (5.81)

Deshalb können wir nach gemeinsamen Eigenvektoren von H und P suchen.

Vorlesung 15: Fr, 21. 06. 2019

Weil eine doppelte Raumspiegelung den Zustand nicht ändert

P2 = 1 (5.82)

sind die erlaubten Eigenwerte die Quadratwurzeln von 1, also {−1,+1}. Die
zugehörigen, entarteten, Eigenvektoren sind die symmetrischen und antisym-
metrischen Wellenfunktionen, die wir im folgenden also unabhängig vonein-
ander betrachten dürfen, um uns die Suche nach Lösungen zu vereinfachen.

5.4.2 E < 0: Gebundene Zustände

Wir finden für 0 > E > V0 symmetrische

ψS(x) =


φ+eκx + χ+e−κx für x < −a
ψ+ cos(kx) für −a < x < a

χ+eκx + φ+e−κx für a < x

(5.83)

und anti-symmetrische

ψA(x) =


−φ−eκx − χ−e−κx für x < −a
ψ− sin(kx) für −a < x < a

χ−eκx + φ−e−κx für a < x

(5.84)

Lösungen. Die Forderung nach Normierbarkeit verbietet in beiden Fällen
exponentielles Anwachsen für x→ ±∞, also

χ± = 0 . (5.85)

Die Aufteilung im symmetrische und antisymmetrische Lösungen erlaubt uns,
alle Koeffizienten reell zu wählen, weil die Anschlußbedingungen für die erste
Ableitung von Sinus und Cosinus keine Faktoren i enthalten.
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Symmetrische Wellenfunktionen (P = 1)

Damit erhalten wir im symmetrischen Fall als Anschlußbedingungen (ε→ 0+
impliziert)

φ+eκ(−a) = ψS(−a− ε) = ψS(−a+ ε) = ψ+ cos(k(−a)) (5.86a)

κφ+eκ(−a) = ψ′S(−a− ε) = ψ′S(−a+ ε) = −kψ+ sin(k(−a)) (5.86b)

φ+e−κa = ψS(a+ ε) = ψS(a− ε) = ψ+ cos(ka) (5.86c)

−κφ+e−κa = ψ′S(a+ ε) = ψ′S(a− ε) = −kψ+ sin(ka) , (5.86d)

wovon nur

φ+eκ(−a) = ψ+ cos(k(−a)) (5.87a)

κφ+eκ(−a) = −kψ+ sin(k(−a)) (5.87b)

unabhängig sind Insbesondere muß

κ cos(ka) = k sin(ka) (5.88)

gelten. Mit

κ

k
=

√
−E

E − V0

=

√
−V0 − ~2k2

2m
~2k2

2m

=

√
−2mV0 − ~2k2

~2k2
=

√
−2mV0

~2k2
− 1

(5.89)
erhält man als Gleichung in k

tan(ka) =

√
−2mV0

~2k2
− 1 . (5.90)

Für diese Gleichung gibt es keine analytische Lösung, aber man kann die
Lösungen leicht graphisch diskutieren, wie in Abbildung 5.1 gezeigt.

Die rechte Seite ist streng monoton fallend, hat eine Nullstelle bei k0 =√
−2mV0
~ und divergiert bei k = 0. Deshalb schneiden sich die rechte Seite

und die linke Seite mindestens einmal. Wenn −V0 hinreichend groß ist und
damit k0 ≥ nπ/a, schneiden sich rechte und linke Seite n + 1-mal. Dies ist
auch physikalisch sinnvoll: je tiefer und breiter der Potentialtopf ist, desto
mehr gebundene Zustände existieren.

Die Berechnung des Normierungfaktors ist eine Übungsaufgabe.

Antisymmetrische Wellenfunktionen (P = −1)

Die antisymmetrischen Lösungen werden in der Übung behandelt.
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Abbildung 5.1: Graphische Lösung der Eigenwertgleichung (5.90) mit a = 1
und −2mV0/~2 = 1, 20, 60, 120, 200.

5.4.3 E > 0: Streuzustände

Wieder symmetrische

ψS(x) =


φ+ cos(k′x+ δ) für x < −a
ψ+ cos(kx) für −a < x < a

φ+ cos(k′x− δ) für a < x

(5.91)

und anti-symmetrische

ψA(x) =


φ− sin(k′x+ δ) für x < −a
ψ− sin(kx) für −a < x < a

φ− sin(k′x− δ) für a < x

(5.92)

Lösungen mit

k′ =

√
2mE

~
. (5.93)

Diesmal gibt es keine Bedingung aus dem exponentiellen Abfall und alle k′ >
0 ergeben eine Lösung. Aufgrund von k > k′ für V0 < 0, ist die Wellenlänge im
Bereich den Potentialtopfs verkürzt und die Anschlußbedingungen erzwingen
eine entsprechende Phasenverschiebung δ > 0, die die Wellenfunktion in den
Potentialtopf hineinzieht.

Für die physikalische Interpretation als Streuung von einlaufenden Wellen
sind diese (anti-)symmetrischen Lösungen aber ungeeignet. Wenn wir die
Wahrscheinlichkeitsstromdichte (4.47) für eine reelle Wellenfunktion, z. B.

ψ(x) = φ cos(kx+ δ) (5.94)
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berechnen, finden wir

j(x, t) =
~

2mi

(
ψ∗(~x, t)

∂ψ

∂x
(~x, t)− ψ(~x, t)

∂ψ∗

∂x
(~x, t)

)
=

~
2mi

(
ψ(~x, t)

∂ψ

∂x
(~x, t)− ψ(~x, t)

∂ψ

∂x
(~x, t)

)
= 0 . (5.95)

In der allgemeinen komplexen Form

ψ(x) = φ+eikx + φ−e−ikx (5.96)

erhalten wir stattdessen

j(x, t) =
~

2mi

∑
λ,λ′=−,+

φ∗λφλ′

(
e−λikxdeλ

′ikx

dx
− eλ

′ikxde−λikx

dx

)
=

~k
2m

∑
λ,λ′=−,+

φ∗λφλ′ (λ+ λ′)︸ ︷︷ ︸
=2λδλ,λ′

e(λ′−λ)ikx =
~k
m

(
|φ+|2 − |φ−|2

)
(5.97)

und wir können den Wahrscheinlichkeitsstrom mit |φ+| > |φ−| nach rechts
und mit |φ+| < |φ−| nach links fließen lassen.

Deshalb machen wir den Ansatz

ψ(x) =


φ+eik′x + φ−e−ik′x für x < −a
ψ+eikx + ψ−e−ikx für −a < x < a

χ+eik′x + χ−e−ik′x für a < x

. (5.98)

Wenn wir die Situation beschreiben wollen, daß ein Teilchenstrom von links
auf den Potentialtopf zufließt und teilweise reflektiert wird, müssen wir χ− =
0 wählen, sodaß der Wahrscheinlichkeitsstrom auf der rechten Seite nur nach
rechts, weg vom Potentialtopf fließt. Daraus kann man mit den beiden An-
schlußbedingungen bei x = a die Koeffizienten ψ± als lineare Funktion von χ+

bestimmen. Aus den Anschlußbedingungen bei x = −a folgen dann die Ko-
effizienten φ± als lineare Funktion von ψ±, bzw. als lineare Funktion von χ+.
Das Endergebnis ergibt sich schließlich durch die Normierungsbedingung

〈E1|E2〉 =

∫ ∞
−∞

dxψ∗1(x)ψ2(x) = δ(E1 − E2) . (5.99)

Die Verhältnisse des reflektierten und transmittierten Wahrscheinlich-
keitsstroms zum einlaufenden Wahrscheinlichkeitsstrom sind von der Nor-
mierung unabhängig und heißen Reflexionskoeffzient und Transmissionsko-
effizient. Im Fall des Potentialtopfs findet man

R =
|φ−|2

|φ+|2
(5.100a)
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T =
|χ+|2

|φ+|2
. (5.100b)

NB: wenn das Potential vor und hinter dem Potentialtopf nicht den gleichen
Wert hat, steht im Transmissionskoeffizient noch der Quotient der Impul-
se ~k.

5.4.4 Unendlich tief . . .

Im Grenzfall eines unendlich tiefen Potentialtopfs empfiehlt es sich, den Null-
punkt der Energieskala an den Fuß des Topfes zu legen

V (x) =

{
0 für x ∈ [−a, a]

V0 → +∞ für x 6∈ [−a, a]
. (5.101)

Mit den Abkürzungen

k =

√
2mE

~
(5.102a)

κ =

√
2m(V0 − E)

~
→∞ (5.102b)

für Wellenzahl k im Intervall [−a, a] und exponentiellen Abfall κ außerhalb
finden wir die symmetrischen

ψS(x) =


0 für x < −a
ψ+ cos(kx) für −a < x < a

0 für a < x

(5.103)

und antisymmetrischen Lösungen

ψA(x) =


0 für x < −a
ψ− sin(kx) für −a < x < a

0 für a < x

, (5.104)

mit den Randbedingungen

ψS/A(±a) = 0 , (5.105)

die physikalisch sinnvoll sind, weil das wachsende Potential die Wellenfunk-
tion immer weiter aus dem klassisch verbotenen Bereich drückt. In diesem
Fall sind die Wellenfunktionen stetig, aber die Ableitungen am Rand unste-
tig. Dies ist mit (5.72) verträglich, weil V nicht beschränkt ist.

Die Bestimmung von Eigenwerten und Eigenvektoren ist in diesem Fall
eine Übungsaufgabe.
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5.4.5 δ-Potential

Ein weiteres exakt lösbares Problem ist das δ-Potential mit

V (x) = V0δ(x) , (5.106)

das als Grenzfall des Potentialtopfes mit |V0| → ∞, a → 0 mit V0a = const
angesehen werden kann. Als Anschlußbedingung bei x = 0 ergibt sich diesmal
aus der SG

(ψ′(+ε)− ψ′(−ε)) =

∫ +ε

−ε
dxψ′′(x)

=

∫ +ε

−ε
dx

2m(V0δ(x)− E)

~2
ψ(x) =

2mV0

~2
ψ(0) +O(ε) . (5.107)

Im Fall eines anziehenden Potentials mit V0 < 0 gibt es genau eine normier-
bare Lösung der SG mit E < 0: die Wellenfunktion hat die Gestalt

ψ(x) =
√
κe−κ|x| (5.108)

mit

κ =

√
−2mE

~
. (5.109)

Die Anschlußbedingung

−κψ(+ε)− κψ(−ε) =
2mV0

~2
ψ(0) +O(ε) (5.110)

hat nur eine Lösung

κ = −mV0

~2
, (5.111)

bzw.

E = −~2κ2

2m
= −mV

2
0

2~2
. (5.112)

In Fall eines abstoßendes Potentials V0 > 0 gibt es keine normierbare Lösung
der SG. Für beliebiges V0 und jedes E > 0 gibt es jeweils eine nicht normier-
bare Streulösung.
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5.5 Potentialschwelle

Für eine symmetrischen Potentialschwelle

V (x) =

{
V0 für x ∈ [−a, a]

0 für x 6∈ [−a, a]
(5.113)

mit V0 > 0 gibt es keine normierbaren Lösungen mit E < 0. Für E > V0

erhalten wir wieder Streulösungen.
Für 0 < E < V0 finden wir mit den Abkürzungen

κ =

√
2m(V0 − E)

~
(5.114a)

k =

√
2mE

~
(5.114b)

Lösungen der Form

ψ(x) =


ψ1eikx + ψ2e−ikx für x < −a
ψ3eκx + ψ4e−κx für −a < x < a

ψ5eikx + ψ6e−ikx für a < x

, (5.115)

die außerhalb der Potentialschwelle oszillieren und innerhalb eine Überla-
gerung von exponentiellem Abstieg und Abfall aufweisen. Die Koeffizien-
ten ψ1,2,5,6 werden durch Randbedingungen wie, z. B., einlaufender und aus-
laufender Wahrscheinlichkeitfluß bis auf eine Phase und einen Normierungs-
faktor festgelegt. Anschließend erhält man die Koeffizienten ψ3,4 durch die
Anschlußbedingungen und kann schließlich den Normierungsfaktor festlegen.

5.5.1 Tunneleffekt

Eine Wellenfunktion der Form

ψ
∣∣∣
x∈[−a,a]

(x) = ψ3eκx + ψ4e−κx (5.116)

kann an höchstens einer Stelle x0 ∈ [−a, a] verschwinden. Darüberhinaus
dürfen nichtverschwindende ψ und ψ′ nicht an der gleichen Stelle verschwin-
den. Deshalb erzwingen die Anschlußbedingungen für eine von links einlau-
fende Welle bei x = +a, daß mindestens einer der Koeffizienten ψ3,4 nicht
verschwindet. Somit gibt es für alle V0 <∞ eine nichtverschwindende Wahr-
scheinlichkeit, daß die Welle durch den klassisch verbotenen Bereich der Po-
tentialschwelle hindurchtunnelt.
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5.6 Potentialstufe

Als letztes Beispiel betrachten wir die Potentialstufe

V (x) = V0Θ(x) =

{
V0 für x > 0

0 für x < 0
(5.117)

mit V0 > 0. Für E < 0 gibt es keine Lösungen.
Für 0 < E < V0 finden wir mit den Abkürzungen

κ =

√
2m(V0 − E)

~
(5.118a)

k =

√
2mE

~
(5.118b)

Lösungen der Form

ψ(x) =

{
φ+eikx + φ−e−ikx für x < 0

χ+e−κx für x > 0
, (5.119)

die einer reflektierten Welle im Bereich x < 0 und einem exponentiellen
Abfall im Bereich x > 0 entsprechen.

Für E > V0 erhalten wir wieder Streulösungen

ψ(x) =

{
φ+eikx + φ−e−ikx für x < 0

χ+eik′x + χ−e−ik′x für x > 0
(5.120)

mit

k =

√
2mE

~
(5.121a)

k′ =

√
2m(E − V0)

~
. (5.121b)

Wenn wir im Bereich x > 0 nur einen auslaufenden Wahrscheinlichkeitsstrom
beschreiben wollen, müssen wir χ− = 0 wählen und φ± aus den Anschlußbe-
dingungen bei x = 0 berechnen

φ± =
1

2

(
1± k′

k

)
χ+ (5.122)

Wir erhalten dann als Reflexionskoeffzient und Transmissionskoeffizient

R =
|φ−|2

|φ+|2
=

(
k − k′

k + k′

)2

(5.123a)

T =
k′

k

|χ+|2

|φ+|2
=

4kk′

(k + k′)2
= 1−R . (5.123b)
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—6—
Drehimpuls

Vorlesung 16: Mo, 24. 06. 2019

Die Wechselwirkungen von Teilchen im dreidimensionalen Anschauungsraum
hängen oft nur vom Abstand der Teilchen und nicht von ihrer Orientierung
im Raum ab, vgl., z. B., das Coulomb-Potential

V (~x1, ~x2) =
q1q2e

2

|~x1 − ~x2|
. (6.1)

Diese Symmetrie kann man ausnutzen, um die SG stark zu vereinfachen.

6.1 Drehungen

In den Übungen haben wir schon gesehen, daß eine Drehung um die ~θ-Achse

~x→ ~x′ = R(~θ)~x (6.2)

mit den orthogonalen reellen Drehmatrizen

R(~θ) = e−i~θ~τ = 1− i~θ~τ +O(θ2) (6.3)

und den selbstadjungierten Matrizen

τ1 =

0 0 0
0 0 −i
0 i 0

 , τ2 =

 0 0 i
0 0 0
−i 0 0

 , τ3 =

0 −i 0
i 0 0
0 0 0

 (6.4)

mit Matrixelementen
[τi]jk = −iεijk (6.5)

realisiert wird. Für die so parametrisierten Drehmatrizen gilt(
R(~θ)

)−1

= R(−~θ) =
(
R(~θ)

)T
. (6.6)
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Der unitäre Drehoperator U(θ) wirkt auf Ortseigenzustände wie

~x〉 → ~x ′〉 = R(~θ)~x
〉

= U(~θ) ~x〉 (6.7)

wobei

~X ~x〉 = ~x ~x〉 (6.8a)

~X ~x ′〉 = ~x ′ ~x ′〉 (6.8b)

also muß

~XU(θ) ~x〉 = (R(θ)~x)U(θ) ~x〉 = U(θ)(R(θ)~x) ~x〉 = U(θ)(R(θ) ~X) ~x〉
(6.9)

bzw.
U−1(θ) ~XU(θ) = R(θ) ~X (6.10)

gelten. Analog folgt aus der Hintereinanderausführung von Translationen und
Rotationen

U−1(θ)~PU(θ) = R(θ)~P . (6.11)

Das Argument der Wellenfunktionen transformiert sich mit der inversen Dre-
hung

ψ′(~x) = 〈~x|ψ′〉 = 〈~x|U |ψ〉 = 〈U †~x|ψ〉 = 〈R−1~x|ψ〉 = ψ(R−1~x) . (6.12)

Wie schon im Fall der Translationen, schreiben wir den unitären Rotati-
onsoperator als Exponentialfunktion

U(~θ) = e−i~θ~L/~ = 1− i

~
~θ~L+O(θ2) (6.13)

mit selbstadjungierten Li = L†i . Damit ist(
U(~θ)

)−1

= U(−~θ) =
(
U(~θ)

)†
(6.14)

gewährleistet. Einerseits gilt nun

U−1(θ) ~XU(θ) = ~X +
i

~
(~θ~L) ~X − i

~
~X(~θ~L) +O(θ2) (6.15a)

und andererseits
R(θ) ~X = ~X − i(~θ~τ) ~X +O(θ2) . (6.15b)

Daraus folgt per Koeffizientenvergleich in θi

Li ~X − ~XLi = −~τi ~X (6.16)
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bzw.

[Li, Xj] = −~
3∑

k=1

[τi]jkXk = i~
3∑

k=1

εijkXk . (6.17a)

Mithilfe der Hausdorff-Formel (3.84) kann man sich davon überzeugen, daß
damit die Forderung (6.10) in allen Ordnungen erfüllt ist. Mit dem gleichen
Argument folgt für die Komponenten des Impulses

[Li, Pj] = i~
3∑

k=1

εijkPk . (6.17b)

Die Forderungen (6.17) werden vom selbstadjungierten1 Drehimpuls-Opera-
tor

~L = ~X × ~P (6.18)

bzw.

Li =
3∑

j,k=1

εijkXjPk = L†i (6.19)

erfüllt. In der Tat

[Li, Xl] =
3∑

j,k=1

εijk [XjPk, Xl] =
3∑

j,k=1

εijkXj [Pk, Xl]︸ ︷︷ ︸
=−i~δkl

= −i~
3∑
j=1

εijlXj = i~
3∑
j=1

εiljXj (6.20a)

und

[Li, Pl] =
3∑

j,k=1

εijk [XjPk, Pl] =
3∑

j,k=1

εijk [Xj, Pl]︸ ︷︷ ︸
=i~δjl

Pk = i~
3∑

k=1

εijkPj . (6.20b)

Aus der Antisymmetrie von εijk folgen

[
Li, ~X

2
]

=
3∑
j=1

[
Li, X

2
j

]
=

3∑
j=1

([Li, Xj]Xj +Xj [Li, Xj])

= 2i~
3∑

j,k=1

εijkXjXk = 0 (6.21a)

1NB: (XjPk)† = P †kX
†
j = PkXj = XjPk dann und nur dann, wenn j 6= k.
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und [
Li, ~P

2
]

= 0 . (6.21b)

Also vertauschen die Komponenten des Drehimpulses mit allen Hamilton-
operatoren der Form

H =
1

2m
~P 2 + V ( ~X2) . (6.22)

Deshalb können wir nach gemeinsamen Eigenvektoren von Hamiltonopera-
tor und Komponenten des Drehimpulses suchen und die Matrixelemente der
Drehimpulskomponenten sind konstant

i~
d

dt
〈ψ(t)|~L|φ(t)〉 = 〈ψ(t)|~LH|φ(t)〉 − 〈ψ(t)|H~L|φ(t)〉

= 〈ψ(t)|[~L,H]|φ(t)〉 = 0 . (6.23)

6.2 Drehimpuls-Algebra

Weil sich der Drehimpuls unter Drehungen wie ein Vektor verhält, also ge-
nauso wie Ort und Impuls, erwarten wir

[Li, Lj] = i~
3∑

k=1

εijkLk , (6.24)

was auch leicht zu überprüfen ist. Daraus sehen wir, daß die drei Komponen-
ten L1,2,3 des Drehimpulses keine gemeinsame Eigenbasis haben können.

Das
”
Betragsquadrat“ des Drehimpulses

~L2 =
3∑

k=1

L2
k (6.25)

ändert sich aber unter einer Drehung nicht

[
Li, ~L

2
]

=
3∑

k=1

[
Li, L

2
k

]
=

3∑
k=1

([Li, Lk]Lk + Lk [Li, Lk])

= i~
3∑

k,l=1

εikl (LlLk + LkLl) = 0 , (6.26)

und wir können eine Basis aus gemeinsamen Eigenvektoren von ~L2 und einem
der {Li}i=1,2,3 finden. Es ist üblich, dafür L3 auszuwählen

~L2 l,m〉 = ~2αl l,m〉 (6.27a)
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L3 l,m〉 = ~m l,m〉 . (6.27b)

Die Potenzen von ~ haben wir extrahiert, damit l und m dimensionslos sind.
In (6.27a) haben wir uns die Freiheit gewahrt, nicht den Eigenwert von ~L2

selbst zur Benennung des Eigenzustands zu benutzen, um später einfachere
Formeln zu erhalten.

6.2.1 Schiebeoperatoren

Bevor wir die Eigenvektoren konkret ausrechnen, können wir die möglichen
Eigenwerte bestimmen. Die nicht selbstadjungierten Schiebeoperatoren

L± = L1 ± iL2 = L†∓ (6.28)

erfüllen[
~L2, L±

]
= 0 (6.29a)

[L3, L±] = [L3, L1]± i [L3, L2] = i~L2 ± ~L1 = ±~ (L1 ± iL2) = ±~L±
(6.29b)

[L±, L∓] = [L1 ± iL2, L1 ∓ iL2] = ±i [L2, L1]∓ i [L1, L2] = ±2~L3 . (6.29c)

Damit folgt

L3L± l,m〉 = [L3, L±] l,m〉+ L±L3 l,m〉
= ±~L± l,m〉+ L±~m l,m〉 = ~(m± 1)L± l,m〉 , (6.30)

also schieben L± den Eigenwert von L3 um ±1

L± l,m〉 = ~cl,m,± l,m± 1〉 , (6.31)

wobei der Normierungsfaktor cl,m,± noch zu bestimmen ist. Aus

L±L∓ = (L1 ± iL2) (L1 ∓ iL2) = L2
1 + L2

2 ± iL2L1 ∓ iL1L2 = ~L2 − L2
3 ± ~L3

(6.32)
folgt aber sofort

~2 |cl,m,±|2 = ~2 |cl,m,±|2 〈l,m± 1|l,m± 1〉

= ‖L± l,m〉‖2 =
〈
l,m L†±L± l,m

〉
= 〈l,m L∓L± l,m〉 =

〈
l,m

(
~L2 − L2

3 ∓ ~L3

)
l,m

〉
=
〈
l,m

(
~2αl − ~2m2 ∓ ~2m

)
l,m

〉
= ~2 (αl −m(m± 1)) (6.33)
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bzw.
|cl,m,±| =

√
αl −m(m± 1) . (6.34)

Man kann zeigen, daß nur die Fälle physikalisch relevant sind, in denen
die { l,m〉}m∈M(l) bei festgehaltenem l eine endliche Menge sind2. Es muß
deshalb Zustandsvektoren l,m±〉 mit maximalen und minimalen m geben,
auf die die Anwendung der Schiebeoperatoren keine neuen Zustandsvektoren
ergibt

L+ l,m+〉 = 0 (6.35a)

L− l,m−〉 = 0 . (6.35b)

Dabei dürfen die m± von l abhängen. D. h.∣∣cl,m±,±∣∣2 = αl −m±(m± ± 1) = 0 , (6.36)

also

0 = m2
+ +m+ −m2

− +m− = (m+ +m−)(m+ −m− + 1) . (6.37)

Weil wir wissen, daß
m+ −m− ∈ N0 (6.38)

gilt, ist m+ −m− + 1 > 0, also

m+ = −m− ∈
1

2
N0 (6.39)

und weiter

αl = m+(m+ + 1) = m−(m− − 1) = |m−|(|m−|+ 1) . (6.40)

Daraus schließen wir

αl = l(l + 1) mit 2l ∈ N0 (6.41a)

und weil |m| ≤ |m±| = l

m ∈ {−l,−l + 1, . . . , l − 1, l} . (6.41b)

2Mathematisch:
”
jede irreduzible unitäre Darstellung einer kompakten Lie-Gruppe ist

endlichdimensional“.
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6.2.2 Irreduzible Unterräume

Somit kennen wir alle zulässigen gemeinsamen Eigenwerte von ~L2 und L3

~L2 l,m〉 = ~2l(l + 1) l,m〉 mit 2l ∈ N0 (6.42a)

L3 l,m〉 = ~m l,m〉 mit m ∈ {−l,−l + 1, . . . , l − 1, l} . (6.42b)

Und aus
L± l,m〉 = ~

√
l(l + 1)−m(m± 1) l,m± 1〉 . (6.43)

können wir mit

L1 =
1

2
(L+ + L−) (6.44a)

L2 =
1

2i
(L+ − L−) (6.44b)

die Wirkung aller Komponenten des Drehimpulses bestimmen.

Vorlesung 17: Fr, 28. 06. 2019

Weil αl 6= αl′ für l 6= l′ wissen wir, daß Vektoren mit verschiedenem l ortho-
gonal sind

〈l,m l′,m′〉 = δll′δmm′ . (6.45)

Die 2l + 1 Vektoren
{ l,m〉}m=−l,−l+1,...,l−1,l (6.46)

spannen somit einen 2l + 1-dimensionalen Unterraum Hl ⊆ H des Hilbert-
raums auf

ψ〉 =
l∑

m=−l

ψm l,m〉 ∈ Hl , (6.47)

der invariant unter der Wirkung der Komponenten des Drehimpulses ist

Li : Hl → Hl . (6.48)

Aufgrund der Wirkung der Schiebeoperatoren gibt es keinen echten Unter-
raum H′l ⊂ Hl der ebenfalls invariant wäre. Man sagt, die Hl sind irredu-
zibel. Der ganze Hilbertraum kann als eine direkte Summe der irreduziblen
Unterräume geschrieben werden

H =
∞⊕
n=0

Hn
2

= H0 ⊕H 1
2
⊕H1 ⊕H 3

2
⊕ . . . (6.49)
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und die Matrixelemente der Drehimpulsoperatoren sind

〈l,m|~L2|l′,m′〉 = ~2l(l + 1)δll′δmm′ (6.50a)

〈l,m|L±|l′,m′〉 = ~
√
l(l + 1)−m′(m′ ± 1)δll′δm,m′±1 (6.50b)

〈l,m|L3|l′,m′〉 = ~mδll′δmm′ (6.50c)

〈l,m|L1|l′,m′〉 =
1

2
(〈l,m|L+|l′,m′〉+ 〈l,m|L−|l′,m′〉) (6.50d)

〈l,m|L2|l′,m′〉 =
1

2i
(〈l,m|L+|l′,m′〉 − 〈l,m|L−|l′,m′〉) (6.50e)

6.3 Spin l für kleine l

Für kleine l können wir alles ausschreiben.

6.3.1 Spin 0

Der Fall l = 0 enspricht dem rotationsinvarianten eindimensionalen Hilbert-
raum

H0 = {eiφ 0, 0〉 : φ ∈ [0, 2)} (6.51)

in dem alle Komponenten des Drehimpulses verschwinden.

Li 0, 0〉 = 0 (6.52)

6.3.2 Spin 1/2

Der Fall l = 1/2 ist wieder das QBit

H1/2 = {ψ+ 1/2, 1/2〉+ ψ− 1/2,−1/2〉 : |ψ+|2 + |ψ−|2 = 1} (6.53)

mit den Matrixelementen

〈1/2,m|L±|1/2,m′〉 = ~
√

3/4−m′(m′ ± 1)δm,m′±1 (6.54a)

〈1/2,m|L3|1/2,m′〉 = ~mδmm′ (6.54b)

〈1/2,m|~L2|1/2,m′〉 =
3~2

4
δmm′ , (6.54c)

die wie auch in Matrixform schreiben können

〈1/2,m|L+|1/2,m′〉 = ~
(

0 1
0 0

)
(6.55a)

〈1/2,m|L−|1/2,m′〉 = ~
(

0 0
1 0

)
(6.55b)
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〈1/2,m|L1|1/2,m′〉 =
~
2

(
0 1
1 0

)
=

~
2
σ1 (6.55c)

〈1/2,m|L2|1/2,m′〉 =
~
2

(
0 −i
i 0

)
=

~
2
σ2 (6.55d)

〈1/2,m|L3|1/2,m′〉 =
~
2

(
1 0
0 −1

)
=

~
2
σ3 (6.55e)

〈1/2,m|~L2|1/2,m′〉 =
3~2

4
1 (6.55f)

um die Paulimatrizen wiederzuentdecken.

6.3.3 Spin 1

Der Fall l = 1 ist Gegenstand einer Übungsaufgabe.

6.4 Drehimpuls im Ortsraum,

Kugelflächenfunktionen

Für die Ortsraumwellenfunktionen wirkt der Impuls als Gradient

(~Pψ)(~x) = −i~~∇ψ(~x) (6.56)

und der Drehimpuls ist damit

(~Lψ)(~x) = −i~
(
~x× ~∇

)
ψ(~x) . (6.57)

Für die folgende Diskussion sind kartesische Koordinaten weniger geeignet
als Kugelkoordinaten

~x =

x1

x2

x3

 =

r sin θ cosφ
r sin θ sinφ
r cos θ

 (6.58)

und man findet, daß die Abhängigkeit von r aus den Drehimpulsoperatoren
herausfällt

L1 = i~
(

cot θ cosφ
∂

∂φ
+ sinφ

∂

∂θ

)
(6.59a)

L2 = i~
(

cot θ sinφ
∂

∂φ
− cosφ

∂

∂θ

)
(6.59b)
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L3 = −i~
∂

∂φ
(6.59c)

L± = ~e±iφ

(
± ∂

∂θ
+ i cot θ

∂

∂φ

)
(6.59d)

~L2 = −~2

(
1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ

)
+

1

sin2 θ

∂2

∂φ2

)
. (6.59e)

Mit den Eigenzuständen zu den Winkeln

Θ θ, φ〉 = θ θ, φ〉 (6.60a)

Φ θ, φ〉 = φ θ, φ〉 (6.60b)

können wir Wellenfunktionen definieren

Ylm(θ, φ) = 〈θ, φ|l,m〉 . (6.61)

Mit

L3Ylm(θ, φ) = −i~
∂Ylm
∂φ

(θ, φ) = ~mYlm(θ, φ) (6.62)

finden wir die Abhängigkeit von φ

Ylm(θ, φ) = eimφflm(θ) . (6.63)

Weil der Operator L3 eine Observable, also selbstadjungiert, sein soll, müssen
die Wellenfunktionen Ylm in φ periodisch sein

Ylm(θ, 2π) = Ylm(θ, 0) , (6.64)

damit die Randterme in der partiellen Integration verschwinden. Also muß

eim2π = 1 (6.65)

gelten und es sind nur ganzzahlige Werte von l und m erlaubt. Halbzahli-
ge Werte können nicht durch Ortsraumwellenfunktionen realisiert werden,
sondern nur durch 2l + 1-dimensionale Spinoren.

Die normierten Lösungen der Eigenwertgleichungen

1

~
L3Ylm = −i

∂Ylm
∂φ

= mYlm (6.66a)

1

~2
~L2Ylm = − 1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂Ylm
∂θ

)
− 1

sin2 θ

∂2Ylm
∂φ2

= l(l + 1)Ylm (6.66b)
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mit ganzzahligen l und m sind die Kugelflächenfunktionen

Ylm(θ, φ) =

√
2l + 1

4π

(l −m)!

(l +m)!
Pm
l (cos θ)eimφ (6.67a)

mit −l ≤ m ≤ l und den assozierten Legendre-Polynomen

Pm
l (z) =

(−1)m

2ll!
(1− z2)m/2

dl+m

dzl+m
(z2 − 1)l . (6.67b)

Sie bilden natürlich eine ONB∫ 1

−1

d cos θ

∫ 2π

0

dφY ∗lm(θ, φ)Yl′m′(θ, φ) = δll′δmm′ (6.68a)

∞∑
l=0

l∑
m=−l

Ylm(θ, φ)Y ∗lm(θ′, φ′) = δ(cos θ − cos θ′)δ(φ− φ′) (6.68b)

und die Summe der Betragsquadrate über alle m bei festem l ist unabhängig
von den Winkeln (Theorem von Ünsold)

l∑
m=−l

|Ylm(θ, φ)|2 =
2l + 1

4π
. (6.69)

Eine wichtige Eigenschaft der Kugelflächenfunktionen ist, daß sie Eigenfunk-
tionen des Paritätsoperators

〈~x|P|ψ〉 = 〈−~x|ψ〉 , (6.70)

bzw. in Kugelkoordinaten

〈r, θ, φ|P|ψ〉 = 〈r, π − θ, φ+ π|ψ〉 , (6.71)

sind. Ort und Impuls sind ungerade

P−1 ~XP = − ~X (6.72a)

P−1 ~PP = −~P (6.72b)

und der Drehimpulsoperator gerade

P−1~LP = ~L (6.72c)

unter der Parität. Aus der Definition (6.67) können wir

Ylm(π − θ, φ+ π) = (−1)lYlm(θ, φ) , (6.73)
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ablesen, also
∀l,m ∈ Z : P l,m〉 = (−1)l l,m〉 . (6.74)

Weil die Schiebeoperatoren L± unter Parität gerade sind, müssen alle l,m〉
mit gleichem l die gleiche Parität haben.

Für jeden unter der Parität ungeraden Operator O, also z. B. Ort oder
Impuls gilt

〈l,m|O|l′,m′〉 = −〈l,m|P−1OP|l′,m′〉 = (−1)1+l+l′ 〈l,m|O|l′,m′〉 , (6.75)

also
l + l′ ∈ 2Z : 〈l,m|O|l′,m′〉 = 0 (6.76)

und analog
l + l′ ∈ 2Z + 1 : 〈l,m|E|l′,m′〉 = 0 (6.77)

für jeden geraden Operator E. Diese Eigenschaft führt zu Auswahlregeln für
die erlaubten Übergänge zwischen Atomorbitalen.
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—7—
Zentralpotentiale,
Wasserstoffatom

Der Hamiltonoperator für ein Zentralpotential hat die Form1

H =
1

2µ
~P 2 + V (r) (7.1)

mit r =
√
~X2. In Kugelkoordinaten kann der Laplace-Operator ∆ als

∆ψ =
3∑
i=1

∂2ψ

∂x2
i

=
1

r2

∂

∂r

(
r2∂ψ

∂r

)
︸ ︷︷ ︸
=

1

r

∂2

∂r2
(rψ)

+
1

r2 sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂ψ

∂θ

)
+

1

r2 sin2 θ

∂2ψ

∂φ2︸ ︷︷ ︸
= − 1

r2~2
~L2ψ

(7.2)
geschrieben werden und der Hamiltonoperator erhält eine sehr einfache Ge-
stalt

Hψ = − ~2

2µ
∆ψ + V (r)ψ = − ~2

2µr2

∂

∂r

(
r2∂ψ

∂r

)
+

1

2µr2
~L2ψ + V (r)ψ (7.3)

die von den Winkelkoordinaten θ, φ nur über ~L2 abhängt.

1Wir haben für die Masse µ geschrieben. Sowohl um Verwechslungen mit der magneti-
schen Quantenzahl m in l,m〉 und Ylm zu vermeiden, als auch um daran zu erinneren, daß
der bei einem Zweikörperproblem an dieser Stelle die reduzierte Masse 1/µ = 1/m1+1/m2

auftaucht.
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7.1 Separationsansatz

Weil wir bereits eine ONB aus Eigenfunktionen von ~L2 gefunden haben,
bietet sich eine Entwicklung nach Kugelflächenfunktionen

ψ(r, θ, φ) =
∞∑
l=0

l∑
m=−l

Rlm(r)Ylm(θ, φ) (7.4)

an

Vorlesung 18: Mo, 01. 07. 2019

und die stationäre SG

H

∞∑
l=0

l∑
m=−l

RlmYlm =

∞∑
l=0

l∑
m=−l

(
− ~2

2µr2

∂

∂r

(
r2∂Rlm

∂r

)
Ylm +

1

2µr2
Rlm

~L2Ylm︸ ︷︷ ︸
=

~2l(l+1)

2µr2
RlmYlm

+V (r)RlmYlm

)

!
=
∞∑
l=0

l∑
m=−l

ERlmYlm (7.5)

hat die Form
∞∑
l=0

l∑
m=−l

(
− ~2

2µr2

∂

∂r

(
r2∂Rlm

∂r

)
+

~2l(l + 1)

2µr2
Rlm + (V (r)− E)Rlm

)
Ylm = 0 .

(7.6)
Weil die Kugelflächenfunktionen eine ONB bilden, muß jeder Term in der
Summe die Differentialgleichung in der Klammer unabhängig von den ande-
ren lösen. Dies rechtfertig den Separationsansatz

ψlm(r, θ, φ) = Rlm(r)Ylm(θ, φ) (7.7)

und wir erhalten die radiale Schrödingergleichung für jedes Paar (l,m)

− ~2

2µr2

d

dr

(
r2 dRlm

dr

)
(r)+

~2l(l + 1)

2µr2
Rlm(r)+V (r)Rlm(r) = ERlm(r) . (7.8)

Diese Gleichung ist unabhängig von m, also werden auch die Lösungen Rlm

von m unabhängig sein. Darüberhinaus erweist es sich als geschickt, für Rlm

den Ansatz

Rlm(r) =
ul(r)

r
(7.9)

zu machen:
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1. Die Normierungsbedingung

1 =

∫ ∞
0

dr r2|Rlm(r)|2 (7.10)

vereinfacht sich zu

1 =

∫ ∞
0

dr |ul(r)|2 (7.11)

2. der Differentialoperator vereinfacht sich

1

r2

d

dr

(
r2 dRlm

dr

)
=

1

r

d2ul
dr2

. (7.12)

Die radiale SG hat schließlich die Gestalt einer eindimensionalen SG

− ~2

2µ

d2ul
dr2

(r) +

(
V (r) +

~2l(l + 1)

2µr2

)
ul(r) = Eul(r) (7.13)

mit effektivem Potential

Veff.(r) = V (r) +
~2l(l + 1)

2µr2
, (7.14)

das alle Drehimpulseffekte (die Zentripedalkraft der klassischen Physik) bein-
haltet. Die Randbedingungen an ul rühren einerseits von der Normierbarkeit
für diskrete Energieeigenwerte En∫ ∞

0

dr |un,l(r)|2 = 1 (7.15a)

und für kontinuierliche Energieeigenwerte E∫ ∞
0

dr u∗E,l(r)uE′,l(r) = δ(E − E ′) , (7.15b)

andererseits muß 〈ψ|H|ψ〉 wohldefiniert sein, sodaß die Funktion

r 7→ ~2

2µ

∣∣∣∣dun,ldr
(r)

∣∣∣∣2 + Veff.(r)|un,l(r)|2 (7.16)

für r → ∞ hinreichend schnell abfallen muß, aber auch auf [0,∞) keine
nicht-integrablen Singularitäten haben darf. Für l > 0 ist hier der untere
Rand r → 0 gefährlich!
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7.1.1 Randbedingungen für r → 0

In realistischen Anwendungen kommen nur Potentiale vor, die für r → 0
langsamer als 1/r2 anwachsen. Deshalb dominiert dort für l > 0 der Zentri-
fugalterm

Veff.(r)− E
r→0−−→ ~2l(l + 1)

2µr2
(7.17)

und wir können die Differentialgleichung

d2ul
dr2

(r) =
l(l + 1)

r2
ul(r) (7.18)

als Näherung im Bereich r → 0 betrachten. Aus dem Ansatz

ul(r) = clr
λl (7.19)

folgen mit
d2ul
dr2

(r) = λl(λl − 1)clr
λl−2 =

l(l + 1)

r2
clr

λl (7.20)

bzw.

λl =
1

2
±
√

1

4
+ l(l + 1) =

1

2
±
(
l +

1

2

)
(7.21)

die zweiparametrige Schar von Lösungen

ul(r) = clr
l+1 + c′lr

−l . (7.22)

Die Integrabilität am unteren Rand erzwingt dann

c′l = 0 . (7.23)

Für l = 0 können keine allgemeinen Aussagen getroffen werden, weil der
Zentrifugalterm dann das Potential nicht dominiert.

7.1.2 Randbedingungen für r →∞
Mit Ausnahme der starken Wechselwirkung zwischen Quarks und dem als
Modelsystem beliebten harmonischen Oszillator, fällt in realistischen Anwen-
dungen die Wechselwirkungsstärke für hinreichend große r ab. Wir können
dann den Nullpunkt der Energieskala so wählen, daß

lim
r→∞

V (r) = 0 (7.24)

und die radiale SG hat für r →∞ die asymptotische Form

d2ul
dr2

(r) = −2µE

~2
ul(r) , (7.25)

deren Lösungsverhalten vom Vorzeichen von E abhängt.
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E < 0

Ein Exponentialansatz führt direkt auf eine normierbare Lösung für einen
gebundenen Zustand

ul(r) ∝ e−κr (7.26)

mit κ =
√
−2µE/~ > 0, wobei die zweite Lösung mit κ < 0 aufgrund der

Normierbarkeitsbedingung verworfen werden muß.

E > 0

Der gleiche Exponentialansatz führt auf nicht normierbare Streulösungen

ul(r) = cl,+eikr + cl,−e−ikr (7.27)

mit k =
√

2µE/~ > 0.

7.2 Coulomb-Potential

Das Potential für die Wechselwirkung eines Elektrons mit Ladung −e mit
einem Kern mit Ladung +Ze ist in geigneten Einheiten

V (r) = −Ze
2

4π

1

r
(7.28)

mit der dimensionslosen Feinstrukturkonstanten

α =
e2

4π~c
≈ 1

137
. (7.29)

Wir müssen also die Differentialgleichung

− ~2

2µ

d2ul
dr2

(r) +

(
~2l(l + 1)

2µr2
− Ze2

4π

1

r
− E

)
ul(r) = 0 (7.30)

bzw.

−d2ul
dr2

(r) +

(
l(l + 1)

r2
− µZe2

2π~2

1

r
− 2µE

~2

)
ul(r) = 0 (7.31)

lösen. Wir konzentrieren uns auf den Fall E < 0, der nach obigen Überlegun-
gen zu normierbaren gebundenen Zuständen führen sollte.
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7.2.1 Gebundene Zustände

Der exponentiellen Abfall für r →∞ definiert eine charakteristische inverse
Länge

κ =

√
−2µE

~
> 0 (7.32)

mit der wir
ul(r) = fl(2κr) = fl(ρ) (7.33a)

und

dul
dr

(r) = 2κf ′l (2κr) (7.33b)

d2ul
dr2

(r) = 4κ2f ′′l (2κr) (7.33c)

schreiben können. Somit ist die Differentialgleichung für ul äquivalent zur
Differentialgleichung

−4κ2f ′′l (2κr) +

(
l(l + 1)

r2
− µZe2

2π~2

1

r
− 2µE

~2

)
fl(2κr) = 0 , (7.34)

bzw.

−f ′′l (ρ) +

(
l(l + 1)

ρ2
− µZe2

4π~2κ

1

ρ
− 2µE

(2~κ)2

)
fl(ρ) ,= 0 (7.35)

für fl. Aus der Wechselwirkungsstärke und der Eigenenergie können wir den
dimensionslosen Parameter

ν =
µZe2

4π~2κ
=
Ze2

4π~

√
− µ

2E
(7.36)

formen, mit dem die Differentialgleichung kompakt als

f ′′l (ρ)−
(
l(l + 1)

ρ2
− ν

ρ
+

1

4

)
fl(ρ) = 0 (7.37)

geschrieben werden kann. Um das richtige asymptotischen Verhalten zu er-
halten, machen wir den Ansatz

fl(ρ) = ρl+1︸︷︷︸
ρ→0

gl(ρ) e−ρ/2︸ ︷︷ ︸
ρ→∞

(7.38)

und fordern, daß gl(ρ) für ρ → ∞ kein exponentielles Verhalten haben darf
und daß gl(ρ) für ρ → ∞ gegen eine Konstante geht, die wir zunächst als 1
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wählen können und später aus der Normierungsbedingung festgelegt wird.
Mit der Produktregel folgt

f ′′l (ρ) =

(
g′′l (ρ) +

(
2(l + 1)

ρ
− 1

)
g′l(ρ)

+

(
l(l + 1)

ρ2
− l + 1

ρ
+

1

4

)
gl(ρ)

)
ρl+1e−ρ/2 (7.39)

und die Differentialgleichung wird zu(
−g′′l (ρ)−

(
2(l + 1)

ρ
− 1

)
g′l(ρ) +

l + 1− ν
ρ

gl(ρ)

)
ρl+1e−ρ/2︸ ︷︷ ︸

>0

= 0 , (7.40)

bzw.
ρg′′l (ρ) + (2l + 2− ρ)g′l(ρ)− (l + 1− ν)gl(ρ) = 0 (7.41)

nach Division durch ρle−ρ/2. Dies ist eine Kummersche Differentialgleichung

z
d2w

dz2
(z) + (b− z)

dw

dz
(z)− aw(z) = 0 (7.42)

mit Parametern

a = l + 1− ν (7.43a)

b = 2l + 2 ≥ 2 . (7.43b)

Die Kummersche Differentialgleichung (DGL) (7.42) kann mit Potenzreihen-
ansatz und Koeffizientenvergleich explizit gelöst werden. Aufgrund der Rand-
bedingungen für ρ → 0 und ρ → ∞ sind nur Polynome zulässige Lösungen.
Dies führt über Abbruchbedingungen an die Potenzreihe zu Bedingungen
an a und b, bzw. ν.

Man kann aber auch das geballte Wissen der Mathematiker des 19. Jhr.
nutzen und findet in der einschlägigen Literatur, daß die allgemeinen Lösun-
gen der Kummerschen DGL (7.42) die konfluent hypergeometrische Funkti-
onen

M(a, b, z) = 1F1(a, b, z) =
∞∑
n=0

(a)n
(b)n

zn (7.44a)

U(a, b, z) =
π

sin(πb)

(
M(a, b, z)

Γ(1 + a− b)Γ(b)
− z1−bM(1 + a− b, 2− b, z)

Γ(a)Γ(2− b)

)
(7.44b)
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mit

(a)0 = 1 (7.45a)

(a)n = a(a+ 1)(a+ 2) · · · (a+ n− 1) (7.45b)

sind. In der Nähe von z = 0 haben die Lösungen die Entwicklung2

M(a, b, z) = 1 +
a

b
z +O(z2) (7.46a)

U(a, b, z) =


Γ(b−1)

Γ(a)
z1−b +O(|z|Re b−2) für Re b ≥ 2 ∧ b 6= 2

Γ(b−1)
Γ(a)

z1−b +O(| ln z|) für b = 2

. . . für Re b < 2

(7.46b)

und wir können wegen b ≥ 0 die Lösung U(a, b, z) ausschließen, weil sie der
bereits in Abschnitt 7.1.1 verworfenen asymptotischen Lösung entspricht3

Für |z| → ∞ finden wir das asymptotische Verhalten

M(a, b, z) = Γ(b)

(
ezza−b

Γ(a)
+

(−z)−a

Γ(b− a)

)
(7.47a)

U(a, b, z) = . . . , (7.47b)

wobei der exponentielle Anstieg für z → ∞ nicht mit der Randbedingung
für ρ→∞ verträglich ist. Wir schliessen daraus, daß

1

Γ(a)
!

= 0 , (7.48)

bzw.
a = l + 1− ν = −n′ = 0,−1,−2,−3, . . . . (7.49)

Dies sind genau die Werte, für die die Potenzreihe (7.46a) abbricht, weil

(a)1−a = a(a+ 1) . . . (a+ (1− a)− 1) = 0 (7.50)

und M(−n′, b, z) ist ein Polynom in z vom Grad n′.

2Die Spezialfälle der Entwicklung von U(a, b, z) für Re b < 2 benötigen wir nicht!
3Dieses Argument gilt strenggenommen nur für 1/Γ(a) 6= 0, aber für 1/Γ(a) = 0

unterscheiden sich U und M als Funktion von z nur durch einen Normierungsfaktor.
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7.2.2 Hauptquantenzahl

Weil l,−n′ ∈ N0, ist die Hauptquantenzahl

n = ν = n′ + l + 1 ∈ N (7.51)

und wir finden die Quantisierungsbedingung

Ze2

4π~

√
− µ

2En
= ν = n ∈ N (7.52)

bzw.

En = −
(
Z
e2

4π~

)2
µ

2

1

n2
= −Z

2

n2

µ

me

(
e2

4π~

)2
me

2︸ ︷︷ ︸
= 1 Ry ≈ 13.6 eV

(7.53a)

mit

n ∈ N (7.53b)

l = 0, 1, 2, . . . n− 1 . (7.53c)

me die Masse des Elektrons und µ = me(1 + O(me/mKern)) die reduzierte
Masse.

(7.54)

7.2.3 Termschema

Vorlesung 19: Fr, 05. 07. 2019

Die möglichen Zustände sind in Abbildung 7.1 zusammengefasst. Dabei
wurde die übliche spektroskopische Notation aus Hauptquantenzahl und ei-
nem Buchstaben (s, p, d, f , . . . ) für die Drehimpulsquantenzahl l verwendet.

Wenn der Hamiltonoperator die vollständige Beschreibung der Welt wäre,
wären alle Zustände stabil. Weil es aber weitere Wechselwirkungen, insbe-
sondere mit dem elektromagnetischen Feld, gibt, können diese Übergänge
zwischen den Zuständen vermitteln und die Energiedifferenzen En − Em er-
scheinen als Spektrallinien.
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0 1 2 3 4
l

E

0

E1 = −1 Ry 1s

E2 = E1/4 2s 2p

E3 = E1/9 3s 3p 3d
E4 = E1/16 4s 4p 4d 4f

Kontinuum

Abbildung 7.1: Termschema für ein Wasserstoffatom. Die Energieskala ist
nicht maßstäblich!.

7.2.4 Wellenfunktionen

gn,l(ρ) = M(l + 1− n, 2l + 2, ρ) = 1F1(l + 1− n, 2l + 2, ρ)

=
(n− l − 1)!

(2l + 2)n−l−1

L
(2l+1)
n−l−1(ρ) (7.55)

mit den assoziierten Laguerre-Polynomen

L(α)
n (z) =

ezz−α

n!

dn

dzn
(
e−zzn+α

)
, (7.56)

die die Orthogonalitätsrelation∫ ∞
0

dx e−xxαL(α)
n (x)L(α)

m (x) = δnm
Γ(n+ α + 1)

n!
(7.57)

erfüllen. Damit wird die radiale Wellenfunktion

Rn,l(r) =
un,l(r)

r
=
fn,l(2κnr)

r
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= Nn,l
(n− l − 1)!

(2l + 2)n−l−1

(2κnr)
l+1

r
L

(2l+1)
n−l−1(2κnr)e

−κnr . (7.58)

Weil der NormierungsfaktorNn,l ohnehin noch bestimmt werden muß, können
wir auch kurz

Rn,l(r) = N ′n,l r
lL

(2l+1)
n−l−1(2κnr)e

−κnr (7.59)

schreiben. Die Orthogonalitätsrelation (7.57) stellt sicher, daß∫ ∞
0

dr r2Rn,l(r)Rn′,l(r) = δnn′ (7.60)

und mit der Orthogonalitätsrelation (6.68a) für die Kugelflächenfunktionen∫ ∞
0

r2dr

∫
dΩ (Rn,l(r)Ylm(θ, φ))∗Rn′,l′(r)Yl′m′(θ, φ) = δnn′δll′δmm′ . (7.61)

Man könnte sogar auf die explizite Lösung der vollen Differentialgleichung
verzichten und argumentieren, daß die gn,l(ρ) aufgrund der asymptotischen
Differentialgleichung bei r → 0 und r → ∞ Polynome sein müssen, die
aufgrund der Selbstadjungiertheit des Hamiltonoperators zu orthogonalen
Wellenfunktionen führen müssen. Dies sind genau die assoziierten Laguerre-
Polynome.

Die radiale Wellenfunktion des niedrigsten Zustand ist

R1,0(r) = N ′1,0 L
(1)
0 (2κ1r)︸ ︷︷ ︸

= 1

e−κ1r = 2κ
3/2
1 e−κ1r =

2

a
3/2
0

e−r/a0 (7.62)

und die zugehörige Wahrscheinlichkeitdichte

r2 |R1,0(r)|2 =
4

a3
0

r2e−2r/a0 (7.63)

hat ihr Maximum am Bohr Radius4

a0 =
1

κ1

=
~√
−2µE1

=
4π~2

Ze2

1

µ
. (7.64)

Für maximalen Drehimpuls l = n−1 finden wir, daß die radiale Wellenfunk-
tion

Rn,n−1(r) ∝ rn−1 L
(n)
0 (2κnr)︸ ︷︷ ︸

= 1

e−κnr = rn−1e−κnr (7.65)

keine Nullstellen mit r > 0 hat. Im Allgemeinen gibt es n− l− 1 Nullstellen
für r > 0 und eine bei r = 0 für l > 0.

4Der Bohr Radius wird für Z = 1 und µ = me definiert.
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7.2.5 Entartungen

Für jedes l gibt es 2l + 1 entartete Zustände mit magnetischer Quanten-
zahl m = −l, . . . , l. Damit gibt es zu jeder Energie En insgesamt5

n−1∑
l=0

2l + 1 = n2 (7.66)

entartete Zustände. Die 2l + 1fache Entartung für jede Drehimpulsquanten-
zahl kann man leicht aus der Drehimpulserhaltung[

H, ~L
]

= 0 (7.67)

verstehen, weil damit auch die Schiebeoperatoren L± erhalten sind

[H,L±] = 0 , (7.68)

die Zustände mit verschiedenem m verknüpfen

H n, l,m± 1〉 =
1

~
√
l(l + 1)−m(m± 1)

HL± n, l,m〉

=
1

~
√
l(l + 1)−m(m± 1)

L±H n, l,m〉

=
1

~
√
l(l + 1)−m(m± 1)

L±En n, l,m〉 = En n, l,m± 1〉 . (7.69)

Deshalb liegt es nahe, daß es eine weitere Symmetrie, bzw. Erhaltungsgröße,
gibt, die die Entartung zu verschiedenen l erklärt. Diese existiert hängt mit
dem Runge-Lenz-Vektor

~R =
~P × ~L− ~L× ~P

2m
− Ze2

4π

~X

| ~X|
(7.70)

(vgl. Abschnitt 4.2.5 von [Ohl17]) zusammen, dessen Komponenten ebenfalls
erhalten sind [

H, ~R
]

= 0 . (7.71)

Wolfgang Pauli hat die Kommutatorrelationen von H, ~L und ~R benutzt,
um das Wasserstoffspektrum rein algebraisch herzuleiten (siehe, z. B., Ab-
schnitt 4.8 von [Wei13]).

5Induktion: n2 + (2n+ 1) = (n+ 1)2.
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7.3 Streuzustände

Für E > 0 gibt es ein Kontinuum von nichtnormierbaren Eigenzuständen,
die für r → ∞ nicht abfallen sonder oszillieren. Je nach Wahl der Randbe-
dingungen entsprechen Sie einlaufenden oder auslaufenden Wellen oder einer
Superposition, die die Streuung von Elektronen an einem Kern beschreibt.
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—8—
Geladene Teilchen im

elektromagnetischen Feld

Empirisch findet man als Bewegungsgleichung für ein Teilchen mit Ladung q
und Masse m im elektromagnetischen Feld

d~p

dt
(t) = m

d2~x

dt2
(t) = q ~E(~x(t), t) +

q

c

d~x

dt
(t)× ~B(~x(t), t) . (8.1)

Weil in der Elektrostatik

~∇× E(~x(t), t) = 0 (8.2)

gilt, kann man ein Potential φ einführen

E(~x, t) = −~∇φ(~x) (8.3)

Mit [
Pi, φ( ~X)

]
=

3∑
j=1

[Pi, Xj]
∂φ

∂Xj

( ~X) = −i~
∂φ

∂Xi

( ~X) = i~Ei( ~X) (8.4)

folgt für

H(~P , ~X) =
1

2m
~P 2 + qφ( ~X) (8.5)

aus dem Ehrenfest Theorem (2.200)

d

dt
〈ψ(t)|~P |ψ(t)〉 =

〈
ψ(t)

1

i~
[~P ,H(~P , ~X)] ψ(t)

〉
=

〈
ψ(t)

1

i~
[~P , qφ( ~X)] ψ(t)

〉
= q

〈
ψ(t) ~E( ~X) ψ(t)

〉
, (8.6)

was wir uns schon bei der Beschreibung des Wasserstoffatoms zunutze ge-
macht haben.
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8.1 Vektorpotential

Für das Magnetfeld ~B kann man kein skalares Potential einführen, aber die
homogenen Maxwell-Gleichungen1

~∇× ~E(~x, t) +
1

c

∂ ~B

∂t
(~x, t) = 0 (8.7a)

~∇ ~B(~x, t) = 0 (8.7b)

werden durch Potentiale (φ, ~A) mit

~E(~x, t) = −~∇φ(~x, t)− 1

c

∂ ~A

∂t
(~x, t) (8.8a)

~B(~x, t) = ~∇× ~A(~x, t) (8.8b)

gelöst. Allerdings gilt damit wegen ~E 6= −~∇φ auch (8.6) nicht mehr. Als
physikalisch richtiger Ansatz2 erweist sich

H(~P , ~X, t) =
1

2m
~Π2(~P , ~X, t) + qφ( ~X, t) (8.9a)

mit dem kinetischen Impuls

~Π(~P , ~X, t) = ~P − q

c
~A( ~X, t) . (8.9b)

Der Kommutator der Komponenten des kinetischen Impulses[
Πi(~P , ~X, t),Πj(~P , ~X, t)

]
= −q

c

[
Pi, Aj( ~X, t)

]
− q

c

[
Ai( ~X, t), Pj

]
= −q

c

3∑
k=1

[Pi, Xk]︸ ︷︷ ︸
=−i~δik

∂Aj
∂xk

( ~X, t)− q

c

3∑
k=1

∂Ai
∂xk

( ~X, t) [Xk, Pj]︸ ︷︷ ︸
=i~δkj

= i~
q

c

(
∂Aj
∂xi

( ~X, t)− ∂Ai
∂xj

( ~X, t)

)
(8.10)

1Ich nutze hier das Einheitensystem vom Heaviside-Lorentz, das die Anzahl der Fak-
toren µ, ε und 4π in den Maxwell-Gleichungen minimiert.

2Eine systematische Herleitung der sogenannten minimalen Kopplung ~P → ~P − (q/c) ~A
aus dem Prinzip der Eichinvarianz sprengt den Rahmen dieser Vorlesung und wird in
den Vorlesungen zur Quantenfeldtheorie [Ohl18, Ohl16] ausführlich diskutiert. Es stellt
die Grundlage für die theoretische Beschreibung aller fundamentalen Wechselwirkungen,
mit Ausnahme der Gravitation, dar.
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verschwindet nicht, wenn das Magnetfeld

Bi( ~X, t) =
3∑

j,k=1

εijk
∂Ak
∂xj

( ~X, t) , (8.11)

für das

3∑
i=1

εijkBi( ~X, t) =
3∑

j′,k′=1

3∑
i=1

εijkεij′k′︸ ︷︷ ︸
= δjj′δkk′ − δjk′δkj′

∂Ak′

∂xj′
( ~X, t)

=
∂Ak
∂xj

( ~X, t)− ∂Aj
∂xk

( ~X, t) (8.12)

gilt, nicht verschwindet

[
Πi(~P , ~X, t),Πj(~P , ~X, t)

]
= i~

q

c

3∑
k=1

εijkBk( ~X, t) . (8.13a)

Andererseits sind die Vertauschungsrelationen von Ort und kinetischem Im-
puls die gleichen [

Xi,Πj(~P , ~X, t)
]

= [Xi, Pj] = i~δij , (8.13b)

wie die von Ort und kanonischem Impuls. Damit

[Xi, H] =
3∑
j=1

[Xi,Πj]︸ ︷︷ ︸
=i~δij

∂H

∂Πj︸︷︷︸
= 1
m

Πj

=
i~
m

Πi (8.14)

und

[Πi, H] =
1

2m

3∑
j=1

[
Πi,Π

2
j

]
+ q [Πi, φ]

=
1

2m

3∑
j=1

[Πi,Πj] Πj +
1

2m

3∑
j=1

Πj [Πi,Πj] + q
[
Pi, φ( ~X, t)

]
=

i~q
2mc

3∑
j,k=1

εijkBkΠj +
i~q
2mc

3∑
j,k=1

εijkΠjBk + q

3∑
j=1

[Pi, Xj]
∂φ

∂xj
( ~X, t)
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=
i~q
2mc

3∑
j,k=1

εijk (BkΠj + ΠjBk)− i~q
∂φ

∂xi
( ~X, t) (8.15)

bzw. als Vektoren zusammengefasst[
~Π, H

]
=

i~q
2mc

(
~Π× ~B − ~B × ~Π

)
+ i~q ~E + i~

q

c

∂ ~A

∂t
. (8.16)

Die explizite Abhängigkeit einer Observable O(t) von einem externen Zeit-
parameter, muß sowohl im Heisenbergbild

dO

dt
(t) =

1

i~
[O(t), H(t)] +

∂O

∂t
(t) , (8.17)

als auch im Ehrenfest Theorem (2.200) im Schrödingerbild

d

dt
〈ψ(t)|O(t)|ψ(t)〉 =

〈
ψ(t)

1

i~
[O(t), H(t)] ψ(t)

〉
+

〈
ψ(t)

∂O

∂t
(t) ψ(t)

〉
(8.18)

durch einen Zusatzterm berücksichtigt werden. Damit ergibt sich

d ~X

dt
=

1

i~

[
~X,H

]
=

1

m
~Π (8.19a)

d~Π

dt
=

1

i~

[
~Π, H

]
+
∂~Π

∂t
=

q

2mc

(
~Π× ~B − ~B × ~Π

)
+ q ~E (8.19b)

bzw.

d

dt

〈
ψ(t) ~X ψ(t)

〉
=

1

m

〈
ψ(t) ~Π ψ(t)

〉
(8.20a)

d

dt

〈
ψ(t) ~Π ψ(t)

〉
=

q

2mc

〈
ψ(t)

(
~Π× ~B − ~B × ~Π

)
ψ(t)

〉
+ q

〈
ψ(t) ~E ψ(t)

〉
,

(8.20b)

was als eine quantenmechanische Analogie der Lorentz-Kraft (8.1) mit ~Π/m
als Geschwindigkeit verstanden werden kann.

8.2 Eichinvarianz

Eine Merkwürdigkeit der Potentiale (φ, ~A) ist, daß sie nicht eindeutig sind.
Die gemeinsamen Eichtransformationen der Potentiale(

φ(~x, t)
~A(~x, t)

)
7→
(
φ′(~x, t)
~A′(~x, t)

)
=

(
φ(~x, t)
~A(~x, t)

)
+

(
−1
c
∂ω
∂t

(~x, t)
~∇ω(~x, t)

)
(8.21)



Thorsten Ohl 2019-07-26 10:56:58 +0200 Ohne Gewähr! 135

ändern weder das elektrische

~E ′ = −~∇φ′ − 1

c

∂ ~A′

∂t
= −~∇φ+

1

c
~∇∂ω
∂t
− 1

c

∂ ~A

∂t
− 1

c

∂ ~∇ω
∂t︸ ︷︷ ︸

=~∇ ∂ω
∂t

= −~∇φ− 1

c

∂ ~A

∂t
= ~E (8.22a)

noch das Magnetfeld

~B′ = ~∇× ~A′ = ~∇× ~A+ ~∇× ~∇︸ ︷︷ ︸
=0

ω = ~∇× ~A = ~B . (8.22b)

Allerdings ändert sich der kinetische Impuls

~Π′ = ~P − q

c
~A′ = ~P − q

c
~A− q

c
~∇ω = ~Π− q

c
~∇ω (8.23)

Vorlesung 20: Mo, 08. 07. 2019

genau so, daß eine ortsabhängige Phasendrehung

ψ〉 → ψ′〉 = U( ~X, t) ψ〉 = ei q~cω( ~X,t) ψ〉 (8.24)

mit

ψ(~x) = 〈~x|ψ〉 → ψ′(~x) = 〈~x|ψ′〉 = 〈~x|ei q~cω( ~X,t)|ψ〉
= ei q~cω(~x,t) 〈~x|ψ〉 = ei q~cω(~x,t)ψ(~x) (8.25)

auch auf Zustände der Form ~Π ψ〉 wie eine ortsabhängige Phasendrehung
wirkt

~Π′ ψ′〉 = ~Π′U( ~X, t) ψ〉 = ei q~cω( ~X,t) e−i q~cω( ~X,t)~Π′ei q~cω( ~X,t)︸ ︷︷ ︸
=~Π′−i q~c [ω( ~X,t),~Π′]+...

ψ〉

= ei q~cω( ~X,t)
(
~Π′ +

q

c
~∇ω( ~X, t)

)
ψ〉 = U( ~X, t)~Π ψ〉 (8.26)

und somit fast3 immer unbeobachtbar bleibt. Weil einerseits

H ′ ψ′〉 =
1

2m
~Π′

2
ψ′〉+ qφ′( ~X, t) ψ′〉

3Siehe Abschnitt 8.5!
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= U( ~X, t)
1

2m
~Π

2
ψ〉+ qU( ~X, t)φ′( ~X, t) ψ′〉

= U( ~X, t)H ψ〉 − U( ~X, t)
q

c

∂ω

∂t
( ~X, t) ψ〉 (8.27)

und andererseits

i~
d

dt
ψ′〉 = i~

d

dt
U( ~X, t) ψ〉 = U( ~X, t)i~

d

dt
ψ〉+

(
i~
∂

∂t
U( ~X, t)

)
ψ〉

= U( ~X, t)i~
d

dt
ψ〉 − U( ~X, t)

q

c

∂ω

∂t
( ~X, t) ψ〉 (8.28)

gilt, finden wir (
i~

d

dt
−H ′

)
ψ′〉 = U( ~X, t)

(
i~

d

dt
−H

)
ψ〉 (8.29)

daß Lösungen der SG mitH in Lösungen der SG mitH ′ transformiert werden.

8.3 Wahrscheinlichkeitsstromdichte

In der Wahrscheinlichkeitsstromdichte (4.47) muß in der Gegenwart von ma-
gnetischen Feldern ebenfalls die Ersetzung

~∇ =
i

~
~P → i

~
~Π = ~∇− iq

~c
~A(~x) (8.30)

gemacht werden

~j(~x, t) =
~

2mi

(
ψ∗(~x, t)~∇ψ(~x, t)− ψ(~x, t)~∇ψ∗(~x, t)

)
− q

mc
~A(~x)|ψ(~x, t)|2

(8.31)
damit die Kontinuitätsgleichung (4.49) gilt.

8.4 Normaler Zeeman-Effekt

Ein homogenes Magnetfeld ~B kann mit dem Vektorpotential

~A(~x) =
1

2
~B × ~x (8.32)

beschrieben werden. Der Hamiltonoperator nimmt dann die Form

H =
1

2m
~Π2 =

1

2m

~P 2 − q

c

(
~A~P + ~P ~A

)
︸ ︷︷ ︸

= ~B~L

+
q2

c2
~A ~A

 (8.33)



Thorsten Ohl 2019-07-26 10:56:58 +0200 Ohne Gewähr! 137

an, wobei benutzt wurde, daß im paramagnetischen Term

~A~P =
1

2

(
~B × ~X

)
~P =

1

2

3∑
i,j,k=1

εijkBjXkPi =
1

2
~B
(
~X × ~P

)
=

1

2
~B~L = ~P ~A

(8.34)
wegen der Kreuzprodukte keine Paare von nicht-vertauschenden Orten und
Impulsen auftauchen. Der diamagnetische Term

~A ~A =
1

4

3∑
i,j,k,l,m=1

εijkεilmBjXkBlXm =
1

4

(
~B2 ~X2 −

(
~B ~X
)2
)

(8.35)

kann bei moderaten Magnetfeldern wegen des Vorfaktors (q/c)2 vernachlässigt
werden. Wenn die übrigen Wechselwirkungen nicht von der Richtung abhängen,
können wir das Koordinatensystem so legen, daß

~B = ~e3B3 (8.36)

und damit

H =
1

2µ
~Π2 + V (| ~X|) =

1

2µ
~P 2 + V (| ~X|)︸ ︷︷ ︸

= H0

− q

2µc
B3L3︸ ︷︷ ︸

= HI

. (8.37)

Weil weiter

[H0, L3] = [HI , L3] = 0 (8.38a)[
H0, ~L

2
]

=
[
HI , ~L

2
]

= 0 (8.38b)

[H0, HI ] = 0 (8.38c)

(8.38d)

gilt, können wir wieder Eigenfunktionen der Form

ψn,l,m(r, θ, φ) = 〈r, θ, φ|n, l,m〉 = Rn,l,m(r)Ylm(θ, φ) (8.39)

finden. Aus
H0 n, l,m〉 = E(0)

n n, l,m〉 (8.40)

folgt

H n, l,m〉 = H0 n, l,m〉 − qB3

2µc
L3 n, l,m〉
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= E(0)
n n, l,m〉 − qB3

2µc
m n, l,m〉 =

(
E(0)
n −

~qB3

2µc
m

)
︸ ︷︷ ︸

= En,m

n, l,m〉 (8.41)

wobei En,m anders als E
(0)
n nicht mehr nur von n, sondern auch von der

magnetischen Quantenzahl m abhängt. Die 2l+1-fache Entartung für jedes l
wird also in äquidistante Multiplets aufgebrochen.

8.5 Aharonov-Bohm-Effekt 4

Betrachte die Funktion

ωC(~x, t) =

∫
C

d~ξ ~A(~ξ, t) (8.42)

mit dem Integral entlang einer beliebigen glatten Kurve C, die an einem frei
wählbaren Punkt ~x0 beginnt und im Punkt ~x endet. Dann gilt

~∇ωC(~x, t) = ~A(~x, t) (8.43)

unabhängig von C und damit(
~
i
~∇− q

c
~A(~x, t)

)(
ei q~cωC(~x,t)f(~x)

)
= ei q~cωC(~x,t)~

i
~∇f(~x) . (8.44)

Wenn man die Rechnung, die zu (8.29) führt, wiederholt, findet man formal,
daß

ψ(~x, t) = ei q~c
∫
Cd~ξ ~A(~ξ,t)ψ0(~x, t) (8.45)

die SG mit Vektorpotential ~A(~x, t) löst, wenn der Zustand mit Wellenfunk-
tion ψ0(~x, t) die SG ohne Vektorpotential löst.

Die Lösung der SG mit Vektorpotential unterscheidet sich also anschei-
nend von der Lösung ohne Vektorpotential nur durch eine (eichabhängige)
Phase

φC(~x, t) =
q

~c

∫
C

d~ξ ~A(~ξ, t) . (8.46)

Allerdings darf man dabei die Abhängigkeit dieser Phase von der Kurve C
nicht ignorieren. Damit die Wellenfunktion eindeutig ist, muß diese Phase
für eine geschlossene Kurve C ein Vielfaches von 2π sein

q

~c

∫
∂D

d~ξ ~A(~ξ, t) ∈ 2πZ , (8.47)

4Im Sommersemester 2019 aus Zeitgründen übersprungen.
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wobei die geschlossene Kurve C = ∂D als Rand einer dazwischen aufge-
spannten Fläche D geschrieben wurde.

Mit dem Satz von Stokes folgt dann

2π~c
q

Z 3
∫
∂D

d~ξ ~A(~ξ, t) =

∫
D

d2~σ(x) (~∇× ~A)(~x, t)

=

∫
D

d2~σ(x) ~B(~x, t) = Φ(D) (8.48)

eine Quantisierungsbedingung für den magnetischen Fluß Φ(D) durch die
Fläche D. Weil die Fläche D und damit der Fluß in einem einfach zusam-
menhängenden Gebiet kontinuierlich auf einen Punkt zusammengezogen wer-
den kann, ist nur die Lösung

∀D : Φ(D) = 0 , (8.49)

bzw.
∀~x : ~B(~x, t) = 0 , (8.50)

erlaubt. Dieses Resultat bedeutet aber nicht, daß es keine Lösungen der SG
für ~B 6= 0 gibt, sondern nur, daß die Lösung (8.46) nur für ~∇× ~A = ~B = 0
unabhängig von der Wahl der Kurve C und damit wohldefiniert ist.

Die Situation ist anders, wenn das Gebiet, in dem die Wellenfunktion
nicht verschwindet, mehrfach zusammenhängend ist, also zum Beispiel ein
(unendlich langer) Zylinder herausgeschnitten ist. Dann gibt es Kurven, die
nicht auf einen Punkt zusammengezogen werden können. Die Wellenfunktio-
nen (8.46) sind Lösungen der SG, wenn weiter ~B(~x, t) = 0 für ψ(~x, t) 6= 0,
aber in einem Gebiet D mit ψ(~x, t) = 0 ist ein quantisierter magnetischer
Fluß

Φ(D) ∈ 2π~c
q

Z (8.51)

erlaubt, ohne die Eindeutigkeit der Wellenfunktion zu verletzten. Diese Fluß-
quantisierung wird in supraleitenden Systemen beobachtet.

In einem Doppelspalt-Experiment kann man die Strahlen auf den beiden
Seiten eines Zylinders, in dem sich ein Magnetfeld befindet, vorbeiführen
und wenn das Magnetfeld außerhalb des Zylinders verschwindet, die Lösun-
gen (8.46) verwenden. Dabei seien CL und CR zwei Kurven mit gemeinsamen
Anfangspunkt für den linken, bzw. rechten Strahl. Der durch das Vektor-
potential hervorgerufene Phasenunterschied, wenn die Strahlen sich wieder
treffen,

δφ =
q

~c

∫
CR

d~ξ ~A(~ξ, t)− q

~c

∫
CL

d~ξ ~A(~ξ, t) =
q

~c

∫
CR−CL

d~ξ ~A(~ξ, t) =
q

~c
Φ(D)

(8.52)
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ist eichinvariant und vom Magnetfeld abhängig. Diese Abhängigkeit ist im
Interferenzmuster erkennbar, wenn man die Superposition der Strahlen hinter
dem Zylinder auf einem Schirm betrachtet. Obwohl die beiden Strahlen nie5

in einem Bereich sind, in dem das Magnetfeld spürbar ist, kann eine Wirkung
des Magnetfelds im Interferenzmuster beobachtet werden.

Dieser Aharonov-Bohm-Effekt wurde experimentell nachgewiesen und ist
eines der Phänomene in der eine nicht-triviale Topologie des Raumes zu
Quanteneffekten führt, die in der klassischen Physik unmöglich sind.

5Im Eperiment ist es schwierig sicherzustellen, daß das Magnetfeld im Zylinder bleibt
und die Wellenfunktion nicht in den Zylinder eindringt.
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—9—
Spin

Im Abschnitt 6.4 hatten halbzahlige Spins für den Bahndrehimpuls verwor-
fen, weil die Wellenfunktionen sonst bei Drehung um 2π das Vorzeichen
wechseln würden. Trotzdem sind in der Natur Systeme mit halbzahligem
Spin realisiert und in Kapitel 2 hatten wir die entsprechenden experimen-
tellen Ergebnisse zur Motivation den quantenmechanischen Formalismus mit
Zuständen und Observablen in Hilberräumen benutzt.

Wir sind also gezwungen, die Existenz von inneren Spin-Freiheitsgraden
zu akzeptieren, die für Spin s durch Vektoren in einem abstrakten 2s+ 1-di-
mensionalen Hilbertraum beschrieben werden. Dabei findet man, daß es auch
ganzzahlige Spins gibt, die man als inneren Freiheitsgrad vom ganzzahligen
Bahndrehimpuls unterscheiden muß. Empirisch findet man, daß Elementar-
teilchen Spin 0 (Higgs), Spin 1/2 (Elektronen und Quarks) und Spin 1 (Pho-
tonen und andere Eichbosonen) haben. Zusammengesetzte Systeme (Meso-
nen, Baryonen, Atome, Moleküle) können beliebigen Spin haben.

9.1 Zustände und Wellenfunktionen

Der Hilbertraum H für ein Teilchen mit Spin s ist also das Tensorprodukt

H = HBahn ⊗H(s) (9.1)

wobei der Spin-Anteil durch einen endlichdimensionalen Hilbertraum und
der Bahn-Anteil durch quadratintegrable Wellenfunktionen

H(s) ∼= C2s+1 (9.2a)

HBahn ∼= L2(R3, d3x) (9.2b)
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beschrieben wird. Die Vektoren ψ〉 ∈ H ensprechen vektorwertigen Funktio-
nen1

ψ : R3 → C2s+1

~x 7→ ψ(x) =


ψs(x)
ψs−1(x)

...
ψ−s+1(x)
ψ−s(x)


(9.5)

mit dem inneren Produkt

〈ψ|φ〉 =

∫
d3x

s∑
m=−s

ψ∗m(~x)φm(~x) . (9.6)

Natürlich beschreiben nicht beliebige Wellenfunktionen in einem Hilbertraum
H⊗(2s+1)

Bahn einen Zustand für Spin s, sondern nur diejenigen, die sich unter
Drehungen wie

ψ〉 7→ ψ′〉 =
(
UBahn(~θ)⊗ U (s)(~θ)

)
ψ〉 = U(~θ) ψ〉 (9.7)

transformieren, d. h. für die Zustände, die als Produkt geschrieben können

ψ〉 = ψ; Bahn〉 ⊗ ψ; s〉 7→ ψ′〉 = UBahn(~θ) ψ; Bahn〉 ⊗U (s)(~θ) ψ; s〉 (9.8)

und für allgemeine Zustände als die entsprechenden Linearkombinationen.
Dabei ist wie schon in (6.13)

UBahn(~θ) = e−i~θ~L/~ (9.9)

und
U (s)(~θ) = e−i~θ~S/~ (9.10)

1Mathematisch ist es äquivalent, von
”
Vektoren von Funktionen“

ψ〉 =


ψs〉
ψs−1〉

...
ψ−s+1〉
ψ−s〉

 ∈
(
HBahn

)⊗(2s+1)
(9.3)

mit

〈ψ|φ〉 =

s∑
m=−s

〈ψm|φm〉 (9.4)

zu sprechen, aber
”
vektorwertige Funktionen“ ergibt die bessere physikalische Intuition.
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die zugehörige unitäre (2s + 1) × (2s + 1)-Matrix mit den Matrixelementen

von ~S aus (6.50) für ~L mit l = s und insbesondere für Spin 1/2 die 2 × 2-

Matrizen ~S = ~~σ/2, also

U (1/2)(~θ) = e−i~θ~σ/2 (9.11)

mit den Pauli-Matrizen ~σ.
Wir können nicht-normierbare Basiszustände

~x, s,m〉 = ~x〉 ⊗ s,m〉 (9.12)

mit

〈~x, s,m|~x′, s′,m′〉 = δ3(~x− ~x′)δss′δmm′ (9.13a)

~X ~x, s,m〉 = ~x ~x, s,m〉 (9.13b)

~S2 ~x, s,m〉 = ~2s(s+ 1) ~x, s,m〉 (9.13c)

S3 ~x, s,m〉 = ~m ~x, s,m〉 (9.13d)

definieren. Diese transformieren sich wie

~x, s,m〉 7→ U ~x, s,m〉 = UBahn ~x〉 ⊗ U (s) s,m〉

= R~x〉 ⊗
s∑

m′=−s

U
(s)
mm′ s,m

′〉 =
s∑

m′=−s

U
(s)
mm′ R~x, s,m

′〉 (9.14)

wobei R die in (6.3) definierte orthogonale 3 × 3-Drehmatrix ist. Der Para-

meter ~θ wurde zu besseren Lesbarkeit unterdrückt.

Vorlesung 21: Fr, 12. 07. 2019

Damit können wir Wellenfunktionen

ψm(~x) = 〈~x, s,m|ψ〉 (9.15)

definieren und den Zustand als

ψ〉 =
m∑

m=−s

∫
d3xψm(~x) ~x, s,m〉 (9.16)

schreiben. Das Transformationsverhalten der Wellenfunktionen unter Dre-
hungen ergibt sich damit als

ψm(~x) = 〈~x, s,m|ψ〉 7→ 〈~x, s,m|U |ψ〉 = 〈ψ|U †|~x, s,m〉∗ =
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(
s∑

m′=−s

[
U (s) †]

mm′
〈ψ|R−1~x, s,m′〉

)∗
=

s∑
m′=−s

[
U (s)T

]
mm′
〈ψ|R−1~x, s,m′〉∗

=
s∑

m′=−s

U
(s)
m′m 〈R

−1~x, s,m′|ψ〉 =
s∑

m′=−s

ψm′(R
−1~x)U

(s)
m′m (9.17)

bzw.

ψm(~x) 7→ (Uψ)m(~x) =
s∑

m′=−s

ψm′(R
−1~x)U

(s)
m′m . (9.18)

Zur Kontrolle der Rechnung kann man sich leicht von der Gruppeneigenschaft

(U1U2ψ)m(~x) =
s∑

m′=−s

(U2ψ)m′(R
−1
1 ~x)U

(s)
1,m′m

=
s∑

m′,m′′=−s

ψm′′(R
−1
2 R−1

1 ~x)U
(s)
1,m′′m′U

(s)
2,m′m

=
s∑

m′′=−s

ψm′′((R1R2)−1~x)(U
(s)
1 U

(s)
2 )m′′m (9.19)

überzeugen.
Die Drehungen des Gesamtsystems werden vom Gesamtdrehimpuls ~J er-

zeugt. Dieser muß sowohl den Bahn- als auch den Spin-Anteil drehen

e−i~θ ~J/~ = U(~θ) = UBahn(~θ)⊗ U (s)(~θ) = e−i~θ~L/~ ⊗ e−i~θ~S/~ . (9.20)

Wenn wir beide Seiten in ~θ entwicklen

1− i

~
~θ ~J +O(θ2) =

(
1− i

~
~θ~L+O(θ2)

)
⊗
(
1− i

~
~θ~S +O(θ2)

)
= 1⊗ 1− i

~
~θ~L⊗ 1− 1⊗ i

~
~θ~S +O(θ2) (9.21)

finden wir durch Koeffizientenvergleich

~J = ~L⊗ 1 + 1⊗ ~S . (9.22)

Diese Formel wird in der Literatur oft als

~J = ~L+ ~S (9.23)

abgekürzt, wobei impliziert wird, daß ~L nur auf die Ortsabhängigkeit wirkt
und ~S nur auf die Spin-Komponenten. Insbesondere vertauschen alle Kom-
ponenten von Bahndrehimpuls und Spin

[Li, Sj] = 0 (9.24)
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weil sie in verschiedenen Räumen wirken

(Li ⊗ 1) (1⊗ Sj) = (Li ⊗ Sj) = (1⊗ Sj) (Li ⊗ 1) . (9.25)

Man überzeugt sich damit leicht davon, daß die Komponenten des Gesamt-
drehimpulses wieder die gleichen Vertauschungsrelationen

[Ji, Jj] = i
3∑

k=1

εijkJk (9.26)

haben.

9.1.1 Spinpräzession

Man findet empirisch, daß der Spin ebenso wie der Bahndrehimpuls an ein
äußeres Magnetfeld koppelt. A priori gibt es keinen Grund, daß die Kopp-
lungsstärke gleich groß ist oder auch nur das gleiche Vorzeichen hat. Daher
müssen wir einen beliebigen reellen g-Faktor zulassen

HI = − q

2µc
~B~L→ − q

2µc
~B
(
~L+ g~S

)
. (9.27)

In der Tat findet man für Elektronen g = 2, was erst durch die relativistische
Beschreibung mit der Dirac-Gleichung erklärt wird.

Der Hamiltonoperator für einen lokalisierten Spin im homogenen Magnet-
feld ist also

H = E01−
gq~
4µc

~B~σ (9.28)

und führt, wie schon in Abschnitt 2.7.1 sowie in den Übungen diskutiert, zu
einer Präzession des Spins um die Richtung des Magnetfelds.

9.2 Addition von Drehimpulsen

In rotationsinvarianten System vertauscht der Hamiltonoperator mit dem
Gesamtdrehimpuls und nicht notwendig mit dem Bahndrehimpuls oder dem
Spin:

[H, ~J ] = 0 (9.29)

aber
[H, ~L] 6= 0 6= [H, ~S] . (9.30)

Deshalb werden wir gemeinsame Eigenzustände von Hamiltonoperator und
Gesamtdrehimpuls finden, aber die Eigenzustände von Bahndrehimpuls und
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Spin sind im Allgemeinen keine Eigenzustände des Hamiltonoperators, also
auch keine Lösungen der stationären SG.

In praktischen Anwendungen muß man nicht nur einen Spin und einen
Bahndrehimpuls addieren, sondern, z. B. bei Atomen mit mehr als einem
Elektron, auch zwei oder mehr Spins. Wir betrachten also sofort den allgemei-
nen Fall der Addition von Drehimpulsen l1 und l2, die beide halb oder ganz-
zahlige Werte haben können. Die 2li+1-dimensionalen HilberträumeH(li), die
die Teilsysteme beschreiben, werden also von Vektoren { li,mi〉}mi=−li,−li+1,...,li

aufgespannt, die Eigenvektoren der Drehimpulse der Teilsysteme(
~L(i)
)2

li,mi〉 = ~2li(li + 1) li,mi〉 (9.31a)

L
(i)
3 li,mi〉 = ~mi li,mi〉 (9.31b)

sind. Wir suchen im Hilbertraum des zusammengesetzten Systems

H = H(l1) ⊗H(l2) (9.32)

nach
”
Eigenzuständen des Gesamtdrehimpulses“

~L = ~L(1) ⊗ 1 + 1⊗ ~L(2) (9.33)

d. h. nach gemeinsamen Eigenzuständen l,m〉 von ~L2 und L3

~L2 l,m〉 = ~2l(l + 1) l,m〉 (9.34a)

L3 l,m〉 = ~m l,m〉 . (9.34b)

Eine Basis des Hilbertraums des Gesamtsystems bilden die (2l1 + 1)(2l2 + 1)
Vektoren

{ l1,m1; l2,m2〉 = l1,m1〉 ⊗ l2,m2〉}mi=−li,−li+1,...,li
(9.35)

und wir können

l,m〉 =

l1∑
m1=−l1

l2∑
m2=−l2

l1,m1; l2,m2〉 〈l1,m1; l2,m2|l,m〉 (9.36)

schreiben. Die Clebsch-Gordan-Koeffizienten 〈l1,m1; l2,m2|l,m〉 sind tabel-
liert. Die Lektüre der einschlägigen Tabellen verlangt aber das Verständis
der Phasenkonvention der Autoren und zumindest in einfachen Systemen ist
es leichter, die Koeffizienten auszurechnen, als sie aus der Tabelle abzulesen
. . .
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9.2.1 Clebsch-Gordan-Reihe

Die 3-Komponente des Gesamtdrehimpulses ist

L3 = L
(1)
3 ⊗ 1 + 1⊗ L(2)

3 (9.37)

und ihre Wirkung ist in der Basis (9.35) trivial

L3 l1,m1; l2;m2〉 = ~(m1 +m2) l1,m1; l2;m2〉 . (9.38)

Daraus schließen wir, daß jeder Zustand l,m〉 eine Superposition von Zu-
ständen l1,m1; l2;m2〉 mit m1 +m2 = m ist. Die Schiebeoperatoren für den
Gesamtdrehimpuls sind

L± = L
(1)
± ⊗ 1 + 1⊗ L(2)

± (9.39)

und ihre Wirkung ist in der Basis (9.35) beinahe ebenso leicht auszurechnen.

Der Zustand l1, l1; l2; l2〉 wird von beiden L
(i)
+ vernichtet und deshalb auch

von L+

L+ l1, l1; l2; l2〉 = 0 . (9.40)

Also muß l1, l1; l2; l2〉 eine Superposition von Zuständen sein, bei denen die
3-Komponente des Gesamtdrehimpuls maximal ist

l1, l1; l2; l2〉 =
∑
l

cl,l1,l2 l, l〉 . (9.41)

Weil aber gleichzeitig

L3 l1, l1; l2; l2〉 = ~(l1 + l2) l1, l1; l2; l2〉 (9.42)

gilt, muß bis auf eine frei wählbare Phase

l1, l1; l2; l2〉 = l1 + l2, l1 + l2〉 (9.43)

gelten. Durch wiederholte Anwendung von L− finden wir die ersten 2(l1 +
l2) + 1 Eigenzustände{

l1 + l2, l1 + l2〉 = l1, l1; l2; l2〉 ,

l1 + l2, l1 + l2 − 1〉 ∝ L− l1 + l2, l1 + l2〉 ,
. . . ,

l1 + l2,−l1 − l2〉 ∝ L− l1 + l2;−l1 − l2 + 1〉 ∝ l1,−l1; l2;−l2〉
}
.

(9.44)
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Die Anwendung der Formel (6.43) für die Wirkung von L
(1)
± , L

(2)
± und L±

~
√

(l1 + l2)(l1 + l2 + 1)− (l1 + l2)(l1 + l2 − 1) l1 + l2, l1 + l2 − 1〉
= L− l1 + l2, l1 + l2〉 = L− l1, l1; l2, l2〉

= ~
√
l1(l1 + 1)− l1(l1 − 1) l1, l1 − 1; l2, l2〉

+ ~
√
l2(l2 + 1)− l2(l2 − 1) l1, l1; l2, l2 − 1〉 (9.45)

führt auf

l1 + l2, l1 + l2 − 1〉 =

√
l1

l1 + l2
l1, l1 − 1; l2, l2〉+

√
l2

l1 + l2
l1, l1; l2, l2 − 1〉 .

(9.46)
Die erneute Anwendung von L− führt im allgemeinen Fall zu immer kompli-
zierteren Ergebnissen. In der Praxis, wenn mindestens eines der li klein ist,
bleiben die Rechnungen aber überschaubar2.

Offensichtlich gibt es einen weiteren Zustand ψ〉 mit m = l1 + l2− 1, der
auf l1 + l2, l1 + l2 − 1〉 orthogonal steht. Weil es keinen Zustand mit m >
l1 + l2 gibt, kann es auch keinen Zustand mit l > l1 + l2 geben. Deshalb muß,
bis auf eine frei wählbare Phase,

ψ〉 = l1 + l2 − 1, l1 + l2 − 1〉 (9.47)

sein. Durch 2(l1 + l2−1)-fache Anwendung von L− finden wir die 2(l1 + l2)−1
Zustände mit l = l1 + l2 − 1. Falls l2 = 1/2, haben wir so schon alle

2(l1 + 1/2) + 1 + 2(l1 − 1/2) + 1 = (2l1 + 1)2 = (2l1 + 1)(2l2 + 1) (9.48)

Zustände gefunden. Falls nicht, gibt es einen dritten Zustand mit m = l1 +
l2−2 der auf l1 + l2, l1 + l2 − 2〉 und l1 + l2 − 1, l1 + l2 − 2〉 orthogonal steht
und bis auf eine Phase, l1 + l2 − 2, l1 + l2 − 2〉 sein muß.

Aufgrund von

l1+l2∑
l=|l1−l2|

(2l + 1) = (2l1 + 1)(2l2 + 1) , (9.49)

wie man leicht durch doppelte Induktion nachweisen kann, endet dieser Pro-
zess bei l = |l1 − l2| und wir finden die Clebsch-Gordan-Reihe

H = H(l1) ⊗H(l2) =

l1+l2⊕
l=|l1−l2|

H(l) (9.50)

für die Zerlegung des Hilbertraums des Gesamtsystems in Unterräume mit
festem Gesamtspin.

2. . . und klausurrelevant . . .
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9.2.2 Beispiel: 2⊗ 2 = 3 + 1

Der einfachste Fall ist die Kopplung zweier Spins mit l1 = l2 = 1/2, wie sie,
z. B., für die Hyperfeinstrukturwechselwirkung von Elektron und Proton im
Wasserstoffatom benötigt wird. Die Clebsch-Gordan-Reihe (9.50) ergibt

H = H(1/2) ⊗H(1/2) = H(1) ⊕H(0) , (9.51)

also ein Triplett mit Spin 1 und ein Singulett mit Spin 0. Wir beginnen die
Konstruktion der Drehimpuls-Eigenbasis im H(1) mit dem Zustand mit dem
maximalen Eigenwert von L3

1, 1〉 = 1/2, 1/2〉 ⊗ 1/2, 1/2〉 = 1/2, 1/2; 1/2, 1/2〉 . (9.52a)

Durch einmalige Anwendung von L− auf beiden Seiten erhalten wir die sym-
metrische Kombination

1, 0〉 =
1√
2

1/2,−1/2; 1/2, 1/2〉+
1√
2

1/2, 1/2; 1/2,−1/2〉 (9.52b)

und durch erneute Anwendung von L− auf beiden Seiten den dritten Zustand

1,−1〉 = 1/2,−1/2; 1/2,−1/2〉 . (9.52c)

Wenn, wie in diesem Fall, l1 = l2 = l, dann wirkt L− im Produkt H(l) ⊗
H(l) immer symmetrisch und weil der Ausgangszustand l, l〉⊗ l, l〉 ebenfalls
symmetrisch ist, müssen alle Zustände mit maximalem Gesamtdrehimpuls 2l
symmetrisch sein.

Der verbleibende Zustand 0, 0〉 ist der Zustand mit m = 0, der auf 1, 0〉
orthogonal steht

0, 0〉 =
1√
2

1/2,−1/2; 1/2, 1/2〉 − 1√
2

1/2, 1/2; 1/2,−1/2〉 . (9.53)

Er ist antisymmetrisch unter Austauch der Komponenten.

9.3 Spin-Bahn-Kopplung

In der Beschreibung des Elektrons im Wasserstoffatom muß der Spin-Frei-
heitsgrad berücksichtig werden. Die korrekte relativistische Beschreibung mit
der Diracgleichung enthüllt einen Spin-Bahn-Kopplungsterm

HSB =
e

2m2c2

1

r

dφ

dr
(r)~L~S (9.54)
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der als Kopplung des Elektronenspins ~S an das von der Bahn des Elektrons
induzierte Magnetfeld ~B ∝ ~L interpretiert werden kann. Die Komponenten
von Spin ~S und Bahndrehimpuls ~L vertauschen nicht mit HSB und n, l,m〉⊗
s,ms〉 sind keine Eigenzustände des Gesamthamiltonoperators. Wenn wir

aber

~L~S =
1

2

((
~L+ ~S

)2

− ~L2 − ~S2

)
=

1

2

(
~J2 − ~L2 − ~S2

)
(9.55)

mit dem Gesamtdrehimpuls ~J = ~L+ ~S schreiben, sehen wird, daß ~J2, J3, ~L2

und ~S2 miteinander vertauschende Observable sind, die miteinander und mit
dem Hamiltonoperator vertauschen, also erhaltene Quantenzahlen, bzw.

”
gu-

te Quantenzahlen“, sind:

~L~S j,m〉 =
~2

2
(j(j + 1)− l(l + 1)− s(s+ 1)) j,m〉 . (9.56)

Mit den Näherungsmethoden aus dem nächsten Kapitel können wir den Ein-
fluß der Spin-Bahn-Kopplung auf das Wasserstoffspektrum berechnen.
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—10—
Näherungsmethoden

Vorlesung 22: Mo, 15. 07. 2019

Leider kann nur eine verschwindende Minderheit der physikalisch interessan-
ten Hamiltonoperatoren diagonalisiert werden, d. h. man kann durch analy-
tische Rechnung keinen vollständigen Satz von Eigenvektoren konstruieren,
obwohl mathematische Theoreme dessen Existenz garantieren.

Einen Ausweg bietet die Suche nach näherungsweisen Lösungen der SG
oder der stationären SG. Hierbei identifiziert man einen kleinen Parameter
und entwickelt die Lösungen nach diesem Parameter.

10.1 Zeitunabhängige Störungstheorie

Eine wichtige Methode zerlegt den Gesamthamiltonoperator

H = H0 + λHI (10.1)

in einen
”
freien“ Hamiltonoperator H0 und eine

”
kleine“ Störung λHI , deren

Stärke im Prinzip1 durch den reellen Parameter λ gesteuert werden kann.
Die Zerlegung wird so durchgeführt, daß die Eigenwerte und Eigenvektoren
von H0 vollständig bekannt sind

H0 n; 0〉 = E(0)
n n; 0〉 (10.2a)

〈n; 0|m; 0〉 = δnm (10.2b)∑
n

n; 0〉 〈n; 0 = 1 . (10.2c)

Daß es nicht immer leicht oder auch nur möglich ist, ein analytisch diagona-
lisierbares H0 zu finden bei dem λHI ”

klein ist“, liegt auf der Hand . . .

1Es ist nicht erforderlich, daß der Parameter λ im Experiment manipuliert werden kann!
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Es gilt nun die volle SG

H n〉 = (H0 + λHI) n〉 = En n〉 (10.3)

zu lösen, indem man die
”
gestörten“ Eigenwerte und Eigenvektoren in Po-

tenzen von λ entwickelt

En =
∞∑
i=0

λiE(i)
n = E(0)

n + λE(1)
n + λ2E(2)

n +O(λ3) (10.4a)

n〉 =
∞∑
i=0

λi n; i〉 = n; 0〉+ λ n; 1〉+ λ2 n; 2〉+O(λ3) . (10.4b)

Es erweist sich als sinnvoll, den gestörten Zustand n〉 nicht mit 〈n|n〉 = 1
zu normieren, sondern stattdessen

〈n; 0|n; i〉 = δ0i (10.4c)

zu fordern, was zu
〈n; 0|n〉 = 1 (10.5)

äquivalent ist. Falls der normierte Zustand n〉 benötigt wird, kann man die
Normierung nachträglich durchführen. Ein Koeffizientenvergleich der Poten-
zen von λ in (10.3) führt auf

λ0 : H0 n; 0〉 = E(0)
n n; 0〉 (10.6a)

λ1 : H0 n; 1〉+HI n; 0〉 = E(0)
n n; 1〉+ E(1)

n n; 0〉 (10.6b)

λ2 : H0 n; 2〉+HI n; 1〉 = E(0)
n n; 2〉+ E(1)

n n; 1〉+ E(2)
n n; 0〉

(10.6c)

. . .

λk : H0 n; k〉+HI n; k − 1〉 =
k∑
l=0

E(l)
n n; k − l〉 (10.6d)

. . . .

Unter den Gleichungen (10.6) liefert (10.6a) keine neue Information. Das
Skalarprodukt der Gleichung (10.6b) mit 〈m; 0 liefert

〈m; 0|H0|n; 1〉︸ ︷︷ ︸
=E

(0)
m 〈m;0|n;1〉

+ 〈m; 0|HI |n; 0〉 = E(0)
n 〈m; 0|n; 1〉+ E(1)

n 〈m; 0|n; 0〉 , (10.7)

also (
E(0)
m − E(0)

n

)
〈m; 0|n; 1〉+ 〈m; 0|HI |n; 0〉 = E(1)

n 〈m; 0|n; 0〉 . (10.8)
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10.1.1 Nicht-entartete Störungstheorie

Zunächst beschränken wir uns auf den Fall, daß alle E
(0)
n unterschiedlich sind

∀n 6= m : E(0)
n 6= E(0)

m . (10.9)

Das ist zwar nicht der allgemeine Fall, aber eine Entartung erfordert beson-
dere Maßnahmen, die für das erste Verständnis hinderlich sind.

Aus Spezialfall m = n von (10.8) man man direkt die Änderung der
Energie in erster Ordnung ablesen

E(1)
n = 〈n; 0|HI |n; 0〉 . (10.10)

Die Fälle m 6= n(
E(0)
m − E(0)

n

)
〈m; 0|n; 1〉+ 〈m; 0|HI |n; 0〉 = 0 (10.11)

führen hingegen auf

〈m; 0|n; 1〉 = −〈m; 0|HI |n; 0〉
E

(0)
m − E(0)

n

(für m 6= n) (10.12)

und nach Einschieben einer Zerlegung der Eins die Änderung des Eigenvek-
tors

n; 1〉 =
∑
m

m; 0〉 〈m; 0|n; 1〉 = n; 0〉 〈n; 0|n; 1〉︸ ︷︷ ︸
=0

+
∑
m 6=n

m; 0〉 〈m; 0|n; 1〉

= −
∑
m 6=n

m; 0〉 〈m; 0|HI |n; 0〉
E

(0)
m − E(0)

n

, (10.13)

sofern die Summe konvergiert, die Matrixelemente 〈m; 0|HI |n; 0〉 also fürm→
∞ hinreichend schnell abfallen.

Wenn wir uns in zweiter Ordnung auf die Änderung des Eigenwerts be-
schränken, genügt es das Skalarprodukt der Gleichung (10.6c) mit 〈n; 0 zu
berechnen

=E
(0)
n 〈n;0|n;2〉=0︷ ︸︸ ︷

〈n; 0|H0|n; 2〉+ 〈n; 0|HI |n; 1〉
= E(0)

n 〈n; 0|n; 2〉︸ ︷︷ ︸
=0

+E(1)
n 〈n; 0|n; 1〉︸ ︷︷ ︸

=0

+E(2)
n 〈n; 0|n; 0〉︸ ︷︷ ︸

=1

, (10.14)

also
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E(2)
n = 〈n; 0|HI |n; 1〉 = −

∑
m6=n

〈n; 0|HI |m; 0〉 〈m; 0|HI |n; 0〉
E

(0)
m − E(0)

n

= −
∑
m 6=n

|〈m; 0|HI |n; 0〉|2

E
(0)
m − E(0)

n

. (10.15)

sofern die Summe konvergiert. Wenn 0; 0〉 der ungestörte Zustand mit der
niedrigsten Energie ist, also

∀n 6= 0 : E(0)
n > E

(0)
0 , (10.16)

haben alle Terme in (10.15) das gleiche Vorzeichen und wir finden

E
(2)
0 < 0 . (10.17)

Die Energie des Grundzustandes wird also in zweiter Ordnung immer abge-
senkt. Zusammengefasst haben wir gefunden

En = E(0)
n + λ 〈n; 0|HI |n; 0〉 − λ2

∑
m 6=n

|〈m; 0|HI |n; 0〉|2

E
(0)
m − E(0)

n

+O(λ3) (10.18a)

n〉 = n; 0〉 − λ
∑
m6=n

m; 0〉 〈m; 0|HI |n; 0〉
E

(0)
m − E(0)

n

+O(λ2) (10.18b)

und die Berechnung höherer Ordnungen erweist sich anschließend als Fleiß-
aufgabe.

Bei der Begründung der Störungstheorie wurde angenommen, daß die
Störung λHI in einem geeigneten Sinn

”
klein“ ist. In den Gleichung (10.18)

fällt aber auf, daß beinahe entartete Zustände mit |E(0)
m − E

(0)
n | → 0 zu

beliebig großen Störungen führen, die die Güte der Approximation in Frage
stellen können. Neben der Stärke der Kopplung zwischen zwei ungestörten
Zuständen λ 〈m; 0|HI |n; 0〉, spielt die Separation ihrer ungestörten Energien
eine ebenso wichtige Rolle.

Zusatzmaterial (nicht Teil der Vorlesung):
Man darf übrigens nicht erwarten, daß die Störungsreihe einen endlichen Konvergenz-

radius in λ hat. Im allgemeinen ist die Störungsreihe eine asymptotische Reihe in λ,
die nicht konvergiert, deren erste Terme aber oft eine gute numerische Approximation
liefern können. Ein extremes Negativ Beispiel sind Funktionen der Form

f(z) = e−
1
z , (10.19)

deren Taylorentwicklung um z = 0 verschwindet, die aber selbst nicht verschwindet.
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10.1.2 Entartete Störungstheorie

Bei der Weiterverarbeitung von (10.8) hatten wir vorausgesetzt, daß alle

ungestörten Energien E
(0)
n verschieden sind. In der Tat tauchen in (10.18)

Terme der Form
〈m; 0|HI |n; 0〉
E

(0)
m − E(0)

n

(10.20)

auf, die für E
(0)
m = E

(0)
n nicht definiert sind. Die Lösung dieses Problems be-

steht darin, von einer Basis { n; 0〉}n=0,1,... der entarteten ungestörten Zustände
mit

〈m; 0|HI |n; 0〉 6= 0 (10.21)

zu einer Basis { n; 0′〉}n=0,1,... zu wechseln, in der

〈m; 0′|HI |n; 0′〉 ∝ δmn (10.22)

gilt. D. h., man diagonalisiert den Hamiltonoperator in jedem entarteten Un-
terraum. Wenn die entarteten Unterräume klein genug sind oder der Hamil-
tonoperator in dem Unterraum besonders symmetrisch ist, kann2 dies analy-
tisch ohne weitere Näherungen gelingen. Anschließend kann man statt (10.18)
die Formeln3

En = E(0)
n + λ 〈n; 0|HI |n; 0〉 − λ2

∑
m:E

(0)
m 6=E

(0)
n

|〈m; 0|HI |n; 0〉|2

E
(0)
m − E(0)

n

+O(λ3)

(10.23a)

n〉 = n; 0〉 − λ
∑

m:E
(0)
m 6=E

(0)
n

m; 0〉 〈m; 0|HI |n; 0〉
E

(0)
m − E(0)

n

+O(λ2)

(10.23b)

benutzen, in denen nur über mit dem ungestörten Zustand nicht entartete
Zustände summiert wird, weil die Matrixelemente der Störung für entartete
Zustände verschwinden.

10.2 Zeitabhängige Störungstheorie

Wir zerlegen wieder den Gesamthamiltonoperator

H(t) = H0 + λHI(t) (10.24)

2. . . aber muß nicht!
3Herzlichen Dank an Stefan Beyl für den Vorschlag, die Formeln (10.23) auszuschreiben

und nicht nur auf (10.18) zu verweisen.
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in einen freien Hamiltonoperator H0 und eine kleine Störung λHI(t), die
diesmal zeitabhängig sein darf. Die Zerlegung wird wieder so durchgeführt,
daß die Eigenwerte und Eigenvektoren von H0 vollständig bekannt sind4

H0 n〉 = En n〉 (10.25a)

〈n|m〉 = δnm (10.25b)∑
n

n〉 〈n = 1 . (10.25c)

Die Zeitabhängigkeit von HI(t) kann dabei sowohl durch die Kopplung an
ein externes klassisches System als auch durch den Wechsel in das Wechsel-
wirkungsbild entstehen.

10.2.1 Wechselwirkungsbild

In Abschnitt 3.2.7 hatten wir angedeutet, daß man neben dem

• Schrödingerbild mit

– konstanten Observablen AS und

– zeitabhängigen Zuständen ψS(t)〉 = U(t, t0) ψ(t0)〉

und dem

• Heisenbergbild mit

– zeitabhängigen Observablen AH(t) = U †(t, t0)AH(t0)U(t, t0) und

– konstanten Zuständen ψH〉

auch noch das

• Wechselwirkungsbild mit

– zeitabhängigen Observablen AW (t) und

– zeitabhängigen Zuständen ψW (t)〉

verwendet. Im Schrödinger- und Heisenbergbild ist der Zeitentwicklungsope-
rator eine Lösung der SG

i~
d

dt
U(t, t0) = H(t)U(t, t0) (10.26a)

U(t0, t0) = 1 , (10.26b)

4Diesmal können wir auf die Indices 0 verzichten.
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die im Fall eines konstanten H geschlossen als

U(t, t0) = e−iH(t−t0)/~ (10.27)

geschrieben werden kann. Im Wechselwirkungsbild wird nur der freie Teil H0

des Hamiltonoperators in die Observablen absorbiert

AW (t) = eiH0(t−t0)/~AW (t0)e−iH0(t−t0)/~ , (10.28a)

während die Wechselwirkung λHI(t) die zeitliche Änderung der Zustände
beschreibt

ψW (t)〉 = UW (t, t0) ψW (t0)〉 (10.28b)

i~
d

dt
UW (t, t0) = λHI,W (t)UW (t, t0) (10.28c)

UW (t0, t0) = 1 . (10.28d)

Hier ist wichtig, daß der Hamiltonoperator in (10.28c) im Wechselwirkungs-
bild

HI,W (t) = eiH0(t−t0)/~HI(t0)e−iH0(t−t0)/~ (10.29)

ausgewertet wird. Dies ist wegen

eiH0(t−t0)/~Ane−iH0(t−t0)/~ =
(
eiH0(t−t0)/~Ae−iH0(t−t0)/~)n (10.30)

automatisch gewährleistet, wenn HI(t) ein Polynom oder eine Potenzreihe in
Ort und Impuls ist und diese im Wechselwirkungsbild geschrieben werden.

Um zu sehen, daß die Vorhersagen im Wechselwirkungsbild mit dem
Schrödingerbild übereinstimmen, bemerken wir, daß der Zeitentwicklungs-
operator im Wechselwirkungsbild

UW (t, t0) = eiH0(t−t0)/~U(t, t0) (10.31)

die SG (10.28c) löst:

i~
d

dt
UW (t, t0) = eiH0(t−t0)/~ (H −H0)U(t, t0) = λeiH0(t−t0)/~HI(t)U(t, t0)

= λeiH0(t−t0)/~HI(t)e
−iH0(t−t0)/~eiH0(t−t0)/~U(t, t0) = λHI,W (t)UW (t, t0) .

(10.32)

Wenn die Bilder bei t = t0 aneinander angeschlossen werden

AW (t0) = AS = A (10.33a)

ψW (t0) = ψS(t0) = ψ (10.33b)
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und wir der Kürze halber t0 = 0 wählen, stimmen alle Matrixelemente übe-
rein:

〈ψS(t)|AS|φS(t)〉 = 〈ψ|U †(t, 0)AU(t, t)|φ〉
= 〈ψ|U †(t, 0)e−iH0t/~eiH0t/~AW (0)e−iH0t/~eiH0t/~U(t, 0)|φ〉
= 〈ψ|U †W (t, 0)AW (t)UW (t, 0)|φ〉 = 〈ψW (t)|AW (t)|φW (t)〉 . (10.34)

Der Ausdruck (10.31) für UW (t, t0) ist nur beschränkt nützlich, weil wir die
Störungstheorie nicht bräuchten, wenn wir U(t, t0) direkt berechnen können.

Vorlesung 23: Fr, 19. 07. 2019

Allerdings können wir UW (t, t0) leicht mit einer Reihenentwicklung appro-
ximieren. Das Anfangswertproblem (10.28c) und (10.28d) ist äquivalent zur
Integralgleichung

UW (t, t0) = 1 +
λ

i~

∫ t

t0

dτ HI,W (τ)UW (τ, t0) , (10.35)

die man iterieren kann

UW (t, t0) = 1 +
λ

i~

∫ t

t0

dτ1HI,W (τ1)

+

(
λ

i~

)2 ∫ t

t0

dτ1

∫ τ1

t0

dτ2HI,W (τ1)HI,W (τ2)UW (τ2, t0) , (10.36)

um die Dyson-Reihe

UW (t, t0)

= 1 +
λ

i~

∫ t

t0

dτ1HI,W (τ1) +

(
λ

i~

)2 ∫ t

t0

dτ1

∫ τ1

t0

dτ2HI,W (τ1)HI,W (τ2)

+

(
λ

i~

)3 ∫ t

t0

dτ1

∫ τ1

t0

dτ2

∫ τ2

t0

dτ3HI,W (τ1)HI,W (τ2)HI,W (τ3) +O(λ4)

(10.37)

zu erhalten. Die Terme mit höheren Potenzen von λ sind formal höherer
Ordnung, aber bei der Frage nach der Güte der Approximation muß man
berücksichtigen, daß die Integrale für große Intervalle [t0, t] auch selbst groß
werden können.
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10.2.2 Übergangswahrscheinlichkeiten

Ein System, das zum Zeitpunkt t0 im normierten Zustand ψ〉 war, wird zum
Zeitpunkt t im Zustand UW (t, t0) ψ〉 sein. Deshalb ist die Wahrscheinlichkeit,
das System zum Zeitpunkt t im normierten Zustand φ〉 anzutreffen, das
Betragsquadrat der Übergangsamplitude

pψ→φ(t, t0) = |〈φ|ψW (t)〉|2 = |〈φ|UW (t, t0)|ψ〉|2 . (10.38)

Für die weitere Diskussion ist es hilfreich, als konkretes Beispiel eine bei t = 0
eingeschaltete Störung

HI(t) =

{
0 für t < 0

V für t > 0
(10.39)

zu betrachten, wobei der selbstadjungierte Operator V nicht explizit zeitabhängig
ist, aber aus Observablen wie Ort X und Impuls P zusammengesetzt ist und
deshalb im Wechselwirkungsbild zeitabhängig ist

HI,W (t) = eiH0(t−t0)/~HI(t)e
−iH0(t−t0)/~ . (10.40)

Im Fall t0 < 0 erhalten wir bis auf eine Phase das gleiche Resultat wie im
Fall t0 = 0, den wir der Einfachheit halber wählen. Es ergibt sich dann
als Übergangsamplitude zwischen zwei normierten Eigenzuständen des un-
gestörten Hamiltonoperators H0

〈m|UW (t, 0)|n〉 = 〈m|n〉+
λ

i~

∫ t

0

dτ1 〈m|HI,W (τ1)|n〉+O(λ2)

= δnm +
λ

i~

∫ t

0

dτ1 〈m|eiH0τ1/~V e−iH0τ1/~|n〉+O(λ2)

= δnm +
λ

i~
〈m|V |n〉

∫ t

0

dτ1 ei(Em−En)τ1/~ +O(λ2)

= δnm +
λ

i~
〈m|V |n〉 ~

i(Em − En)
ei(Em−En)τ1/~

∣∣∣∣t
0

+O(λ2)

= δnm −
λ 〈m|V |n〉
Em − En

(
ei(Em−En)t/~ − 1

)
+O(λ2) . (10.41)

Für m 6= n ergibt sich

p
(2)
n→m6=n(t, 0) =

∣∣∣〈m|U (1)
W (t, 0)|n〉

∣∣∣2
m 6=n

=
λ2 |〈m|V |n〉|2

(Em − En)2

∣∣ei(Em−En)t/~ − 1
∣∣2︸ ︷︷ ︸

=1−2 cos
(Em−En)t

~ +1
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Abbildung 10.1: Quadrat der Besselfunktion (j0(x))2 =
(

sin(πx)
πx

)2

.

=
λ2 |〈m|V |n〉|2

(Em − En)2
4 sin2

(
(Em − En)t

2~

)
= λ2 t

2 |〈m|V |n〉|2

~2

(
j0

(
(Em − En)t

2~

))2

(10.42)

mit der Bessel-Funktion

j0(x) =
sinx

x
. (10.43)

Als Funktion von
∆E = Em − En (10.44)

betrachtet, fällt pn→m 6=n(t, 0) schnell ab (vgl. Abbildung 10.1) und die Bei-
träge außerhalb des Intervalls zwischen den Nullstellen in der Nähe des Ur-
sprungs bei ∣∣∣∣∆Et2~

∣∣∣∣ = π (10.45)

können vernachlässigt werden. Wenn wir

∆t = t− t0 = t (10.46)

für die Zeit schreiben, während der die Wechselwirkung HI eingeschaltet ist,
ergibt sich

∆E∆t ≈ 2π~ (10.47)
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als Zeit-Energie-Unschärfe. Sie drückt aus, daß Übergänge, die die Energie-
erhaltung verletzen nur für eine sehr kurze Zeit nicht stark unterdrückt sind.
Sie darf nicht mit der Heisenbergschen Unschärferelation für die gleichzeitige
Messung nicht-vertauschender Observabler verwechselt werden.

Aufgrund von ∫ ∞
−∞

dx
k

π
(j0(kx))2 = 1 (10.48a)

lim
k→+∞

k

π
(j0(kx))2

∣∣∣∣
x 6=0

= 0 (10.48b)

gilt

lim
k→+∞

k

π
(j0(kx))2 = δ(x) (10.49)

und wir finden im Einklang mit (10.47) für große Zeiten Energieerhaltung

p
(2)
n→m6=n(t, 0)

t→+∞−−−−→ λ2 t π |〈m|V |n〉|
2

~2
δ

(
Em − En

2~

)
= tλ2 |〈m|V |n〉|2 2π

~
δ(Em − En) . (10.50)

Weil die Übergangswahrscheinlichkeit p
(2)
n→m 6=n(t, 0) für große Zeiten linear

wächst, liegt es nahe, eine Übergangsrate pro Zeiteinheit

R
(2)
n→m 6=n(t) =

dp
(2)
n→m 6=n

dt
(t, 0) (10.51)

zu definieren, die für große Zeiten konstant wird

R
(2)
n→m6=n(∞) = lim

t→+∞
R

(2)
n→m6=n(t) = λ2 |〈m|V |n〉|2 2π

~
δ(Em − En) . (10.52)

Wenn man die Rechnung in die nächste Ordnung fortsetzt, findet man im
Grenzfall t → +∞ wieder Energieerhaltung zwischen Anfangs und Endzu-
stand

R
(3)
n→m6=n(∞) =

∣∣∣∣∣λ 〈m|V |n〉 − λ2
∑
k

〈m|V |k〉 〈k|V |n〉
Ek − En

∣∣∣∣∣
2

2π

~
δ(Em − En) ,

(10.53)
aber nicht für die virtuellen Zwischenzustände, über die summiert werden
muß, wenn man zur der Auswertung von V V eine Zerlegung der Eins ein-
schiebt. Auch hier ist der Beitrag von Zwischenzuständen mit ähnlicher Ener-
gie verstärkt.
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Zusatzmaterial (nicht Teil der Vorlesung):
Die Konvergenz der Summe über k ist übrigens in keiner Weise garantiert. Wenn die

Summe für große Ek − En divergiert, spricht man von einer Ultraviolett-Katastrophe
und wenn sie für gleine Ek − En divergiert von einer Infrarot-Katastrophe. Diese sind
ein Zeichen dafür, daß H0 in der Zerlegung von H falsch gewählt wurde.

10.2.3 Fermis Goldene Regel

Bei nicht normierbaren Zuständen können wir uns die Energieerhaltung bei
großen Zeiten zunutze machen, um einen einfachen Ausdruck für die Über-
gangsrate herzuleiten. Die Übergangsrate von einem Anfangszustand i〉 zu
einem einzelnen Endzustand f〉 ist

R
(2)
i→f (∞) = λ2 |〈f |V |i〉|2 2π

~
δ(Ef − Ei) (10.54)

Im Allgemeinen gibt es viele Zustände mit der gleichen Energie, aber un-
terschiedlichen anderen Quantenzahlen, wie Implus oder Drehimpuls. Wenn
diese Quantenzahlen nicht beobachtet werden, muß über alle Zustände sum-
miert, bzw. integriert, werden die unter Berücksichtigung von Erhaltungsätzen
erreicht werden können

R
(2)
i→f (∞) =

∫
dEfρ(Ef )λ

2 |〈f |V |i〉|2 2π

~
δ(Ef − Ei) = λ2 |〈f |V |i〉|2 2π

~
ρ(E) .

(10.55)
Dabei ist Ef = Ei = E und ρ(E) die Dichte der erreichbaren Zustände mit
Energie E im Hilbertraum. Diese wird auch als Zustandsdichte bezeichnet
und kann in Systemen mit Wechselwirkung eine sehr komplizierte Form ha-
ben. Für freie Teilchen kann sie hingegen leicht durch Abzählen der Lösungen
der stationären SG in einem endlichen Kasten bestimmt werden. Sie wächst
meist mit dem Volumen des Kastens, sodaß die Übergangsrate pro Volumen
eine wohldefinierte Größe ist. Die Formel (10.55) ist als Fermis Goldene Regel
bekannt.

10.2.4 Harmonische Störung

Ein weiteres wichtiges Beispiel ist eine harmonische Störung, die, z. B., die
Emission und Absorption von Photonen durch Atome beschreibt

HI(t) = Ae−iωt + A†eiωt . (10.56)

In diesem Fall ist ω die Frequenz des Photons und

A = g n′, l′,m′〉 〈n, l,m (10.57)
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der Operator, der den Sprung eines Elektrons vom Zustand n, l,m〉 in den
Zustand n′, l′,m′〉 bewirkt. Für die Übergangsamplitude finden wir diesmal

〈m|U (1)
W (t, 0)|n〉 =

λ

i~

∫ t

0

dτ1 〈m|HI,W (τ1)|n〉

=
λ

i~

∫ t

0

dτ1

(
〈m|A|n〉 ei(Em−En−~ω)τ1/~ + 〈m|A†|n〉 ei(Em−En+~ω)τ1/~

)
= −λ

( 〈m|A|n〉
Em − En − ~ω

(
ei(Em−En−~ω)t/~ − 1

)
︸ ︷︷ ︸

=c+(t)

+
〈m|A†|n〉

Em − En + ~ω
(
ei(Em−En+~ω)t/~ − 1

)
︸ ︷︷ ︸

=c−(t)

)
. (10.58)

Im Betragsquadrat ergeben die quadratischen Terme wieder asymptotisch
linear in t wachsende Terme

|c+(t)|2 t→+∞−−−−→ t |〈m|A|n〉|2 2π

~
δ(Em − En − ~ω) (10.59a)

|c−(t)|2 t→+∞−−−−→ t |〈n|A|m〉|2 2π

~
δ(Em − En + ~ω) , (10.59b)

die zu einer konstanten Übergangsrate führen und ±~ω in die Energieerhal-
tung einfügen. Man kann sich leicht davon überzeugen, daß die Interferenz-
terme

c∗+(t)c−(t) + c∗−(t)c+(t) (10.60)

für t→ +∞ keine Terme proportional zu t enthalten und deshalb zur Über-
gangsrate nicht beitragen. Das Endergebnis in zweiter Ordnung λ ist also

R
(2)
i→f (∞) = λ2 2π

~
ρ(Ef )

(
|〈f |A|i〉|2 δ(Ef − Ei − ~ω)

+ |〈i|A|f〉|2 δ(Ef − Ei + ~ω)
)
. (10.61)

In unserem Beispiel beschreibt der erste Term die Absorption Ei + ~ω → Ef
und der zweite Term die Emission Ei → Ef + ~ω eines Photons. Weil die
Zustände für die Photonen nicht normierbar sind, müssen wir in diesem Fall
die Rate noch mit der Zustandsdichte ρ(Ef ) multiplizieren, die z. B. durch
Betrachtung der Moden für Photonen in einem Kasten bestimmt werden
kann.
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10.3 Variationsprinzip

Vorlesung 24: Mo, 22. 07. 2019

Wenn es keine sinnvolle Aufspaltung (10.1) gibt, in der H0 exakt diagoli-
sierbar und Matrixelemente von λHI klein sind, ist die Störungsrechnung
wertlos. In einem solchen Fall kann das Ritzsche Variationsprinzip hilfreich
sein.

10.3.1 Grundzustand

Der Erwartungswert des Hamiltonoperators 〈ψ|H|ψ〉 als Funktion der nor-
mierten Zustände ψ〉 wird vom Zustand niedrigster Energie 0〉 minimiert,
weil aus E0 ≤ En

〈ψ|H|ψ〉 =
∑
n

〈ψ|H|n〉 〈n|ψ〉 =
∑
n

En︸︷︷︸
≥E0

〈ψ|n〉 〈n|ψ〉

≥
∑
n

E0 〈ψ|n〉 〈n|ψ〉 = E0 〈ψ|ψ〉 = E0 〈0|0〉 = 〈0|H|0〉 (10.62)

folgt. Wenn aus der Form des Hamiltonoperators klar ist, daß die Eigen-
werte nach unten beschränkt sind, ist man sicher, daß das Minimum auch
angenommen wird. Man weiß nur nicht, ob der Grundzustand eindeutig ist.

Man kann deshalb einen5 Ansatz für den Grundzustand 0〉 machen, der
von einem oder mehreren Parametern {αi} abhängt

α1, . . . , αn〉 (10.63)

und den Erwartungswert des Hamiltonoperators als Funktion der Parameter

E(α1, . . . , αn) = 〈α1, . . . , αn|H|α1, . . . , αn〉 (10.64)

minimieren

∀i = 1, . . . , n :
∂E

∂αi
(α̂1, . . . , α̂n) = 0 (10.65a)

∀v ∈ Rn :
n∑

i,j=1

vivj
∂2E

∂αi∂αj
(α̂1, . . . , α̂n) > 0 . (10.65b)

Dann weiß man, daß
0̂〉 = α̂1, . . . , α̂n〉 (10.66)

5. . . mehr oder weniger guten . . .
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eine bestmögliche Approximation an den Grundzustand ψ〉 innerhalb der
Menge

{ α1, . . . , αn〉 : αi ∈ R} ⊂ H (10.67)

ist. In einem endlich-dimensionalen Hilbertraum kann man so sogar den exak-
ten Grundzustand 0〉 finden. Im allgemeinen Fall hängt die Güte der Appro-
ximation empfindlich davon ab, wie

”
nahe“ die Vektoren α1, . . . , αn〉 dem

richtigen Grundzustand kommen. In diesem Sinne ist die Näherung nicht
kontrolliert.

Praktische Hinweis: bei der Konstruktion der Parametrisierung α1, . . . , αn〉
muß man die Normierung sicherstellen. Es kann aber bequemer sein, auf die
explizite Normierung zu verzichten und

E(α1, . . . , αn) =
〈α1, . . . , αn|H|α1, . . . , αn〉
〈α1, . . . , αn|α1, . . . , αn〉

(10.68)

zu minimieren.

10.3.2 Angeregte Zustände

Die Methode kann auf angeregte Zustände verallgemeinert werden, wenn
man zunächst den Grundzustand sucht und den Ansatz auf den orthogonalen
Unterraum projiziert. Dann man den ersten angeregten Zustand suchen und
die Prozedur wiederholen.

10.3.3 Beispiel: Heliumatom

Man findet eine erstaunlich gute Approximation an den Grundzustand des
Heliumatoms

H =
1

2µ
~P 2

1 −
Ze2

4π

1

| ~X1|
+

1

2µ
~P 2

2 −
Ze2

4π

1

| ~X2|
+
e2

4π

1

| ~X1 − ~X2|
, (10.69)

wenn man als Ansatz für die Wellenfunktion das Produkt zweier Grundzu-
standswellenfunktionen des Wasserstoffatoms wählt

ψ(~x1, ~x2) = 〈~x1, ~x2|a〉 =
1

πa3
e−(r1+r2)/a , (10.70)

wobei der Parameter a > 0 variiert werden kann und nicht auf den halb-
en Bohr-Radius a0/2 festgelegt wird. Die physikalische Begründung ist, daß
jedes Elektron nicht die gesamte Kernladung Z = 2 sieht, sondern diese
teilweise vom anderen Elektron abgeschirmt wird. Man erwartet also ein Mi-
nimum

â ∈ [a0/2, a0] (10.71)
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sofern in H die abstoßende Wechselwirkung der Elektronen berücksichtigt
wird. Das Ergebnis (vgl. [Sak94], Seite 368)

â =
a0

2− 5/16
(10.72)

liefert eine erstaunlich gute Approximation der gemessenen Bindungsenergie,
die wesentlich besser ist, als das Ergebnis der ersten Ordung zeitunabhängiger
Störungsrechnung.

Die Verwendung von Variationsprinzipien sind ein wesentliches Werkzurg
zur Beschreibung von Mehr- und Vielkörpersystemen in Atom-, Kern- und
Festkörperphysik bei denen die Störungsrechnung versagt.

10.4 WKB-Methode 6

Wenn wir für die Wellenfunktion den Ansatz

〈~x|ψ(t)〉 = ψ(~x, t) = eiS(~x,t)/~ (10.73)

machen, wird die linke Seite der SG zu

i~
∂

∂t
eiS/~ = −∂S

∂t
eiS/~ (10.74)

und die rechte Seite der SG zu

Hψ = − ~2

2m
∆eiS/~ + V eiS/~ = − ~2

2m
~∇
(
~∇S i

~
eiS/~

)
+ V eiS/~

= − ~2

2m

(
− 1

~2

(
~∇S
)2

+
i

~
∆S

)
eiS/~ + V eiS/~ , (10.75)

also für eiS 6= 0
∂S

∂t
+

1

2m

(
~∇S
)2

+ V =
i~
2m

∆S . (10.76)

Im formalen Grenzfall ~ → 0 ergibt sich daraus die nichtlineare partielle
Differentialgleichung mit reellen Koeffizienten

∂S

∂t
(~x, t) +

1

2m

(
~∇S(~x, t)

)2

+ V (~x) = 0 (10.77)

für S.

6Im Sommersemester 2019 aus Zeitgründen übersprungen.
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Zusatzmaterial (nicht Teil der Vorlesung):
Also gibt es reelle Lösungen für S, die im semiklassischen Grenzfall ~→ 0 die Hamilton-
Jacobi-Gleichung der klassischen Mechanik

∂S

∂t
(~x, t) +H

(
~x, ~∇S(~x, t), t

)
= 0 (10.78)

lösen. In diesem Fall ist S die Erzeugende der kanonischen Transformation, die die
Bewegungsgleichung löst.

Für Lösungen der stationären SG kann man

S(~x, t) = W (~x)− Et (10.79)

bzw.
ψ(~x, t) = e−iEt/~eiW (~x)/~ (10.80)

schreiben und es ergibt sich

1

2m

(
~∇W

)2

+ V − E =
i~
2m

∆W . (10.81)

Den formalen Grenzfall ~→ 0 sollte man besser durch die Bedingung

~
∣∣∣∣∆S(~x, t)

∣∣∣∣� ∣∣∣∣(~∇S(~x, t
)2
∣∣∣∣ (10.82a)

bzw.

~
∣∣∣∣∆W (~x)

∣∣∣∣� ∣∣∣∣(~∇W (~x)
)2
∣∣∣∣ (10.82b)

ersetzen, die man a posteriori für die gefundene Lösung überprüfen kann.
Offensichtlich gilt in betrachteten Grenzfall(

~∇W (~x)
)2

= 2m(E − V (~x)) (10.83)

und wir können reelle W (~x), die einer oszillatorischen Wellenfunktion ent-
sprechen, in einer Umgebung von Punkten ~x0 mit V (~x0) < E finden. In einer
Umgebung von Punkten ~x0 mit V (~x0) > E finden wir imaginäre W (~x), die ei-
ner exponentiell ansteigenden oder abfallenden Wellenfunktion entsprechen.
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10.4.1 Eindimensionale Systeme

Die weitere Diskussion ist für eindimensionale Systeme wesentlich übersicht-
licher als der allgemeine Fall. Definiere

p(x) =
√

2m(E − V (x)) (10.84)

für E > V (x) und entwickele W (x) in ~

W (x) =
∞∑
n=0

~nWn(x) . (10.85)

Die Gleichung für W wird zu einer nichtlinearen gewöhnliche Differentialglei-
chung

(W ′)2 − p2 = i~W ′′ , (10.86)

die Ordnung für Ordnung

(W ′
0)2 = p2 (10.87a)

2W ′
0W

′
1 = iW ′′

0 (10.87b)

. . .

mit

W ′
0 = ±p (10.88a)

W ′
1 =

i

2

W ′′
0

W ′
0

=
i

2

p′

p
(10.88b)

. . .

bis auf eine komplexe Konstante, d. h. Normierung und Phase der Wellen-
funktion, gelöst werden kann

W0(x) = ±
∫ x

dξ p(ξ) = ±
√

2m

∫ x

dξ
√
E − V (ξ) (10.89a)

W1(x) =
i

2
ln p(x) =

i

2
ln
√
E − V (x) (10.89b)

. . . .

Das Vorzeichen von W0(x) ist dabei unbestimmt und muß durch Anschluß-
bedingungen festgelegt werden. Wenn wir im Exponenten die Terme O(~)
vernachlässigen, ist das Ergebnis

ψ(x) ∝ e±i
∫ xdξ p(ξ)/~− 1

2
ln
√
E−V (x) =

1

(E − V (x))1/4
e±i

∫ xdξ p(ξ)/~ . (10.90)
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Lokal können wir die Phase mit

φ(x) = ±1

~
(x− x0)p(x0) +O((x− x0)2) (10.91)

approximieren und finden eine ortsabhängige Wellenzahl

k(x) =
p(x)

~
≈ W ′(x) (10.92)

und eine ortsabhängige Compton-Wellenlänge

λ(x) =
2π

k(x)
=

2π~
p(x)

. (10.93)

Die Bedingung (10.82) für die Gültigkeit der WKB-Näherung hat damit eine
einfache physikalische Interpretation

1� ~ |W ′′|
|W ′|2

≈ ~ |W ′′
0 |

|W ′
0|

2 =
~ |p′|
p2

=
|λ′|
2π

, (10.94)

d. h. die Änderung der Compton-Wellenlänge durch Änderung des Potentials
muß sehr klein sein. Die komplementäre Sichtweise

λ(x) |V ′(x)| = 4π
~|p′(x)|

2m
� 4π

p2(x)

2m
= 4π |E − V (x)| (10.95)

zeigt, daß die Änderung des Potentials über eine Compton-Wellenlänge klein
sein muß im Vergleich zur kinetischen Energie des Teilchens.

Die Rechnung kann für E < V (x) wiederholt werden und führt mit

κ(x) =

√
2m(V (x)− E)

~
(10.96)

auf

ψ(x) ∝ 1

(V (x)− E)1/4
e±
∫ xdξ κ(ξ) . (10.97)

10.4.2 Anschlußbedingungen

Offensichtlich bricht die Näherung an den Stellen mit V (x)→ E zusammen.
In einer Umgebung dieser Stellen kann man aber entwickeln

V (x) = E + (x− x0)V ′(x0)︸ ︷︷ ︸
=~2C3

2m

+O((x− x0)2) (10.98)
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Abbildung 10.2: Die Airy-Funktionen (10.102).

und die SG
ψ′′(x)− C3 · (x− x0)ψ(x) = 0 (10.99)

lösen. Dies ist offensichtlich eine einfache Transformation der Airy-Gleichung

d2w

dz2
(z)− zw(z) = 0 (10.100)

mit
ψ(x) = w (C · (x− x0)) . (10.101)

Die Lösungen interpolieren glatt zwischen oszillatorischem und exponentiel-
lem Verhalten (vgl. Abbildung 10.2) und sind als Airy-Funktionen

Ai(z) =
1

π

∫ ∞
0

dt cos

(
t3

3
+ zt

)
(10.102a)

Bi(z) =
1

π

∫ ∞
0

dt

(
e−t

3/3+zt + sin

(
t3

3
+ zt

))
(10.102b)

bekannt. Die Airy-Gleichung entspricht für C > 0 im Bereich z > 0, bzw. x >
x0, der Situation V > E. Wir erwarten also exponentiellem Abfall oder
Anstieg der Airy-Funktionen für z > 0. Im Bereich z < 0 erwarten wir
hingegen oszillatorisches Verhalten, entsprechend V < E. In der Tat7

Ai(z)→

{
1

2
√
πz1/4

e−2z3/2/3 für z → +∞
1√

π(−z)1/4 sin
(

2
3
(−z)3/2 + π

4

)
für z → −∞

(10.103a)

7Die Approximationen sind bereits für |x| & 2 sehr gut (vgl. Abbildungen 10.3
und 10.4)!
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Abbildung 10.3: Die asymptotischen Näherungen (10.103a) der Airy-Funkti-
on Ai.
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Abbildung 10.4: Die asymptotischen Näherungen (10.103b) der Airy-Funkti-
on Bi.

Bi(z)→

{
1√
πz1/4

e2z3/2/3 für z → +∞
1√

π(−z)1/4 cos
(

2
3
(−z)3/2 + π

4

)
für z → −∞

. (10.103b)

Für C < 0 müssen wir lediglich die Transformation z → −z durchführen.
Wir dürfen erwarten, daß sich diese Lösungen für hinreichend große |z| bis

auf Normierung und Phase an die WKB-Näherung annähern. Das Argument
der Exponentialfunktion, bzw. der trigonometrischen Funktionen, kann auch

2

3
z3/2 =

∫ z

0

dζ
√
ζ (10.104)
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geschrieben werden. Wenn wir die Taylor-Entwicklung (10.98) rückgängig
machen

z = C · (x− x0) =

(
2m

~2
V ′(x0)

)1/3
V (x)− E
V ′(x0)

=

(
1

2m~V ′(x0)

)2/3

2m(V (x)− E) (10.105)

und die Integrationsvariable transformieren

dz = dxC = dx

(
2m

~2
V ′(x0)

)1/3

(10.106)

finden wir

dz
√
z = dx

(
2m

~2
V ′(x0)

)1/3(
1

2m~V ′(x0)

)1/3√
2m(V (x)− E)

= dx
1

~
√

2m(V (x)− E) . (10.107)

Bis auf die Normierungskonstante ist das die WKB-Form der Wellenfunktion

ψ(x) ∝ 1

(V (x)− E)1/4
e−
∫ x
0 dξ
√

2m(V (ξ)−E)/~ . (10.108)

Die analoge Rechnung für x ≤ x0 liefert

ψ(x) ∝ 1

(E − V (x))1/4
sin

(
1

~

∫ x

0

dξ
√

2m(E − V (ξ)) +
π

4

)
. (10.109)

Man kann also die Lösungen durch eine geeignete Normierung und Phasenver-
schiebung glatt an die WKB-Näherung anschließen, weil das oszillatorische
Verhalten, bzw. der exponentielle Abfall, der beiden Funktionen zusammen-
passt.

10.4.3 Anwendungen

Intuitiv kann man sich die WKB-Approximation für eindimensionale Systeme
als eine Verallgemeinerung der in Abschnitt 5.3 bis 5.6 diskutierten Systeme
mit stückweise konstantem Potential ansehen. Für hinreichend große |V (x)−
E| wird das Potential durch immer feinere Stufenfunktionen approximiert
und für V (x) ≈ E wird mit den Airy-Funktionen ein sauberer Anschluß
konstruiert.
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Tunnelwahrscheinlichkeit

Ein der wichtigsten Anwendungen ist die näherungsweise Berechnung von
Tunnelwahrscheinlichkeiten aus metastabilen Zuständen, wenn die Poten-
tialmauer nicht durch ein konstantes Potential beschrieben wird. Ein frühes
Beispiel hierfür ist das Tunneln durch die Coulomb-Barriere im nuklearen α-
Zerfall.

Gebundene Zustände

Ebenso kann man die Potentialtöpfe aus Abschnitt 5.4 verallgemeinern und
aus der Normierbarkeit der Wellenfunktionen für gebundene Zustände mit
den Anschlußbedingungen Näherungen für die Bindungsenergien berechnen.
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—11—
Mehrteilchensysteme

Bislang haben wir Systeme mit mehreren Teilchen nicht im Detail disku-
tiert. Nach den allgemeinen Regeln in Abschnitt ist der Zustandsraum des
Gesamtsystems das Tensorprodukt der Teilsysteme. Allerdings werden wir
sehen, daß nicht alle Zustände im Tensorprodukt physikalisch realisierbar
sind.

11.1 Unterscheidbare Teilchen

Im Fall von Teilchen, die durch Ladung, Masse oder Spin unterschieden wer-
den können. Sind alle Zustände im Tensorprodukt realisierbar. Wenn wir in
einem einatomigen Atom oder Ion den Kern als punktförmig betrachten, ist
sein Zustandsraum ebenso wie der des Elektrons (isomorph zu) dem Raum
der quadratintegrablen Wellenfunktionen im dreidimensionalen Raum

HN = He = L2(R3, d3x) . (11.1)

Der Zustandsraum des Ions ist also

H = HN ⊗He = L2(R3 ×R3, d3xN d3xe) (11.2)

mit Wellenfunktionen

ψ(~xN, ~xe) = 〈~xN, ~xe|ψ〉 . (11.3)

Der Hamiltonoperator des Gesamtsystems ist

H =
1

2mN

~P 2
N +

1

2me

~P 2
e −

Ze2

4π

1

| ~XN − ~Xe|
(11.4)

und wirkt auf Wellenfunktionen als
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(Hψ)(~xN, ~xe) = 〈~xN, ~xe|H|ψ〉 =

− ~2

2mN

∆Nψ(~xN, ~xe)−
~2

2me

∆eψ(~xN, ~xe)−
Ze2

4π

1

|~xN − ~xe|
ψ(~xN, ~xe) . (11.5)

Wegen der Erhaltung des Gesamtimpulses[
H, ~PN + ~Pe

]
= 0 (11.6)

empfiehlt es sich übrigens, auf Schwerpunkts- und Relativkoordinaten

~XS =
me

M
~Xe +

mN

M
~XN (11.7a)

~XR = Xe − ~XN (11.7b)

~PS = ~Pe + ~PN (11.7c)

~PR =
µ

me

~Pe −
µ

mN

~PN (11.7d)

mit Gesamtmasse und reduzierter Masse

M = me +mN (11.8a)

1

µ
=

1

me

+
1

mN

(11.8b)

zu wechseln, weil der Hamiltonoperator

H =
1

2M
~P 2

S +
1

2µ
~P 2

R −
Ze2

4π

1

| ~XR|
(11.9)

von ~XS unabhängig ist und die neuen Koordinaten die gleichen Vertau-
schungsrelationen haben [

XS/R,i, PS/R,j

]
= i~δij (11.10a)[

XS/R,i, PR/S,j

]
= 0 . (11.10b)

11.2 Ununterscheidbare Teilchen

Die Situation ist völlig anders, wenn Teilchen nicht unterscheidbar sind. In
der Quantenphysik haben Teilchen keine

”
Identität“: man kann Sie nur an-

hand von Observablen, wie Ort, Impuls, Drehimpuls, Energie, Ladung, Spin,
etc. unterscheiden. Wenn wir, z. B., ein Elektron in einem Doppelspalt-Expe-
riment (vgl. Abschnitt 1.1.4) nachweisen, ist es grundsätzlich nicht möglich,
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zu sagen, durch welchen Schlitz das Elektron gekommen ist. Die Aufent-
haltswahrscheinlichkeiten müssen also symmetrisch unter dem Austausch der
Koordinaten sein

|〈~x1, ~x2|ψ〉|2 = |〈~x2, ~x1|ψ〉|2 . (11.11)

Also darf sich die Wahrscheinlichkeitsamplitude beim Austausch nur um eine
Phase

〈~x1, ~x2|ψ〉 = α 〈~x2, ~x1|ψ〉 (11.12)

mit
|α| = 1 (11.13)

ändern. Ein erneutes Austauschen muß wieder die ursprüngliche Wahrschein-
lichkeitsamplitude ergeben, also

α2 = 1 (11.14)

bzw.
α = ±1 . (11.15)

Dieses Argument verallgemeinert sich leicht auf Systeme mit mehr als zwei
identischen Teilchen. Es gibt also nur total symmetrische oder total antisym-
metrische Wahrscheinlichkeitsamplituden.

Wenn die Zustände durch andere oder mehr Quantenzahlen1 charakte-
risiert sind, gilt das gleiche Argument für den simultanen Austausch aller
Quantenzahlen. Aus dem Tensorprodukt

H = H1 ⊗H1 (11.16)

sind nur Zustände aus den total symmetrischen oder antisymmetrischen Un-
terräumen

HS/A = H1 ⊗S/A H1 (11.17)

physikalisch realisierbar.

11.2.1 Tensorprodukte

Wenn
{ n〉 ∈ H1}n=1,2,... (11.18)

eine ONB von H1 ist, dann sind

{
n1, n2;A〉 = n1〉 ⊗A n2〉 =

1√
2!

( n1〉 ⊗ n2〉 − n2〉 ⊗ n1〉)

1Eigenwerte von vertauschenden Observablen.
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=
1√
2!

( n1, n2〉 − n2, n1〉) = − n2, n1;A〉
}
n1<n2

(11.19)

eine ONB von HA

〈n1, n2;A|m1,m2;A〉 =

1

2
(〈n1|m1〉 〈n2|m2〉 − 〈n1|m2〉 〈n2|m1〉 − 〈n2|m1〉 〈n1|m2〉+ 〈n2|m2〉 〈n1|m1〉)

= δn1,m1δn2,m2 − δn1,m2δn2,m1 . (11.20)

Insbesondere gilt wegen n1 < n2

〈n1, n2;A|n1, n2;A〉 = δn1,n1δn2,n2 − δn1,n2︸ ︷︷ ︸
=0

δn2,n1︸ ︷︷ ︸
=0

= 1 . (11.21)

Analog ist
{ n1, n2;S〉}n1,n2 (11.22)

mit

n1, n2;S〉 = n2, n1;S〉 = n1〉 ⊗S n2〉 ={
1√
2!

( n1〉 ⊗ n2〉+ n2〉 ⊗ n1〉) = 1√
2!

( n1, n2〉+ n2, n1〉) für n1 6= n2

n1〉 ⊗ n1〉 = n1, n1〉 für n1 = n2

(11.23)

eine ONB von HS. Analoge Formeln für mehr als zwei Teilchen ergeben sich
leicht als Summen über Permutationen mit und ohne Gewichtung mit dem
Vorzeichen der Permutation. Die total antisymmetrischen Zustände sind auch
unter dem Namen Slater-Determinanten bekannt.

11.2.2 Bosonen und Fermionen

Die Teilchen, für die nur unter Permutationen total symmetrische Zustände
erlaubt sind heißen Bosonen und die Teilchen, für die nur unter Permutatio-
nen total antisymmetrische Zustände erlaubt sind heißen Fermionen.

Empirisch findet man, daß Teilchen mit ganzzahligem Spin (z. B. Photo-
nen) immer Bosonen sind, während Teilchen mit halbzahligem Spin (z. B. Elek-
tronen und Nukleonen) immer Fermionen sind. Ein theoretisches Resultat
der relativistischen Quantenfeldtheorie, das Spin-Statistik-Theorem, besagt,
daß jede andere Zuordnung in mehr als zwei Dimensionen zu mathematischen
Inkonsistenzen führt.
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11.3 Pauli-Prinzip

Für Fermionen folgt das Pauli-Prinzip:

zwei ununterscheidbare Teilchen mit halbzahligem Spin können
nicht im gleichen Zustand sein.

Ohne Spin-Bahn-Kopplung und Hyperfeinstrukturwechselwirkung ist

{ n, l,m,ms〉 = n, l,m〉 ⊗ 1/2,ms〉} (11.24)

eine ONB aus Eigenzuständen des Hamiltonoperators für ein Elektron im
Coulomb-Feld. Wenn wir die Wechselwirkung zwischen den Elektronen ver-
nachlässigen dürften, wäre also

{ n1, l1,m1,ms,1〉 ⊗A n2, l2,m2,ms,2〉} (11.25)

eine ONB aus Eigenzuständen des Hamiltonoperators für zwei Elektronen
im Coulomb-Feld. Weil die Zustände antisymmetrisch unter dem simultanen
Austausch aller Quantenzahlen

{n1, l1,m1,ms,1} ↔ {n2, l2,m2,ms,2} (11.26)

sind, können wir nicht schließen, daß n1 6= n2 usw. Vielmehr genügt es, wenn
eine Quantenzahl unterschiedlich ist und

n, l,m, 1/2〉 ⊗A n, l,m,−1/2〉
= ( n, l,m〉 ⊗S n, l,m〉)⊗ ( 1/2, 1/2〉 ⊗A 1/2,−1/2〉)

= ( n, l,m〉 ⊗S n, l,m〉)⊗
1√
2

(
1/2, 1/2〉 ⊗ 1/2,−1/2〉 − 1/2,−1/2〉 ⊗ 1/2, 1/2〉

)
︸ ︷︷ ︸

= 0,0〉

(11.27)

ist somit ein erlaubter, antisymmetrischer Zustand. Allgemein kann man
einen total antisymmetrischen Zustand für Mehrelektronensysteme als

• total symmetrischer Bahnanteil, total antisymmetrischer Spinanteil

• total antisymmetrischer Bahnanteil, total symmetrischer Spinanteil

• passend gemischt symmetrischer Bahn- und Spinanteil

konstruieren.
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11.4 Aufbau der Materie

Vorlesung 25: Fr, 26. 07. 2019

Das Pauli-Prinzip hat weitreichende Folgen für den Aufbau der Materie: Ato-
me, Atomkerne, Festkörper und Neutronensterne.

Wenn man die Wechselwirkung zwischen den Elektronen und die Spin-
Bahn-Wechselwirkung als erste Näherung vernachlässigt, ist der k-Elektron-
Zustand

ψ〉 = n1, l1,m1,ms,1〉 ⊗A · · · ⊗A nk, lk,mk,ms,k〉 (11.28)

ein Eigenzustand des Hamiltonoperators mit Energieeigenwert als Summe

Eψ =
k∑
i=1

Eni (11.29)

der Einzelenergien. Als Zustand niedrigster Energie bietet sich also eine Su-
perposition der Zustände

ψ0〉 = 1, 0, 0,ms,1〉 ⊗A · · · ⊗A 1, 0, 0,ms,k〉
=
(

1, 0, 0〉 ⊗S · · · ⊗S 1, 0, 0〉
)
⊗
(

1/2,ms,1〉 ⊗A · · · ⊗A 1/2,ms,k〉
)

(11.30)

mit der niedrigst möglichen Energie Eψ = kE1 an. Allerding kann man sich
leicht davon überzeugen, daß das Singlett

0, 0〉 =
1√
2

(
1/2, 1/2〉 ⊗ 1/2,−1/2〉 − 1/2,−1/2〉 ⊗ 1/2, 1/2〉

)
(11.31)

der einzige total antisymmetrische Spin-Zustand ist. Für mehr als zwei Elek-
tronen ist es unmöglich, die zwei Spinzustände total antisymmetrisch zu kom-
binieren: für k Elektronen würde man k unabhängige Spinzustände benöti-
gen, um einen total antisymmetrischen Zustand zu bauen.

11.4.1 Helium

Für den Grundzustand des Heliumatoms sind also zwei 1s-Orbitale mit Spin-
Singulett

He〉 = ( 1, 0, 0〉 ⊗S 1, 0, 0〉)⊗
1√
2

(
1/2, 1/2〉 ⊗ 1/2,−1/2〉 − 1/2,−1/2〉 ⊗ 1/2, 1/2〉

)
(11.32)
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ein guter Ansatz, der mit Methoden der Variationsrechnung in Abschnitt
10.3.3 verbessert wurde. Die entsprechende Wellenfunktion ist

〈~x1,ms,1, ~x1,ms,2|ψ〉 =
1

4π
R1,0(r1)R1,0(r2) 〈1/2,ms,1, 1/2,ms,2|0, 0〉︸ ︷︷ ︸

= 1√
2

(
δ
ms,1,

1
2
δ
ms,2,−

1
2
−δ

ms,1,−
1
2
δ
ms,2,

1
2

).

(11.33)
Wir können also aus dem Pauli-Prinzip schließen, daß im Grundzustand des
Heliumatoms die beiden Elektronspins zu einem Spin 0 Singlett gekoppelt
sind.

11.4.2 Lithium

Im Fall von Lithium ist der energetisch günstigste Ansatz eine Kombination
von zwei 1s-Orbitalen mit einem 2s- oder 2p-Orbital2. Die Ortsraumwellen-
funktion hat eine gemischte Symmetrie under Permutationen, die mit der
gemischten Symmetrie der Spin-Wellenfunktionen gerade eine total antisym-
metrische Kombination ergibt

Li〉 ∝ 1, 0, 0, 1/2〉 ⊗A 1, 0, 0,−1/2〉 ⊗A 2, l,m,ms3〉+ Permutationen
(11.34)

11.4.3 Schalenmodell

Es ergibt sich also ein Schalenmodell, in dem die Einteilchenzustände in der
Reihenfolge aufsteigender Energie, bzw. Hauptquantenzahl, besetzt werden.
Aufgrund der Antisymmetrie der Zustände unter Vertauschung aller Quan-
tenzahlen kann jeder Ortsraumzustand n, l,m〉 höchstens zweimal besetzt
werden. Es ergeben sich also Schalen mit 2·1, 2(1+3) = 8, 2(1+3+5) = 18, . . .
Zuständen. Ohne das Pauli-Prinzip würden wir die Chemie nicht wiederer-
kennen! Alle Elektronen aller Elemente würden in 1s-Orbitalen sitzen, die nur
durch die Wechselwirkung der Elektronen untereinander deformiert wären.

Dadurch, daß die Energien mit wachsender Hauptquantenzahl zusam-
menrücken und gleichzeitig die Summe der Wechselwirkungen zwischen den
Elektronen stärker wird, ist zu erwarten, daß dieses Prinzip für schwerere
Atome durchbrochen wird. Man muß dann entweder zu empirischen Regeln,
wie den Hundsche Regeln, greifen oder aufwendige numerische Rechnungen
durchführen. Letztere basieren auf der Hartree-Fock-Methode, in der eine

2Ob 2s oder 2p macht erst dann einem Unterschied, wenn wir Spin-Bahn-Wechselwir-
kung und die Wechselwirkung der Elektronen untereinander berücksichtigen.
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antisymmetrische Wellenfunktion angesetzt wird, die mit der Variationsme-
thode optimiert wird. Die ältere und wesentlich weniger aufwändige Hartree-
Methode verzichtete auf die Antisymmetrisierung und liefert schlechtere Er-
gebnisse.

11.4.4 Fermioberfläche

In Systemen mit sehr vielen Elektronen, z. B. im Festkörper, gilt das Pauli-
Prinzip ebenfalls. Auch in großen, aber endlichen Volumina, gibt es nur eine
endliche Anzahl von Zuständen unterhalb einer gegebenen Energie. Diese
können jeweils mit maximal zwei Elektronen besetzt werden. Aus der Dichte
der Elektronen ergibt sich so die Fermienergie des energetischsten Elektrons
im Grundzustand. Die Nichtkomprimierbarkeit von Materie verdankt sich so
vorwiegend dem Pauli-Prinzip, weil eine weitere Verdichtung die Fermienergie
steigern würde.
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—12—
Messprozeß und Verschränkung

12.1 Verschränkung

Betrachten wir ein System, das aus zwei Spin-1/2 Subsystemen zusammen-
gesetzt ist

H = H(1/2) ⊗H(1/2) . (12.1)

Für jeden beliebiegen Einheitsvektor ~n können wir aus den beiden Eigen-
zuständen des Spin-Operators ~n~σ/2 ein Singlett konstruieren

EPR, ~n〉 =
1√
2

( ↑, ~n〉 ⊗ ↓, ~n〉 − ↓, ~n〉 ⊗ ↑, ~n〉) =
1√
2

( ↑↓, ~n〉 − ↓↑, ~n〉) .

(12.2)
Dieser Zustand hat Spin 0 (vgl. (9.53)), ist als rotationsinvariant und deshalb
unabhängig von der Wahl von ~n

EPR, ~n〉 = EPR〉 . (12.3)

Die Messung der beiden Spins entlang der Richtungen der Einheitsvektoren ~a
und ~b entspricht der Observablen

S(~a,~b) =
~σ~a

2
⊗ ~σ~b

2
=

1

4
Σ(~a,~b) (12.4)

und die Berechnung des Erwartungswerts können wir mit der Wahl ~n = ~a
oder ~n = ~b wesentlich vereinfachen

E(~a,~b) = 〈EPR|Σ(~a,~b)|EPR〉 = 〈EPR,~b|Σ(~a,~b)|EPR,~b〉 =

1

2

( =~a~b︷ ︸︸ ︷
〈↑,~b|~σ~a| ↑,~b〉

=−1︷ ︸︸ ︷
〈↓,~b|~σ~b| ↓,~b〉− 〈↑,~b|~σ~a| ↓,~b〉

=0︷ ︸︸ ︷
〈↓,~b|~σ~b| ↑,~b〉

− 〈↓,~b|~σ~a| ↑,~b〉 〈↑,~b|~σ~b| ↓,~b〉︸ ︷︷ ︸
=0

+ 〈↓,~b|~σ~a| ↓,~b〉︸ ︷︷ ︸
=−~a~b

〈↑,~b|~σ~b| ↑,~b〉︸ ︷︷ ︸
=1

)
= −~a~b . (12.5)
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Weil als Messergebnisse für ~σ~a nur ±1 möglich sind, interpoliert die Funk-
tion E(~a,~b) zwischen perfekter Antikorrelation für Messungen in gleicher
Richtung

E(~a,~a) = −1 (12.6a)

und perfekter Korrelation für Messungen in entgegengesetzter Richtung

E(~a,−~a) = 1 . (12.6b)

Wenn es gelingt, die beiden Spins zu separieren ohne den Zustand EPR〉
zu zerstören, bleibt die Korrelation (12.5) auch über große Abstände er-
halten und wenn man später die Ergebnisse für

”
gleichzeitige“ Messungen1

mit zufällig gewählten ~a und ~b zusammenführt, entsteht der Eindruck, die
Messung am ersten Spin habe die Messung am zweiten Spin beinflusst oder
umgekehrt. Einstein war mit dieser

”
spukhaften Fernwirkung“ nicht einver-

standen . . .

12.1.1 Verborgene Parameter

Wenn man zulässt, daß es verborgene Parameter λ gibt, die den quantenme-
chanischen Zustand beschreiben, aber experimentell nicht zugänglich sind,
kann man versuchen, die Korrelation (12.5) auch mit einer klassischen Wahr-
scheinlichkeitsdichte p für λ und einem Produkt von geeigneten Zufallsvaria-
blen

λ 7→ A(~a, λ) (12.7a)

λ 7→ B(~b, λ) (12.7b)

realisieren

Ec(~a,~b) =

∫
dλ p(λ)A(~a, λ)B(~b, λ) . (12.8)

Dabei dürfen die Zufallsvariablen A und B nur die erlaubten Messwerte ±1
für ~σ~a und ~σ~b annehmen.

Eine intuitiv naheliegende Möglichkeit für den verborgenen Parameter ist
ein Einheitsvektor ~λ mit

p(~λ) =
1

4π
(12.9a)

A(~a,~λ) = sgn(~λ~a) =
~λ~a

|~λ~a|
(12.9b)

1D. h. Messungen an Raumzeitpunkten mit raumartigem Abstand.
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B(~b, ~λ) = −A(~b, ~λ) . (12.9c)

In der Tat werden damit die Korrelationen für (anti-)parallele Vektoren re-
produziert

Ec(~a,~a) =
1

4π

∫
S2

d~λ sgn(~λ~a)
(
−sgn(~λ~a)

)
= −1 = E(~a,~a) (12.10a)

Ec(~a,−~a) =
1

4π

∫
S2

d~λ sgn(~λ~a)
(
−sgn(−~λ~a)

)
= 1 = E(~a,−~a) (12.10b)

Man kann also das Experiment so interpretieren, daß das System durch den
verborgenen Parameter ~λ charakterisiert ist und die Meßergebnisse für den
ersten Spin nur von ~a und die für den zweiten Spin nur von ~b abhängen.
Der gemeinsame verborgene Parameter wird bei der Präparation des Zu-
stands EPR〉 ausgewürfelt und bleibt wärend der Separation bei den Spins.
Das Ergebnis des Experiments am ersten Spin hängt nicht von der Ausrich-
tung des Experiments am zweiten Spin ab und umgekehrt. Man spricht von
lokalen Realismus.

12.1.2 Bellsche Ungleichung

Das Problem ist, daß es keine Wahrscheinlichkeitsdichte p und Zufallsvaria-
blen A und B gibt, die mit (12.8) das quantenmechanische Resultat (12.5)
reproduzieren. Die perfekte Antikorrelation (12.6b) kann wegen |A(~a, λ)| =

|B(~b, λ)| = 1 nur realisiert werden, wenn

B(~b, ~λ) = −A(~b, ~λ) . (12.11)

Also gilt

Ec(~a,~b) = −
∫

dλ p(λ)A(~a, λ)A(~b, λ) . (12.12)

Daraus folgt mit (A(~b, λ))2 = 1

Ec(~a,~b)− Ec(~a,~c) = −
∫

dλ p(λ)
(
A(~a, λ)A(~b, λ)− A(~a, λ)A(~c, λ)

)
= −

∫
dλ p(λ)A(~a, λ)A(~b, λ)

(
1− A(~b, λ)A(~c, λ)

)
, (12.13)

die Bellsche Ungleichung∣∣∣Ec(~a,~b)− Ec(~a,~c)∣∣∣ ≤ ∫ dλ p(λ)
(

1− A(~b, λ)A(~c, λ)
)

= 1+Ec(~b,~c) (12.14)
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für Erwartungswerte in Realisierungen der QM mit lokalem verborgenen Pa-
rametern.

Um die Bellsche Ungleichung (12.14) für das experimentelle Ergebnis (12.5)∣∣∣~a~b− ~a~c∣∣∣ =
∣∣∣E(~a,~b)− E(~a,~c)

∣∣∣ ≤ 1 + E(~b,~c) = 1−~b~c (12.15)

mit beliebigen Einheitsvektoren ~a, ~b und ~c zu überprüfen, genügt es exem-
plarisch

~a~b = 0 (12.16a)

~c =
1√
2

(
~a+~b

)
(12.16b)

wählen und findet mit∣∣∣~a~b− ~a~c∣∣∣ =
1√
2
>

√
2− 1√

2
= 1− 1√

2
= 1−~b~c (12.17)

daß sie verletzt ist. In der Zwischenzeit haben Experimente gezeigt, daß eine
optimale Wahl von p, A und B in (12.8) die Beobachtung (12.5) auch nicht
im Rahmen der Meßungenauigkeit approximieren kann.

12.2 Dekohärenz 2

Betrachten wir einen quantenmechanischen Meßprozeß. Die Zustände von
zu messendem System und Meßapperatur werden durch Vektoren in den
Hilberträumen HS und HM beschrieben. Der Gesamthilbertraum ist dann

H = HS ⊗HM . (12.18)

Als System wählen wir wieder das QBit mit

ψ〉 = ψ↑ ↑〉+ ψ↓ ↓〉 ∈ HS (12.19)

und als Meßapparat zunächst ein System mit drei Zuständen

φ〉 = φ+1 +1〉+ φ0 0〉+ φ−1 −1〉 ∈ HM . (12.20)

Der Operator U : H → H

U = P↑ ⊗Q+1 + P↓ ⊗Q−1 (12.21a)

2Im Sommersemester 2019 aus Zeitgründen übersprungen.
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mit Ui : HM → HM

Qi = Ui + P−i (12.21b)

Ui =
√

1− p
(
P0 + Pi

)
+
√
p
(
i〉 〈0 − 0〉 〈i

)
(12.21c)

Pi = i〉 〈i (12.21d)

P↑ = ↑〉 〈↑ (12.21e)

P↓ = ↓〉 〈↓ (12.21f)

ist wegen
U †i =

√
1− p

(
P0 + Pi

)
−√p

(
i〉 〈0 − 0〉 〈i

)
(12.22)

und
U †i Ui = 1− P−i = UiU

†
i (12.23)

unitär
U †U = 1 = UU † . (12.24)

Wenn sich das System im Zustand ↑〉, bzw. ↓〉 befindet, transformiert U
die Meßapparatur mit Wahrscheinlichkeit p aus dem Zustand 0〉 in den Zu-
stand 1〉, bzw. −1〉. Somit ist er ein stark idealisiertes Modell für den quan-
tenmechanischen Meßprozeß.

Wenn sich das Gesamtsystem vor der Messung in einem reinen oder ge-
mischten Zustand, der von der faktorisierten Dichtematrix

ρ = ρS ⊗ ρM (12.25)

beschrieben wird, befindet, dann wird es nach der Messung im Zustand

ρ′ = UρU †

=

(
P↑ ⊗Q+1 + P↓ ⊗Q−1

)(
ρS ⊗ ρM

)(
P↑ ⊗Q†+1 + P↓ ⊗Q†−1

)
= P↑ρSP↑ ⊗Q+1ρMQ

†
+1 + P↓ρSP↑ ⊗Q−1ρMQ

†
+1

+ P↑ρSP↓ ⊗Q+1ρMQ
†
−1 + P↓ρSP↓ ⊗Q−1ρMQ−1 (12.26)

sein. Wenn ρ ein reiner Zustand war, wird ρ′ aufgrund der Unitarität von U
wieder ein reiner Zustand sein. Wenn der Zustand des Gesamtsystems als
Produkt geschrieben werden kann, ist der Erwartungswert des Tensorpro-
dukts von Observablen das Produkt der Erwartungswerte

E(S ⊗M) = tr((S ⊗M)(ρS ⊗ ρM)) = tr(SρS ⊗MρM) = tr(SρS) tr(MρM) ,
(12.27)
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weil

tr(S ⊗M) =
∑
n,m

(〈n ⊗ 〈m ) (S ⊗M) ( n〉 ⊗ m〉) =∑
n,m

〈n|S|n〉 〈m|M |m〉 =
∑
n

〈n|S|n〉
∑
m

〈m|M |m〉 = tr(S) tr(M) . (12.28)

Wenn die Meßapparatur nicht abgelesen wird, entspricht dies der trivialen
Observablen 1 und wir finden für die Observablen des Systems in faktorisier-
ten Zuständen

E(S ⊗ 1) = tr(SρS) tr(ρM) (12.29)

also wird das System in diesem Fall durch die partielle Spur

trM(S ⊗M) = tr(M) · S (12.30)

des Zustands beschrieben3

ρS = trM(ρ) . (12.31)

Damit

ρ′S = trM(ρ′) = tr
(
Q+1ρMQ

†
+1

)
· P↑ρSP↑ + tr

(
Q−1ρMQ

†
+1

)
· P↓ρSP↑

+ tr
(
Q+1ρMQ

†
−1

)
· P↑ρSP↓ + tr

(
Q−1ρMQ

†
−1

)
· P↓ρSP↓ (12.32)

Wenn wir zur Vereinfachung annehmen, daß sich die Meßapparatur im reinen
Zustand

ρM = P0 = 0〉 〈0 (12.33)

befunden hat, können wir

tr (AP0B) = tr ( 0〉 〈0 BA) = 〈0|BA|0〉 (12.34)

benutzen und finden

trM(ρ′) = 〈0|Q†+1Q+1|0〉 · P↑ρSP↑ + 〈0|Q†+1Q−1|0〉 · P↓ρSP↑

+ 〈0|Q†−1Q+1|0〉 · P↑ρSP↓ + 〈0|Q†−1Q−1|0〉 · P↓ρSP↓ . (12.35)

Mit
〈0|Q†±1Q±1|0〉 = 〈0|U †±1U±1|0〉 = 〈0|0〉 = 1 (12.36)

3Diese Formeln sind für faktorisierte Dichtematrizen tautologisch, werden aber nicht-
trvial, sobald Sie per Linearität der Spur auf Summen von Produkten erweitert werden.
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und

〈0|Q†±1Q∓1|0〉 = 〈0|U †±1U∓1|0〉 =

〈0|
(√

1− pP0 +
√
p 0〉 〈±1

)(√
1− pP0 +

√
p ∓1〉 〈0

)
|0〉 = 1− p

(12.37)

vereinfacht sich das Ergebnis zu

trM(ρ′) = P↑ρSP↑ + P↓ρSP↓ + (1− p)P↓ρSP↑ + (1− p)P↑ρSP↓ . (12.38)

Im Fall p = 1 ist die Messung effizient und die Dichtematrix des Systems
wird diagonal

ρ′S
p→1−−→ P↑ρSP↑ + P↓ρSP↓ . (12.39)

Wenn wir die Meßapparatur ablesen und sie im Zustand i〉 antreffen, müssen
wir die entsprechende Projektion Pi in die partielle Spur einfügen

ρ′S,i = trM((1⊗ Pi)ρ′)

= tr
(
PiQ+1ρMQ

†
+1

)
· P↑ρSP↑ + tr

(
PiQ−1ρMQ

†
+1

)
· P↓ρSP↑

+ tr
(
PiQ+1ρMQ

†
−1

)
· P↑ρSP↓ + tr

(
PiQ−1ρMQ

†
−1

)
· P↓ρSP↓ . (12.40)

Mit ρM = P0 verschwinden die Außerdiagonalelemente der Dichtematrix

ρ′S,i = |〈i|Q+1|0〉|2 · P↑ρSP↑ + 〈i|Q−1|0〉 〈i|Q+1|0〉∗ · P↓ρSP↑

+ 〈i|Q+1|0〉 〈i|Q−1|0〉∗ · P↑ρSP↓ + |〈i|Q−1|0〉|2 · P↓ρSP↓

= pδi,1 · P↑ρSP↑ + pδi,−1 · P↓ρSP↓ (12.41)

und es bleibt nur die Projektion auf den reinen Zustand, der gemessen wurde.
Wenn man versucht den idealisierten Operator U in (12.21a) durch eine

Dynamik
U(t, t0) = e−iH(t−t0)/~ (12.42)

zu realisieren, wird die Wahrscheinlichkeit p notwendig zeitabhängig. In nied-
rig-dimensionalen Hilberträumen, wie in unserem Beispiel, wird diese Zeitab-
hängigkeit immer periodisch sein, sodaß der Fall eines konstanten p > 0 nicht
möglich ist. Andererseits wird ein Meßgerät, das man ablesen kann, immer
sehr viele Zustände mit nahe beieinander liegenden Energien haben, weil es
aus O(1023) Teilchen besteht. Deshalb wird die Zeit in der p eine Periode
durchläuft so schnell so groß, daß man von einer irreversiblen Dekohärenz
reden kann.

Auf diese Weise entsteht aus der quantenmechanischen Beschreibung mit
reinen und gemischten Zuständen und Wahrscheinlichkeitsamplituden eine
klassische Beschreibung mit diagonalen Dichtematrizen und Wahrscheinlich-
keiten.
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12.2.1 Schrödingers Katzen und Kätzchen

Die unitäre Zeitentwicklung im Meßprozeß (12.26) bewirkt, daß die Zustände
von makroskopischer Meßapperatur und zu messendem Quantensystem ver-
schränkt werden. Damit entsteht die scheinbar paradoxe Situation, daß sich
die Meßapperatur im Zeitintervall zwischen Messung und Ablesung des Meß-
ergebnisses selbst in einer quantenmechanischen Superposition befindet.

Diese Paradoxie wird auf die Spitze getrieben durch den Mißbrauch der
Vitalfunktionen einer Katze als Meßinstrument, die sich damit in einer Su-
perposition

Katze〉 = α lebendig〉+ β tot〉 (12.43)

befindet. Erst das Ablesen des Ergebnisses durch eine weitere Messung mit ei-
ner

”
noch makroskopischeren“ Meßapperatur entscheidet zwischen lebendig〉

und tot〉.
In der Praxis ist dies allerdings kein Problem. Um die Superposition auf-

rechtzuerhalten, müssen die Phasenbeziehungen zwischen allen Teilen der
Meßapperatur sehr genau eingehalten werden und es zeigt sich in konkreten
Modellen, daß schon eine kleine Anzahl von Freiheitsgraden ausreicht, die
Superposition zu zerstören4. Diesen Übergang von Quantensystemen über
Schrödinger-Kätzchen zu Schrödinger-Katzen kann experimentell studiert
werden und die Vorhersagen der QM wurden eindrucksvoll bestätigt: Schrödin-
ger-Kätzchen aus wenigen Photonen können von tot〉 zurück nach lebendig〉
oszillieren. Die Wiederkehrzeit wächst aber so schnell mit der Anzahl der
Photonen an, daß sie bald nicht mehr meßbar ist.

Yes, I can! . . . lebendig〉 und tot〉 superponieren . . .

4Deshalb sind Quantencomputer so schwierig zu konstruieren!
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—A—
Abkürzungen

CSU Cauchy-Schwarz Ungleichung

DGL Differentialgleichung

OBdA Ohne Beschränkung der Allgemeinheit

ODE Gewöhnliche Differentialgleichung

ONB Orthonormalbasis

PDE Partielle Differentialgleichung

QM Quantenmechanik

SG Schrödinger-Gleichung
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