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Freie Wellenpakete

7.1 Gauflsche Wellenpakete ohne Wechselwirkung

Betrachten Sie die Zusténde |a(t), 8(t),y(t)) mit den zeitabhéngigen Para-
metern a(t), (t) und v(¢) und der Wellenfunktion in einer Dimension

V(. t) = (wlalt), B(t), (1)) = OO0 (1)

Wir miissen zulassen, daf§ die Parameter a(t), 5(t) und ~y(¢) komplexe Werte
annehmen konnen. Damit die Zustédnde |a(t), 5(t),v(t)) normierbar sind,
wihlen wir Re a(t) < 0.

1. Zeigen Sie, dal Gauische Wellenpakete der Form (1) ohne Wechselwir-
kung Gaufische Wellenpakete mit gednderten Parametern bleiben. Mit
anderen Worten, zeigen Sie, daBB |«(t), 5(t),v(t)) die freie Schrodin-
gergleichung
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ih 3 La(t), B(0),1(1)) = 5 (), 5(1),7(1) )

erfiillt, wenn «(t), B(t) und ~(¢) ein System gekoppelter Differential-
gleichungen 16st. Leiten Sie dieses Differentialgleichungssystem her.

2. Losen Sie die gekoppelten Differentialgleichungen fiir () und £(¢) mit
der Anfangsbedingung

a(0) =ap € C (3a)
B0)=p €C (3b)
Was féllt Thnen auf? Bleibt die Bedingung Re«(t) < 0 entlang der
Losungen erhalten? Vergleichen Sie den Fall ag = —a?, 3, = ik mit

der Vorlesung.
3. Zeigen Sie, dafl die Wahrscheinlichkeitsdichte

[, 1)[* = [(zlalt), B(1), (D) (4)

auch fir komplexe «a(t), f(t) und 7(t) eine GauBverteilung ist, deren
Breite nur von «(t) abhéngt. Berechnen sie die Zeitabhéngigkeit dieser
Breite aus der Losung der Differentialgleichung und vergleichen Sie mit
dem Ergebnis aus der Vorlesung.
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7.2 Beliebige Wellenpakete ohne Wechselwirkung

Betrachten Sie nun einen beliebigen normierbaren Zustand |1 (t)) eines Teil-
chens in einer Dimension und studieren Sie die Zeitabhéingigkeit der Erwar-
tungswerte von Ort und Impuls

2(t) = By (X) = ()| X[9(1)) (5a)
p(t) = Eyw(P) = (1) Pl(1)) (5b)

sowie der Unscharfen

(02)*(1) = (ApwX)” = (WO X0 (1) — WEOIX |6 (1))? (5¢)

(0p)*(t) = (DyyP)” = @(OP[() — ()| Pl (b)) (5d)
fiir den wechselwirkungsfreien Fall mit Hamiltonoperator
H=_p (6)
2m
1. Berechnen Sie mit dem Ehrenfestschen Theorem
Lo, Try, g )

und zeigen Sie, dal Sie ein geschlossenes System von gewd&hnlichen
Differentialgleichungen fiir z(¢) und p(t) erhalten.

2. Losen Sie es mit den Anfangsbedingungen

3. Berechen Sie mit dem Ehrenfestschen Theorem

%(5;@)2@) , %(51:)2(75) : %(519)2@) )

und zeigen Sie, dafl Sie ein geschlossenes System von gewdchnlichen
Differentialgleichungen fiir z(t), p(t), (dz)*(t) und (6p)%(t) erhalten.
Hinweis: in Zwischenschritten taucht der Erwartungswert

F(t) = ~ W@|(XP + PX)(t)) (10)

m

auf, dessen Anfangswert fir die Eindeutigkeit der Losungen auch spe-
zifiziert werden mufs.



. Losen Sie das System von Differentialgleichungen mit den Anfangsbe-
dingungen

z(0) = x¢ (11a)
p(0) = po (11b)
0z(0) = dox (11c)
dp(0) = dop (11d)
F0) = f, (11c)

. Diskutieren Sie das Verhalten der Ortsunschérfe dz(t):

(a) Minima und Maxima (sofern vorhanden)

(b) asymptotisches Verhalten

. Vergleichen Sie Thr Ergebnis mit dem Spezialfall eines Gaufischen Wel-
lenpakets.



