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5. Übung zur Quantenmechanik
23. Mai 2019

Gaußsche Integrale und Wellenfunktionen

5.1 Gaußsche Integrale

1. Verifizieren Sie mit den Standard-Trick
”
quadrieren und Polarkoordi-

naten einführen“ die Gaußsche Integralformel∫ ∞
−∞

dx e−x
2

=
√
π . (1)

2. Transformieren Sie (1), um

I(0, a, b) =

∫ ∞
−∞

dx e−
(x−b)2

2a2 (2)

zu berechnen.

3. Transformieren Sie (2) weiter, um die Formel

I(k, a, b) =

∫ ∞
−∞

dx e−
(x−b)2

2a2
+ikx =

√
2πae−

a2k2

2
+ibk (3)

für die Fouriertransformation einer Gaußfunktion nachzuweisen.

4. Verallgemeinern Sie die eindimensionale Formel (3) auf den dreidimen-
sionalen Anschauungsraum

I(~k,A,~b) =

∫ ∞
−∞

d3x e−
1
2

∑3
i,j=1(xi−bi)Aij(xj−bj)+i

∑3
i=1 kixi (4)

mit der reell symmetrischen quadratischen Form Aij = Aji. Hinweis:
betrachten Sie zuerst den Fall, daß A diagonal mit positiven Diagonal-
elementen ist

Aij = a2i δij (5)

und verallgemeinern Sie anschließend. Welche Bedingungen müssen Sie
an A stellen?
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5.2 Erzeugende Funktion

Benutzen Sie die Formel (3), um Integrale der Form

Jn(a, b) =

∫ ∞
−∞

dx xne−
(x−b)2

2a2 (6)

zu berechnen.

1. Drücken Sie Jn(a, b) durch

∂nI

∂kn
(k, a, b)

∣∣∣∣
k=0

(7)

aus.

2. Berechnen Sie Jn(a, b) für n = 0, 1, 2, 3, 4.

3. Definieren Sie den Mittelwert

〈f(x)〉 =

∫∞
−∞dx f(x)e−

(x−b)2

2a2∫∞
−∞dx e−

(x−b)2

2a2

(8)

und berechnen Sie
〈x〉 , (9)

sowie
〈(x− 〈x〉)2〉 . (10)

4. Wie können Sie mit dieser Methode Integrale der Form

Kn1,n2,n3(a, b) =

∫ ∞
−∞

d3x xn1
1 x

n2
2 x

n3
3 e−

1
2

∑3
i,j=1(xi−bi)Aij(xj−bj) (11)

berechnen?

5. Berechnen Sie ∫ ∞
−∞

d3x~x e−
1
2

∑3
i,j=1(xi−bi)Aij(xj−bj) (12)

und ∫ ∞
−∞

d3x xixj e−
1
2

∑3
i,j=1(xi−bi)Aij(xj−bj) , (13)

sowie ∫ ∞
−∞

d3x~x2 e−
1
2

∑3
i,j=1(xi−bi)Aij(xj−bj) . (14)
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5.3 Wellenfunktionen

Betrachten Sie das Gaußsche Wellenpaket A,~b〉 mit Wellenfunktion

ψA,~b = 〈~x|A,~b〉 = Ne−
1
2

∑3
i,j=1(xi−bi)Aij(xj−bj) (15)

wobei Aij = Aji reell symmetrisch.

1. Bestimmen Sie die Normierungskonstante N aus

〈A,~b|A,~b〉 = 1 (16)

mit der Zerlegung der Einheit

1 =

∫
d3x ~x〉 〈~x . (17)

2. Berechnen Sie die Erwartungswerte

EA,~b(Xi) = 〈A,~b|Xi|A,~b〉 (18a)

EA,~b

(
(Xi − EA,~b(Xi))

2
)

= 〈A,~b|X2
i |A,~b〉 − 〈A,~b|Xi|A,~b〉

2
(18b)

3. Betrachten Sie auch den Impulsoperator1

(Piψ)(~x) =
~
i

∂ψ

∂xi
(~x) (19)

und berechnen Sie die Erwartungswerte

EA,~b(Pi) = 〈A,~b|Pi|A,~b〉 (20a)

EA,~b

(
(Pi − EA,~b(Pi))

2
)

= 〈A,~b|P 2
i |A,~b〉 − 〈A,~b|Pi|A,~b〉

2
. (20b)

4. Entsprechen die Ergebnisse Ihren intuitiven Erwartungen?

1Der Impulsoperator wird am Ende der Vorlesung vom 27. Mai eingeführt werden. Bis
dahin können sie (19) als Definition benutzen.
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