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Was Sie schon immer iiber 2 x 2-Matrizen wis-
sen wollten ... und nie zu fragen wagten

Warum Sie viel iber 2 x 2-Matrizen wissen wollen, sollte in der Vorlesung
am Montag 29. April klar werden . ..

Zur Erinnerung an die Vorlesungen zur Mathematik und den mathematischen
Rechenmethoden:

e Die zu einer Matrix M hermitisch adjungierte Matrix MT = (M7)* hat
die Matrixelemente
[MT]. =M. (1)

%)

e Eine selbstadjungierte Matrix H erfiillt HT = H.
e Eine unitéire Matrix U erfiillt UTU = UU = 1, bzw. Ut = U1,

1.1 Pauli-Matrizen

Betrachten Sie die drei Pauli-Matrizen

o) = (g’ (1)) (2a)
(1) (2b)
73 = ((1) —01) (2¢)

zusammen mit der 2 x 2-Einheitsmatrix

00:1:@ g’) (2d)

1. Zeigen Sie, dafl jede komplexe 2 x 2-Matrix M als eine Linearkombina-
tion

3
M = 3(ap,d@) = apl + dd = agl + ay01 + ax09 + azos = Zaia,- (3)
i=0
mit komplexen Koeffizienten ag ;23 € C geschrieben werden kann.
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. Zeigen Sie, dafl alle Produkte 0,0, als eine der Matrizen (2), multipli-
ziert mit einer komplexen Zahl, geschrieben werden konnen.

Verwenden Sie ab hier mdglichst Ihr Ergebnis fiir die Pro-
dukte o;0; anstelle von expliziter Matrixmultiplikation.

—, —,

. Bestimmen Sie die Funktionen cq(ao, @, by, b) und &(ag, @, by, b) im Mul-
tiplikationsgesetz

-

2(&0,5)2(60,@ = 2(60,5). (4)

—

. Bestimmen Sie die Funktionen by (ag, @) und b(ag, @) in der adjungierten
Matrix .
(3(ao, @))" = X(bo, b). (5)

—

. Bestimmen Sie die Funktionen by(ag,@) und b(ag, @) in der inversen
Matrix .
(3(ao, @) ™" = X(bo,b) - (6)

. Berechenen Sie die Determinante det(¥(ao, @)) und Spur tr(3(ag, @)).
. Fiir welche Koeffizienten ag 1,23 € C ist X(ag, @) selbstadjungiert?

. Fiir welche Koeffizienten ag 123 € C ist ¥(ag, @) unitér? Zeigen Sie, daf
die beiden Ansitze

ap = V1 — a2, @ =iea (7)
mit ¢ € [0,27) CR, o123 € Rund |@| < 1 und

sin | 3] -

= 8
|B|6 (8)

ao = € cos |, @ = ie'®

mit ¢ € [0,2r) C R, f123 € R und 5] < 1 zu unitiren Matrizen
fithren.



1.2

1.

1.3

Exponentialfunktion

Berechnen Sie die Exponentialfunktion der Vielfachen der Pauli-Matri-
zen (2)

o = 30 W )

fir i =0,1,2,3 und @ € R durch Berechnung von (0;)" und Vergleich
der Potenzreihe mit den Reihen fiir Sinus und Kosinus.

. Berechnen Sie die Exponentialfunktion

el2(a0,d@) (10)

Eigenwerte und Eigenvektoren

. Berechnen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren der Pauli-Matrizen (2).

Zeigen Sie durch konkrete Rechnung, daf die Eigenvektoren einer Pauli-
Matrix zu verschiedenen Eigenwerten aufeinander orthogonal stehen.



