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Spin-Präzession

Der Hamiltonoperator für ein ortsfestes Elektron (mit Energie ε, Ladung e
und Masse m) in einem zeitlich konstanten und räumlich homogenen Ma-

gnetfeld ~B ist

H = ε1− e~
2mc

~σ ~B (1)

in der Basis mit 1〉 für Spin nach oben und 2〉 für Spin nach unten.

Die Observable für die Messung des Spins in Richtung ~n mit |~n| = 1 ist

S(~n) =
1

2
~n~σ . (2)

4.1 Zeitentwicklungsoperator

1. Berechnen Sie die Lösung der Schrödingergleichung für den Zeitent-
wicklungsoperator U(t, t0)

i~
d

dt
U(t, t0) = HU(t, t0) (3a)

U(t0, t0) = 1 (3b)

mit H aus (1) als 2× 2-Matrix.

2. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, das System zum Zeitpunkt t ≥ 0
im Zustand 2〉 anzutreffen, wenn es zum Zeitpunkt t = 0 im Zu-
stand 1〉 gestartet ist.

3. Berechnen Sie den Erwartungswert für eine Messung des Spins in Rich-
tung ~n zum Zeitpunkt t ≥ 0, wenn das System zum Zeitpunkt t = 0
im Zustand 1〉 gestartet ist.

4. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, zum Zeitpunkt t ≥ 0 entlang der
Richtung ~n den Spin +1/2 zu messen, wenn zum Zeitpunkt t = 0 der
Spin +1/2 entlang der Richtung ~n0 gemessen wurde.

5. Wie vereinfacht sich das Ergebnis, wenn zwei oder alle der Vektoren ~B,
~n und ~n0 parallel sind?
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4.2 Bloch-Sphäre / Energieerhaltung

Wir haben in der Vorlesung gesehen, daß ein Zustand ψ〉 mit

ψ〉 〈ψ =
1

2
(1 + ~σ~n) (4)

auch durch einen Punkt ~n auf der Oberfläche der Bloch-Sphäre |~n| = 1
beschrieben werden kann. Damit kann auch die Zeitabhängigkeit eines Zu-
stands ψ(t)〉 durch die Zeitabhängigkeit eines Punktes ~n(t) auf der Ober-
fläche der Bloch-Sphäre beschrieben werden.

1. Berechnen Sie den Erwartungswert der Komponenten des Spin-Opera-
tors

E~n(Si) = 〈ψ|Si|ψ〉 (5)

für den Zustand, der dem Punkt ~n auf der Bloch-Sphäre entspricht.

2. Berechnen Sie den Erwartungswert des Hamiltonoperators

E~n(H) = 〈ψ|H|ψ〉 (6)

für den Zustand, der dem Punkt ~n auf der Bloch-Sphäre entspricht.

3. Wir wissen aus dem Ehrenfest-Theorem, daß

E~n(t)(H) = const. (7)

gelten muß. Was folgt daraus für die Bewegung von ~n(t)? Genügt die
Information um die Bewegung bei gegebener Anfangsbedingung ein-
deutig festzulegen?

4. Berechnen Sie ~n(t) mithilfe des Zeitentwicklungsoperators (vgl. Aufga-
be 4.1) für den Hamiltonoperator H aus (1) als Funktion des Anfang-
zustands ~n(0).

5. Wie vereinfacht sich die Rechnung, wenn die Vektoren ~B und ~n(t) par-
allel sind?

6. Verifizieren Sie, daß Ihre Lösung tatsächlich

E~n(t)(H) = const. (8)

erfüllt.
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