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Noch mehr Matrizen ...

Zur Erinnerung:

e Eine orthogonale Projektion ist eine selbstadjungierte Matrix P = PT
mit
P =P (1)
e Wir betrachten wieder die Familie der 2 x 2 Matrizen

E(CLO, 0_:) = CL()]_ + ao = (101 + a101 + as09 + az0s (2)

mit den Pauli-Matrizen oy 93 (vgl. 1. Ubungsblatt) und a1 23 € C.

2.1 Dichtematrizen und Projektionen

1. Fiir welche Koeffizienten ag 123 € C ist X(ag, @) eine orthogonale Pro-
jektion?

2. In der ndchsten Woche werden wir ,,Dichtematrizen® kennen lernen.
Dies sind selbstadjungierte Matrizen p = pf, die keine negativen Eigen-

werte haben und
tr(p) = sz’z’ =1 (3)

erfiillen. Fiir welche Koeffizienten ag1235 € C ist ¥(ag, @) eine Dichte-
matrix?



2.2 Spektralzerlegung

1.

Berechnen Sie die Eigenwerte s und normierten Eigenvektoren v der
2 x 2 Matrizen X(ay, @)

E(a(b 5)¢ = Sw (4)
mit reellen Koeffizienten ag ;23 € R und
2
Wiy = i =1 (5)
i=1

Zeigen Sie durch explizite Rechnung, dafl die Eigenvektoren ; und
1y von X(ag, @) zu verschiedenen Eigenwerten aufeinander orthogonal
stehen:

2
Uiy =Y Wi e =0 (6)
=1

Berechnen Sie fiir jeden normierten Eigenvektor i von Y(ag,d) die
zugehorige 2 X 2 Projektionsmatrix

Py=vp @y (7)
mit den Matrixelementen
[P¢]ij = ¢z¢; . (8)

Uberzeugen Sie sich davon, daB es sich um orthogonala Projektionen
handelt.

. Zeigen Sie durch explizite Rechnung, daf} sich die aus den beiden nor-

mierten Eigenvektoren v, und ¢y von ¥(ag, @) gebildeten Projektionen
zur Einheitsmatrix addieren:

1=Py + Py, . (9)

. Zeigen Sie durch explizite Rechnung, daf§ ¥(ag,d) mit diesen Projek-

tionen und den zugehoérigen Eigenwerten auch als
2(0,0, C_I:) = 81P¢1 -+ SQPwQ (10)

geschrieben werden kann.



2.3 Drehungen um w/2

In der Vorlesung werden die Matrizen

Uy (+7/2) = % (;1 T) (11a)
Uy(7/2) = % ( M ]Fll) (11D)
/) = (0 ) (110)

definiert.

1. Uberpriifen Sie die Eigenschaften
Ul(£r/2) = U7 (£n/2) = U, (Fr/2) (12a)
(Up(£m/2))* = —1. (12b)
2. Uberpriifen Sie die Eigenschaft
Ur(m/2)Us(7/2)Us (=7/2) = Us(m/2) (13)

durch Matrixmultiplikation und zeigen Sie, daf§ daraus mit (12a) und
(AB)! = BTAT auch

Uy(+7/2)Us (=7 [2) Uy (—7/2) = Us(—7/2) (14a)
Uy (=7 /2)Us(+7/2)Uy (+7/2) = Us(+7/2) (14Db)
Ui(—m/2)Us(—7/2)Us(+7/2) = Us(—7/2) (14c)

folgen.

3. Uberpriifen Sie die Eigenschaften

Us(/2)Us (47 /2)Us(—7/2) = Uy (+7/2) (15a)
Us(rt/2)Uy (47 /2)Us(—7/2) = Us(+7/2) (15b)

durch Matrixmultiplikation und leiten Sie daraus analog zur vorherigen
Aufgabe sechs weitere Beziehungen her.



