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Was Sie schon immer über 2× 2-Matrizen wis-

sen wollten . . . und nie zu fragen wagten

Zur Erinnerung:

• Die zu einer Matrix M hermitisch adjungierte Matrix M † = (MT )∗ hat
die Matrixelemente [

M †]
ij

= M∗
ji . (1)

• Eine selbstadjungierte Matrix H erfüllt H† = H.

• Eine unitäre Matrix U erfüllt U †U = UU † = 1, bzw. U † = U−1.

1.1 Pauli-Matrizen

Betrachten Sie die drei Pauli-Matrizen

σ1 =

(
0 1
1 0

)
(2a)

σ2 =

(
0 −i
i 0

)
(2b)

σ3 =

(
1 0
0 −1

)
(2c)

zusammen mit der 2× 2-Einheitsmatrix

σ0 = 1 =

(
1 0
0 1

)
. (2d)

1. Zeigen Sie, daß jede komplexe 2× 2-Matrix M als eine Linearkombina-
tion

M = Σ(a0,~a) = a01 + ~a~σ = a01 + a1σ1 + a2σ2 + a3σ3 =
3∑
i=0

aiσi (3)

mit komplexen Koeffizienten a0,1,2,3 ∈ C geschrieben werden kann.
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2. Zeigen Sie, daß alle Produkte σiσj als eine der Matrizen (2), multipli-
ziert mit einer komplexen Zahl, geschrieben werden können.

3. Bestimmen Sie die Funktionen c0(a0,~a, b0,~b) und ~c(a0,~a, b0,~b) im Mul-
tiplikationsgesetz

Σ(a0,~a)Σ(b0,~b) = Σ(c0,~c) . (4)

4. Bestimmen Sie die Funktionen b0(a0,~a) und~b(a0,~a) in der adjungierten
Matrix

(Σ(a0,~a))† = Σ(b0,~b) . (5)

5. Bestimmen Sie die Funktionen b0(a0,~a) und ~b(a0,~a) in der inversen
Matrix

(Σ(a0,~a))−1 = Σ(b0,~b) . (6)

6. Berechenen Sie die Determinante det(Σ(a0,~a)) und Spur tr(Σ(a0,~a)).

7. Für welche Koeffizienten a0,1,2,3 ∈ C ist Σ(a0,~a) selbstadjungiert?

8. Für welche Koeffizienten a0,1,2,3 ∈ C ist Σ(a0,~a) unitär? Zeigen Sie, daß
die beiden Ansätze

a0 = eiφ
√

1− ~α2, ~a = ieiφ~α (7)

mit φ ∈ [0, 2π) ⊂ R, α1,2,3 ∈ R und |~α| < 1 und

a0 = eiφ cos |~β|, ~a = ieiφ sin |~β|
|~β|

~β (8)

mit φ ∈ [0, 2π) ⊂ R, β1,2,3 ∈ R und |~β| < 1 zu unitären Matrizen
führen.
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1.2 Exponentialfunktion

1. Berechnen Sie die Exponentialfunktion der Vielfachen der Pauli-Matri-
zen (2)

eiασi =
∞∑
n=0

(iα)n

n!
(σi)

n (9)

für i = 0, 1, 2, 3 und α ∈ R durch Berechnung von (σi)
n und Vergleich

der Potenzreihe mit den Reihen für Sinus und Kosinus.

2. Berechnen Sie die Exponentialfunktion

eiΣ(a0,~a) . (10)

1.3 Eigenwerte und Eigenvektoren

1. Berechnen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren der Pauli-Matrizen (2).

2. Zeigen Sie durch konkrete Rechnung, daß die Eigenvektoren einer Pauli-
Matrix zu verschiedenen Eigenwerten aufeinander orthogonal stehen.
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