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Zusammenfassung

Inhalt der Vorlesung (nicht notwendig chronologisch, weil die Anwendungen
auch als erlauternde Beispiele fiir die Formalismen dienen sollen):

1. Newton’sche Formulierung

a) Inertialsysteme, Newton’sche Gesetze, Bewegungsgleichungen

(a)
(b) Eindimensionale Bewegung, Energieerhaltung
(c) Harmonischer Oszillator

)

(d) Bewegung im Anschauungsraum, konservative Krifte
2. Lagrange’sche Formulierung

(a) Variationsprinzipien, Euler-Lagrange-Gleichungen
(b) Nebenbedingungen
(c¢) Koordinatentransformationen, Mechanische Eichtransformationen
(d) Symmetrien, Noether’sches Theorem, Zyklische Koordinaten
)

(e) Beschleunigte Bezugssysteme und Scheinkréfte
3. Hamilton’sche Formulierung

(a) Legendre-Transformation, Phasenraum

(b) Hamiltonfunktion, kanonische Gleichungen

(c) Poissonklammern, kanonische Transformationen
(e) minimale Kopplung
(f) Liouville Theorem

)
)
)
(d) Erzeugende von Symmetrien, Erhaltungssétze
)
)
(g) *Hamilton-Jacobi’sche Formulierung

4. Anwendungen
(a)
(b)
()

)

(d) Teilchen im elektromagnetischen Feld

Zentralkraftprobleme
Mechanische Ahnlichkeit, Virialsatz

Kleine Schwingungen
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(e) Starre Korper

i. Drehmoment, Tragheitstensor
ii. *Kreisel, * Euler’sche Gleichungen

(f) Streuung, * Wirkungsquerschnitt
5. Relativistische Dynamik

(a) Lorentz-Transformationen
(b) Minkowski-Raum
(c) Bewegungsgleichungen

6. Nichtlineare Dynamik

(a) Stabilitatstheorie
(b) *KAM-Theorie
(¢) *Deterministisches Chaos

Die mit * gekennzeichneten Themen kénnen nur bei optimalem Verlauf in
einer einsemestrigen Vorlesung in hinreichender Tiefe behandelt werden und

sind daher als optional anzusehen.
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1
EINLEITUNG

1.1 Was heifst und zu welchem Ende studiert man
Klassische Mechanik“?

‘Vorlesung 01: Mo, 14.10. 2019‘

Theoretische Physik hat

e Ziel: Beschreibung eines Systems, so dafl Kenntnis seines Zustands
zu einem Zeitpunkt 3, die Vorhersage des Zustands zu einem Zeit-
punkt t > ty erlaubt.

o Zweck:

— Anwendungen: Militar, Sport, etc.

— Wissenschaft: Verifikation, bzw. Falsifikation, einer Beschreibung
des Systems

Klassische Mechanik ist

e Fundament und éltester Teil des Geb&dudes der Theoretischen Physik
(Isaac Newton: Philosophie Naturalis Principia Mathematica, 1687)
— alter als die Wiirzburger Residenz.

e am néchsten an der Alltagserfahrung und Intuition

e Modell fiir modernere Theorien, die im ganz Groflen (allgemeine Re-
lativitatstheorie, Kosmologie) und im ganz Kleinen (Quantentheorie)
weiter reichen

Abgrenzung zur
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e (Quantenmechanik: Bewegungen mit typischer Wirkung

k 2
S <ha1073 8 (1.1)

S

Wirkung wird bald prézise definiert — anschaulich

typische Ausdehnung x typischer Impuls
Wirkung ~ < typische Energie x typische Dauer . (1.2)
typischer Drehimpuls

e Statistischen Physik (Thermodynamik): Systeme mit vielen Freiheits-
graden, die nicht individuell sondern mit Mittelungen beschrieben wer-
den miissen,

e Feldtheorie (Elektrodynamik): nicht nur das Verhalten von Koérpern un-
ter dem EinfluB von Fernwirkungen entsprechend gegebener Gesetze
(Schwerkraft, Elektromagnetismus), sondern die Dynamik der entspre-
chenden Felder selbst.

Meistens werden wir nur Systeme betrachten, deren typischer Geschwindig-
keiten sehr klein im Vergleich zur Lichtgeschwindigkeit

V< e 31080 (1.3)
S

sind. In Kapitel 6 werden wir kurz auf die Beschreibung (speziell) relativisti-
scher Bewegung v — ¢ eingehen.

1.2 Idealisierungen
Klassische Mechanik betrachtet Systeme mit wenigen Freiheitsgraden, insbe-
sondere

e Massenpunkte (in ART unmoglich, weil sonst schwarzes Loch)

e starre Korper (in spezieller Relativitdt unmoglich wegen Kausalitét)

als effektive Theorie, wenn die anderen Freiheitsgrade eines realen Korpers
vernachléssigt werden kénnen. Zweck ist

e Gleichungen mit verstehbarer Struktur
e Losung durch Symmetrien

e robuste Vorhersagen

zu erhalten.
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1.8  Formalismen

Zunehmende Abstraktion nicht als Selbstzweck, sondern zur Problemlosung.

1.3.1 Newton
Kapitel 2

+ allgemeinste Formulierung, erlaubt auch nicht abgeschlossene Systeme,
Reibung etc.

— Symmetrien nicht manifest (kovariant, nicht invariant)
— FErhaltungsgrofien nicht systematisch
— Gleichungen schwer aufzustellen, kaum Hilfe bei der Losung

— kein Weg zur Quantenmechanik

1.3.2 Lagrange
Kapitel 3
+ Maéchtigstes Werkzeug zum Problemlésen (z. B. in der Klausur)
+ Symmetrien manifest
+ Erhaltungsgrofien systematisch aus Noether Theorem
+ Weg zur Quantenmechanik (,, Pfadintegral®)

— Nachteil: Reibung etc. nicht natiirlich

1.3.3 Hamilton
Kapitel 5
+ Noch reichhaltigere Symmetrien

+ mathematisch robuster Weg zur Quantenmechanik
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Bemerkung

In Anhang A sind die verwendeten Notationen zusammengefasst. Zwar ist
Physik und Mathematik ,invariant unter (konsistentem) Austausch von No-
tationen, aber es hilft doch, Notationen nicht immer wieder neu defininieren
zu missen.

1.4 Literatur

1.4.1 Standardwerke
Herbert Goldstein: Classical Mechanics [?]

Landau-Lifschitz: Lehrbuch der Theoretischen Physik 1: Mechanik [1]

1.4.2  Fiir Fortgeschrittene
Florian Scheck: Mechanik [?]

1.4.3 Spezielles
Mathematisch
V.I. Arnold: Mathematical Methods of Classical Mechanics [2]

Walter Thirring: Lehrbuch der Mathematischen Physik 1: Klassische
Dynamische Systeme [3]

Computer

Gerald Jay Sussman, Jack Wisdom: Structure and Interpretation of
Classical Mechanics [?]
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NEWTON’SCHE FORMULIERUNG

2.1 Bewegung eines Massenpunkts im
Anschavungsraum R3

2.1.1 Trajektorien, Koordinatensysteme, Bezugssysteme

Ein Massenpunkt ist das einfachste Beispiel, weil eine vollstéandige Beschrei-
bung aller Beobachtungen zu verschiedenen Zeiten ¢ durch eine parametri-
sierte Kurve, eine Trajektorie, im Raum erfolgt, vgl. Abbildung 2.1.

v [to,tl] — R3

t— Z(t) (21)

Ziel ist die Vorhersage von v aus der Kenntnis eines Teils davon.

Bemerkung 2.1. Hierbei spielt es keine Rolle, welche Koordinaten benutzt
werden. Z. B. beschreiben

ts T = (21, 20, 23) = (vt/V/2,0t/v/2,0) (2.2a)

t— o= (r6,¢)=(vt,0,7/4) (2.2b)
die gleiche Trajektorie, einmal in kartesischen und einmal in sphérischen
Polarkoordinaten, vgl. Abb. 2.2.

Bemerkung 2.2. Verschiedene Beobachter haben im Allgemeinen verschiede-
ne Bezugssysteme, die relativ zueinander translatiert, gedreht oder bewegt
sein kénnen. Dabei spielt es keine Rolle, welche Koordinatensysteme verwen-
det werden.

2.1.2  Inertialsysteme, Newton’sche Gesetze

Empirische Beobachtung (Galileo et al.): es gibt spezielle Bezugssysteme,
sogenannte Inertialsysteme, in denen die Newton’schen Gesetze gelten
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T,

3
Abbildung 2.1: Tragektorie 7y : [to, t;] — R?

T2y Ta

IS 4
%V

Abbildung 2.2: ...

Definition 2.3 (Newton’sche Gesetze). Es gibt Inertialsysteme und in jedem
Inertialsystem . ..

1. ...

sind die Geschwindigkeiten von allen Kérpern, auf die keine Kréfte
ausgeiibt werden, konstant,

. ist die Anderung der Geschwindigkeiten proportional und parallel

zur auf den Korper ausgeiibten Kraft, d. h.

. . 2z d .
F:mﬁsz:md—;:a<mf> : (2.3)

Die Proportionalitatskonstante m ist die trdge Masse des Korpers (die
hier als konstant angenommen wird),
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3. ... sind die von zwei Korpern aufeinander ausgeiibten Kréfte antipar-
allel und von gleichem Betrag, d. h.

actio = reactio . (2.4)

Bemerkung: dies stellte eine dramatische Abkehr von Aristoteles dar, bei
dem Koérper immer zur Ruhe streben, wenn sie keiner Kraft unterliegen.

Theorem 2.4 (Anfangswertproblem fiir gew6hnliche Differentialgleichungen
2. Ordnung). Unter hinreichenden Regularititsbedingungen an die Funktion f
hat das Anfangswertproblem

E(t) = f(E(t), %(t), 1) (2.5a)
Z(to) = Ty (2.5b)

to) = U (2.5¢)

in einer hinreichend kleinen Umgebung U > t, eine eindeutige Lésung U >
t— .

Daraus folgt, daf§ die Trajektorie eines Massenpunkts bei bekannter Kraft
F durch Anfangswerte fiir Ort und Geschwindigkeit zu einem Zeitpunkt
durch die Newton’schen Gesetze festgelegt sind.

Der Zustand des Systems entspricht also einem Punkt

(Z,7) € TQ = R® x R® (2.6)

im Geschwindigkeits-Phasenraum T(Q), der spéter komplizierter sein wird
als R x R3.

2.1.3  Erhaltungsgrifien

Weil (2.5) numerisch in hoher Prézision gelést werden kann, kénnte man mei-
nen, dafl die Aufgabe der theoretischen Physik nur noch in der Bestimmung
der Kréfte F' bestiinde. Dies ist falsch:

e Differentialgleichungen sind im Allgemeinen nichtlinear und das Verhal-
ten fiir lingere Zeiten kann numerisch nicht beliebig genau bestimmt
werden.

e Prinzipielle Fragen, wie die nach der Stabilitdt des Sonnensystems, blei-
ben offen.
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Es ist vielmehr aus (mindestens) zwei Griinden wichtig, Erhaltungsgrofien I
(oft auch als Integrale bezeichnet)

d ...
L@, 5(t).1) = 0 (2.7)

zu identifizieren:
1. (2.7) ist eine uberpriifbare Voraussage,

2. (2.7) kann bei der Losung der Bewegungsgleichung helfen.

2.1.4 Arbeit

Sei im Folgenden F' = F(Z), nicht F(Z,Z,t), d.h. die Kraft héinge nur vom
Ort ab.

Definition 2.5 (Arbeit entlang eines Weges). Das Funktional auf der Men-
ge " aller Trajektorien

w:I' =R

W) = [z F@ (28)

~

heifit Arbeit.

Konkreter
W(y) = —/di:’-ﬁ(f) :—/tldta(t)-ﬁ(f(t)) (2.9)

wobei W () wegen der Kettenregel

[ as ) - Fats)) -

o) dx

[as g Faeen = [ Cargo-Faw) @)

unabhéngig von der fiir v gewahlten Parametrisierung ist.
Wenn man fiir eine gegebene Trajektorie v nur bis zu einem Zeitpunkt ¢
integriert, erhéilt man eine Funktion

ny : [to,tl] — R

O W) = - [ v () Flae))

to

(2.11)
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die von der Parametrisierung abhdngt und die man differenzieren kann

aw, = dF,.
() = —S(0) - Fa)

= —g(t) -mi(t) = —%% (:’E(t))2 =: —%T(f@)), (212)

wobei T" nur von der Geschwindigkeit i abhangt. Mit der
Definition 2.6 (Kinetische Energie).

T:R> =R
7 s T(0) = %52 (2.13)
finden wir, dafl die Energie
EL(#(t),t) = T(F(1)) + W, (¢) (2.14)
entlang der Trajektorie v erhalten ist:
%(f(t),t) = 0. (2.15)

Diese Definition ist noch nicht sehr hilfreich, weil E, im Prinzip von der

ganzen Historie v abhéngen kann, nicht nur vom aktuellen Zustand (7, ¥) €

TQ.

2.1.5 Konservative Krifte
| Vorlesung 02: Fr, 18.10.2019|

Wenn W (~) fiir alle geschlossenen Wege v € I, mit

Fo={yel:at) =2t} (2.16)
verschwindet
VVGFC:W(V):—/d5~ﬁ(f) —=0, (2.17)
il
hiangt W () wegen
W) +W(y2) =W(n B) (2.18)

(vgl. Abbildung 2.3) nicht vom Weg ab, sondern nur vom Endpunkt Z(¢;) und
man kann mit Hilfe eines passenden ~y eine Funktion V : R® — R einfiihren

V(@) = W, (1) (2.19)
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T2

y=mEyp g
\72/
T
Abbildung 2.3: Additivitit der Arbeit.
die Potential oder potentielle Energie heifit und
dv dw, d_. -
- = =——T 2.2
(1) = (1) =~ T(E0) (2:20)
erfiillt, sowie eine entlang der Trajektorie erhaltene Energie
E:TQ— R
Q . . (2.21)
(Z,7) — E(Z,7) =T(¥) + V(%)
mit dE
= @), Z(t) = 0. (2.22)

Definition 2.7 (Konservatives Vektorfeld). Ein Vektorfeld, dessen Wegin-
tegral fiir alle geschlossenen Wege verschwindet, heiflt konservativ.

Ein einfaches Kriterium dafiir, ob ein Vektorfeld konservativ ist, liefert
das

Theorem 2.8 (Satz von Stokes in R?).

/D 45(2) - (¥ x () = /6 az- Aa) (2.23)
Bemerkungen:

e Verallgemeinerung des Hauptsatzes der Differential- und Integralre-
chung in einer Dimension

[ ae ) = o) - ota) 224
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T2

oD

1S3 4
il

Abbildung 2.4: Satz von Stokes 2.8.

T2y

oD D

(3 4
-

Abbildung 2.5: Nicht einfach zusammenhdngendes Gebiet.

e Das Integral iiber die Ableitung ist durch die Werte am Rand festgelegt.

e Vorsicht bei mehrfach zusammenhéngenden (,,topologisch nichttrivia-
len*) Gebieten: innere Rénder nicht vergessen (vgl. Abbildung 2.5)

Daraus ergibt sich das einfache

Korollar 2.9. Ein Kraftfeld F mit auf einem einfach zusammenhdngendem
Gebiet D C R? verschwindender Rotation

VieD:V x F(Z) =0 (2.25)

ist auf D konservativ.
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Noch besser mit dem

Lemma 2.10 (Poincaré Lemma fiir R?). Sei D C R? ein sternformiges
Gebiet und A : D — R3 ein darauf rotationsfreies Vektorfeld, d. h.

VieD:VxAT)=0. (2.26)

Dann qibt es ein, bis auf eine additive Konstante eindeutiges, Potential ® :
D — R mit

A(Z) = V(7). (2.27)
Beweisskizze. ;
Oy, (T) = / dg - A(€) (2.28)
o
ist wegen des Satzes von Stokes (Satz 2.8) wegunabhingig' und damit
a(;{; “ (@) = A7), (2.29)
bzw. VP = A. ]

Umgekehrt gilt

[ g von@ - [(a d—5<> s, (€0)
ddz, -

[y e (Ew) = [ ar SR
0( ( )) Dz 0( ( )) = (I)fo(f) _(I)fo(jb) = q)fo(f) (230)

und wir erhalten das Ergebnis: aus

I

o,

~
Mw
=I5

VZeD:V xF@) =0 (2.31)
auf einem sternférmigen, einfach zusammenhingenden Gebiet D C R? folgt
WeD-sR:F=-VV (2.32)

und die Energieerhaltung

E =T+ V = const. (2.33)

'Hier ist es wichtig, dafl S nicht mehrfach zusammenhéngend ist, weil man sich sonst
n (2.28) eine Wegabhéngigkeit durch die geschlossenen Wege, die ,Locher” umlaufen,
einhandelt.
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Beispiel 2.11 (Schwerefeld auf der Erdoberfliche). Aus

—

F(Z) = —mgé; (2.34a)
folgt
oFy _ OFy 0
. . o: oz .
VxF=[2_98)_ (o] =0 (2.34D)
oo\
Oxa Ox1

auf ganz R3. Und offensichtlich ist
V(Z) = mgxs (2.34¢)
ein geeignetes Potential und

E="47
2

T +mgxs (2.34d)

eine erhaltene Energie.

2.2  Eindimensionale Bewegung eines Massenpunkts

Sei die Bewegung in eine Richtung (0. B.d. A. entlang einer Koordinatenach-
se) eingeschrankt:
v [to,tl] — R

2.35
t— xz(t) (2:35)
Newton’sche Bewegungsgleichung F' = ma, bzw. fiir geschwindigkeitsun-
abhéngige Krifte
L) = Pla) (2:30
m—(t) = F(x(t)) . :
de?

2.2.1 FEnergieerhaltung

In einer Dimension sind alle Kréfte konservativ, die nur vom Ort abhé&ngen:
man kann immer die Kraft aufintegrieren, um ein Potential zu definieren

V(z) =— /Idg F(&) + V(xg), (2.37)

das
—(z) = —F(x) (2.38)
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erfiillt. Mit der kinetischen Energie

L 2 (2.39)
o2 \dt '
gilt mit der Kettenregel
d dzd?z dV, dx
—(T+V)=m——+ —(2)—
gV =gt Wy
dz d?x dz  dz [ d%x
maae TG T @ (m a2 <x)>  (240)
also Energieerhaltung
E=T+YV = E, = const. . (2.41)

2.2.2  Integration der Bewegqungsgleichung

In einer Dimension geniigt die Energieerhaltung immer zur Losung (,, Inte-
gration®) der Bewegungsgleichung. Aus

% (i_j(t)) +V(x(t)) = Ey = %vg + V(o) = const. , (2.42)

folgt
% _ \/g VE - V(@) (2.43)

bzw.

m dx
Bt oas
Wenn V(x) < Ejy gilt, ist wegen |¢] > 0 das Vorzeichen durch die Richtung
der Bewegung zum Zeitpunkt ¢, eindeutig festgelegt. Wenn die Trajektorie
durch Punkte z mit V' (z) = Ej lduft, entsprechen diese Umkehrpunkten und
Aste mit verschiedenen Vorzeichen miissen zusammengeklebt werden.

Damit folgt

z(t) d t
m a
i,/_/ —:/dT:t—to (2.45)
2 o \Y EO - V(l’) to
und mit

(I):Jco,E’,:I: : UQR—>R

Y T A S
r—= Oy pa(r) = i\/;/m \/m

(2.46)
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konnen wir
Dy, mo2 v (o), (2(8)) =T — to (2.47)

schreiben.

Theorem 2.12 (Satz iiber implizite Funktionen). Sei v : R x R — R
hinreichend requldr mit

u(zo, yo) =0 (2.48a)
Ou 0 2.48h
8_y($0’ Yo) 7# (2.48b)

dann ezististiert genau eine Funktion f : U — R wobei
ro€eUCR (2.49)
mat
Ve e U :u(z, f(x)) =0 (2.50a)
und der Ableitung
.o df . [0u ! ou
ONe) = 1) = Lo = (Gt @) Ghte s, (2300)

Beispiel 2.13. Sei
u:RxR—R (251)
(z,y) = 2 +y* — @ '

mit a # 0, dann

u(0,a) =0 (2.52)
ou
a—y(O, a) =2a#0 (2.53)

und wir konnen fiir —a < x < a nach y auflésen

y=f(z)=Va>—22. (2.54)

Damit finden wir die inverse Funktion @;01 By + als Losung

w(t) =& !

20, B4V (20). £ (t —to) - (2.55)



ohl: Fri 07 Feb 2020 11:04:54 AM CET subject to change! 16

y“(o7 a)

H"

Abbildung 2.6: Implizite Funktion.
Bemerkungen zu inversen Funktionen
Fiir invertierbare Abbildungen
:A— B
/ (2.56)
a— f(a)
gilt
f':B— A
2.57
b ffl(b) ( )
mit
flo f=ida (2.58a)
fofl=idp (2.58b)
bzw.
fH(fla)) =a (2.59a)
FUFHD) =0 (2.59Db)
oder
f
/\
A B
\/

7 , (2.60)
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aber f~1(x) hat nichts mit + zu tun: selbst wenn 11 existiert, haben die

Funktionen im Allgemelnen nlcht einmal den gleichen Definionsbereich! Es
gilt nur fiir die Ableitungen der Funktionen, d. h. die linearen Approximatio-
nen an die Funktionen,

D(f™) =D

als Matrizen.
Beispiel 2.14 (Schwerefeld auf der Erdoberfldche).

V(z) =mgz (2.61a)

also

e ol
5\/; {\/303 +mg(zo — OJ = ¢§\/%\/5v(2) +mg(zo — Z)i%

(2.61b)
daraus
) 2 2 m v 2 Z z
0 9 0 0—
t—ty T 2 :—( - ): LU 2.61
( °F g) mg? g T malz—2) (g) M (2.61c)
sowie
V) 20— 2
(t —to)® F 2—(t — tg) = 22 (2.61d)
g g
und schliellich
2=z £ vt — to) — g(t —t)? (2.61c)

wobei offensichtlich das positive Vorzeichen fiir eine anféingliche Aufwértsbe-
wegung zu wihlen ist.

| Vorlesung 03: Mo, 21.10.2019)|

Beispiel 2.15 (Harmonischer Oszillator).

2
mwe

Vi(z) = — (2.62a)

also
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i‘“

N=—"

Abbildung 2.7: ...

dg

x x d
t—to=+ —/—:i/m §
2 IO*/Eo—mT“‘ﬂ{Q 2E0 Jay /1 — €2/a?

z/a

= 5/ \/1d—n7772 = 5 [arcsin (g) — arcsin <%)} (2.62b)
zo/a -

mit der Amplitude
2E0 Vo 2
a= 5 =Top/ 1+ | — (2.62c)
mw Tow

z(t) = asin (iw(t — tp) + arcsin @> (2.62d)

a
und das Vorzeichen kommt wieder von der Anfangsgeschwindigkeit vy.

bzw.

2.2.8  Phasenraum, Phasenflufs

Die Kurven konstanter Energie F(z, &) definieren , Hohenlinien* im Geschwin-
digkeits-Phasenraum 7T'Q) = R x R, entlang derer sich das System bewegt.
7. B. Ellipsen fiir den harmonischen Oszillator mit

m ., mw?

E=—= 2 2.
5 & + 5 % (2.63)
in Abb 2.7 oder Parabeln fiir ein Teilchen im Schwerefeld
E = %ZQ +mgz (2.64)

in Abb 2.8.
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Z‘A

nY

Abbildung 2.8: ...

Jeder Punkt (z,%) € T'Q) definiert einen Zustand des Systems, der die
weitere Entwicklung, den Phasenfluf, entlang der Linien gleicher Energie
eindeutig festlegt. Verldflliche qualitative Aussagen (gebundene Bahnen, Ent-
weichbahnen, etc.) sind moglich, ohne DGL zu lésen!

Das Konzept des Phasenflusses verallgemeinert sich zu komplizierteren
Phasenrdumen, z.B. TQ = R3? x R3, aber dort geniigt die Energieerhal-
tung nicht zur Festlegung der Losung, dafiir werden insgesamt 2-3 —1 =05
, Integrale® gebraucht.
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—3—

LAGRANGE’SCHE FORMULIERUNG

Die Bewegungsgleichungen )
mi = F(Z) (3.1)

héngen von der Wahl des Koordinatensystems ab. Z.B. dreidimensionaler
harmonischer Oszillator in kartesischen Koordinaten

iy 4w’y =0 (3.2a)
By + w?ae =0 (3.2b)
Ty + w3 =0 (3.2¢)

und in sphérischen Polarkoordinaten

P4+ wir =7 (sin2 0 ¢ + 92> =0 (3.3a)
d .
T <r2 sin® 0 gb) =0 (3.3b)
d . .
T <7’29> —r2sinf cos0¢* = 0. (3.3c)

Es it nicht leicht zu erkennen, dafl es sich in beiden Féllen um das gleiche
System handelt.

Im eindimensionalen Fall bieten die Linien konstanter Energie eine geo-
metrische, d h. koordinatenunabhéngige, Beschreibung, die leider noch nicht
zur Beschreibung komplizierterer Probleme geniigt.

3.1 Variationsprinzipien

Es ist moglich, die Newton’schen Bewegungsgleichungen aus einem Varia-
tionsprinzip herzuleiten, d.h. aus der Forderung, dafl die Trajektorie des
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Systems, ein bestimmtes Funktional, die Wirkung

S:T'=R

v S(7) = / dt L(Z(t), #(t), ) (3.4)

extremal macht (minimiert, maximiert, Sattelpunkt), wenn wir L geeignet
wéhlen.
Fiir Funktionen f : R — R finden wir die extremalen Stellen 2° durch

df
dx
und fiir Funktionen f : R™ — R durch

(%) =0 (3.5)

. of
Vi : B (29,29, ...,2°) =0, (3.6)

Aquivalent zu (3.6) ist die Forderung, daf§ alle Richtungsableitungen ver-
schwinden
df

n. ~J .0 —
Yve R 'ds( + sv) » 0. (3.7)

Dies lasst sich auf Funktionale verallgemeinern.

3.1.1 R—R

Die Menge aller (hinreichend oft stetig differenzierbaren) Kurven mit festen
Randpunkten

t1,x1 __
F1507900 -

v [to,tl] — R
{ t— z(t)

Jede (hinreichend oft stetig differenzierbare) Funktion dreier Verdnderlicher f :
R x R x R — R definiert eine Funktion von der Menge aller Kurven in die
rellen Zahlen

F:Tpt R

to,o

Yo ) = [t et 00,

to

(3.9)

NB: hohere Ableitungen, ¥ etc., konnten im Prinzip auch vorkommen, werden
aber in unserer Anwendung nicht gebraucht und deshalb hier nicht betrach-
tet.



ohl: Fri 07 Feb 2020 11:04:54 AM CET subject to change! 22

A

é
x ,ys

o = [L’(to)
T v=%

T = .Z'(tl)

>

t

Abbildung 3.1: Fine einparametrige Familie von Kurven {vg}se[o,l] mit fest-
gehaltenen Endpunkten.

Einparametrige Familien von Variationen mit festgehaltenen Endpunkten

(vgl. Abb. 3.1)

(8,7) =0 t = 20(t) = x(t) + sdx(t) .

damit
4. )| = ox(t) (3.11)
dS ° 570_ '
und
d s dd dd , d
B = ) = —=——2t)] =-=90 3.12
ds” ()‘s:o ds dt S()L:O dtdsx()Lo gt 312

Betrachten wir nun die Variation des Werts eines Funktionals F' bei der
Variation seines Arguments, der Trajektorie ~:

t1 d
_ / a d—f@i(t),abi(t),t)

_ /t dt (g(a:(t),j:(t),t)(h(t)nt%(z(t),i(t),t)aéx(t))
- [t (Faw.a0.0 - S ew.a0.0) sato

+ Eh(n), (1), 1) (1) — £ (o), o), ) B (t)
!  ~ ht

- [(at (Fewa0.0 - FHew.a0.0) 00 @13)
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Lemma 3.1. Sei f € C*([&,&1]) und

&1
Vg € O ([t 61]) : / aé F(€)g(€) = 0. (3.14)

&o
Dann verschwindet f, d. h. f = 0.

Beweis. Wihle g = f, dann

&1 &1
| acr©9© = [ aclrop 2o (315)
) o
und das Integral verschwindet dann und nur dann, wenn f = 0. O]

Aus (3.13) folgt mit diesem Lemma das

Theorem 3.2.

i of d of _
Vo :0F(y) =0 <~ %(l’(t),ﬁ(t),t) — a%( x(t),z(t),t) =0 (3.16)
NB: fiir die partiellen Ableitungen wurde eine Kurzschreibweise gewahlt:

gemeint ist die partielle Ableitung nach dem ersten oder zweiten Argument

of : of
50200 =Fe6nn| (3.17a)
of os
G000 =5 €00l (3.17b)

Die totale Ableitung wird mit der Kettenregel ausgewertet und entspricht
der Anderung der Funktion entlang der Kurve

dt( ( ),Z‘(t),t) =

af , dx af d?x of
5 B0, 2(t), )= (8) + == ((t), 2(t), ) 75 (1) + 5 (2(8), (1), 1) . (3.18)

5.1.2 R— R

Wir kénnen (3.13) sofort verallgemeinern zu Kurven im Anschauungsraum R?
oder auch fiir mehrere Teilchen, d. h. fiir Kurven

(Z1,%2,..., %) ER*xR¥*x .- x R*=R™" (3.19)

durch
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_dF B f % . B
i) = Go| = [a @ dnn| -
h SO SN Of e
[ ( g2, P00 Gl 0] 30 50,500 30t )

- /toldt > < 332 (#(t), Z(1), ) — %gi (f(t),f(t),t)) Sa(t)

+ g.f, (#(t1), Z(t1), t1) 6i(t1) —

- € -
=1 -0 =1

- /toldt Z (gfi (#(1), 2(1), 1) — %gai (f(t),:?(t),t)) dx;(t) (3.20)

ox;

=0

Wir erhalten damit, weil die dx; unabhéngig sind,

Theorem 3.3.

Vo 0F () = 0 <= Vi : gi (Z(t), Z(t), ) — %gg (Z(t), Z(t),t) =0 (3.21)

3.2 Hamailton’sches Prinzip und Euler-Lagrange
Gleichungen

| Vorlesung 04: Fr, 25.10.2019|

Betrachte nun das Wirkungsfunktional

S:T'=R

v S(y) = / dt L(Z(t), 7(t), ) (3.22)

mit der evtl. explizit zeitabhéngigen Lagrangefunktion auf dem Geschwindig-
keits-Phasenraum

L:TQxR=R"xR"xR—=R

. . . ) (3.23)
(Z,Z,t) — L(Z,Z,t) =T(¥) — V(Z,t).
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Dann folgen aus dem Hamilton’schen Prinzip (1834), dafi die Wirkung
unter Variationen mit festgehaltenen Anfangs- und Endpunkten stationér sein
soll

5S(7) =0 (3.24)
die

Definition 3.4 (Euler-Lagrange Gleichungen).

doL, ., . - oL .
&t oz, T, 7 (@), 1) = 5 =(3(1), 7(1),1) = 0. (3.25)

Mit der kinetischen Energie in kartesischen Koordinaten

m-:2 m
T(@)=—5a =< ) 2
(%) 57 T3 2 ; (3.26)
folgen die Bewegungsgleichungen
dor - WV ooy d v,
0= < ag':i(m(t)) + axi(x(t),t) = o (mii(t)) + axi(x(t),t). (3.27)
bzw. ’
a€ <ml’<t)) = —VV(Z(t).1) (3.28)
oder ) )
mi(t) = F(Z(t),1). (3.29)
Also:

e das Hamilton’sche Prinzip (3.24) und die Euler-Lagrange Gleichun-
gen (ELG) sind also zu den Newton’schen Bewegungsgleichungen fiir
konservative Systeme dquivalent und

e cin konservatives System kann durch die Angabe einer Lagrangefunk-
tion eindeutig bestimmt werden.

3.2.1 Beispiele

Beispiel 3.5. Zwei Massenpunkte, die iiber eine harmonische Feder mit Gleich-
gewichtslange [ verbunden sind.
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e in ciner Dimension

k
daraus mit L =T —V
oL
T = hm = —0) (3.31a)
oL
8_1'2 = k’(l‘l — Ty — l) (331b)
d 0L d . .
Ty, g = (3.31¢)
d oL d
dt 81‘2 dtmgxg (DY D) (3 3 d)
also
mlil = —/{(1’1 — T9 — l) (332&)

und damit auch actio = reactio.

e in drei Dimensionen

T = 7@ + 73;2 (3.33a)
k. o
=5 (|7 — 7| - 1)’ (3.33b)
mit L=T-V
oL T1i— Tay
=~k (|7 — To| = ) =—= 3.34
01 (17 =) =) | Ty — | (3.34a)
oL Toj— T1
=~k (|7 — To| — 1) =——= 3.34b
Gar, = kB~ - 2 (3.34b)
d 0L d ) .
Eaj}Li = &mlxm =MmM1T1, (3340)
d 0L d ) .
E&jm = &mgxg,i = MaT2; (334d)
also
- L T — Ty
=—k — —) — 3.35
mixy (|1 — 5| = 1) |71 — ) ( a)
iy = —k (|& — @) — 1) 2L (3.35b)

|71 — T
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3.8  Koordinatentransformation

NB: ab jetzt werden die Vektorpfeile fiir allgemeine Koordinaten x € R"
weggelassen werden. Nur noch dann, wenn betont werden soll, dafl es sich
um kartesische Koordinaten ¥ € R3 im Anschauungsraum handelt, werden
sie wieder auftauchen.
Gegeben sei ein mechanisches System mit einer Lagrangefunktion
TQ
——
L:R"xR"xR =R (3.36)
(x,2,t) = L(x,2,t).

Dann induziert eine, im Allgemeinen nichtlineare und zeitabhéngige, Koor-
dinatentransformation

¢:UxI CR"xR— R"

(3.37)
(¢,t) =z = (g, 1)
mit regulérer Jacobi-Matrix
Ox;
Yge Utel:detJ(qt) #0, fiir Ji;(g,t) = ax (¢, 1) (3.38)
4
eine Lagrangefunktion L? = L o ¢ in den neuen Koordinaten
TQ
—
L?:UxR"xI - R (3.39)
(¢,4,t) = L%(q,4,t) = L(x(q, 1), i(q, 4,1), 1)
wobei die neuen Geschwindigkeiten durch
.i 7'7t = 37 7t = i = 7t . ,t 3.40
(g, 6:t) = (0, 1) ;qyaqj(q )+ = (0.1) (3.40)

festgelegt sind. Aus (3.40) ergibt sich die Jacobi-Matrix der Geschwindigkei-

ten i 9
€T; ZT;
(¢, t) = 5—(q,t 3.41
S0 = 50 (3.41)
als unabhéingig von q.
Beispiel 3.6 (Zeitunabhingige Kugelkoordinaten (sphérische Polarkoordina-

ten)).
¢ : Q= [0,00[x][0,7] x [0,27] = R?

0 r T T Ccos ¢ sin (3.42a)
@]l =(0]— x| =|rsingsind
q3 10) T3 rcosf
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Jacobi-Matrix

O, cospsinf rcos¢cost —rsin@sinb
Jij = 3 L = | singsind rsingcosf 1rcosdsind (3.42b)
4 cos —rsinf 0

mit Determinante

det J(r,¢,0) = cos 0 (7“2 cos? ¢ sin f cos @ 4 12 sin? ¢ sin f cos 9)
+ rsin 6 (r cos® ¢ sin? @ + rsin? ¢ sin® 9)
=r?cos?fsinf + r?sin® 0 = r?sind (3.43)

also auBerhalb der x3-Achse nichtsingular

Vr>0,0<6<m:detJ(r,0,¢)>0. (3.44)
AuBerdem
i1 =7 cos¢sind — rsing gsinf + rcos ¢ cos 6 6 (3.45a)
iy = Sindsing + rcos ¢ dsinf + rsin ¢ cos 6 6 (3.45b)
i5 =7 cos —rsinf (3.45¢)
bzw.
3
=S i, (3.46)
j=1

wegen der Zeitunabhéngigkeit der betrachteten Koordinatentransformation,
also

: A 2
T34 @i dE = (f’cosgbsin@—rsingbgbsin@—l—rcosgbcos@@)

: A 2 N 2
+ (fsinqbsin@ + rcos¢¢sinf + rsin¢cos96’> + (fcos& — rsin@@)
= 72 cos® ¢ sin? 0+1r2 sin” ¢ gz.52 sin? 0+12 cos® ¢ cos? 0 0% +2r7 cos ¢ sin 6 cos 6 0
+ 72 sin? ¢ sin® 0+ 12 cos? ¢ ¢ sin® 0 + 12 sin? ¢ cos® 0 6% + 27 sin? ¢ sin 0 cos 0 6
+ 72 cos® 0 + r2sin? 0 6% — 2r7 sin 6 cos 0 6
= 72sin%0 + r? $?sin® O + r? cos® 0 62 + 72 cos® 0 + r? sin? 0 62
=% (§Psin? 0+ 6) (3.47)
deshalb
T¢(r7 07 ¢7 7;’7 0.7 é) = T(f(r, 07 ¢’ 7‘” é’ ¢))

P (#00,6,7.0.0) = 0 (7402 (P +sin?0 7)) (349
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Wichtige Konsequenz: nur in kartesischen Koordinaten hat die kinetische
Energie die Form

T=2&, (3.49)

in anderen Koordinaten hat sie eine andere Form und ist im Allgemeinen
nicht nur eine Funktion der Geschwindigkeiten ¢;. Also gilt

L:TQxR—-R

. . : . (3.50)

(x,2,t) — L(z,&,t) =T(x,2,t) — V(x,2,1).

Die partiellen Ableitungen von L? kénnen mit der Kettenregel durch die

partiellen Ableitungen von L ausgedriickt werden. Zunéchst die Ableitungen
nach den Geschwindigkeiten

OL® ] n al-,j 9L ' .
5—%(q,q,t) ~ 2% (9,4, )8%( (g, 1), i(q, ¢, 1), 1)
(9&:] .
Zaq ( (¢,1),%(q,4,t),t) (3.51)

deren totale Zeitableitung sich anschlieBend mit der Produktregel ergibt'

¢ X
(i%L (Q>q7t) - Z (gqj( t)aa_x.ljj($(Q7t),:t(q,q,t),t)>

IDie Identitit

— t t 3.52

i 9a, (¢,t) = 4. 2(g,4,t) (3.52)

ist plausibel, aber nicht vollig trivial, weil totale und partielle Ableitungen vertauscht

werden. Man kann sie aber leicht aus der Unabhéngigkeit von Koordinaten und Geschwin-
digkeiten

Jq;

an

=0 (3.53)

Oy opn_0dy 05 @ dz;

=1
n, 0 Oy

@0+ g w0 =3 (q,1) + 204
% 54:0qx 9giot 1Y T 2T G0 5,

do%j

(¢,1)
(3.54)

aus der Vertauschbarkeit partieller Ableitungen folgern.
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o ; .
qu(qvlLt)

e e
" d 0z, >8L o
_<x(q7t>7x<Q7Q>t)at)
1 (dta 8:1:]-

J

Ox; d oL o
+ ]z:; 4, (Q7t)£8_j;j($(q’ t),4(q,q,t),t). (3.55a)

Die Ableitungen nach den Koordinaten ergeben sich ebenfalls aus der Ket-
tenregel

OL? B
aq q q? -

(z(q,1),7(q,q,t),t)

ax] 9L (a(q.0).6(0.0.0).0) (3.55D)

und wir erhalten daraus die Transformation der ELG

¢ X
(iaaL (4:4,1) = 88 (4,4, )— g]( )(igL( (q.t),4(q, 4, 1), )

oL

81‘]( (q’ )’:t(Q7Q7t)at)) . (356)

Weil wir vorausgesetzt hatten, dafi die Jacobi-Matrix J;; = 0x,/0; nicht
singuléar ist, folgt daraus

Theorem 3.7.

d 8L¢’ ) 8L¢ .

d 3[/ . . oL . .

d. h. die Abbildung ¢ transformiert Losungen der zur Lagrangefunktion L?
gehorenden ELG in Losungen der zur Lagrangefunktion L gehdrenden ELG.

Dies ist nicht verwunderlich, weil die Wirkung einer Trajektorie in 7'¢)
als Kurvenintegral nicht davon abhéngig, in welchem Koordinatensystem die
Kurve ausgedriickt wird.

In diesem Sinne ist der Lagrangeformalismus unabhdngig vom Koordi-
natensystem und wir diirfen immer die Koordinaten wéhlen, in denen die
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Lagrangefunktion und damit die ELG am einfachsten werden. Diese Koordi-
naten, werden oft verallgemeinerte Koordinaten genannt und mit

(Q7Q) = (Qh‘]% s 7QH7Q17QZ7 s an) S TQ (358)

bezeichnet.

Beispiel 3.8 (Kugelkoordinaten redux).

L(r,0,6,7.0,9) = 5 (i + 72 (6 +sin?06?) ) = V(r0.0)  (3.59)

Damit
doL oL . 9 9,2 OV
Gor gy =M —mr (9 + sin“ 6 ¢ ) + o =0 (3.60a)
doL 0L  d [, , H OV
o0 0 =my (r 0) mr<sin 6 cos 0 ¢° + 20 =0 (3.60b)
dOL 0L  d /., .. OV
a9 v 9 0 A .
it o) 99 me <7“ sin gb) 9 0 (3.60c¢)

3.4 Nebenbedingungen

| Vorlesung 05: Mo, 28.10.2019

3.4.1 Klassifikation

Holonom

Zwangsbedingungen heissen holonom, wenn sie vollstdndig durch einen Satz
von Gleichungen in den Koordinaten bestimmt werden koénnen

VE=1,2,...,m: xi(q1,q2,-- -, qn,t) = 0. (3.61)

Solche Zwangsbedingungen kénnen lokal mit dem Satz iiber implizite Funk-
tionen aufgelost werden. Wenn alle y; unabhéngig sind, bleiben von den n
Freiheitsgraden n — m Freiheitsgrade iibrig. Diesen Fall werden wir vor-
wiegend studieren. Wenn wir die Zwangsbedingungen vollstindig auflosen
konnen, kénnen wir die verbleibenden Koordinaten direkt in der Lagrange-
funktion verwenden.

Beispiel 3.9 (Massenpunkt auf Kreis mit Radius R in der x;-zo-Ebene). In
kartesischen Koordinaten

xi(@) =al+a3+25 - R*=0 (3.62a)
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X2(¥) =23 =0 (3.62D)
oder dquivalent
Xi1(%) = o] + a3 — R’ = (3.63a)
In Kugelkoordinaten
\i(r,0,6) =r— R=0 (3.642)
Xa(r.0,6) =0 — g =0 (3.64b)

kénnen wir r und € eliminieren und nur ¢ bleibt iibrig. Mit 7 = 0 und 6=0
folgen

M a2 s2ga2)) T p2 2
T(3) =T (# 477 (6 +sin?0.2) ) = 7 B2 (3.65)
V(¢) - Vkartesisch(-RCOS ¢7 RSiIl ¢7 O) (365b)
und
it d artesisc, : .
mR*¢ = AV M(Rcosqﬁ,Rsmgb, 0) Rsin ¢

d¢ 8x 1
N a‘/kaurtesisch

(Rcos¢, Rsing,0) Rcos¢. (3.66)
833'2

Alternativ kann man & direkt durch einen Winkel ¢ parametrisieren

1 Rcos ¢
o | = | Rsing (3.67a)
T3 0
1 —Rsin ¢¢
3| = | Rcosgo |, (3.67b)
T3 0
also
i+ @2+ 42 = R%sin? ¢ % + R%cos® p 9> + 0 = R2¢?2. (3.68)

Als Spezialfall ergibt sich das mathematische Pendel mit Lénge [ in der x-z-
Ebene
(@, 2) =2+ 22— 1>=0 (3.69)
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bzw. in ebenen Polarkoordinaten

x(r,¢)=r—1=0.

Wieder bleibt nur ¢ als unabhéngige Koordinate iibrig und

2.
L= m—gb2 + mglcos ¢
2 ——
sowie )
ml*¢ + mglsing = 0
bzw.

$+%sin¢:0.

Beispiel 3.10 (Massenpunkt auf schiefer Ebene mit Winkel «).

X(Z@) =z tana —x3 =0

zwei Freiheitsgrade ¢; o bleiben iibrig:

Iy q1
Ty | = g2
T3 g1 tan o
Ty G
Ty | = 02
T3 ¢ tan o

und

T(q1,¢) = 5 ((1 + tan? &)q% + q%) )

(3.70)

(3.71)

(3.72)

(3.73)

(3.74)

(3.75a)

(3.75b)

(3.76)

Beispiel 3.11 (Hantel, d.h. zwei Massenpunkte, durch starre Stange der

Lénge [ verbunden).

(T, @) = (T — T)* — 12 =0.

(3.77)

Hier bleiben fiinf Freiheitsgrade iibrig: drei Translationen des Schwerpunkts X

und zwei Rotationswinkel 0, ¢:

cos ¢sin f
sin ¢ sin ¢
cos

DO | =~

Frpp=X =+

(3.78)
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Zusatzmaterial (nicht in der Vorlesung besprochen):

Beispiel 3.12 (Zylinder). Betrachte einen homogenen Zylinder der Masse m, Linge [
und Radius r, der um seine Symmetrieachse rotieren kann. Verallgemeinerte Koordina-
ten sind

e der Ort X des Mittelpunkts
e der Drehwinkel ¢.

Geeignete Koordinaten im Zylinder sind p, 0, z

T=X+¢ (3.79a)
FoX4€ (3.79b)
mit
_[peos(é+0)
&= | psin(¢p+6) (3.80a)
z
. [—psin(o+6)¢
E=| pcos(¢p+6)o (3.80b)
0
also
-2 5,2 L 2
r =X +2XE+¢€ (3.81)
mit r
£ =g (3.82)

Homogene Massenverteilung p = m/V = m/(Ir?n)

dem;Q
/Z g2l1“ v

lﬂi /d3g+§ﬁx /d?’ff +212 /%g

=0 Symmctrlc'

N |

mﬂg 1 m /2 27
L g dz/ d<z>/ pdp P2
1/2
Mgt L m g mX 2 3my
= — _— 7T* — .
2 21lr2w 2 4 2

mit dem Trdgheitsmoment des Zylinders bzgl. seiner Symmetrieachse

1
J=-—mr?.

5 (3.84)

Die kinetische Energie 148t sich also in Schwerpunktsbewegung und Rotation

T(X:, (b) = TTranslation (X) + TRotation(d;) (385)
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trennen und die potentielle Energie hiingt oft (homogene Kérper) nur vom Schwerpunkt
ab (z.B. homogenes Schwerefeld)

L(Xa X? ¢) = LTranslation(Xa X) + TRotation(d.)) (386)

und die Freieitsgrade werden nur iiber Zwangsbedingungen gekoppelt. Dies wird in
Kapitel 4.8 ,,Starrer Korper® verallgemeinert werden.

Anholonom

Anholonome oder auch nicht-holonome Zwangsbedingungen enthalten die
Geschwindigkeiten

Vi ZXk,i(Q1aq2> s 7QH7t)QZ = Xk(qla s 7Qn7Q17 s 7q.nat> =0 (387)

(zum Beispiel als Abrollbedingungen) und lassen sich nicht in der Form (3.61)
aufintegrieren, weil Wegabhéngigkeiten auftreten. NB: aus (3.61) kann man
durch Ableiten immer Bedingungen der Form (3.87) erhalten, aber die Um-
kehrung gilt nicht.

Beispiele fiir anholonome Zwangsbedingungen:

e Kugel auf Ebene abrollend
e Rad (Fahreug) auf Ebene abrollend

NB: beim Zylinder ist die Abrollbedingung integrabel, weil die Richtung fest-
liegt.
Skleronom

Skeloronome Zwangsbedingungen sind zeitunabhéngig.

Rheonom

Rheonome Zwangsbedingungen sind zeitabhéngig.

Ungleichungen

Neben Gleichungen kénnen auch Ungleichungen auftreten, in der die Bewe-
gung in einem Bereich eingeschréinkt ist, z. B. in einem Wiirfel in einer Kugel
oder Kugelschale. Diesen Fall werden wir nicht behandeln.
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2y R
®

Abbildung 3.2: Massenpunkt auf Kreis.

3.4.2  Zwangskrifte
Die Bewegung ohne Zwangsbedingungen erfiillt ELG

d oL, | or .

mit der Lagrangefunktion
L=T-V, (3.89)

die die konservativen ezternen Krifte beschreibt. Wenn die Bewegung unter
Zwangsbedingungen davon abweicht, sind Zwangskrdifte X; am Werk

die durch Einsetzen der Losung mit Zwangsbedingungen in die rechte Seite
berechnet werden konnen.

Beispiel 3.13 (Massenpunkt auf Kreis). Kartesische Koordinaten z,

L= % (&2 + i2) — V(w1 2) (3.91a)

x=23+25—-R*=0 (3.91Db)
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und als ELG ergeben sich
ov

.. oV
wobel das Potential V' eine konservative Kraft
ov
= 3.93
! 8331 ( a)
ov
Fy=—— 3.93b
2 81’2 ( )

beschreibt. Aus den ELG fiir ¢ (vgl. (3.66))

mR%¢p = —dd—¢V(R cos ¢, Rsin @)

B S_IZ(R cos ¢, Rsin ¢) Rsin¢g — S_Z(R cos ¢, Rsing) Rcos¢ (3.94)
finden wir mit
z cos ¢
(xi) =R (Sin ¢>) (3.95a)
x —sing\ ;
<$;> =R ( cos ¢ ) ¢ (3.95b)
T\ _ _COSCb(ZBQ—Singbé
<j2> =h (— sin ¢ ¢2 + cos ¢ ¢) (3.95¢)
und
cos ¢ = El (3.96a)
sing =7 (3.96D)
2, a2
¢ xl;;% (3.96¢)
. x1F2 _ fL‘QFl
=R (3.96d)
zunéchst

. ) .9

iy 1+ 35 (2 L (wo(22Fy — 11 F)

. == . 3.97
<i€2> R? (9172) i mR? (9131(1171F2 — x2F) (3.97)
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Und mit z7 + 22 = R?

I%Fl — l’lngQ . F1 I%Fl + I1$2FQ . F1 T

(l’lFl + $2F2) (398&)

mR2 m mR2 - m - mR2
P2Fy — xom Y Fy 2 F 4w By F T
1 2mR22 | EQ X3 2mR22 2 52 - m;2(w1F1+x2F2) (3.98b)

ergeben sich schliellich die Zwangskrafte

X1 —m j'l . Fl __me%—i—flf% 1 _l‘lFl—l—Zl')QFQ 1
X)) To ) R? T2 R? Ty)’

7
~~ ~~

4 Fy

(3.99)
womit X als die Differenz von Zentripedalkraft Z und radialem Anteil F'|
der konservativen Kraft F' = —VV entlarvt wurde (vgl. Abb. 3.2).

3.5  Variation mit Zwangsbedingungen

Wenn wir keine Koordinaten benutzen, in denen die Zwangsbedingungen
trivial sind, z. B. weil sie nicht global definierbar sind oder weil die Zwangs-
bedingungen anholonom sind, kénnen die korrekten Bewegungsgleichungen
mit einer Erweiterung des Lagrangeformalismus ermittelt werden.

3.5.1 Lagrangemultiplikatoren

Addiere eine Linearkombination der Zwangsbedingungen yj zur Lagrange-
funktion und behandele die Koeffizienten A\, € R wie neue Freiheitsgrade:

k

Daraus folgen, weil die A, nirgendwo vorkommen, die ELG

0Ly, . doL,, .
tA) = — PA) = 101
94, (0,4, 6:0) = 20, (¢:¢:t:2) =0 (3.101a)
oL, , _
1 (64,6 0) = xi(g: ¢, 1) = 0. (3.101b)

O\
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3.5.2  Zwangskrifte

Fiir holonome Zwangsbedingungen, also xx(q,t) = 0 konnen die ELG (3.101)
mit

L, oL, .
(q ¢.6A) = 5-(¢,4:1) (3.102a)
9, (q,q,t, A) = 94 (¢:4,1) +§Ak P, (¢,1) (3.102D)

auch wie in (3.90) als

d oL 8

—(¢,4,t) — an
dt@ ’

Xk( q, ):0 (3.103b)

geschrieben werden, wobei in (3.103a) links die Deifinition der Zwangskrdifte X;
iiber die ELG mit den konservativen Kréften steht und rechts ein Ausdruck,
der nur von Lagrangemultiplikatoren und Nebenbedingungen abhéngt. Die-
ser kann implizit (durch Nachdifferenzieren) von ¢ abhéngen, nachdem die Ay
mit Hilfe von

&
VjeN: df’“ (q.t) =0 (3.104)

eliminiert werden, weil xx(g,t) = 0 fir alle Zeiten gelten mu$.
Fiir skleronome Zwangsbedingungen folgt aus

dxx
o =

dafl die von den Zwangskriften geleistete Arbeit

ZQz i(q,4,t) = Zqi(t)zkkng (9)

Syl (t>%_>;j<q> _ gAk%@ —0 (3.106)

kyi

=0 (3.105)

verschwindet.

| Vorlesung 06: Mo, 04.11.2019)|

Beispiel 3.14 (Massenpunkt auf Kreis redux). Kartesische Koordinaten z,
To.
m

L=< (&% +43) — V21, 22) (3.107a)
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X == (2] +23—1r?) (3.107b)

N | —

(Faktor 1/2 geschickte Normierung fiir Zwischenschritte, kommt im Ender-
gebnis nicht vor). Als ELG ergeben sich aus

A
L,=L+Xx= % (&% +43) — V(zy, 22) + 3 (23 + a3 —17) (3.108)

die drei Gleichungen

. ov
mxy + 8_3;'1 = )\.Z'l = Xl (3109&)

.oV
o+ xh =1’ (3.109c¢)

wobeil aus dem Potential V' eine konservative Kraft

oV
F=—- A1
1 a{ljl (3 Oa)
ov
Fh=——— .110b
2 81’2 <3 0 )

folgt. Weil die Nebenbedingung fiir alle Zeiten gelten muf}, kann man mit

d? d
O_@X_E(

3100 A 1 i+ d
(3.109) m (27 +23) + m (@1 Fy + 22 Fy) + &7 + i3

. . . .9 . .9
Tk + Xolo) = X131 + ] + ToZs + T3

3.100) A2 1 ) .
(5.109) et (Bt nB) F i+ d (3110)

den Lagrangemultiplikator A ermitteln, also

1
($1F1 —|—$2F2) (3112)

)‘:—%(iﬁJrfE%)—ﬁ

und in den ELG
i’l . m ..o .92 T 1 1\
m (l‘g) — F = —ﬁ (l’l + l’z) ($2) — ﬁ <$1F1 -+ l'QFQ) (122'2) =X
x4 xd =1’ (3.113b)

ebenso wie (3.99).



ohl: Fri 07 Feb 2020 11:04:54 AM CET subject to change! 41

3.6 Zyklische Koordinaten

Definition 3.15 (Zyklische Koordinaten). Falls die Lagrangefunktion L von
einer Koordinate ¢; nicht abhéngt

oL
(q.q.t) = 114
aqi(q,q, ) =0, (3.114)

dann heif3t ¢; zyklisch.

Diese haben eine besonderen Bedeutung, weil dann die ELG

doLrL, . oL

daoL e 11
dtaqi(q,q,t) 8%(cz,fl,lt) 0, (3.115)

zu einem Erhaltungssatz fithrt. Der konjugierte Impuls p; ist erhalten

) oL .
pi(q,q,t) = F@’ q,t) = const. . (3.116)

(2

Im Kapitel 5 ,,Hamilton’sche Formulierung” werden wir sogar iiberall, ¢
durch p ersetzen, um zyklische Koordinaten optimal zu nutzen.

3.6.1 Beispiele
Beispiel 3.16 (Freies Teilchen). Die Lagrangefunktion

L= %9?2 (3.117)

héngt nicht von ¥ ab, deshalb sind die Impulse

~ = mi; (3.118)
erhalten: .
P = mZ = const. . (3.119)

Beispiel 3.17 (Teilchen in der Ebene). Die Lagrangefunktion

L= %(ﬁﬂ;;) -V (\/xij:c%) (3.120)

lasst sich in Polarkoordinaten einfacher schreiben

L= %fﬂ + %7«%2 —V(r). (3.121)
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Offensichtlich oL
=0 3.122
o (3122)
und damit
_ oL _ mr?¢ = const (3.123)

Dy ist natiirlich nichts anderes als der Drehimpuls, bzw. dessen aus der Ebene
herauszeigende Komponente

— |z e 3.124
Do [x X mx]3 ( )
In der ELG fiir r

d oL oL . L, AV

qar o Mmoo =0 (3.125)

kann ¢ durch p, und r ausgedriickt werden?

- e 3.126
¢ mr? ( )

und man erhélt zu jedem vorgegebenen py ein eindimensionales Problem

2
dV
mi — Lo

ot () =0. (3.127)

Fiir das effektive Potential

P;

2mir?

Vet p, (1) = V(1) +

(3.128)

Es wire iibrigens nicht korrekt, ps bereits in (3.121) zu ersetzen

2
Ps
”ch — 7,2 +
2mr?

m
=T - V(r
. (r)
weil man damit zu jedem vorgegebenen p, ein eindimensionales Problem mit dem falschen
effektiven Potential )
_ P

2mr2

) ‘/eff.,pd; ‘= V(T’)

erhielte. Der Grund hierfiir ist, dal der Lagrangeformalismus darauf beruht, daf3 die Wege
frei variiert werden koénnen solange alle Nebenbedingungen erfiillt sind. Man sieht auch
sofort, dafl das Vorzeichen des Zentrifugalterms falsch ist, was daran liegt, dain L =T -V
ein Term aus der kinetischen Energie T als Teil des Potentials V' uminterpretiert wiirde.
Im Hamiltonformalismus (Kapitel 5) funktioniert das entsprechende Argument und ist
korrekt!
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VA

Abbildung 3.3: Effektives Potential.

(vgl. Abb. 3.3) findet man

d‘/eff Do dVv pi
—(r)=—(r) — — 12
dr (r) dr (r) mr3’ (3.129)
also v
. eff.,p¢
—(r) =0 3.130
mit + O (r) , ( )
was mittels Energieerhaltung
52 4 Vi, (r) = const. (3.131)

2

integriert werden kann. Die Bahnen sind durch 79, ¢o, py = mrgq.ﬁo und F im
vierdimensionalen Phasenraum eindeutig bestimmt.

Diese Beispiele motivieren eine systematische Suche nach zyklischen Ko-
ordinaten, sowohl Existenzfragen

e cxistieren geniigend zyklische Koordinaten, um das System vollstandig
zu integrieren?

als auch Konstruktionsfragen
e kann man die zyklischen Koordinaten explizit hinschreiben?

Es wird sich herausstellen, dafl es kein Zufall ist, dafl die Erhaltungsgrofie py
im Beispiel mit einer Symmetrie in Verbindung steht: der Unabhéngigkeit
der Lagrangefunktion vom Winkel ¢.
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3.7 Mechanische Eichtransformationen

Zunéchst jedoch eine Komplikation: Lagrangefunktionen sind nicht eindeu-
tig: verschiedene Lagrangefunktionen kénnen zu den gleichen ELG fiihren.

Gegeben sei eine Lagrangefunktion L : T'Q) x R — R, dann definiert eine,
evtl. zeitabhéngige, reellwertige Funktion der Koordinaten ® : ) x R - R
eine transformierte Lagrangefunktion Le : TQ) x R — R

_ d
Lo(q,4,t) = L(q,q¢,t) + aCD(q, t)

acib
= L(g,¢.t) + Zqz 0.1)+—-(¢.t). (3.132)

Diese Transformation nennt man mechanische Fichtransformation G

G:(@xR—->R)x (TQxR—-R)— (TQ xR = R)

(®,L) — Ly . (3.133)

NB: & darf explizit nur von ¢ und ¢ abhéngen, nicht von ¢, weil sonst L
von ¢ abhinge und keine Funktion auf 7'Q) x R wére.

Jede Bahnkurve vq : [tg, t1] — @ im Konfigurationsraum definiert eine
Bahnkurve

v lte, 1] = TQ
s o)) = (a0, 5200 ) 1)

im Geschwindigkeits-Phasenraum. Dafiir gilt

500 = [ at Latate) i) = [ ar Lo, + [ at o)1)

to
= S(7) + ®(q(t1), t1) — D(q(to), to) . (3.134b)
Hieraus folgt fiir Variationen, die die Endpunkte ¢(¢y) und ¢(¢;) festhalten
05p =05, (3.135)

und damit das

Theorem 3.18. Die FELG, die aus Lg folgen sind identisch zu den ELG, die
aus L folgen.

NB: Wenn @ nicht-trivial von ¢ abhinge, wiirden die Randterme

D(q(t1), q(t1),t1) — P(q(to), 4(to), o)

zu den Variationen und damit zu den ELG beitragen.
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3.7.1 Alternative Herleitung
Aus

Ao 0D L
- (@t = Z Qia_%(Q7 t)+ 5-(¢0) (3.136)
folgt durch Ableiten
o do . 0% R
St = zj:%—aqiaqj (0:0) + 550 (@) (3.137a)
0 do 0P
9 5 (@)= a—%(q, t) (3.137h)

qag Y= 2 = —— 1

also
0 do d 0 do B

dg; At dtdg; dt
und die Addition von 92 (g,t) triigt nicht zu den ELG bei. Dafiir muB nicht
von den ELG Gebrauch gemacht werden.

(3.138)

Beispiel 3.19 (Harmonischer Oszillator).

L= 5:1'32 - (3.139)
Mit mw
folgt
do
und
2
Lo = %552 _ %xz + mwzi = % (& + wr)? — mw?a?. (3.142)
Kontrolle:
d 0Lg B OLg
dt Oz ox

=m (¥ + wi) —m (& + wr)w + 2mw’s = mi + mw’r =0. (3.143)
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3.8 Noether’sches Theorem

3.8.1 Symmetrien

In der Mathematik und Physik wird ein viel allgemeinerer Begriff der Sym-
metrie verwendet als der umgangssprachliche, der oft auf Spiegelungen um
eine Achse in der Ebene reduziert ist.

Symmetrieen in der Physik sind Transformationen von Objekten und
Mengen von Objekten, insbesondere Transformationen des Konfigurations-
raums ) und des Geschwindigkeits-Phasenraums 7'Q). Prominente Beispiele
sind Translationen, Rotationen und Permutationen. Von besonderem Inter-
esse werden solche Transformationen sein, die Strukturen und Objekte inva-
riant lassen. Wenn sich z. B. die Lagrangefunktion eines Systems unter einer
Transformation nicht #ndert®, sagen wir, daf das System die entprechende
Symmetrie habe.

Die mathematische Stuktur zur Beschreibung von Symmetrien in der Phy-
sik bieten Gruppen (vgl. Definition 3.20), insbesondere Lie-Gruppen (vgl. De-
finition 3.21) und ihre assozierte Lie-Algebren (vgl. Definition 3.22).

Gruppen

Eine weitreichenden Eigenschaft von Symmetrien ist, dafl man sie verkniipfen
und invertieren kann:

e eine Rotation um eine Achse um den Winkel a gefolgt um eine Rotation
um die gleiche Achste um den Winkel S entspricht eine Rotation um
die gleiche Achse um den Winkel o + f3,

e cine Verschiebung um den Vektor & gefolgt von einer Verschiebung um
den Vektor 3 entspricht einer Verschiebung um den Vektor & + ¥/,

e die Hintereinanderausfithrung zweier Spiegelungen an der gleichen Ebe-
ne ergibt die Identitét, die sicher eine Symmetrie ist.

Dies motiviert die folgende

Definition 3.20 (Gruppe). Eine Gruppe (G, o) ist ein Paar aus einer Men-
ge (G und einer inneren Verkniipfung o

o:GxG—=dG

.) s 303 (3.144)

die den folgenden Axiomen geniigt

30der nur eine totale Zeitableitung hinzukommt.
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1. Abgeschlossenheit: Vx,y € G:xoy € G,
2. Assoziativitit: Vo,y,z € G:zo(yoz) = (zoy)oz,

3. Existenz einer eindeutigen Einheit: 31¢e € G : Vx € G : eox = xoe =z,

4. Existenz von eindeutigen Inversen: Vo € G : Jiz7! € G : wox™! =

rloxr=e.
Beispiele aus der Mathematik:
* (Z,+), (R, +), (C,+),
e (R4, x),

NB: (Z., x) ist keine Gruppe, weil nur 1 ein Inverses hat und
(R, x), sowie (C, x) sind keine Gruppen, weil die jeweiligen 0
kein Inverses haben,

e SL(n,R), SL(n,C), d.h. reelle und komplexe n x n Matrixen mit De-
terminante +1 unter Matrixmultiplikation.

Die Symmetrien eines physikalischen Systems werden mathematisch durch
eine Gruppe beschrieben, wobei die Symmetrietransformationen die Elemen-
te der Gruppe sind und die Verkniipfung der Hintereinanderausfithrung dieser
Transformationen entsprecht.

Vorlesung 07: Fr, 08. 11. 2019‘

Beispiele aus der Physik. Betrachte zwei Massenpunkte (Teilchen) mit glei-
cher Masse (gleichen Eigenschaften), die iiber ein Potential wechselwirken,
das nur vom Abstand der beiden abhéngt:

m 2 2 5 o
L=2 (#+&) -v(ia - ). (3.145)

Wie finden u. a. folgende Symmetrien

e Permutationen: L dndert sich nicht unter dem Austausch 1 <+ 2, bzw.

(fl,i”l,fg,f2> —> (fg,fg,fl,fl) L — L, (3146)

e Translationen: L andert sich nicht unter

Vi=1,2: (&, &) — (% +d,2): L— L, (3.147)
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e Rotationen: L dndert sich nicht unter
Vi=1,2:(%,74;)— (R%,RL) : L~ L (3.148)
wenn R eine orthogonale 3 x 3-Matrix ist:

R'R = RRT = 13,3. (3.149)

Diese Symmetrieen miissen die Mengen der Losungen der ELG respektieren,
allerdings werden sie fiir einzelne Liosungen durch die Wahl der Anfangsbe-
dingungen gebrochen.

Lie-Gruppen

Symmetrien, die von kontinuierlichen Parametern abhéngen, sind fiir uns
besonders wichtig und motivieren die

Definition 3.21 (Lie-Gruppe). Eine Lie-Gruppe (G, o) ist eine Gruppe (De-
finition 3.20) deren Elemente eine differenzierbare Mannigfaltigkeit bilden’
und fiir die die innere Verkniipfung o in beiden Argumenten beliebig oft stetig
differenzierbar ist.

Wichtigste Beispiele aus der Physik

e Translationen: ¥ — 7 + d,

—

e SO(3), Rotationen: ¥ — R(0) Z,

)
e Wechsel des Inertialsystems (spezielle Galilei-Transformationen, Kapi-
tel 3.8.5) Z — ¥ + t,

e Lorentz-Transformationen (Kapitel 6).

NB: nicht alle Systeme weisen diese Symmetrien auf. Wenn ein System eine
oder mehrere dieser Symmetrien aufweist, hat dies nicht-triviale Konsequen-
zen, z. B. Erhaltungssétze.

4d. h. jede offene Teilmenge kann durch Koordinaten aus R” fiir festes n parametrisiert
werden. Z. B. R", Kreis, glatte Kurve, Kugeloberfliche, Torus, etc.
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Lie-Algebren

, Kleine® Transformationen in der Nahe der Identitét einer Lie-Gruppe kénnen
durch infinitesimale Erzeugende beschrieben werden, die die Struktur einer
Lie-Algebra tragen.

Definition 3.22 (Lie-Algebra). Eine Lie-Algebra (A, [-,:]) ist ein Vektor-
raum A iiber einem Korper K mit einer nicht-assoziativen, antisymmetri-
schen und bilinearen inneren Verkniipfung |[-, -]

[ ]:Ax A= A

(a,b) + [a,b] (3.150)

die den folgenden Axiomen geniigt:
1. Abgeschlossenheit: Va,b € A : [a,b] € A,
2. Antisymmetrie: Ya,b € A : [a,b] = —[b, a
3. Bilinearitét: Vo, f € K : Va,b,c € A : [aa + Bb, c] = ala, c] + 5[b, (]
4. Jacobi-Identitét: Ya,b,c € A: [a, [b, c]] + [b, [c,a]] + [¢, [a, b]] =0
Fiir unsere Anwendungen werden wir nur reelle Lie-Algebren verwenden,

d.h. K = R. Spiéter in der Quantenmechanik wird K = C wichtig werden.

3.8.2 Rotationen

Drehmatrizen

Drehungen sind lineare Transformationen, die ldngenerhaltend sind, d. h.

i o' = RT (3.151)
mit )
=", (3.152)
Im Anschauungsraum R3
3
v =Y Ryw; (3.153)
j=1

und aus

| - -\2 - -2 1
Vf,zz:x'-y'=§((x'+y') —x/z—y')=§(<f+ﬁ>2—52—f)=f-g
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folgt fiir beliebige x; und yy

3 3 3 3
N
Z Ok iyr = ZSE@yz =Zy=a-y = Zaziy; = Z RijRixyr, (3.155)
i=1 i=1

jk=1 i k=1

also nach Koeffizientenvergleich
3
> RyRi = 6 (3.156)
i=1
bzw. in Matrixschreibweise

R'TR=1 (3.157)

und wir finden, dafl die R orthogonale Matrizen sind, die die Gruppe O(3)
bilden. Deshalb
det R = £1 (3.158)

und nur die Matrizen mit det R = 41 sind Rotationen, die die Orientierung
erhalten. Sie bilden die Gruppe der speziellen orthogonalen Matrizen SO(3).
Die Matrizen mit det R = —1 konnen als Hintereinanderausfithrung einer
orientierungserhaltenden Rotation und einer Spiegelung ¥ — —& aufgefasst
werden und bilden keine Gruppe.

Im folgenden schreiben wir zunéchst alle Gleichungen fiir orthogonale
N x N-Matrizen aus O(N) und spezialisieren uns erst am Ende auf N = 3.
Von den N? = 9 Gleichungen (3.157) fiir die N? = 9 reellen Matrixelemente
von R, sind nur N(N + 1)/2 = 6 unabhiingig, weil R R symmetrisch ist:

(R"R)" = R (R")" = R"R. (3.159)
Also gibt es N2—N(N+1)/2 = N(N—1)/2 = 3 unabhiingige relle Parameter.

Erzeugende

Alternativ kann man auch
A" 1 1
R=¢" = =14+ A+ AT+ A+ 3.160
e ; -~ + A AT+ AT ( )

schreiben, dann gilt wegen (A™)T = (AT)"

RT = (e1)" =" (3.161)
und die Bedingungsgleichung

RTR =eDeA =1 (3.162)
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wird von
AT = —A (3.163)
gelost, weil
Va, B € R:edef4 = elatdA (3.164)
obwohl im Allgemeinen e?e? # A5 gilt. Und es gibt wieder N(N—1)/2 =3
unabhdngige reelle Parameter in antisymmetrischen Matrizen. Weil die Be-
dingungsgleichungen (3.163) fiir die Antisymmetrie linear sind, im Gegensatz
zu (3.157) fir die Orthogonalitét, sind sie viel leichter zu losen.
Als Beispiele die drei Drehungen um die Koordiatenachsen:

1 0 0
e1: [0 cos® —sind | =e" =1+0m 4+ 0O(6?) (3.165a)
0 sinf cosf

cosf 0 siné
&y : 0 1 0 |=¢=1460n+06% (3.165b)
—sinf 0 cosf

cosf —sinf 0

€y |sinf cosf 0] =™ =140+ 0(6?) (3.165¢)
0 0 1
mit
00 O
n=[00 -1 (3.166a)
01 0
0 01
m=[0 00 (3.166h)
-1 00
0 -1 0
=11 0 0 (3.166¢)
0 0 0

Spéter werden wir noch benétigen, daf§ die Anwendung der Matrizen
auf die Einheitsvektoren® ¢&;

i€ = Z €ijkCh (3.167)
k
ergibt, wobei € der total antisymmetrische Tensor dritter Stufe ist (Levi-
Civita Symbol), d.h.

€123 = €231 = €312 = 1 = —€213 = —€132 = —€321 (3-168)

5¢; ist der Einheitsvektor in i-Richtung, nicht die ite Komponente!
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und alle anderen Komponenten verschwinden.
In der Tat sind die 7; antisymmetrisch

Vi:T = -1} (3.169)

)

und jede antisymmetrische Matrix kann

3 0 —93 92
i=1 -0y, 64 0

geschrieben werden.
Die 7; schlielen nicht unter Matrixmultiplikation

00 O 0 01 0 00
=10 0 —1 0 00l=1100 (3.171a)
01 0 -1 0 0 0 00
0 01 00 O 010
=10 0 0 00 —=1)=1(0200 (3.171b)
-1 0 0 01 0 0 00
aber mit dem Kommutator
[A,B] = AB — BA (3.172)
bilden sie eine Lie-Algebra
[T, 7] = 73 (3.173)
wie man leicht auch fiir die anderen Generatoren iiberpriifen kann:
3
[7i, 73] = Zﬁijm- (3.174)
k=1
Alternativ kann man L L
[617?, 27?] = ((91 X 92)’7? (3175)

schreiben.

Bemerkung 3.23. Der Kommutator zweier antisymmetrischer Matrizen ist
antisymmetrisch

[A,A/]T — (AAI)T o (A/A>T — (A/)TAT _ AT(A/>T
— AA— AN = —[A A, (3.176)

also muf$ die Lie-Algebra der antisymmetrischen Matrizen abschlieflen.
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3.8.8  Erhaltungssdtze

Sei ¢ eine differenzierbare einparametrige Familie von méglicherweise zeit-
und geschwindigkeitsabhéngigen Koordinatentransformationen

¢ RxTQ xR —Q

. . _ 3.177
(5,0,G,t) = ¢s(q, 4, 1) = g+ s65q(q, ¢, t) + O(s%), ( )

wobei die infinitesimale Transformation d4q, bzw. die Erzeugende der Fami-
lie ¢, iiber

. d _
054(¢,4:t) = 7-05(¢,4:1) (3.178)

s=0
definiert ist.

| Vorlesung 08: Mo, 11.11.2019|

Diese induziert, ebenso wie in Abschnitt 3.3, eine einparametrige Familie von
Transformationen von beliebigen Funktionen
f:TQ xR —=R

(¢,4,t) — f(q.q,1t) (3.179)

auf dem Geschwindigkeits-Phasenraum 7'Q) = ) x R™ in Funktionen

i T2QxR >R

(q,4,G,t) — f'(q,d,q,1) (3.180)

auf dem Raum 72%Q = Q x R™ x R" der Koordinaten, Geschwindigkeiten
und Beschleunigungen mittels

f o RxT’QxR—R

(5,¢,4.4,t) = (q,4,6.t) = f(6s(q,4,1), 9s(q,4, G, 1), 1)
7q‘7

fla,d,t) + s65f(q,4, G, t) + O(s?),
(3.181)

wobel in

65(q, 4,3, 1) = %@, g, 1)

dt
. 06, 06y . 0.,
= Ej U 5g; (¢,4,t) + Ej Ui (q,q,t)+a(q,q,t) (3.182)
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die Abhéngigkeit von den Beschleunigungen ¢; nur bei geschwindigkeits-
abhéngigen Transformationen entsteht und ansonsten ignoriert werden kann.
Die infinitesimale Transformation der Funktion f ist somit

. d .
6¢>f<Q7 q,4, t) = _fd)s <Q7 q,4, t)

s=0

—Z qq', dm(qq,t)’ +Z qq, %(qqq,t)

s=0

(3.183)

Wenn wir als Funktion f die i-te Komponente der Geschwindig f : (g, ¢, t) —
¢; wéhlen, finden wir

06Gi(q, 4, G,t) = Ecbs,i(q,q,q, t) (3.184)

s=0

(vegl. (3.178)). Wir koénnen also auch
5¢f(Qa q,4q, t) =

0 . . 0 . .
> 8—5((1, q.1)050i(q. 4. 1) + Y _ 8_5(61’ G:t)04di(q: ¢, G, 1), (3.185)

schreiben.
AuBerdem gilt

d
0 i 7t s,i\4y 4
30040 d:) = dtd¢(QQ)SZO
dd d . o . s
d dt¢s Z(Q7Q7t) o - £¢S,i(Q7Q7q7t> o - 6¢Ql(Q7Q7q7t) ; (3186)

weil s und t unabhdngig voneinander variieren. Nun haben wir alle Bausteine
fiir das

Theorem 3.24 (Emmy Noether, 1915). Wenn sich eine Lagrangefunktion L
unter einer Erzeugenden 4 einer Familie ¢ von mdoglicherweise zeit- und
geschwindigkeitsabhdngigen Koordinatentransformation in eine totale Zeita-
bleitung transformaiert

L p(gd.0) (3.187)

6 L(a,d,61) = —

dann ist das Integral
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[qi)(qv Q7 t) = ZZ%(Q) CL t)5¢qz(Q7 q.a t) - A¢>(Q7 (L t)
oL . ) .

entlang der Losungen der ELG erhalten

d
dt

NB: im Gegensatz zu den Eichtransformationen (3.132) in Abschnitt 3.7
darf A4 von ¢ abhéngen!

—1s(q(t),4(t), ) = 0. (3.189)

Beweis durch Nachrechnen.

d . . d OL '
T (zi:pi(q,q, t)5¢qi(q,q,t)> =3 < o —(q,4, )5¢qi(q,q,t))

4oL, d
Z <dta ¢, )%qz(q,q, +Z 9, (0 6:8) 339640 .)

BLG oL

oq, (@4 Deti(a: 1 +Z 96, 44 )00i(2 4.4, 1)

. dAs, .

3.8.4 Zeittranslationen und Energieerhaltung
Statt t — t' =t + s konnen wir auch
ar(t) = qi(t — s) = q(t) —sgx(t) +O(s°) (3.191a)
Onqr(t)
S0nqk

schreiben (vgl. Abb.3.4) und damit

r(t) = @i(t — s) = Gu(t) —sdr(t) +O(s*) (3.191b)
~—
S(ank(t)
also
577% = —ka (3.192a)

Damit
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fu
1 tFot
t
fu fu f(t)l—>f(t—5t)
B
N 4 6t . i ot
—tst+ot ! t

Abbildung 3.4: Veranschaulichung von (3.191a): eine Verschiebung der Zeit-
koordinate t — t + 3t (links unten) ist dquivalent zu einer Verschiebung der
Funktionsargumente f(t) — f(t — 0t) (rechts unten).

oL oL
0L = — —0,¢

oL . OL. 0L dL

Wenn L(q, ¢) nicht explizit von t abhéngt, ist in der Voraussetzung in (3.188)
fiir das Noether-Theorem A, = —L und folglich ist

oL, . N .
~—(¢,9)00% — Ay(2:9) = = > pr(q, @)dx + L(g, ¢) = const. .
k

[n(qaCj) - .
- gy,

(3.194)
ein Integral der Bewegung. Weil es eine so zentrale Rolle spielt, wird sein
Negatives als Hamiltonfunktion bezeichnet

H(q,q) = —Iy(¢:4) = > _ p(q, 4)dx — L(q, ) = const. . (3.195)
k
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Falls
L(g,q) =T(q,4) —V(¢) = Y _ fel@)iz — V(a), (3.196)
dann oL
0—%(% q) = 2fr(q)qr (3.197)

und die Hamiltonfunktion ist gleich der Gesamtenergie
q) = 2fe(@)irdr — L, )
k

—ka )ii +V(9) =T(g,4)+V(g) = E. (3.198)

Ein Nachweis ohne das Noether-Theorem ist auch moglich

d d oL oL
gHedt) = Z (dta (¢, 4, ) + 7 i (¢, 4, t)d )
oL oL 2\ oL, .

' oL, .~ \. 0L, oL, .
= ; (58—%(%61,15) - a—qk(q,q,t)> i~ 57 (@ 0t) = —5-(0,4, 1)
(3.199)

3.8.5  Galilei-Gruppe

Die Galilei-Gruppe ist die Invarianzgruppe der nichtrelativisischen Physik
abgeschlossener Systeme. Jedes Element G[R,d,v,n, A] der Galilei-Gruppe
entspricht einer affinen Transformation des Produkts von Anschauungsraum
und Zeitstrahl, sodafl Inertialsysteme auf Inertialsysteme abgebildet werden:

G[R,d@,v,n,A\] : R x R®* - R x R?
(t,7) — G[R,d,v,n, N(t,Z) = (M +n, RT + Ut + a).
(3.200)

Die einzelnen Transformationen sind
1. Rotation und Raumspiegelung R € O(3):
(a) Rotation R € SO(3): G[R,0,0,0,+1](t,Z) = (¢, RT)

—p—»

(b) Raumspiegelung R = —1: G[-1,0,0,0, +1](¢, %) = (¢, —Z)
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Raumspiegelung- oder Parititsinvarianz wird von der schwa-
chen Wechselwirkung verletzt (Wu, 1957). Dieser Effekt ist
aber zu klein, um in der klassischen Physik wichtig zu sein.

2. Translation @ € R*: G[1,d,0,0, +1)(t, %) = (t, 7 + @)

3. Galilei-Boost 7 € R?: G[1,0, 7,0, +1](t, Z) = (t, 7+ ot) d. h. Wechsel in
ein neues, mit der Relativgeschwindigkeit —t" bewegtes, Inertialsystem.

Galilei-Boosts miissen fiir 0] < ¢ = 3-10°m/s durch Lorentz-
Boosts (siehe Kapitel 6) ersetzt weren.

4. Zeitumkehr A € {—1,4+1}: G[1,0,0,0, —1](t, @) = (—t, 7)

Es gibt zwei Arten der Verletzung der Zeitumkehrinvarianz
in der Physik

e mikroskopisch durch die C' P-Verletzung (Cronin und Fitch,
1964): winziger Effekt in der klassischen Physik nicht
merklich,

e makroskopisch durch Dissipation oder andere thermody-
namische Effekte (2. Hauptsatz, Zunahme der Entropie).
Als Dampfungseffekt spielen sie in der Anwendung der
klassischen Mechanik auf die reale Welt eine Rolle, weil
selten alle Freiheitsgrade beschrieben werden koénnen.
Die Beschreibung verwendet die Newton’schen Gesetze.

5. Zeittranslation n € R: G[1, 0,0, 7, +1](t,Z) = (t + 1, )

und diejenigen, die miteinander nicht vertauschen, werden in der Reihenfol-
ge 1,2,3,4,5 angewandt.

Lie-Gruppe

| Vorlesung 09: Fr, 15.11.2019

Durch explizite Berechnung der Hintereinanderausfithrung

(G[Ry, dy, U1, m1, M| © G[Ra, da, Ua, 2, Ao]) (¢, T) =
G|Ry, dy, U1, m1, M| (G[Ry, da, U2, 2, A2 (£, X)) =
G[Ry, dy, U1, m1, M) (Aot + 1, Ro + Ust + dy) =
(A (Aot + 12) + M1, Ri(Ro + Vst + da) + U1 (Aot +12) + a1) =
(M Aot 4+ m1 + Nimo, RiRo@ + (Ry U + Aoty )t + Ryda + dy + n20y) =
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G[R1 Rz, Ryds + @y + no0y, R1Uy + Aoy, A + m1, A Ae] (8, &) (3.201)
finden wir als Verkniipfung
G[Ry, @1, U1, m, M) © G R, d2, U, 2, Ao
= G[R1Ry, Ridy + @y + mo¥y, R1Us + AU, Aima + 11, A1) . (3.202)
Daraus ergeben sich Einheit
e =G[1,0,0,0,+1] (3.203)
und das Inverse
(G[R,@,7,n,\) " = G[RT, MR — RTa@, —\RT#, —X\n, \].  (3.204)

Die Assoziativitét folgt aus der Assoziativitat

((fog)oh)(z) = (fog)(h(x)) = flg(h(z)))
= f((goh)(z)) = (folgoh))(z) (3.205)

der Hintereinanderausfithrung

(f og)(z) = flg(x)) (3.206)
von beliebigen Abbildungen f:C — D, g: B— C und h: A — B.

Lineare Realisierung

Weil es sich um affine Transformationen handelt, kénnen wir die Galilei-
Gruppe nicht durch lineare Operationen, d.h. Matrizen, realisieren, die auf
(t,7) € R x R? wirken. Es hilft ein Trick. Durch Hinzufiigen einer weiteren
Dimension (¢, %) — (1,t,Z) € R5, kénnen wir die Verschiebungen als 5 x 5-
Matrix schreiben, die die erste Komponente auf 1 festhalten:

1 0 0 0 0
n A 0 0 0
G[R, 6, 17, n, )\] = |l a v RH R12 ng . (3207)
az vy Ry Ry Ras
az v3 Rz Rz Rss

In der Tat:
1 0 O 0 0 1 1
n A 0 0 0 t At +1
a; U1 RH R12 R13 I = (Rl’)l + Ult + aq . (3208)
Ao Vo Rgl R22 R23 T (RQT)Q + "Ugt + as

as Vs R31 R32 R33 I3 (Rx)3+U3t+a3
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Lie-Algebra
Die Entwicklung der Matrix-Realisierung fiir det R =1 und A =1
1 0 0 0 0
n 1 0 0 0 .
ar v1 R Ry Ris | = 1ses +gl0,d, 0,1 + O(6°,0v, 6a, 0n)

ay vy Ro1 Ra R23
as vy Rg1 Rz Rssz

0 0 0 0 0
n 0 0 0 0
=lsxs+ a1 vi 0 =03 6, | +O(6* 6v,0a,06n)
ag Vg 93 0 —91
as 7vUs —92 61 0

(3.209)

legt die infinitesimalen Erzeugenden

gl0,@,v,n) = 0L + aP + oC + nH (3.210)
mit den 10 Generatoren
1. 3 Rotationen L: L;(u,t,Z) = (0,0, ;%)
2. 3 Translationen P: Pi(u,t, %) = (0,0, &)
3. 3 Galilei-Boosts C: Cj(u,t, ) = (0,0, &t)
4. 1 Zeittranslation H: H(u,t, %) = (0, u,0)

nahe.
Die allgemeine Linearkombination kann

g[él a,v,n|(u,t, ) = (O,nu,gx T+ 17t+c_i> (3.211)

geschrieben werden, wobei wir fiir die Rotationen
( F)f: Z kaﬁké = Z kaleklm(?m = 5)( T (3212)

ausgenutzt haben. Die Matrixrealisierung der Generatoren erhélt man durch
Koeffizientenvergleich® aus (3.209) und (3.210). NB: fiir die diskreten Trans-
formationen Raumspiegelung und Zeitumkehr gibt es keine Erzeugenden.

67.B.
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Zusatzmaterial (nicht in der Vorlesung besprochen):
Vertauschungsrelationen fiir Rotationen
[Li, Li)(1,,7) = L;L;(1,t, %) — L, Li(1,¢, %)
= Ll((), 0, ij) — Lj(O, 0, Tlf) = (O, 0, TZ‘Tj.’z) — (0, 0, TjTiii")

= (0,0,[ri,7]&) = > _ €j1(0,0,78) = Y €ijeLi(1,1,7) (3.213a)
k k

und Rotationen mit Galilei-Boost

[Li,Cj](l,t,f) = LiCj(].,t,if) C (]. t {E)

= L;(0,0,&t) — C;(0,0,7a) = (0,0, 7:&;t) — (0,0,0)
Z €iji(0,0,6t) = > €jpCr(1,t,7).  (3.213b)
k k

Die Rechnung fiir [L;, P;] ist identisch”. Galilei-Boosts und Zeittranslationen vertau-
schen ebenfalls nicht

Gy, H](1,t,7) = C;H(1,t,7) — HCy(1,t,©) = C3(0,1,0) — H(0,0, )
= (0,0,&) — (0,0,0) = Py(1,£,%). (3.213d)

Alle anderen vertauschen®.
Insgesamt erhalten wir die Lie-Algebra der Galilei-Gruppe

LzyL ZeukLk (3214&)
(L, Cj] = Z €ijkCh (3.214b)
k
[Li, Pj] = Z €55k P (3.214c)
k
[Li, H =0 (3.214d)
[Ci,Pj] =0 (3.214e)
[Ci,H] = P; (3.214f)
[P, H] =0 (3.214g)
00 0 0 O 00 0 0 O
1 0 0 0 O 00 0 0 O
H=1]10 0 0 0 Of,P~A=1]1 0 0 0 O
0 0 0 0 O 0 0 0 0 O
0 0 0 0 O 0 0 0 0 O
00 0 0 O 00 0 0 O
0O 0 0 0 O 00 0 0 O
Co=10 0 0 0 0)],Ls=|0 0 O -1 0
01 0 0 O 00 1 0 O
00 0 0 O 00 0 0 O
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3.8.6 Translationen und Impulserhaltung

Zeitlich konstante Verschiebungen des Systems (aktive Transformation) oder
des Koordinatensystems (passive Transformation)

Vn : &, — T, =T, + sd, (3.215)
bzw.
O0aly = da (3.216a)
0:%, =0 (3.216b)
Mit der Notation
.f"n = (ianl, :Cn’Q, :Cn,S) (3217)

finden wir

acxt Z

ki

L
(z, 0, 1) 0T, + Z %(w, i, )0k
ki . ki

= Zazz 8:6 (x,2,t) (3.218)
ki

die Terme ), -2 Bors (x t,t) verschwinden unter folgenden Bedingungen

e [ hingt garnicht von &) ab (trivial)
e [ héngt nur von Differenzen 7 — 7; ab, weil nach der Kettenregel

o . .0
856[71']0(1% B l'l) N _axk,i

f(@ — @) (3.219)

gilt. Eine alternative Begriindung ist

‘v’nfn»—>fn—l—&':> f(fk—fl)Hf(fk+6—fl—a>:f(fk—fl)
(3.220)
In einem abgeschlossenen System sollte L in der Tat nur von den Dif-
ferenzen abhéngen, weil alle Krifte von Wechselwirkungen von Teilen
des Systems untereinander herriihren.

In diesem Fall folgt mit dem Noether-Theorem, daf3
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= prile.i,t)a; =Y pi(w,i,t) = aP(x,i,t) (3.221)
ki k

erhalten ist, mit dem Impuls des k-ten Teilchens

L
i(r,o,t) = —(z, 2,1 3.222
P i.8) = o () (3.222)
bzw. dem erhaltenen Gesamtimpuls
P(z,&,t) = Zﬁk(x, &,t) = const. . (3.223)

k

3.8.7 Rotationen und Drehimpulserhaltung

| Vorlesung 10: Mo, 18.11.2019)|

Zeitlich konstante Rotation des Systems

Vn : @, — & = RT, = T, + s(07) T, +O(s?) (3.224)
——
sﬁxi’n
also
852, = 0 X T, (3.225a)
852, = 0 x T, (3.225b)

oder in Komponenten

Ogtn,i = Z €ijkliTn k (3.226a)
jik

Ogiin,i = Z €ijkliTnk - (3.226D)
jik

Wenn die Lagrangefunktion von den Orten 7,, und Geschwindigkeiten Z, nur
iiber Skalarprodukte

Xom (2, 8) =2, - Ty (3.227a)
Y (2, 2) = T - T (3.227b)
Zy (2, &) = Ty - (3.227¢)

abhéngt, d. h.
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dann gilt wegen

O X (2, 8) = O + T+ T O = (0% ) + o+ T+ (0% )

= Z €ijk0iTn jTm i + Z €ijkTn,iljTmp =0 (3.229a)
ijk ijk
0gYm(z, &) = ... =0 (3.229h)
8gZnm(x, 1) = 0 (3.229¢)
auch
oL

0zL = Xnm 5 05%um =0 3.230
o axnm Z aY ~ 0 Z (3.230)

Damit liefert das Noether-Theorem die Integrale
Zax Ogtn,i = meZeijk@wnk
o Z@ Zzejklxnkpnz = gzin = 6_)_‘

(3.231)
mit dem Drehimpuls des n-ten Teilchens

Ly = %0 X P (3.232)
und dem erhaltenen Gesamtdrehimpuls

L= Z Ty X Pp = const. . (3.233)
3.8.8 Galilei-Boosts und Schwerpunktsbewegung
Vn : T, — &, = &, + sut (3.234)
bzw.
0g@, = Ut (3.235a)
Sy, = ¥

(3.235Db)
Unter der Annahme, dafl die Orte Z,, wieder nur als Differenzen vorkommen
finden wir

6L = Z %mn,i + Z aiiz(s S
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—Zvitzai Zvlzpnﬁvzpn. (3.236)

H_/
=0

Wenn wir eine ,normale“ kinetische Energie in kartesischen Koordinaten

T(#) = %fﬁ (3.237)
haben, gilt '
Dy = My Ty, (3.238)
und damit
d
dsL = T <17 2 mnfn> , (3.239)
also
Ag =0 m,&, (3.240)

in der Voraussetzung (3.188) fiir das Noether-Theorem. Fiir andere Formen
der kinetischen Energie ist diese Voraussetzung nicht gegeben. Die resultie-
renden Integrale sind

v = an,iéﬁxn,i - an zvz - Z mnxn
— 7 <t2ﬁn - Zmnfn> - (tﬁ - M)Z) =0 (3.241)

mit dem Gesamtimpuls ]3, der Gesamtmasse

M=> my, (3.242)
und der Lage des Schwerpunkts
-1
X = ; My T . (3.243)
Wir finden also eine ,explizit zeitabhdngige Erhaltungsgrofie”

C =tP — MX = const. (3.244)

bzw. die lineare Bewegung des Schwerpunkts

L 1 -

X=X t—P 3.245
t=0 * M ( )

als Konsequenz der Invarianz unter Galilei-Boosts.
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3.9 Galilei-Invarianz und Newton’sche Gesetze fiir
nicht konservative Krifte

System von N wechselwirkenden Massenpunkten

N
Vn=1,...,N:mZy =Y Fo(Tn = Fn, Zn = T t) + Feson(Bn, T, 1)
i
(3.246)
mit inneren Kréaften ﬁnm zwischen den Massenpunkten, die dem 3. New-
ton’schen Gesetz (,actio = reactio“) geniigen
Vnym =1,..., Nt Fop (T — Fony T — Zrny 1) = — Fon(Ton — Ty Ty — T 1)
(3.247)
und dufleren Kriften F_’)ext_,n auf die Massenpunkte.

Energieerhaltung kéonnen wir nur fiir konservative Kréifte erwarten, die
wir im Lagrangeformalismus erschopfend behandeln kénnen. Fiir Impuls und
Drehimpuls finden wir aber verallgemeinerte Ergebnisse und damit ebenso
fiir die Schwerpunktsbewegung.

3.9.1 Gesamtimpuls und Schwerpunktsbewegqung

Dann
. N N N
MX = E mpxy = E an(xn — Ty, T _xm)t) + § Fext.,n(xnuxnut)
n=1 n,m=1 n=1
m#n
N N
= E an(xn_$m7xn_xm7t)+ E an(xn_mmyxn_xmyt)
n,m=1 n,m=1
m>n m<n
NS

-~

me:l an(xm — Tpy, Tm — Tn, t)
m>n ~ N - -

—

N N
+ Z Fext.,n(fna fna t) = Z Fext.,n(fna fna t) - Fext. . (3248)
n=1 n=1

Damit ist die Anderung des Gesamtimpulses durch die Summe der dufe-
ren Kréfte gegeben

—

P=F, . (3.249)

| ~

MX =

o,

t
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3.9.2  Gesamtdrehimpuls
Fiir Zentralkrifte
Erom (o — Ty By — Ty t) X Ty — Ty (3.250)

finden wir

d d N N N
&L: E;mnfn xfn:Zmnfn xfn+2mnfn X T,

n=1 -0 n=1
N N
= E Tp X an(xn — Ty Tn — .Z'm,t) + E Tp X Fext‘,n(xna o t)
n,m=1 n=1
m¥#n
N
= E (xn X an<xn - l’m, Ly — l’m,t) + L X an<xm - l’n,-Tm - .T}n,t))
n,m=1" ~
m>n (Fn—Zm) X Fnn (Fn—Fm i —Lm ,£) =0

N N
+ an X F”ext.,n(fnafn7t) - an X ﬁext.,n(fnafnat) - Mext. . (3251)

n=1 n=1

Und die Anderung des Gesamtdrehimpulses ist durch die Summe der duferen
Drehmomente Z,, X Fo. , gegeben

dr_ (3.252)
dt - ext. - .
NB: geschwindigkeitsunabhéngige innere Kréfte miissen aus Symmetriegriinden
Zentralkrifte sein, weil 7, — T, die einzige ausgezeichnete Richtung ist. Dies
gilt nicht fiir geschwindigkeitsabhéingige Krifte, weil auch ¥,, — Z,, als Vektor
zur Verfiigung steht.
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4

ANWENDUNGEN

4.1  Zweikoérperprobleme

Zwei Teilchen m; und my unter dem Einflufl eines Potentials, das nur vom
Abstandsvektor #; — 5 abhéngt:
oL my msy - - -
L(flvw%xb'l??vt) = 71.1’%4—721'%—‘/(371 —l'g,t) (41)

Die Galilei-Symmetrien des Problems sind
e die Translationsinvarianz von ¥, — 75 liefert Impulserhaltung

—

P = mlfl + meg = const. s (42)

e die Galilei-Invarianz der kinetischen Energie und des Potentials liefert

C = MX —tP = const. (4.3)
mit
M = mq + my (4.4a)
§ = M maTs (4.4b)
my + Mo
e falls Rotationsinvarianz vorliegt
V(# — ) = V(|7 — 1), (4.5)
dann Drehimpulserhaltung
L = myTy X T + MoTs X Ty = const. (4.6)
(siche Abschnitt 4.2), und
o falls 0V/0t = 0, dann
H= @f% + @.’E’g + V(¥ — &3) = const. . (4.7)

2 2
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4.1.1  Schwerpunkts- und Relativkoordinaten

Deshalb bietet sich an, neue Koordinaten

(?) o @? - (m? fﬁl) (2) (4.82)
@)+ (0)-( )

mit der reduzierten Masse

2 2
miT] + moZy = my (X + if) + (X - if) MX +pg (4.10)
my mo
also
Daraus
8[/
P, = = MX; = myi i+ mode; =p1,;+p2; = P =const.  (4.12a)
oL’ : Iz 1
i = —— = p& = [Ty — Moy = —DP1i — — P2, 4.12b
7T 08, pé Hxy, HI2, mlpl’ m2p2’ ( )
bzw.

(5)-2G)- (2 ) G)-(z ) G) s
(%) e (];) B (ZZ _11) (]f> - (4.13b)

Kein Zufall

—

All=A7T. (4.14)

Entkoppelte Bewegungsgleichungen
MX =0 (4.15a)
pué + VgV(f, t)=0. (4.15b)

Effektive Lagrangefunktion fiir die Relativbewegung;:

- b # -
rel (5 5 t) = 55 - V(€7t) . (416)
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4.2 Zentralkraftprobleme

| Vorlesung 11: Fr, 22.11.2019

F:R?>—> R?
s F(T) = %F(I:ﬂ) 4
Mit
SIMETRERACET)

7k
(S I’jl’k LTiTg
= Zewk (| | |f3 ) +Z€”k _,|2 F | ’) (418)

wegen der Antisymmetrie von e sehen wir, dafl jedes geschwindigkeitsun-
abhéngige Zentralkraftfeld F' konservativ ist

<
X
=11
o

(4.19)

Ein geeignetes Potential ist

||
V(E) = - / a¢ F () (4.20)

weil

—9V(@) = F(a)Vz| = F(a)) (4.21)

auch dann, wenn F am Ursprung eine Singularitdt hat. Wir kénnnen also
o.B.d. A. den Lagrangeformalismus benutzen.

4.2.1  Drehimpuls

Aus der Rotationsinvarianz der Lagrangefunktion wissen wir, da3 der Dreh-
impuls

e

L = m& x I = const. (4.22)
erhalten ist. Aulerdem folgt aus der Antisymmetrie des Vektorprodukts

L =0 (4.23a)
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L =0 (4.23D)

und wir sehen, dafl die Bewegung in der konstanten Ebene senkrecht zu L
verlduft. Wir diirfen also 0. B.d. A. ein Koordinatensystem mit

L=|L|& (4.24)

und Z, Z in der z1-zo-Ebene wihlen, fiir die wir wegen der Symmetrie Polar-
koordinaten (r, ¢) benuzten

L(r,6,70) = 5 (7 +1%6%) = V(). (4.25)
Daraus ergeben sich wie auf Seite 41 in Abschnitt 3.6.1 die ELG

d oL 0L .y dV
Bl — —(r) = 4.
T 5 =™ mro* + e (r)y=0 (4.26a)
d oL 0L d/,;
= =0. 4.26b
dtos 00 | dt (%) (4.26b)

Wir sehen wieder die Konstanz des Betrages des Drehimpulses
L] = py = mr?d (4.27)
und erhalten zu jedem vorgegebenen p, ein eindimensionales Problem

2
.. Py dVv
2 4 () =0. 4.28
mr mr3  dr (r) ( )
Mit effektivem Potential

P}

Vett.p, (1) = V(1) + 53 (4.29)
(vgl. Abb. 3.3), also
mi + d%i’% (r)=0, (4.30)
was mittels Energieerhaltung
m ., m., P
E = 57 Vet p, (1) = =77 + Dy + V(r) = const. (4.31)

integriert werden kann.

Aus

_ \/%\/E —V(r) - 2532 (4.32)

dr
dt
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VA

Abbildung 4.1: Effektives Potential fiir V(r) = mw?r? /2.

folgt durch Trennung der Verénderlichen

t1 7(t1)
/ dt = + / mdr . (4.33)
to r(to) \/2m(E —V(r)) —p3/r?

Wenn man nur an der Form der Bahn interessiert ist, kann man ¢ durch ¢

ersetzen do
D¢
- _ e 4.34
dt  mr?’ (4.34)
also
dr mr? |2 pi 9 2
b= 2 v - 2 e v
(4.35)

Je nach Form von V', bzw. Vg gibt es, in Abhéngigkeit von py, gebundene
Bahnen vs. Entweichbahnen:

o lim, , Veg (1) = lim, o V(1) = +o0: es gibt keine Trajektorie, die ins
Unendliche entweichen kann,

o Vg hat Extrema: es gibt Kreisbahnen,
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VA

-
Seeo
e ccccaa.

=
-=-
-

Abbildung 4.2: Effektives Potential fiir V(r) = —a/r.

e V.4 hat lokale Minima: es gibt fiir geeignete Energien und Drehimpulse
periodische Bahnen zwischen 7y, und 7max mit Vg, (7min /max) = F, die
nicht notwendig geschlossen sind (vgl. Abbildung 4.3),

o lim, o Vegr. p, (1) < +o0: es gibt Bahnen, die das Zentrum erreichen.

4.2.2  Isotroper Harmonischer Oszillator

ok .
L= %52 — 53 = %52 . %uﬂf? (4.36)

ELG )
F+wr=0 (4.37)

Entkoppelte kartesische Koordinaten
Vi=1,2,3: % +w?z; =0 (4.38)

Unabhéngige Losungen durch Exponentialansatz

c;(0) .
2(t) = 2:(0) cos(wt) + Y in(et) (4.39)
w
oder Integration mittels Energieerhaltung
Vi=1,2,3: H, = %xf + %w%iz = const. (4.40)
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Abbildung 4.3: Periodische Bahn, die nicht geschlossen ist.

wie in (2.62).

Sphdrische Polarkoordinaten
Wegen der Rotationsinvarianz von
V(r) = %w%ﬂ (4.41)
haben wir Drehimpulserhaltung und wir kénnen Polarkoordinaten in der

Ebene orthogonal zu L wiihlen. (4.41) in die Gleichung fiir die Bahnkur-
ve (4.35) eingesetzt ergibt

d
é = :I:r\/2m7’2(E — mw?r?/2)/p — 1 (4.42)

und nach Trennung der Variablen

/ - jE/ \/erz(E —i;/;ﬂ /2)/p% — 1

(4.43)
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und Substitution v = 1/r?, dr/r = —1/2 - du/u

1 du
/d¢ - :F§ / \/m(2Eu — mw2)/p<2b — u? )

kann man die Integralformel

/ du 1 . 2au+b i c0 R4
= — arcsin —— ir a , ac
vau? +bu+c v—a Vb? — 4ac
(4.45)
mit
a=—1 (4.462)
2mE
b= (4.46D)
Py
2 92
c=-" ;JJ (4.46¢)
Py
4 2E2 4 2, .2 4 2
b’ — dac = m4 — m2w = nz (E* —w’p}) >0 (4.46d)
Py Py Py
verwenden: ) o /2
~ 1 —2u 4+ 2m
¢(u) = ¢o £ = arcsin /P . (4.47)
2 BB =W
Py

Zusatzmaterial (nicht in der Vorlesung besprochen):
Die Gesamentenergie ist nach unten durch das Minimum des effektiven Potentials
beschrankt

2
m .o Py
E= Er + Vveff.,pd, (T) > V:eﬁ‘,pqs (rmin) = errfmn + V(Tmin) s (448)
wobel i, durch
dv::f'f.,p pi 2
0= = ¢ (r) . = _mrr?;lin + MW min (449)
festgelegt ist. Also
2 =2 (4.50)
mw
und damit
‘/eﬂ'.,pd) (Trnin) = Wpy , (451)
also

E > wpy . (4.52)
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Anschlieflende Riicksubstitution

o(r) = B(u(r)) = o + + arcsin ——2 o/ (MET)

1
2 ,/1—w2p2¢/E2

(4.53)

und Umkehrung

2

/1= w22/ B2 sin(2(6 — o)) = 1 — m’;ﬂ (4.54)

ergibt
Po 1
r(0) = — : (4.55)
L VL B sina(o - o)
also eine Ellipse mit Exzentrizitat /1 — w?p? / E?!
Zusatzmaterial (nicht in der Vorlesung besprochen):
Die Ellipsengleichung in kartesischen Koordinaten
N2 y\2
() +(5) =1 (4.56)
liefert in Polarkoordinaten
2 . 2
7 COS ¢ rsin ¢
=1 4.
(Z22) + (20) -1, (457)
bzw.
r2b% cos? ¢ + r2a? sin? ¢ = a?b? (4.58)
oder b
a
r$) = . (4.59)
Vb2 cos? ¢ + a2 sin? ¢
Mit
b? cos? ¢ + a?sin? ¢ = b* + (a® — b?) sin” ¢
2 _p2 2 32 2 _p2
=02+ 2 b (1—COS2¢):a ;_b _ 4 2b cos2¢ (4.60)
folgt dann die Form (4.55)
V2ab 1
r(¢) = — — (4.61)
Va?+b \/1 - 32122 cos 2¢
mit geeigneten a und b.
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Abbildung 4.4: Anziehende und abstofiende 1/r-Wechselwirkungen.

4.2.3 Kepler Problem
| Vorlesung 12: Mo, 25.11.2019)|

V(r)=—— (4.62)

Die Wechselwirkung ist anziehend fiir a > 0 und abstoflend fiir @ < 0 (siehe
Abbildung 4.4). Wichtige Beispiele:

e gravitative Anziehung zwischen Punktmassen (Planeten, Monde, etc.):
a = Gmimsy, (4.63)

e clektrostatische Anziehung oder Abstofung von Punktladungen @ s:
In geeigneten Einheiten gilt

o = _QlQQ . (464)

Die zugehorigen ELG in kartesischen Koordinaten sind

—

mf+aé%:0. (4.65)
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Kepler-Gesetze

Johannes Kepler fand rein empirisch (1609, 1619), ohne Betrachtung der
Dynamik:

1. die Planeten bewegen sich auf elliptischen Bahnen, in deren einem
Brennpunkt die Sonne steht,

2. ein von der Sonne zum Planeten gezogener ,Fahrstrahl® iiberstreicht in
gleichen Zeiten gleich grofie Flichen,

3. die Quadrate der Umlaufzeiten zweier Planeten verhalten sich wie die
dritten Potenzen (Kuben) der grofien Bahnhalbachsen.

Das 2. Gesetz ist die Drehimpulserhaltung und gilt fiir alle Zentralkrafte.
Die Fliche zwischen ¢y und ¢(t) ist

é(t) 2( 4
A(t) = / ag ) (4.66)
$o0 2
also ist die Flachengeschwindigkeit
4\ rem)de . 6 _ |L|
i (t) BT, (t) 5 5 const (4.67)

Sphdrische Polarkoordinaten

Wegen der Rotationsinvarianz von (4.62) haben wir Drehimpulserhaltung

und koénnen wieder Polarkoordinaten in der Ebene orthogonal zu L wiihlen.
(4.62) in die Gleichung fiir die Bahnkurve (4.35) eingesetzt ergibt

dr
do

Nach Trennung der Variablen

= :i:r\/ZmTQ(E +a/r)/p;—1. (4.68)

/d¢ - i/\/QmTQ(E(t/OT/T)/pi 1

(4.69)

und Substitution v = 1/r, dr/r = —du/u

/ do = F / wm/m(;i/zu) /p3—1
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du
o / \/Qm(E + au)/p — u? 1

kann man wieder die Integralformel

2au + b

/ du
vau? +bu+c

1
= _\/—_a arcsin \/ﬁ fir a < 0, b* > 4dac
(4.71)
diesmal mit
a=-—1 (4.72a)
2
p= 2 (4.72b)
Py
2mE
c= ;nz (4.72¢)
¢
4m2a2  8mE  4m2a2 2En2 4m2a2
P —dac= 2 42 8 (1+ pj’): TE >0 (4.72d)
Py Py Py ma Py

und der Exzentrizitdt

| 2Ep
e=+1{/1+ pj’ (4.73)
mao

- —2u + 2ma/p?
¢(u) = ¢o F arcsin /P :

verwenden:

(4.74)

2m|a|
P

Zusatzmaterial (nicht in der Vorlesung besprochen):
Die Gesamentenergie ist nach unten wieder durch das Minimum des effektiven Poten-
tials beschrinkt

E 2 chff.,pd) (rmin) 3 (475)
wobel i, durch ,
d‘/eff P p¢ «
= — = — 4.
! d?" (T) T=Tmin mrr?;]in * Trgnin ( 76)
festgelegt ist. Also
Tmin = pi (477)
mao
und damit )
mao
Vveff.,p (Tmin) = "5 3> (478)
¢ 2p¢
also )
B>-22 (4.79)
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Abbildung 4.5: Kegelschnitte.
Anschlieende Riicksubstitution
2
~ . sgna — pi/(mlalr)
o(r) = ¢(u(r)) = ¢o F arcsin z (4.80)
mit der Vorzeichenfunktion
z +1 firz>0
sgn(x) = — = 4.81
gn(z) || {—1 firz <0 ( )
und Umkehrung
P2
+esin(¢ — ¢p) = —ecosp = sgna — —o— (4.82)
m|alr
mit ¢g = +7/2, ergibt
2
p 1
r(g) = —2 (4.83)

~ mlalsgna +ecosp

Kegelschnitte

Gleichung (4.83) beschreibt Kegelschnitte in Polarkoordinaten, wie in Abbil-

dung 4.5 dargestellt.
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Mit dem semi-latus rectum

P}

| = 4.84
mial (4.84)
kénnen wir l
= 4.85
" sgn o 4 e cos @ ( )
oder
rsgna =1 — ercos¢ (4.86)

schreiben und in kartesischen Koordinaten

Vrz+y?sgna=1—ex, (4.87)

bzw.
(1—e*)a?+y? =1 —2lex. (4.88)
Fiir e = 1 finden wir daraus eine Parabel
v =17 —2lxr. (4.89)
Mit den Definitionen
[
2 5
b = 4.90b
1—e? ( )
c=ea (4.90¢)

finden wir fiir e # 1 mit b*> > 0 eine Ellipse (bzw. Kreis) oder mit b? < 0 eine
Hyperbel
(x+0)? oy (1—e)

— 2
" +b—2—l—2(:v—|—ea) +

1—e?
7 v (4.91)

|
1=
In der Tat gilt

l2
1 —e?

= (1—€%) (z+ea)® +y

(4.88) (1 B 62) (xg 1 %eqn & 62a2) . (1 _ 62) 22 412 —9lex
2 2
9 (4.90a) 5 € 2 !
= —+ "= .
l l —e " 1—e?
(4.92)

(4.90a) (zlegg + leza) + 12 = 2lex = le*a +

Die Form der Kegelschnitte héngt also von der konstanten Gesamtener-
gie E ab (vgl. (4.73)):
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e [/ < 0 = e < 1: Ellipse, also gebundene periodische Bahn, nur fiir
Anziehung o > 0 moglich, weil sonst £ > 0,

e [/ =0 = e = 1: Parabel, also ungebundene Bahn, ebenfalls nur fiir
Anziehung a > 0 moglich, weil sonst £ > 0,

e F > (0= e > 1: Hyperbel, ebenfalls ungebunden, fiir beide Vorzeichen
von «, also anziehendes und abstoflendes Potential.

Wir finden das 1. Kepler’sche Gesetz, weil die einzigen gebundenen Bahnen
Ellipsen sind.
Deren Fléache ist

3

A =rab=1Vadl = a3 —L2 (4.93)

el

und aufgrund der konstanten Fliachengeschwindigkeit (4.67) gilt fiir die Um-

laufzeit 4 5
T=2=ai 2 0 gior |2 (4.94)
ot vmla| Ps |af

also das 3. Kepler’sche Gesetz

T? < a®. (4.95)

Bemerkung 4.1. Im Grenzfall & — 0 findet man

_ pe 1
r(¢) = B 0050

was natiirlich eine Gerade mit z = r cos § = const. beschreibt. Diese hat den

Abstand

(4.96)

po LI _
2mE |ﬁ;‘ min

r(0) = (4.97)

vom Zentrum.

4.2.4  Emistenz von geschlossenen Bahnen
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| Vorlesung 13: Fr, 29.11.2019|

Fiir alle anziehenden Zentralpotentiale, die fiir » — 0 nicht schneller als —1 /12

abfallen, kann p, = |E| so eingestellt werden, dafl wegen

d%ﬂ‘.,pqg

_ 4.
- 0 (4.98)

r=rQ

Kreisbahnen mit Radius ry eine Losung sind. Unter kleinen Storungen der
Anfangsbedingungen entstehen periodische Bewegungen in r, die im allge-
meinen nicht zu geschlossenen Bahnen fiihren, weil die Perioden in r und ¢
nicht zueinander passen.

Theorem 4.2 (Bertrand, 1873). Das Kepler-Problem und der harmonische
Oszillator sind die beiden einzigen Zentralpotentiale im R? fiir die alle be-
schrinkten Bahnen geschlossen sind.

4.2.5 Geometrische Léosung fiir den harmonischen Oszillator
und das Keplerproblem

Fradkin-Tensor

Der Phasenraum des isotropen harmonischen Oszillators TQ = R? x R? hat
6 Dimensionen und mit 4 Erhaltungsgrofien aus der Galilei-Gruppe

oL :
i 0=H= %3?2 + %w%?? = const. (4.99a)
0;L = 0= L = mT x ¥ = const. . (4.99h)

Es gibt aber weitere Noether-Symmetrien, die durch einen konstanten und
symmetrischen Tensor ¢;; = ¢;; parameterisiert sind

0,0 = QT (4.100a)
und damit ' )
0,7 = oI, (4.100Db)
bzw. komponentenweise
3
(5¢xi = Z QOij.jfj (4101&)
j=1

3
St =Y iy (4.101b)
j=1
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In den Ubungsgruppen, nicht in der Vorlesung besprochen:
Daraus folgt

oL oL _ . . . .
(;LPL = %(5@"51 + Z %&va = — Z mwzojigaijxj + Z mxigoijxj
i v i v ij ij

. : d .
= E pijm (i3 — wiaid;) = T E @ij% (£d; — w’aiz;)  (4.102)
ij ij

A (2,)
und die zugehorigen Integrale!
oL 7,7 o mo. . 2
I<,o = i (97@5@% - Ag@(%x) = %:mxi@ijxj - %:goijg (xixj —-w xixj)

= Z @ij% (#sd; + w’aiz;) = Z v Fij  (4.103)

1] 1]

mit den

Komponenten des Fradkin-Tensor

deren Konstanz entlang von Losungen auch direkt nachgewiesen werden kann
dE mo,. . s 2. 2 .
< =3 (&) + @i 5 + Wiz + wad;)
= T (@ w'm) @+ T (& + ') = 0. (4.105)
Allerdings sind hochstens 5 der 6 unabhéngigen Komponenten neu
H:trF:F11+F22+F33. (4106)
Man kann nun zeigen, dafl I’ die zugehorige Bahn vollstandig festlegt.
Mit ,
> wiFyr = % ((fa?) + (:52)2) (4.107)
]
und m .2
S wiHw = 5 (25 () (4.108)
sowie
- : N2
L2 = Z Lsz = m2 Z Z €ijk€ij'k! xjj;kxj’j;k’ = m2f252 — m2 (f_‘)
i ki

83116kt — 610 O



ohl: Fri 07 Feb 2020 11:04:54 AM CET subject to change! 85

folgt

ij

Dies bedeutet, dafi die Matrix
E=H1-F (4.111)

positiv ist. Deshalb ist (4.110) die Gleichung fiir ein Ellipsoid mit den Halb-
achsen

I2
2mer;

a; = (4.112)

wobei k123 die Eigenwerte von E bezeichnen.
Sowohl F'als auch E sind symmetrische Matrizen und haben einen vollstandi-
gen Satz von orthogonalen Eigenvektoren. Wegen

> FyL;=0 (4.113)
J

ist L Eigenvektor zum Eigenwert 0. Wir wéhlen nun o.B.d. A. ein Koordi-
natensystem mit

0

L=1|0 (4.114a)
Ls
Fll F12 0

F=|Fy Fp 0 (4.114D)
0 0 0

und finden die verbleibenden Eigenwerte mit
det(f — A1) = (fi1 = A)(faa — A) — f122 =X — \trf+det f L0 (4.115)
wobei
f= (?; ?Z) : (4.116)

Das Ergebnis ist

1 1 1 1
)\1/2:§trfi§\/(trf)2—4detf:§trfi§A (4.117a)
A3 =0. (4.117D)
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Daraus erhalten wir die Eigenwerte von E als k123 = H — Ai 23, bzw.

1 1
Ky = H . (4.118b)

Hieraus kann man nicht direkt ablesen, ob alle x; positiv sind. Aber aus

2
F% = mT (£33 + 2w a1 Toydo + wiai)) (4.119a)
2
Fi1Fy = mI (i385 + w’zlds + wiadi] + w'zial) (4.119b)
folgt
LA 2:2 .
det f = Fi1Fo — F}, = 1 (551952 + 53] — 21‘1:52:61952)
m2uw? . . w2
= 1 (xlajg — 1'2.%'1)2 = ZL% (4120)
und damit
A? = (tr f)? —4det f = H* — W°L3. (4.121)
Unabhéngig von der Wahl des Koordinatensystems gilt somit
A? = H? — 2 [? (4.122)

weil wir ein System mit F33 = 0 und L; = Ly = 0 ausgewéhlt haben, die
Eigenwerte aber unabhéngig vom Koordinatensystem sein miissen. Damit
finden wir

1 H W22
Ky =H >0. (4.123b)
AuBlerdem konnen wir .
WwL? < H? (4.124)

schlieflen, vgl. (4.52), weil es sonst imaginére Eigenwerte gibe.
Die Bahnen sind also Ellipsen, die sich aus dem Schnitt des Ellipso-
ids (4.110) mit der zu L orthogonalen Ebene mit den Halbachsen

Ez

2
19 = =
m (H +VH? - w2L2>

(4.125)

ergeben. Extremfille:
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o W2L? = H% Kreis mit k1 = ky = H/2 und a2 = a2 = L?/(mH),

e w?L? — 0: entartete Ellipse mit #; — 0, ko — H und a2 — 2H/(mw?),
a2 — +o0.

Die Geschwindigkeiten #; sind komponentenweise durch die Konstanz der
Diagonalelemente

m. .,
Fi = 5 (& +w')) (4.126)

aus den Orten x; festgelegt.

Runge-Lenz-Vektor

Der Phasenraum des Keplerproblems 7Q = R? x R? hat wieder 6 Dimen-
sionen und 4 Erhaltungsgréfien aus der Galilei-Gruppe

oL .
= =0=H= %52 - % — const. (4.127a)
oL =0 = L = mZ x & = const. . (4.127b)

Es gibt wieder weitere Noether-Symmetrien, die in diesem Fall durch einen
dreikomponentigen Vektor p parametrisiert sind

0,4 = 2(pT)% — (pT)T — (TL)F (4.128a)
und damit

5,8 = 2pE)F + 2E)T — (pD)E — (P9)T — & — (#5)p
— 2(pF)i — (pF)F + ()T — & p— (#F)7. (4.128b)

81

In den Ubungsgruppen, nicht in der Vorlesung besprochen:
Daraus

oL oL

6PL == i aixzépxz +
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:a@*)(”ﬁlp ") 4o (208 (5) — () ) — () )

- % <O‘|§ + mi (%) - (f*)(px)> (4.129)

Ap(@,7)

und den zugehorigen Integralen

oL :
RL _ R
" = % a—ibiépxi — A, (2, %)

— Z mi; (2(p7)i; — (pF)w; — (FF)p;) — gy —mi *(58) + m(T3) (%)

= om (# (%) - (@)(7%)) - a’;j i (7) + m(#5) (%)

=m (3?2(,75) - (f'*)@f)) ~ PTG (1130)

Also ist der Runge-Lenz-Vektor

R):m(fgf—(f;’)f)—ai:me(f > i_,
| 7]

-

x L x
m 7]

= const. (4.131)

im Keplerproblem erhalten, was man auch durch explizite Rechnung mit den
ELG (4.65) iiberpriifen kann.

Der gleichzeitige Erhaltung der Energie, des Drehimpulses und des Runge-
Lenz-Vektors geniigen, um die Bahnen eindeutig festzulegen. Offensichtlich
steht R orthogonal auf L

LR=0, (4.132a)

liegt also in der Bahnebene. Auflerdem héngt das Skalarprodukt von z und R
nur vom Betrag des Drehimpulses und vom Betrag von & ab

7 (ﬁ X E) Iz
ITR=——2% —alZ| = — — a|Z|. (4.132b)
m m

Schliefllich héngt die Lénge von R nur von der Energie H und vom Betrag

des Drehimpulses ab

-,

N2 N2
§2:<pXL> _2a€2+a2:pL <pL> _204[:2_1_a2
m? m|Z| m? m|Z|
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+a?. (4.132c)

P a\202  , 2HI?
2m |7 ) m m

Mit ZR = r|E| cos ¢ in Polarkoordinaten folgt aus (4.132h)

— ]_ -,
r|R|cos¢p = —L* — ar (4.133)
m
oder . .
L? 1 L? 1
r= = = = , (4.134)
O‘ml—ir@cosqﬁ ’O"msgna—l—%cosqb
wobei

R 2H 2
H:\/l—l——Q:e. (4.135)
(e} mo

Gleichung (4.134) beschreibt wieder Kegelschnitte in Polarkoordinaten, wie
in Abbildung 4.5 dargestellt.

Der Runge-Lenz-Vektor liegt in der Symmetrieachse der Kegelschnitte,
die einen Brennpunkt mit dem Punkt néchster Anndherung verbindet.

4.3 Planeten und Monde

Im allgemeinen hat man es nicht nur mit zwei Korpern zu tun, die mitein-
ander wechselwirken. Leider werden die Gleichungen sehr schnell unlosbar
und das Verhalten des Systems chaotisch. Der Grund hierfiir ist, dafl die An-
zahl der Freiheitsgrade wéchst und die Anzahl der Symmetrien nicht mehr
ausreicht, geniigend viele Erhaltungsgrofien zu bewirken.

4.8.1 Ausgedehnte Korper

Bislang wurden nur Punktmassen betrachtet. Realistische Korper sind aber
ausgedehnt und ihr Potential ist eine mit der Dichte p gewichtete Superpo-
sition

V(@) = / &y p(§)V (7 — 7) (4.136)

mit

/ Pz p(7) =1 (4.137a)
p(Z) =0 (fiir |Z] > R). (4.137b)
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Annahme: Kugelsymmetrische Massenverteilung und 1/r-Potential

p(Z) = po(|7]) (4.138a)
V(7) = —%. (4.138D)

Wenn man die y3-Achse der Kugelkoordinaten fiir ¢/ in Z-Richtung legt

7 — | = /22 + if2 — 227 = \/|Z|2 + r2 — 2|Z|r cos f (4.139)
und (mit z = cos6)

1

/1 dz VAP =20
S JER A+ 2 = 2]Frz |Z|r .
VEP 207 — TR + 2 2
B |z
N R Rl i B = B LA G
- |Z|r R =2 i 7] <
. 2 2
= 0(|7 — ”ﬁ +O(r—|7)> (4.140)

mit der Stufenfunktion

O(z) = (4.141)

1 firz>0
0 firz<0
Damit

«

R 1 27
V(%) = — dr/ dcos@/ do r2po(r
A7) /0 -1 0 o7l )\/|f|2+r2—2|f|rcosﬁ

=2 [Carsttr) (005172 + 0~ 7)) (4142

7]

und auBerhalb der Masenverteilung ist || > r

V(%) ] /Rd 2p0(r) = — = (4.143)
xr = ——4am rr rT)=——7—. .
asn 7 Jo 7]

— [ p(@)-1

Kugelsymmetrische Massenverteilungen kénnen auflerhalb ihrer Grenze also
durch eine Punktmasse beschrieben werden.
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4.8.2  Zweizentrenproblem

‘Vorlesung 14: Mo, 02.12. 2019‘

Die Bewegungsgleichungen fiir eine Masse m im Schwerefeld zweier fester
Massen M; und M,

m:2 Qaq (8%
L = —XT + N N + — — 4144
2 |©— 2| |Z— 2y ( )

kénnen durch die Wahl geeigneter krummliniger Koordinaten noch exakt
gelost werden.

4.3.8  Restringiertes Dreikoérperproblem

Die Bewegungsgleichungen fiir eine Masse m im Schwerefeld zweier Mas-
sen M7 > m und M, > m, die einander anziehen, aber die kleine Masse m
nicht spiiren

Ml -2 M2 2 «
Ly=— —— —_ 4.145
R m -2 an Qi
L3(Z,2,t) = —% + —— — 4.145b
D=5 o nl T R s (41450)

kénnen schon nicht mehr allgemein gel6st werden.

Lagrangepunkte
Es gibt allerdings 5 Gleichgewichtspunkte

e 2 gleichseitige Dreiecke: lokale Maxima des effektiven Potentials, aber
fiir M, /My > (2543v/69)/2 ~ 24.96 durch Corioliskraft stabilisiert; im
Sonnensystem annidhernd durch Sonne, Jupiter und eine Gruppe von
Asterioden, die ,, Trojaner”, realisiert,

e 3 kollineare Punkte, instabil; trotzdem niitzlich als Parkposition fiir
Satelliten, weil wenig Kurskorrekturen notig.

Details unter http://wmap.gsfc.nasa.gov/media/ContentMedia/lagrange.
pdf.

4.4 Streuung

Sofern die Kréfte oder Potentiale fiir |#] — oo hinreichend schnell abfallen,
werden sich Teilchen mit F > 0 fiir ¢t — 400 geradlinig bewegen. Es macht
daher Sinn zu fragen, wie sie gestreut werden, d. h. welcher einlaufende Impuls
fithrt zu welchem auslaufenden Implus.


http://wmap.gsfc.nasa.gov/media/ContentMedia/lagrange.pdf
http://wmap.gsfc.nasa.gov/media/ContentMedia/lagrange.pdf
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------
......

Abbildung 4.6: Hard Core als Grenzfall glatter Potentiale: lim, . Voe ™.

4.4.1 Potentialstreuung

Konservative Krafte konnen wir wieder durch Potentiale beschreiben und ein
sogenanntes Hard Core Potential als eine unendliche Schwelle

0 firx >0
Vie(z) = : 4.146
he() {+oo firx <0 ( )

die, wie in Abbildung 4.6, als Grenzfall glatter Potentiale angesehen werden
kann:

Vie(2) = algrolo Voe 7. (4.147)

Konsequenz eines Potentials wie in Abbildung 4.6 ist, daf} jedes Teilchen
reflektiert wird und aufgrund der Energieerhaltung

lim T (:z;(t)) —E (4.148)
gilt, also
. 2E
lim x(t)‘— — (4.149)
oder
lim |p(t)] = V2mE . (4.150)

t—+o0
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Abbildung 4.7: Streuung im Schwerpunktssystem.

Damit folgt aus der Impulserhaltung parallel zu einer Wand die Impulsum-
kehr senkrecht zu einer Wand. Als Konsequenz haben wir ,,Einfallswinkel
gleich Ausfallswinkel“.

Diese Uberlegungen bleiben richtig fiir eine weiche Wand, d.h. o < oo in
Abbildung 4.6, es wird sich nur die Verweildauer des Teilchen erhéhen.

4.4.2  Labor- vs. Schwerpunktssystem

Aufgrund der Galilei-Symmetrien und der daraus folgenden Erhaltung von
Gesamtimpuls und Schwerpunktsbewegung kénnen wir allgemeine Aussagen
iiber die Kinematik von Streuprozessen machen, auch wenn wir nichts iiber
die zugrundeliegende Dynamik wissen. Insbesondere kénnen wir zulassen, dafl
die Teilchen in andere Teilchen umgewandelt werden und dabei ihre Masse
dndern und/oder dal im Streuproze§ Energie erzeugt oder abgegeben wird.
Solche Prozesse, werden als inelastische Streuung bezeichnet.

NB: fiir Streuprozesse mit Umwandlung von Teilchen mufl im Experi-
ment meistens so viel kinetische Energie aufgebracht werden, daf§ die Galilei-
Gruppe durch die Lorentz-Gruppe der speziellen Relativitdtstheorie ersetzt
werden muf.

Im Folgenden werden wir allgemein die Kinematik fiir die Streuung eines
Teilchens der Masse my (Projektil) an einem Teilchen der Masse my (Target)
in zwei Teilchen der Massen m3 und my4 untersuchen und dabei zulassen,
daf sich die Gesamtenergie um AF &ndert, z. B. durch Anregung innerer
Freiheitsgrade.

Im Abschnitt 4.1.1 wurde ein Koordinatentransformation auf Schwer-
punkts- und Relativkoordinaten und -impulse, (4.8) und (4.13) durchgefiihrt
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Abbildung 4.8: Streuung im Laborsystem py = 0.

4.151d

X = (4.151a)
my + Mo

P =7+ p (4.151c)

)

A
I
o
|
3
N

mit der reduzierten Masse

mime

)
m1+m2

um den Erhaltungssatz fiir die Schwerpunktsbewegung auszunutzen.
Die Relativimpulse konnen aber auch als das Resultat einer Galilei-Trans-
formation G

G i & =7+t (4.153a)
G:p— " =p+mi, (4.153b)

mit der umgekehrten Geschwindigkeit der Schwerpunktsbewegung

1 . o .
U:_—P:_M (4.154)
mi1 + mo myi + Mo
verstanden werden
G:F P —my p1 + D2 _ Mep1 —Maps _ &ﬁl B @ﬁz — 7 (4.15%)

mi + ma mi + Mo mq mo
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G o Py — mgr P2 P2 7 2P o (4.155b)
my + mo my + Ma

G transformiert offensichtlich ins Ruhesystem des Schwerpunkts (vgl. Abbil-
dung 4.7)
G:P=p+ph—0. (4.156)

Der Relativimpuls nach der Streuung ist
=My B (4.157)

Aus der Gesamtimpulserhaltung
Prt+pe=ps+pi=D (4.158)

folgt

T = (@ﬂL@)ﬁ:z—@(ﬁi +ﬁz):ﬁ3—@(ﬁ1 + pa) - (4.159)
ms my my my

Das Laborsystem (Abbildung 4.8) ist durch

p2=0 (4.160)
definiert, also
7="1"25 (4.161)
my
und damit m
7 =py— e 5 RE (4.162)
H12 My
mit m
R ="l (4.163)
my fh12
oder
i3 =T + RT. (4.164)
Fiir elastische Streuung
mp; = ms (4165&)

weil die Teilchen ihre Natur nicht &ndern, also mit anderen Worten

r="" (4.166)

mg'
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Weil Labor- und Schwerpunktssystem durch eine Galilei-Transformation
verkniipft sind, macht es Sinn, die Streuwinkel zu vergleichen

cosf = flpi (4.167a)
|P1||Ps]
— =
cos " = ’zﬁrﬂ : (4.167b)
|| 7T
Einerseits gilt
Pifs = 7 (RT+17") = m]ﬁP (R4 rcosf”) (4.168)
Hi2 H12
mit .
r= % (4.169)
Fiir elastische Streuung
|| = |7, (4.170)

wegen Energieerhaltung im Schwerpunktssystem und p19 = 34 weil die Teil-
chen ihre Natur nicht &ndern, also

r=1. (4.171)

Andererseits gilt auch

m
Pips = [pil[ps] cos O = M—1|7?| |R7 + 7| cos 0
12

= m‘7?|2\/R2 + 2rRcos 0* + r2cosf (4.172)

Hi2
also
R+ 1rcosf* = VR?+ 2rRcos 0* + r2cos f (4.173)
bzw. R o
cosf = 708 (4.174)

VR2 + 2rRcos0* + 12

Daraus folgt
R? + 2r R cos 0* + 72 cos® 0

R?2 +2rRcos0* + r2

cos? f = (4.175)
und

R+ 2rRcosf* + r? — r2gin® 9*
R? + 2rRcos 0* + 12

1 —sin?6 =
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04

Q 4
e
’ .
’ .
Y 2K

4

"' R/?ﬁ =0.9
4
4
’
R/r=0.5 ,/ s
/2 s _R/r=
"I et
’
RS SRR AL
s’ o
. ok S
7 ) '.R/T =1.1
-
l' _—“-‘ ...... e .-
"' =" R//r — ~‘\‘..
h) >
™ 9*

Abbildung 4.9: Streuwinkel 6 = atan(sin6*/(R/r + cos6*)) im Laborsy-
stem po als Funktion des Streuwinkels 0* im Schwerpunktssystem fiir ver-
schiedene R/r. Fir elastische Streuung gilt R/T = M projertit/ M Target-

r?sin? 9*
=1— . (4.176
R2 4+ 2rR cos 6* + r2 ( )

Weil sinf > 0 und sin 6* > 0 folgt daraus

0 7 sin 0* (4.177)
sinf) = )
VvV R?2 + 2rR cos 0% + r2

und schlie3lich

7 sin 0* sin 0*
tanf = = . 4.178
o R+ rcosf*  R/r+ cosb* ( )

Die Funktion 0 o
sin
0" — 0 = atan ——— 4.179
~ avan R/r + cos 0~ ( )

héngt, wie in Abbildung 4.9 zu sehen, empfindlich vom Parameter R/r ab:
o fiir R/r =1 folgt mit der Halbwinkelformel

0 sin 6
tan- = —— 4.1
g 1+ cosf (4.180)
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die Relation o

5
Dieser Fall ist bei der elastischen Streuung von Teilchen gleicher Masse
realisiert. Fiir * = 7 erhalten wir formal § = 7/2, aber das Projektil
bleibt liegen und die ganze Energie wird auf das Target iibertragen;

0 (4.181)

e fiir R/r — 0 folgt offensichtlich
0=0". (4.182)

Dies entspricht auch intuitiv dem Grenzfall der Streuung einer sehr
leichten an einer sehr schweren Masse, in dem Schwerpunkts- und La-
borsystem zusammenfallen;

e R/r €]0,1] interpoliert zwischen R/r = 1 und R/r = 0, allerdings
springt der Endpunkt sofort von 7 +— 7/2 auf = — , weil das Projektil
tatsdachlich zuriickgestreut werden kann.

e fiir R/r €]1, ool ist die Funktion nicht monoton wachsend, weil das Pro-
jektil nie zuriickgestreut werden kann, also fiir kleine 6* auch kleine 6
folgen. Mit wachsendem R/r wird das maximale § immer kleiner.

4.4.8  Wirkungsquerschnitt

Wegen der Zeitumkehrinvarianz sind die Trajektorien spiegelsymmetrisch um
den halben von den Asymptoten eingeschlossenen Winkel 3. Der Streuwinkel
im Schwerpunktssystem ist dann

0 =7 —28. (4.183)

Fiir Zentralkrédfte ergibt sich der halbe eingeschlossene Winkel # aus der
Gleichung (4.35) fir die Bahnkurve

A o0 dr/r
= dp = 4.184
v /0 i Timin \/2m7°2(E — V(r))/pa -1 ( )

wobei der minimale Abstand vom Target r;, durch

Tmin = max {7 : Veg.(r) = £} (4.185)

definiert ist. Die Bahnen sind eindeutig durch die Gesamtenergie £ und {iber
den Drehimpuls bzgl. des Targets

= b|pie| = by/2m(E — Vay) (4.186)

L

Pp =
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\ ’

N\ dOQ® =sing®de®de 4

do = bdbd¢
b= Lo
V2mE
®
Abbildung 4.10: Wirkungsquerschnitt.
durch den Stolparameter b festgelegt. Mit V,, = 0 gilt
b= Lo (4.187)

2mE

Ein infinitesimales Ringsegment, in einer Ebene senkrecht zu einfallen-
dem Strahl und zentriert um das Target enspricht der Fldche, die in einen
Raumwinkel d2* streut

db
d cos 6*

do = bdbdg = b(6*) AT, (4.188)

d cos 6*

‘ dcos0*do* = b(6)

wie in Abbildung 4.10 dargestellt. Dies definiert den differentiellen Wirkungs-
querschnitt

do db b(6*) | db
— — b(H* = 4.1
dQ* oo’) d cos 6* sin 6* | d6* (4.189)
und daraus den totalen Wirkungsquerschnitt
do
= [ dQ* 4.190
7 / a0 (4.190)

der die ,effektive Fliche® des Streutargets darstellt. Die analogen Formeln
im Laborsystem liefern do /d2.
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4.4.4 Beispiel: Rutherford vs. Hard Core
‘Vorlesung 15: Fr, 06.12.2019

1/r-Potential

Die Winkel der Asymptoten im —a/r-Potential ergeben sich aus der For-
mel (4.83) fiir die Bahnkurve

2

Py
= = 4.191
ecos p(r) =sgna mlolr ( )
als sgn o sgn «
cos py = lim cosp(r) = Bha 8 . (4.192)
r—00 e 14+ 2Epa
ma?

und der eingeschlossene Winkel ¢ =7 — 6* = 273

1
Y =, — @p_ = 2arccos — (4.193)
e
also 1
§* = m — 2arccos — = 2arcsin — . (4.194)
e e
Damit o1
in— = — 4.195
sin - = — ( )
oder
g 1—sin?% 1 2Ep?  4E2%p?
2V 2 _ 2 _ 2 _ ¢ _
cot E_W_e (1-;)—6 —1= ma2 - CKZ ; (4196)
b - 2B
t—=—. 4.1
cot o] (4.197)
In der allgemeinen Formel fiir den differentiellen Wirkungsquerschnitt
do b(0*) | db
= 4.189
dQ*  sinf* |do* ( )
bendtigen wir
db la] 1
— = 4.198
dg*  2E2sin*% (4.198)
was aus dcot )
T (4.199)

dx sin? x



ohl: Fri 07 Feb 2020 11:04:54 AM CET subject to change! 101

Abbildung 4.11: Streuung an harter Kugel.

folgt. AuBerdem folgt

2F 0* & sinZcos% in 0*
b— = cot — = C?S 02* _ 2 20(;*8 2 — SI.HZ e (4.200)
o 2 sin% sin® & 2sin” %
aus .
singcosg = §sin:v. (4.201)
Schliellich 4 ) .
o o
= 4.202
d* 16 £2 sin* %* ( )
und der totale Wirkungsquerschnitt
do
= [ dQ* 4.203
7 / 4o (4.20)
divergert fiir kleine Winkel 8* = ¢ — 0 wie
sin 0*d6* dr 8
— =16 | — = —. 4.204
/6 sin %* c 3 e ( )

Der Grund hierfiir ist, dafl das Potential unendliche Reichweite hat und auch
Projektile mit beliebig grolem Streuparameter gestreut werden.

Harte Kugel

Der Streuwinkel im Schwerpunktssystem 6* folgt aus

Einfallswinkel = Ausfallswinkel (4.205)
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wie in Abbildung 4.11
0 =m—28. (4.206)

Der Stolparameter b hingt mit dem Streuwinkel und dem Radius r = r{ 419
der Kugeln iiber

rsinf =10 (4.207)
zusammen, also
0* . om—0 b
cos — = sin —— = sinff = . (4.208)
und damit db . p
= ~gsin §d0 : (4.209)
bzw. " "
,
= —sin —. 4.21
’d@* 5 Sin (4.210)

Aus der allgemeinen Formel (4.189) fiir den differentiellen Wirkungsquer-
schnitt erhalten wir

0* 0~ 2 i OF 0* 2

do  rcosGrsinG  r?sinGcosT v
= =-—2 2 4211
dQr sinf* 2 2 sinf* 4 ( )
und .
7 /dQ* o (4.212)

fiir den totalen Wirkungsquerschnitt, also die Querschnittsfliche der Kugel.
Der maximale Stoflparameter b, = 7 ist hierbei implizit durch den mini-
malen Streuwinkel 6% . = 0 festgelegt.

min

4.5 Teilchen im elektromagnetischen Feld

Ein Teilchen in einem elektromagnetischen Feld (E, B) erfahrt die geschwin-
digkeitsabhéngige Lorentz- Kraft

; L1 .
mi =e (E + - X B) . (4.213)
¢

Im Lagrangeformalismus miissen wir die Felder (E, B) durch Potentiale er-
setzen. Dies gilt auch fiir den Hamiltonformalismus und die Quantentheorie.
Die homogenen Maxwell-Gleichungen?
_ 10B

V x B+ - — 4.214
V X +C(9t 0 ( a)

2Ich nutze hier das Einheitensystem vom Heaviside-Lorentz, das die Anzahl der Fak-
toren p, € und 47 in den Maxwell-Gleichungen minimiert.
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VB =0 (4.214D)
werden durch Potentiale (¢, A) mit
S o, 104
E=-V¢———— 4.21
Vo e (4.215a)
B=VxA. (4.215b)

gelost. Die Lagrang%funktion fiir ein Teilchen der Ladung e im elektroma-
gnetischen Feld (¢, A)
m -

L(Z,Z,t) = 5* —eg(Z,t) +

TA(T 1), (4.216)

ol®

wobei Z und 7 als Ort und Geschwindigkeit des Teilchens verstanden wird,
reproduziert die Lorentz-Kraft, weil

oL, - . 90 3.014_
axz(x Tt) = axz( ) + - JZ e (Z,1) (4.217a)
d oL, - d
Qo5 D= <u("mf+ A, »
e@Al 5
= mi; + - Zx] + - (@) (4.217D)
also
d oL L . 96 104;,\ e< DA,
Zﬂa@‘_am“””’+e(a@ cat)'%zgng(a% a@)
3
(4.219

) . (& .
20 i —eBi— = ey By (4.218
mi; — e c 2 €ijktiBr. ( )

NB: in der letzten Gleichung wurde

A, OA. 3 0A 0A
— J = Z (5jk5il — (5jl(5ik) %}i — Z Ejimﬁklm%l
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benutzt. Wir finden also in der Tat

. L o1. 4
mI =e (E + -7 X B) . (4.220)
c

Fiir den Spezi_@lfall von konstantem und homogenen elektrischen Feld E
und Magnetfeld B ist

— 1 —
A=_Bxi (4.221a)
¢=—FET (4.221b)
eine Moglichkeit, weil
~V(-E5) -T2 = F 4.222
v ( . c ot ( 2)

R 1 0 1
Vx A== CijhChim 5~ Bitm = 5 > €ijrimBidjm
J

Jkim Jkim

1 1 1
5 Z EijkEkljBl = 5 Z GijkEijBl = 5 Z 261'131 = Bz . (4222b)
l

ki ki

4.5.1 Eichtransformationen

Die folgenden Fichtransformationen der Potentiale

(40~ (4E0) - (420 (RE50) o
bzw.

0w = —%%—‘;’ (4.224a)

0,A = Vw (4.224b)

lassen das elektrische Feld und das Magnetfeld invariant

- 1 8 ow 10

6,B=V X6, A=V xVw=0. (4.225D)



ohl: Fri 07 Feb 2020 11:04:54 AM CET subject to change! 105

Auflerdem handelt es sich wegen

SLL(Z,7,1) = —eb (T, 1) + Z:’f&wﬁ(f, )

e Ow - d se dA
— (7 Z7 7.1 = — (—w(Z = (7 4.22
"2 (@, 1) + “aVu(d ) = = (Sw(@ ) = T, (4.220)

um eine mechanische Eichtransformation, die die ELG nicht dndert. Das ist
natiirlich nicht verwunderlich, weil in den ELG nur E und B vorkommen.

Aber die Eichtransformationen sind keine Transformation des Phasen-
raums

dw(z, )

und deshalb gibt es in der klassischen Mechanik keine sinnvollen zugehorigen
Integrale.

Bemerkung 4.3. Fichinvarianz liefert das Konstruktionsprinzip fiir alle be-
kannten fundamentalen Wechselwirkungen, mit Ausnahme der Gravitation:
Elektromagnetismus, schwache und starke Kernkraft.

Zusatzmaterial (nicht in der Vorlesung besprochen):

4.5.2  Galileo-Symmetrien

Translationen
Infinitesimale Translation
0z =4a. (4.227)
Daraus .
0z =0 (4.228)
und

oL oL oL - €: =
ozL = —0z1; —0zL; = i— = —eda -Z(@V)A. 4.229
i oz, T +zi: 0%, T zz:a oz, edV¢ + Ca:(a ) ( )
Die Forderung, dafl die Variation eine totale Zeitableitung ist

L dAs _ 9As
Todt T ot

+ ZVA;. (4.230)

liefert nach Koeffizientenvergleich in z

Z(a’ﬁ)/i’ = VAz (4.231a)
OAz
ot

—eaVe¢ = (4.231b)
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Damit
“(@V)B = ~(@V)(V x A) = =V x (V)4 =V x VA = 0 (4.232a)
und
e(@V)E = —e(@V)Vp — i(zﬁ)af
= —eV(aV)e - Z%(aﬁ)ﬁ = *ég\t" gt =0, (4.232b)

also verschwinden die Richtungsableitungen av in allen Richtungen @ und die bei-
den physikalischen Felder E und B sind rédumlich homogen, kénnen aber von der Zeit
abhéngen. Fiir nichtverschwindendes Magnetfeld ist das unphysikalische (¢, /_f) immer
ortsabhéingig.

Im Spezialfall konstanten und homogenen (E, B) in der Eichung

A= %é i (4.233a)
¢=—EZ (4.233b)
finden wir
ddAj = a(;\; +iVA; = —e(@V)6 + E:’z(zﬁ)/f
= e(aV)(EZ) + Q%f(zﬁ) (E X f) = edE + 2%;? (E X a
— edE + %a(* x E) . (4.234)
also
Az = edEt+ —ad (f X B) (4.235)
Damit

= @m# — eaBt — Sa (f X é) = const. (4.236)
c
bzw. . .
m& —eEt — - (f X B) = const. (4.237)
¢
oder ) o /.
m# —eB — & (fxB) - 0. (4.238)
c
In einer anderen Eichung
A=—cEt+ B X (4.239a)
o= (4.239b)
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finden wir m o
L= 25 —eifit+ Q—x (B x f) (4.240)
mit gleicher ELG
. 1 o
mi=e (E + - B> , (4.241)
c
aber anderer Transformation
. . . d - dAL
Szl = %f (B x a) - %d (:E’ x B) = ( °a (f x B)) = = (4.242)
diesmal mit . .
Ny = d (f x B) (4.243)
und wieder
L—Z(Q)xz aT; — a:ﬂ(mf—eﬁt—ifxé)—id’(fxé>

=a (mf —eBt — S x E) = Iz = const. (4.244)
c

Zeittranslationen

Wie in Abschnitt 3.8.4 kénnen wir wieder® statt ¢t — ¢t/ =t — s

Z(t) — Z(t+5) = T(t) + sx(t) +O(s?) (4.245)
~——
s0,Z(t)
schreiben, also
=7 (4.2464)
0T =7, (4.246Db)
und
. € o - . . e -
oL = 6 i OnZ; = —exZV -Z(ZV)A+ tmZ + -TA. 4.247
Z x—}—z ex ¢+Cx(x ) —|—9cma:+cx ( )

Die Forderung, daf} es sich um eine totale Zeitableitung handelt

A, OA,
5Li%_%+xw + VA, (4.248)

liefert nach Koeffizientenvergleich

oA,

. 09 e. . 0A; _ ,8A,7

XJ: (—331 g + oty ax]) = Zx P, (4.249b)
L e s Ay

Z (mzmxl + E:L‘ZA1> = sz 05, (4.249c¢)

% %
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Der Ansatz

Ay=L= %i«g —co+ i A (4.250)

-,

funktioniert in einer Eichung mit zeitunabhiingigen (¢, A)

0N, OL 99 e 0A

=0 = —_ = = 4.251
T TR T T (4.251a)
oA, L 06 e-0A
_ oL _ ¢ 4.251
oA, OL e
- = mi; + - A; . 4.251
Das zugehorige Integral
oL iR N e = m -2 [N
I, = i Tj;iénxi*An :x<mx+EA) -5 +6¢72$
= %52 +ep =H =FE =const. (4.252)

ist wieder die Energie und wir sehen, dafl das Magnetfeld keine Arbeit leistet. Letzteres
ist nicht verwunderlich, weil

Z1-ixB. (4.253)

Ql®

-,

Umgekehrt kann man die Erhaltung fiir Eichungen mit zeitunabhéngigen (¢, A) auch
leicht nachrechnen

dH_ LI 3 3(;5_ g Y AN =4 S 3(;5
X _mxa:—l—equS—Fea—exE—Fe:c(sz)—I—equH—eat
Y = 8¢_ e;ﬁg 3(]5_

4.6 Kleine Schwingungen

| Vorlesung 16: Mo, 09.12.2019)|

Habe das von L beschriebene autonome System bei ¢ = ¢y eine Gleichge-
wichtslage

oL
Vi : —(q,q')‘ —0, (4.255)
0q; 4=40
dann ist
q = qo = const. (4.256)
wegen
oL
Vi —(q, q)’ = const. (4.257)
d4; E
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eine Losung der ELG

d oL oL
; ) = 0. 4.2
T a%(q .q) — é)qi(q,q) 0 (4.258)

Im folgenden sei 0.B.d.A. ¢o = 0, was jederzeit durch eine Koordinaten-
transformation ¢ — ¢ — qo realisiert werden kann. Fiir kleine Auslenkungen
kann man L in den Komponenten von ¢ und ¢ entwickeln:

N
1
L2 - 5 § ngz% E V;]qz% (4259)
i,j=1 u 1

mit den symmetrischen Matrizen

62
i (¢, 4) Tji (4.260a)
J aqlﬁq] gig J
0?L
Vi =— Q) =V, 4.260b
1=~ g @], =V (4.260D)
q:

NB: Terme bilinear in ¢ und ¢ kénnen bei Zeitumkerinvarianz (d.h. keine
Reibung, kein konstantes Magnetfeld) nicht auftreten.
Im allgemeinen sind weder 7" noch V' diagonal und die ELG

N N
Vi Y Tydi+ > Vigg; =0 (4.261)
j=1 i=1
oder
N
Vi:di+ Y Ty Vikgs =0 (4.262)
Gok=1

sind gekoppelt.
Auflerdem ist die Matrix

TV (4.263)
im Allgemeinen nicht symmetrisch, sondern wegen
(V) =vT () =vT! (4.264)
nur, wenn
V] =T"'V -VT=0. (4.265)

Deshalb kann 7!V nicht unbedingt durch eine orthogonale Transformation
diagonalisiert, bzw. (4.262) entkoppelt werden.
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Abbildung 4.12: Doppelpendel.

Beispiel 4.4 (Doppelpendel). Mit Koordinaten wie in Abbildung 4.12

L= @l%@f + %l;gg + m2l1l2 COS(@l — 02)9192

+ (my + ma)gly cos by + magls cos By (4.266)

und nach Entwicklung um 6; =65 =0

+ . . .o +
Ly, = Wﬁ% + %lé&% + mylyl20,05 — ugllﬁf - %glﬁ%
1 (6, b)) (m1 4+ ma)li malil 9:1
2 1 2 777/21112 mglg 92
T
1 (mq 4+ ma)gly 0 01
v

4.6.1 Hauptachsentransformation

Betrachte einen reellen Vektorraum V' mit symmetrischem inneren Produkt

() VxV =R (4.268)
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d.h. (v,w) = (w,v) . Ein Beispiel ist R" mit

(v,w) = Zviwi (4.269)

und fiir endliches N sind alle anderen Beispiele isomorph. Fiir eine beliebige
Orthonormalbasis {u(™},c; gilt

YoeV: Z(u("), vyu™ = Zvnu(") =0 (4.270a)

n

(W™ ™) = 6, (4.270b)

und die v, = (u™,v) € R sind die Komponenten des Vektors v bzgl. der
Basis {u™},¢;. In der natiirlichen Basis von R ist

ul = G4 (4.271)
bzw.
1 0 0
0 1 0
u® =0 4@ =10 . ™M=1]0 (4.272)
0 0 1

Allgemein folgt fiir lineare Transformationen

AV =V

4.273
vi— Av ( )

die Zerlegung

Av = Z(u("), Av)u™ = Z(u("), Aul™) (0™ )™ = Z A U™

(4.274)
mit den Matrizelementen

A = (W™, Au™) (4.275)
In Komponenten erhélt man also

(v, Aw) = ZvnAnmwm. (4.276)
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Fiir symmetrische A, d. h.
Yo,w eV (v, Aw) = (w, Av) (4.277)

und daraus

Ay = Ao (4.278)

kann man zeigen, daf§ es eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren {e(j)}ne I
(Eigenbasis) gibt

AeA = anegl) (4.279a)

' ™y = 6, (4.279b)

Z(eff), v>eff) =0 (4.279c¢)
Ay = Z<efff), Av}e(:) = Z(efff), Aegm)ﬂe;m), v)efff)

=" Aumme) (4.2794)

mit den Matrixelementen und Komponenten in der Eigenbasis

Apm = (eA ,Aeﬁ,m ) = AnOnm (4.280a)
B = (e ) . (4.280D)

Zerlegungen bzgl. der Eigenbasis von A

o — (1, )~ <u<n>, z<exf>,u<m>>ef>>

k

und einer beliebigen Basis

O = (e(:),eA —<6A,Z >
k
= Z e k) (u® iy (4.281b)

Die Matrix

O = (ut™ ™) (4.282a)
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or — <€E:), u(m)> - (u(m), eff)> = O, (4.282b)
ist deshalb orthogonal
Z 02 Ot = Z<eA ) (w® 5y = G, (4.283a)
Z 0O, = Z< ) eWy (el ytmy = ¢, (4.283b)
k
und transformiert A,,, auf Diagonalgestalt A,,,:
ardp = Ay = (eA ,AeA ) = Z(e(:), u™) (u™, Ae(fi)>
= Z eA U Au(m ZO A Oy (4.284a)
und
A=Y (™, e, Ay (e u)
= OpnAumOL, Z Okn,Of; . (4.284D)
bzw.
A=0T40 (4.285a)
A=040" (4.285D)
als Matrixmultiplikation, mit A diagonal. Als Matrix kann man O wie
O = (ul™, 4"y = e (4.286)
schreiben, bzw.
011 012 OlN
_ 021 022 O2N
Oni On2 ... Onn
1 N
iy e e ey
(U
_ | e can = () e D) a2sT)
@ N
v iy - iy
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Tatséchlich ergibt sich

T
&M
@7

oTA0 = | €4 (2) (N

(alefj) asey’ ... aney )> = diag(ay, az, . ..,an)
0T
(4.288)
weil (€%, 0™ = 6.
Im allgemeinen sind die Eigenbasen {efff)}ne ; und {egf)}ne 1 zweier Matri-
zen (linearer Transformationen, linearer Operatoren) A und B unterschied-
lich. Nur wenn die beiden Matrizen miteinander vertauschen

[A,B] = AB— BA=0, (4.289)

konnen sie gleichzeitig diagonalisiert werden.

4.6.2  FEigenschwingungen
Die Lagrangefunktion fiir kleine Schwingungen kann auch

L= 3{0.7d) ~ 50, Va) (4.290)

geschrieben werden, wobei T eine positive, reelle symmetrische Matrix und V'
eine reelle symmetrische Matrix ist.
Im allgemeinen vertauschen 7" und V' nicht

VT 4TV, (4.291)

also konnen wir sie nicht durch eine gemeinsame orthogonale Transformati-
on diagonalisieren. Man kann L aber trotzdem auf Diagonalgestalt bringen.
Nach der Diagonalisierung von T’

T:OTTO:diag(Tl,Tg,...,TN) (4292)

bzw.

T =0T0" (4.293)

mit einer orthogonalen Matrix O finden wir, weil die kinetische Energie T
positiv sein mufl, nur positive Eigenwerte 7; > 0. Diese konnen mit

VT = diag (71, v/Ta, - - /7N) (4.204)
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in die Koordinaten absorbiert werden
T = 070" = OVTVTO" = PTP (4.205)

wobei §
P=VTOT. (4.296)
Weil _
det P = det (V7)) det (O7) = £v/det T # 0 (4.297)

ist P invertierbar. Damit

1 1 1
L =56, P"Pi) = S(a.Va) = 5(Pd, Pg) — 5 (Pa, (P~)" VP Pq)

1,, . 1
= §<q’, q)— §<q’, V'q') (4.298)

[\DIH

mit den neuen Koordinaten ¢’ und dem entsprechenden Potential

¢ = Pq (4.299a)
i = Pg (4.299b)
V' = (P HTvp (4.299c¢)

V' ist per Konstruktion ebenfalls reell symmetrisch
NT -n\T 7\ T 1 !
= (P Vv ((P)) =P VP =Y (4.300)

und kann deshalb mit einer weiteren orthogonalen Matrix O" diagonalisiert
werden

V' = (0)' V'O = diag (w},03,... . w}) | (4.301)

wobei nicht impliziert ist, daf immer w? > 0 gelten soll. Die Transformation
auf die neuen Koordinaten () mit

Q = (0)7q = (0TVTOTy (4.302a)
q=0 (T) 0'Q (4.302b)

m\»-x ||

diagonalisiert das Potential und dndert den kinetischen Term nicht, weil die-
ser nicht nur diagonal, sondern sogar proportional zur Einheitsmatrix ist

1

L=

S V) = 50,0~ 5 (QVQ) = ;i (@ -wr).

qla q/> - 2 <
(4.303)

1=
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Allerdings ist die Transformationsmatrix
0 (T) o (4.304)

im Allgemeinen nicht orthogonal und die Eigenmoden bilden kein Orthonor-
malsystem.
Als allgemeine Losung der entkoppelten ELG

Qi+ wiQi =0 (4.305)
finden wir

a;sin (w;t + 6;)  fiir w? > 0, d. h. harmonische Schwingungen

Qi(t) = 4 b; + vt fiir w? = 0, d. h. lineare Bewegung
2

cieNt + die™t fiir w? = —A\? < 0, d. h. instabile Bewegung .
(4.306)

| Vorlesung 17: Fr, 13.12.2019

Beispiel 4.5 (Doppelpendel (Fortsetzung)).

. (m1 + mg)l% m2l1l2
T = ( il 2 (4.307a)
y = (it ma)gh 0 (4.307D)
0 magls '
Spezialfall* m; = 3m, mo =2mund |, =l =1
o (5 2
T =ml (2 ) (4.310a)
5 0
V = mgl (O 2) (4.310b)
4Der allgemeine Fall ist wegen
1 1
T2 =g trT + 5 (trT)2 —4detT (4.308)
mit
tr T = mql? + mal? + mol3 (4.309a)
det T = mymol313 (4.309b)
(trT)* —4det T = ((my +ma)l} — mglg)Q + 4m3iii; (4.309¢)

zu umsténdlich fiir die Vorlesung.
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Die allgemeine Formel

1 1
7'1/2 = EtI'T:l: 5\/(th)2 —4detT
mit
tr T = Tml?
det T = 6m?1*

(trT)? — 4det T = (5mi?)”

liefert die Eigenwerte

l2
Ti = %(715) >0

und die zugehorigen normierten Eigenvektoren sind

1 (1
1= ()
12
50
Sie sind orthonormal
(€:, €5) = 0y

und liefern die orthogonale Transformationsmatrix

54

Die diagonale Form der kinetischen Energie ist

(3 2
P:\/%T:@(ml/é \_/%)

macht eine Einheitsmatrix daraus. Mit der Inversen

und

7 = T (v 1)

finden wir die zugehorige potentielle Energie

v = (P ypi=Y <39 3\/6) .

T 150 \3v6 11

(4.311)

(4.312a)
(4.312b)

(4.312¢)

(4.313)

(4.314a)

(4.314D)

(4.315)

(4.316)

(4.317)

(4.318)

(4.319)

(4.320)
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Die Invarianten

10
v == (4.321a)
31
59°
det V/ = (4.321b)
302
4 2
(tr V)2 — ddet V/ = golg (4.321c)

liefern die Eigenfrequenzen

t !
Wiy = rzvi NCITaE 4detV/:é<10i\/E>>O, (4.322)

also Schwingungen und keine instabilen Bahnen. Auf die Berechnung der
Eigenvektoren sei hier verzichtet.

4.6.3  Eigenschwingungen Reduz

Die beschriebene Methode der sukzessiven Diagonalisierung und Reskalie-
rung liefert einen eleganten Beweis, daf die reell symmetrische Matrix V' und
die zusétzlich positive Matrix 7" immer durch eine im Allgemeinen nicht or-
thogonale Transformation diagonalisiert werden kéonnen. Auflerdem hat die-
ses Verfahren den Vorteil, dafl es als Transformation der Lagrangefunktion
(bzw. spéter der Hamiltonfunktion) in der Quantenmechanik angewandt wer-
den kann.

Das Beispiel hat aber auch gezeigt, dafl das Verfahren rechnerisch auf-
wending ist. In der praktischen Anwendung in der klassischen Physik ist es
deshalb oft einfacher, direkt die Eigenwerte w? und nicht orthogonalen Ei-
genvektoren wu; der nichtsymmetrischen Matrix 77!V in den ELG

G+T'Vqg=0 (4.323)
aufzusuchen
T Wu; = wiy, (4.324)

und damit die ELG zu l6sen. Das vorher beschriebene Verfahren beweist, daf3
dies immer moglich ist.
Der Ansatz

= Z fi(t)u; (4.325)

mit
a;sin (wit + 6;)  fiir w? > 0
fi(t) = < b + vt fir w; =0 (4.326)

A
2
A
cieMt + die™t fiir w? =
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liefert die Losung, weil

d_zfz(t)u’ + TV fit)ui = u; (112;22 () + fi) T~ Vu,

de?
= u; (—wi fi(t)) + filt)wiu; = 0. (4.327)
Beispiel 4.6 (Doppelpendel (2. Fortsetzung)). In der Tat hat

TV = % (_55 _52> (4.328)
die gleichen Invarianten wie V'
1
tr (T7'V) = % =trV’ (4.329a)
—1 592 /
det (T7'V) = 5 = detV (4.329b)

und die Eigenfrequenzen stimmen iiberein.

4.7 Beschleunigte Bezugssysteme und Scheinkrifte

4.7.1 Beschleunigte Bezugssysteme

Eine zeitabhingige Transformation des Koordinatensystems

(a,R): R x R®* > R?

(t,7) — R(t)T + d(t) (4.330)

mit R(t) € SO(3), d.h.
R(R"(t) = RT(t)R(t) =1 (4.331a)
det R(t) =1, (4.331b)

ist im Allgemeinen keine Galileo-Transformation, sondern nur dann, wenn R=
0 und @ = 0.

Wenn (a, R) den Ubergang von einem bewegten, d.h. um @(t) verscho-
benen und um R(t) gedrehten, Koordinatensystem in ein Inertialsystem be-
schreibt, konnen wir die Koordinaten im Inertialsystem Z; durch die Koor-
dinaten im bewegten Koordinatensystem # und (a, R) ausdriicken

Fr=R¥+ad. (4.332)

Damit . . . . . . .
Ty = Ri+ R¥+d= RR"RT + RT +a (4.333)

und wir miissen RRT besser verstehen.
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4.7.2  Kreuzprodukt und e-Tensor Redux
Fiir beliebige 3 x 3-Matrizen A gilt

3
l,n,m=1
wobei ! wegen
e = —Ehp, usw. (4.335)

ebenso wie € total antisymmetrisch unter dem Austausch der Indizes ist. An-
dererseits ist jeder total antisymmetrische Tensor dritter Stufe proportional
zu €, also

€l = caci . (4.336)
Schlieflich gilt
3
Z AIZAQnA3mElnm =detA=detA €123 (4337)
l,n,m=1
und damit ¢4 = det A oder
3

> AuAjn Apminm = det Aeyjy. (4.338)

l,n,m=1
Fiir Rotationen mit det R = 1 erhalten wir somit
3
Z Rilean:melnm = €ijk » (4339)
l,nm=1

also ist € ein invarianter Tensor bzgl. der Drehgruppe’. Wegen

3 3
> RuRjdu =Y RyduRj; = by (4.340)

k=1 k=1

ist 0 ebenfalls ein invarianter Tensor.
Das Kreuzprodukt zweier Vektoren ist bekanntermafien wieder ein Vektor

-

(Rd) x (Rb) = R(d@ x b) . (4.341)

5Fiir Raumspiegelungen P mit det P = —1 gilt €ijk €5k = —€ijk-
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Diese Aussage ist dquivalent zur Invarianz des e-Tensors. Dies sieht man am
besten mit der dquivalenten Version

ixb=R ((R—la) X (R—lz?)) ~R ((RTZL) X (RTE)> , (4.342)
weil in Komponenten

Z Q’jkajbk - Z Rilelnm (RTJ)R <RT5> = Z Rilelnijnaijmbk

ik Inm m Inmjk
(4.343)
und nach Koeffizientenvergleich in a; und by,
€ijk = Y Ri€tnmBjnRiom - (4.344)
Inm
Jeder antisymmetrische zweiter Stufe Tensor A im R3, d.h.
und
3 3
R: Aij — Z RikRﬂAkl = Z RzkAklRZ; (4345b)
k=1 k=1
oder in Matrixschreibweise
A=—AT (4.346a)
und
R: A RART (4.346b)
kann auch durch einen Vektor @ ausgedriickt werden
3
Az’j = — Z €O (4347&)
k=1
13
o; = —5 Z €z'jkAjk7 (4347b)
jk=1
wobei das Minuszeichen nur Konvention ist, bzw.
0 A12 Alg 0 —Q3 6%)]
A= —Alg 0 A23 = Q3 0 —Q . (4348)
_AIS —A23 0 — Q9 (0%} 0

Dann gilt konsistent
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3 3
R:Ajj— Al = Z RixRjAp = — Z Rik Rji€ximam,
fd—1 ke lm—1
3 3 3
= — Z RikleeklmanRnpap = - Z 6ijanpafp = - Z eijna{n
k,l,mmn,p=1 n,p=1 n=1
(4.349)
mit

R:dw & = Ra. (4.350)

A transformiert also sich wie ein Tensor 2. Stufe, wenn sich @ wie ein Vektor
mit der gleichen Drehmatrix transformiert. Aulerdem

AT —d x T, (4.351)
weil
3 3 3
[Af]l = ZAijxj = — Z €k = Z €ikj QT = [O_Z X f]z . (4352)
j=1 Jk=1 gk=1

4.7.3  Winkelgeschwindigkeit

Sei zunéchst @ = 0, dann bewegt sich ein im rotierenden Koordinatensystem
konstanter Vektor Z im Inertialsystem wie

71(t) = R(t)¥ (4.353)
und seine Ableitung ist
71 = R = RRTRZ = wii (4.354)

mit der Winkelgeschwindigkeit im Inertialsystem

wr = RRT. (4.355)
Diese ist wegen
d d . .
0=—1=—RR" = RR" + RR" 4.356
dt™  de + ( )

eine antisymmetrische Matrix

. T . .
oI = (RRT) — RRT = —RRT = —w, (4.357)
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| Vorlesung 18: Mo, 16.12.2019)|

und kann wieder durch einen Vektor &y ausgedriickt werden

3

Wrij = — Z €ijkWIk (4.358a)
k=1
13
Wi = 75 Z €ijkWIjk - (4.358b)
jk=1
Dann gilt
waI = CUI X f[, (4359)
also '
fl = CUI X .fl . (4360)

Fiir konstante Winkelgeschwindigkeit wy kénnen wir R(t) durch wy explizit
ausdriicken
R(t) = e (4.361)

wobei die Exponentialfunktion der Matrix wit wieder wie in (3.160) iiber die
Potenzreihe definiert ist. Dann gilt

R(t) = wiet = ¥ty (4.362)

weil die Matrix wrt mit sich selbst vertauscht und wie eine Zahl behandelt
werden kann. Mit
T
RT(t) = et =1t (4.363)

ergibt sich in der Tat
R(t)RT (t) = we*te™1t = ;.. (4.364)

Fiir zeitabhingige Winkelgeschwindigkeiten wi(t) gibt es keinen geschlosse-
nen Ausdruck, aber man kann

R(t) = Texp ( /0 ar wI(T)) (4.365)

schreiben, wobei der Zeitordnungsoperator als

Ty ()wr(t) = Ot — )wr(H)wr(t') + O — t)wn(t s (£)

Jwr®)wn(t)  fiir e > ¢
- {wl(t/)wl(t) fir t <t (4.366)
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definiert ist und gliedweise auf die Potenzreihe angewandt werden soll.
Die Winkelgeschwindigkeit im Inertialsystem «; hingt mit der Winkelge-
schwindigkeit im bewegten System & iiber

R (4.367a)
R (4.367b)

e oS!
|

zusamimen.
Im allgemeinen Fall, mit @ # 0 gilt
Z1=RZ+R¥+d=RR'Ri+ Ri+d=wRE+RT+ad
— G X RE+RZ¥+d=(RJ) x (R¥)+ Ri+d=R(@Gx T+ T)+a.

4.7.4 Kinetische Energie

Damit erhalten wir die kinetische Energie durch die Geschwindigkeit im In-
ertialsystem, ausgedriickt durch die Koordinaten und Geschwindigkeiten im
bewegten System, sowie die Translation und Rotation

+
=57 —i—mx(wxx)—i—?(wxx) +mdR (J X ) + mdRT + —d
:%fum@(fxf +%(wxf)2+mf<RT&’xﬁ +mfRT3+%éT2.
(4.369)
Mit
BxE)’=(@XxD)(@xT)=F(FxT) x&)=—F(@x (@ xT) (4.370)

und mit RT = —RTRRT wegen RRT + RRT =0
BTG = —RTRRTG = —R"wi = —RT (031 X éi)
=~ (F'@) x (R'd) = ~5 x (R"d) = (R'@) x @ (4371)

folgen

orT

T
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d oT . . . e
Tan — mdit ml& x @); + mlid x 7); + m[R"d); + m[R"a);  (4.372b)
T
AT (4. : .
S I mld x & — m[@ x (& x D) + m[RTE x J:
T
(4371) o

= mlE x &) — mld x (& x D)]; + m[RTd; (4.372¢)
und die ELG ohne Wechselwirkung sind
0= mi+md X Z+mid x Z+mRTd—mz xd+md x (& x 7)
= mZ 4+ m@ X (& X T) +2md X T+ mad x T+mRTa (4.373)
oder
MmE = —m@ X (& X T) — 2m@ X & —ma x & —mRTd (4.374)
mit den bekannten Scheinkraften

Zentrifugalkraft : Fy = —ma@ x (& x ) (4.375a)
Corioliskraft : Fo = —2md@ x & (4.375Db)

und den weiteren Scheinkraften

—mi X T (4.375¢)

nicht konstantes & : Fi, =
Beschleunigung : F, = —mR"d. (4.375d)

4.8 Starrer Koérper

Ein starrer Kérper ist eine diskrete oder kontinuierliche Massenverteilung,
deren relative Abstéinde unverdnderlich sind. D.h. es gibt ein kdrperfestes
Koordinatensystem Z, in dem der Korper durch

{(mn, fn)}nel (4.376a)

oder

() (4.376Db)

beschrieben wird, wobei # = 0 und die 7 also keine dynamischen Freiheits-
grade sind. Die Freiheitsgrade sind vielmehr (a, R), also die Translation und
Rotation den korperfesten Koordinatensystems relativ zu einem Inertialsy-
stem, das auch raumfestes Koordinatensystem genannt wird.
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Deshalb andere Sichtweise: setze 2 = 0 in (4.368) und betrachte R und a
als Freiheitsgrade

S——— ——
MX M
:M§2+12m (W x 7 )2+M3R<c3><)z> (4.377)
2 2 n n .

M=) m, (4.378a)

- 1 ., S

Xi=+; ; MpZp1 = RX +a (4.378b)

X 7 (4.378¢)
= My Ly, . . C

Lege den Ursprung des korperfesten Koordinatensystems zur Vereinfachung
in den Schwerpunkt des Korpers, dann gilt

—

X=0 (4.379)

und Translationsbewegung und Rotationsbewegung entkoppeln

T= TTrans. + TRot. (4380)
mit
M .
TTrans. = 762 (4381&)
1 1
TRot. = 5 Zn:mn ((D X fn>2 == 5 Zﬂ:mn ((DI X an)Z , (4381b)

weil (&) x RZ)* = (R& x RT)? = (R(& x T))* = (& x @)%, baw.

M .
TTrans. = 7_’2 (4382&)

1 1
Thor. = / Pz p(Z) (&) x RT)” = 3 / Az p(Z) (& x 7)° (4.382b)

fiir kontinuierliche Massenverteilungen.
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Fri 07 Feb 2020 11:04:54 AM CET

ohl:
4.8.1 Tragheitstensor
Mit
3
((IJ X f)2 = Z EmikWiLkEmjiW; L]
i3,k m=1
3
Z (5z‘j5kl - 5z‘z5kj) W TpW;xy
i,4, k=1
3 3
= Z Wi Z (0450k1 — 0itlrj) Ty = Z wzw] — xixj) (4.383)
= k=1 ij=1
kann man die kinetische Energie der Rotationshewegung
Thot. = jzlwlw] Zmn — xmxw = lewlw] = 5 o, 00)
(4.384)
durch den Trdgheitstensor im korperfesten System
02] = Z my, (:i'iéw — ZL‘n’Z’ZL‘n?]‘) = Qﬁ (4385)
ausdriicken, bzw. fiir kontinuierliche Systeme
(4.386)

0y = /de p(E) (2°6;) — wiw;) = 0ji

Der Tragheitstensor ist symmetrisch, kann also durch eine orthogonale Trans-

formation O, d.h. eine Rotation, diagonalisiert werden
=0%00

o'z

(4.387a)
(4.387h)

D>

S
I

Im so gedrehten System liegen die Koordinaten entlang der sogenannten
Haupttragheitsachsen. Die nichtverschwindenden Komponenten heiflen Haupt-

tragheitsmomente und sind die Eigenwerte von 6

O =1=> m, (i, +iks) >0 (4.388a)
Op =TI => my (i25+d%,) >0 (4.388b)
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Os5 = I3 = my (22, +d7,) > 0. (4.388¢)

Diese konnen nur verschwinden, wenn der Korper in mehr als einer Richtung
unendlich diinn ist, z. B. ein idealisierter Stab.

Beispiel 4.7 (Homogene Kugel).
3M

) = O(R — |7 4.389
o(7) = = O(R — |7 (4359)
und damit
3M 3SMR> 3
/dga: p(2)7? = =5 rzdr r? = S 5]\4]%2 (4.390a)
0 fiir ¢ #£ j
B p(B) iz, = . er ! dcos@ cos?@r?  firi=74, (4.390b
PAT)TiTy 2R3 0 J
= 2R3 foR er 1MR2
also 5
was man bis auf den Normierungsfaktor aus Dimensionsbetrachtungen
0 oc M R? (4.392a)
und der Kugelsymmetrie

herleiten konnte, weil § der einzige symmetrische invariante Tensor zweiter
Stufe ist. Die Normierung kann man mit

3 2MR? = 29”_2 / & p(7)7 —2§MR2 (4.392¢)

verifizieren.

Satz von Steiner

Verschiebung des Bezugspunkts des Trigheitstensors aus dem Schwerpunkt
um b

Tpt— Tp+0b:



ohl: Fri 07 Feb 2020 11:04:54 AM CET subject to change! 129

N\ 2
0ijchW€)1fIJunkt — Z My ((fn + b) 51']' — (l’n’i + bz) (l'n,j + bj))
= Z my, (EZ(SU — xn,ixn,j) + Zmn (5257lj — blbj>
+ Z my, (2@5513 — xn,ibj — $n7jbi)

ety (z%ij - b,»bj) +2M XD, — MXib; — MX;b;

_ QiSjchwerpunkt + M (5261']‘ o bzb3> ) (4393)

4.8.2  Drehimpuls
| Vorlesung 19: Fr, 20.12.2019

Gesamtdrehimpuls im Inertialsystem mit Ursprung des korperfesten Systems
im Schwerpunkt, d.h. X =0

EI = Zmnfn,l X fn,l = Zmn (an + a) X <R<d X fﬂ) + 6)
= " ma(RE,) x R(@ x ) + Y ma(RT,) x d

+Y mad x R(@ X T,) + Y mad x d

-

=R maZ, x (& x &) + M(RX) x @+ Ma x R(@ x X)+Md x d
" :0,We?lr)? -0 —0,weil X =0
— RL+ Madxad (4.394)
Dabei ist der Drehimpuls im korperfesten System

3

Li = E mp E €ijkln jELImWITn,m
n

j7k7l7m:1
3

= Z Z My, (52'15jm - 5z‘m5jl> L, Wi Tn,m

iHlm=1 n
3 3
= Z Z my, (fiéw — xn,ixn,j) w]' = Z Qijwj s (4395)
j=1 n j=1

bzw.

N
I
>
&l

(4.396)
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und der Anteil des Drehimpuls aus der Schwerpunktsbewegung
Ltvans.1 = Ma x @ (4.397)
Insgesamt also
L= RL+ ETrans.,I = RO + ETrans.,I . (4.398)

Der Drehimpuls im korperfesten System L und die Winkelgeschwindigkeit
im korperfesten System w sind also dann und nur dann parallel, wenn 6
proportional zur Einheitsmatrix ist oder & entlang einer Haupttriagheitsachse
zeigt.

4.8.83 FEuler’sche Gleichungen

Wenn keine Kréfte wirken, ist der Drehimpuls im Inertialsystem erhalten und
wir konnen auflerdem ein Inertialsystem wéhlen, in dem der Schwerpunkt
ruht, also @ = 0. Dann gilt

dE . > . - 5
O:Hf:RL+RL:RWRL+RL

:QNJE+RE:&bdﬁ+RE:R@xE+E>,@%%
also im korperfesten System, weil det R # 0,
L+3xL=0 (4.400)

und mit
L =0s (4.401)

folgen schlielich die Fuler-Gleichungen (nicht ELG)
06 +& X 03 =0. (4.402)

Bemerkung 4.8. Wenn die dufleren Kréfte nur auf den Schwerpunkt des star-
ren Korpers wirken, z. B. ein homogener Korper im Schwerefeld, dann gelten
die Eulergleichungen wegen der Entkopplung von Translation und Rotation
ebenfalls.

Im System, in dem 6 diagonal ist,
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ist (4.402) in Komponenten

]1001 + (]3 - ]2)(4)2&)3 =0 (4404&)
IQCZJQ + (Il - Ig)(x)gwl =0 (4404b)
130:)3 + ([2 - [1)0)10}2 =0. (4404C)

Es gibt zwei Erhaltungsgrofien

1 1
E=T= 5(&51, O1dr) = 5(&5, ) = const. (4.405a)
L[} = [* = (03, 00) = (3,0703) = (&, 0°F) = const. (4.405b)

die voneinander unabhéngig sind, wenn
0> % 0. (4.406)

Dann kann man z.B. ws; und ws als Funktion von w; schreiben und man
erhélt eine eindimensionale Differentialgleichung fiir wy, die man durch Sepe-
ration der Variablen 16sen kann. Diese fiihrt leider wie das Pendel mit grolem
Ausschlag auf elliptische Integrale.

Kugelsymmetrie
Mit
=11 (4.407)
folgt
WG| 00, bzw. J X 0 =0 (4.408)
und '
Ww=0 (4.409)

also konstante Winkelgeschwindigkeit &.

Symmetrischer Kreisel

Mit den Haupttragheitsmomenten
O<L3#L=L=1>0 (4.410)
ergeben sich die Euler-Gleichungen

. -1
w1+ 3

Wawg = 0 (4411&)
Is -1

C.L)Z - wW3wWi = 0 (4411b)
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w3 =0. (4.411c)

Weil die Winkelgeschwindigkeit um die Figurenachse ws konstant ist, finden
wir mit

Is—1
Q=" 7 W= const. (4.412)
die Gleichungen
(,2)1 + QWQ =0 (4413&)

mit den offensichtlichen Losungen

wy = cos (2t +9) (4.414a)
wy = sin (Qt 4 0) . (4.414b)

Im korperfesten System prézediert die Winkelgeschwindigkeit also um die
Figurenachse. Die Richtung und Frequenz der Rotation wird von (2 bestimmt.
Stabilitdt des asymmetrischen Kreisels

Wenn [; # I; fiir ¢ # j, dann sind die Losungen der Eulergleichungen sehr

kompliziert, aber wir konnen trotzdem mit wenig Aufwand etwas iiber Fix-

punkte und iiber Stabilitdt unter kleinen Storungen aussagen.
Offensichtlich werden (4.404) von den Winkelgeschwindigkeiten

& = woé;, fiiri =1,2,3 (4.415)

gelost. Rotationen um jede der Haupttriagheitsachsen sind also Fix,, punkte®
der Bewegung.

Betrachten wir nun, o.B.d. A., kleine Stérungen der Rotation um die
erste Haupttragheitsachse

W =dy + 17 = woe1 + 17 = (wo +71,72,7M3) (4.416)

und vernachléssigen wir quadratische Terme in 77

]1’[:}1 =0 (4417&)
Iynpy + (11 — I3)wonz = 0 (4.417b)
I3ns + (Iy — Iy)wonz = 0. (4.417¢)

Offensichtlich ist 71 = const. und durch Differenzieren und Einsetzen

Iy — L) - I
. }2531 Yot =0, (4.418)

0 —
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analog fiir n3. Die Bewegung ist also

stabil und periodisch fiir(ly — I;)(I; — I3) <0

4.419
instabil fir(ly — I;)(I; — I3) > 0. ( )

Daraus ergibt sich, dal die Bewegung um das grofite und kleinste Haupt-
tragheitsmoment stabil ist, aber die Bewegung um das mittlere instabil.
Dieses Verhalten lésst sich in Schwerelosigkeit sehr schon demonstrieren,
weshalb es auch als Dschanibekow Effekt genannt wird® nach dem russischen
Kosmonauten Wladimir Alexandrowitsch Dschanibekow. Es existieren ein-
drucksvolle Demonstrationsvideos aus den Raumstationen Mir und ISS, z. B.

https://www.youtube.com/watch?v=SwSzXKFxqx4
https://www.youtube.com/watch?v=pn42bcEdufQ
https://www.youtube.com/watch?v=1n-HMSCDYtM.

4.8.4  FEulerwinkel

Parametrisierung der allgemeinen Drehmatrix durch drei sukzessive Rotatio-
nen um Achsen

R : [0,27]x [0, 7[x[0, 277 — SO(3)

(4.420)
(¢,0,9) = R(¢,0,1) = Rs(¢) 1 (0) Rs(¢)
mit R; Drehung um die i-te Achse wie in (3.165)
cosae —sina 0
Rs(a) = | sinaw  cosa 0 (4.421a)
0 0 1
1 0 0
Ri(a) = |0 cosaw —sina | . (4.421b)
0 sina cosa
Dann
CopCyp — S¢pCeSyy  —CpSyy — SpCoeCy) S¢S0
R(¢,0,1) = | sy + CsCoSy  —SpSy + CoCoCy  —CopSo (4.422)
508y S6Cy Coy
mit der Kurzschreibweise
So = sina (4.423a)

Co = COS QL. (4.423b)


https://www.youtube.com/watch?v=SwSzXKFxqx4
https://www.youtube.com/watch?v=pn42bcEdufQ
https://www.youtube.com/watch?v=1n-HMSCDYtM
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A

Abbildung 4.13: Definition der Eulerwinkel: R(¢,0,v) : (z,y,z) — (X, Y, Z).
NB: die Abbildung suggeriert eine Drehung der Basisvektoren (,passive Dre-
hung“), wahrend wir eine aktive Drehung der Koordinaten betrachten.

Es ist nichttrivial, dafl man die komplette Rotation auch, wie in Abbil-
dung 4.13, als

R =R(¢,0,v) = Rpe, (w)RR3(¢)€1 (0)R3(0) (4.424)

schreiben kann. In der Gleichung wurde ausgenutzt, daf die letzte Rotation
das transformierte €3 nicht mehr dndert, also

Rés = Rpy¢)e (0)Rs(@)és . (4.425)

Um die Aquivalenz von (4.420) und (4.424) zu zeigen, iiberzeugen wir
uns zunéchst, daf§ die Drehung um eine gedrehte Achse als das Produkt von
inverser Drehung, Drehung um ungedrehte Achse und Drehung geschrieben
werden

Rws(a) = R'Rs(a)(R)T (4.426)

5Im englischen Sprachraum auch als Tennis Racket Theorem oder Intermediate Axis
Theorem bekannt.
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kann. Insbesondere gilt also

Rpe, (V) = RR3(¢)RT (4.427a)
Rpyo)e (0)R3(¢) = Rs(¢)R1(0) Ry (¢)Rs(¢) = R3(¢)Ri(6)  (4.427b)
und damit wird aus (4.424)

R = RR3(¥)R" R3(¢)Ru(0) (4.428)

Rpez;(¢)  RRry(g)e, (0)R3()

oder mit det R # 0

1 = R3(¢)R" Ry(¢) Ry (0) (4.429)
bzw.
R" = R3 (V)R] (0)R3 (¢) (4.430)
und schliefilich
R = R3(¢)R1(0) R3(¢) . (4.431)

4.8.5  Winkelgeschwindigkeit
| Vorlesung 20: Mo, 23.12.2019|

Die Winkelgeschwindigkeit im Inertialsystem und im korperfesten System
sind

w; = RRT (4.432a)
w=R'wiR=R"'R. (4.432D)
Mit,
‘ cosa  sina 0 —sina —cosa 0
RY¥(a)Rs(a) = | —sina cosa 0 cosa —sina 0] a
0 0 1 0 0 0
0 -1 0
=11 0 0])a (4.433)
0 0 O

kann man sie leicht in Eulerwinkeln ausdriicken, ohne die explizite Form (4.422)
von R(¢,0,1) ausschreiben zu miissen

d

w=R"(¢,0,9)R(,0,¢) = Ry (V) RI (0) B (6) 7 (Rs(6) Ba(0) R (4)))
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— Ry () RY ()5 (0)-

(Fes(@) 1 (0) R () + Ra(9)F(0) R () + Ra(0) Ra(6) Fs (1))
= Ry ()R <>( <> o) RO R(Y)

+RT<¢( By(6)) R(w

)
(““)
0 0
0 0 0 —¢ 0
0 —6 | Rs(¢ v 0 0] . (4.434)
6 0 0 0 0

Die entsprechenden Gleichungen fiir die dquivalenten Vektoren sind

0 0 0
s} o §) ()
¢ 0 (8
1 0 0 0 cosy  siny 0\ [0 0
RE (%) (0 cos 0 sin@) (0) + (sinz/z cos 1 O) (O) + (0)
0 —sin@ cosd o) 0 0 1 0 P
cosy siny 0 0 cos ) 0 0
= | —siny cosy 0 sinf¢ | + | —siny 6] + 10
(5 ) ) () 0

sintsin 6 ¢ + cos ) 0
= (coswsm9¢smw«9>
cosf o+

—i—RS

0
+ RY(y) (0
0

und zusammengefasst

sm@bsmé’é + cos )b
W= (COS@D sin 0 (b —siny 9) (4.435)
cos b ¢ + 1

4.8.6  FEuler-Lagrange Gleichungen

Wenn das korperfeste System entlang der Haupttragheitsachsen ausgerichtet
ist, ist 0 diagonal

3
1
=3 > Iw?. (4.436)
=1
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Mit
wi = sin® 1 sin® f % + cos® 1) 6% + 2sin ) cos 1 sin 0 0 (4.4372a)
w3 = cos? Y sin? @ $* + sin? 1 6% — 2sin ¢ cos ¥ sin 6 6 (4.437Db)
N
w; = (cosf ¢+ w) (4.437c)
folgt ' .
w? + w2 =sin?0 ¢* + 6. (4.438)
und . . . . .
wi+ws +ws=¢* + 0> +*+2cosb Py (4.439)

Deshalb ist die kinetische Energie fiir einen kugelsymmetrischen Korper mit
I, =1

T = é ((132 + 62 + ) + 2cos b g&w}) (4.440)

und fiir einen symmetrischen Kreisel mit I} = Io = [
I/ 5 i I N
T:§<sm 0 +9>+5(cos9¢+¢) . (4.441)

4.8.7 Schwerer Kreisel

Sei ein symmetrischer Kreisel mit der Gesamtmasse M im Abstand [ vom
Schwerpunkt im Schwerefeld aufgehéngt. Dann héngt die potentielle Energie
nur von # ab

V(6) = Mglcos® (4.442)
und die Lagrangefunktion ist mit [, = Ib, =1
I/ 50 s I N
L:§(sm 0 ¢ +0>+§<0080¢+¢> — Mgl cos@. (4.443)
Offensichtlich
oL
— = 4.444
ot " (4.4442)
oL
— =0 4.444b
5 (1.4441)
oL
— =0 4.444
o (4.444¢)
und deshalb finden wir drei Integrale
oL S
Py = % =13 (COSQQS - ¢> = const. (4.445a)
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P = g—g :Isin29¢+130089(608905+¢>

— Isin?0 ¢ + p,, cos f = const. . (4.445D)

sowie

E=H-=

DO |~

L I N2
(Sin20¢2+92)+§3<cosﬁ¢—l—d}> + Mgl cos @
I O YSTEN P
—§<sm 0 ¢ +9>+2—13+Mgl(3030
I (pp — py COS 0)2 p?p

= 6?2 Y 4 Mgl cos®
ot T oren?e o, TMgteos

2
5—? = Ep@pw(@', ) = const. (4.445c¢)
3

I .
= 592 + ‘/eﬁ‘.’pthw (0) +
mit
g{ﬁ _ Py — Py COS 0
Isin?0
Wir finden damit ein effektives Potential

(4.445d)

(ps — Dy €OS 9)2
21 sin’ 0

Vettpopy (0) = + Mgl cos 6 (4.446)

fiir 6.

Wir haben also wieder ein eindimensionales Problem mit Energieerhal-
tung gefunden, das immer durch Trennung der Verédnderlichen und Inte-
gration gelost werden kann. Wobei natiirlich im Allgemeinen, die Integrale
und ihre Umkehrfunktionen nicht durch ,,Schulfunktionen* dargestellt wer-
den konnen. Sobald wir § : R — [0, 7[ kennen, kénnen wir daraus mit den
anderen Integralen durch Integration zunéchst ¢ : R — [0, 27[ und schlief-
lich ¢ : R — [0, 27| berechnen.

Zusatzmaterial (nicht in der Vorlesung besprochen):
Die geschickte Substitution

u=cosf € [—1,1] (4.4472)

= —sinff = —/1 —u2f (4.447b)

fihrt auf )
L@ (ps = pyu)
Ewwziymf+ﬂufw)+MW“WM%’ (4.448)
bzw. , .
. 2(1 —u Do — Pl
u2: ( - ) (E’nglu)f(‘zﬁ%):f(u7p¢’pw) (4449)
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Q

v
gt

Abbildung 4.14: Vereinfachtes Modell eines Stehaufkreisel: Kugel mit Ra-
dius r, Massenverteilung rotationssymmetrisch um €, und inhomogen ent-
lang €,. Schwerpunkt S, Mittelpunkt Z, Auflagepunkt A und @ = SA =
SZ + ZA=—ré, — sés.

und die erlaubte Bewegung ist fiir f(u, ps, py) > 0.
Beobachtungen

ugr:iloo f(u7p¢ap¢) = Fo0 (44503)

2
F pyu
J(&1,py. py) = —% <0, (4.450D)

also gibt es nur ein Teilintervall von [—1,1] in dem die Bewegung in 6, die sogenannte
Nutation, erlaubt ist.

Stehaufkreisel

Im folgenden bezeichnet, wie in Abb. 4.14, €3 den Einheitsvektor entlang der
Symmetrieachse im korperfesten System und €, die Senkrechte im Inertial-
system (d.h. § = —|glé,).

Fiir einen symmetrischen Kreisel mit

0 = diag(!, I, 1) (4.451)

liegt wegen B
L=00= (le, ICUQ, I3(U3) (4452)
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der Drehimpuls immer in der von der Winkelgeschwindigkeit und der Sym-
metrieachse aufgespannten Ebene

E((E X 53) = gg(i X cU) = L1WQ — ngl = ICU1C<J2 — ]wzwl =0. (4453)
Daraus folgt fiir beliebige Linearkombinationen

b= aé; + (€, (4.454)

b= aé; = ad X & (4.455)
eine einfache Form der Zeitableitung der Projektion des Drehimpulses
d /= Lo oL Lo - .
= (Lb) —[b+ Lb=Lb+aLl(@ &) =Lb. (4.456)

Fiir das Drehmoment M einer beliebigen Kraft F , die am Auflagepunkt @ =
—s€3 — reé., (siehe Abb. 4.14) wirkt, gilt

L=M

aixF. (4.457)

Fir b =@ folgt damit

-

l (Ld’) —Li=(ix F)i=0. (4.458)

Es gibt also unabhéngig von den Details der Kraft F eine Erhaltungsgrofe,
Jellets Integral [1],
J=Ld=—L(sé;+rée,). (4.459)

Diese ist konstant, auch wenn am Auflagepunkt eine beliebige Kraft F wirkt.
Dies schliefit insbesondere Gleitreibungskrifte ein! Geometrisch ist Jellets
Integral die mit dem zeitabhédngigen Betrag |@| multiplizierte Projektion den
Drehimpulses auf die Verbindung @ vom Schwerpunkt zum Auflagepunkt.

Die Skalarprodukte von L mit den Einheitsvektoren sind gerade die zu
den Eulerwinkeln konjugierten kanonischen Impulse

Lés = py (4.460a)
Lé, = —py, (4.460b)

wobei das Vorzeichen von p, daher riihrt, daf§ in unserer Wahl der Koordi-
naten €3 und €, fiir # = 0 antiparallel sind, also

J = rpy — spy = const. . (4.461)
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Weil unser System durch Reibung Energie verliert, konnen wir erwarten,
dal es versuchen wird, den Zustand niedrigster Energie einzunehmen, der
mit den Zwangsbedingungen und Erhaltungssétzen vertréglich ist. Weil die
kinetische Energie quadratisch in den Geschwindigkeiten ist, ist die Gesam-
tenergie gleich der Summe von kinetischer und potentieller Energie

M .

E:T+V:5(ﬁ+ﬁ+§gﬁwﬂ
I/ 5o N s AN

+ 5 (sm 0”40 ) + 5 <Cos¢9gb+w> — Mgscosf (4.462)

wobei 3 = 1 — scosf, also i3 = ssin@é, bereits eingesetzt wurde. Die

Geschwindigkeiten i1, i and 6 tragen unabhéingig von den anderen Variablen

immer positiv bei, also mufl das Minimum der Energie bei ©; = 29 =60 =0
liegen

T T N2
EzEzisirf@d)Q—l—?g(coquﬁ—i-w) — Mgscosf. (4.463)

Die kanonischen Impulse in Jellets Integral sind wieder

oL N
Py = % =1 <0059 o+ @D) (4.464a)
oL oy o oy
Do = 8_¢ = Isin“ 0 ¢ + I3cos 6 (cos@<b+w> = Isin“ 0 ¢ + py cosd
(4.464Db)
mit den Umkehrfunktionen
cosf ¢+ = ]% (4.465a)
3
. Dy — coslpy
=2 7V 4.465b
¢ Isin?6 ( )
Mit j = J/r = const. und € = s/r kénnen wir
j+ epy = py = Isin?0 ¢ + cos 0 py (4.466)
schreiben, bzw.
j+ (e — cosO)p,
= 4.467
¢ Isin?6 ( )
und die Energie als Funktion von 6 und p, ausdriicken
. . 2 2
poUFlezcosOpu)l | Pupyeciosh. (4.468)

21 sin” f 213
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Fiir festgehaltenes 6 liegen die Extrema bei

OE (e —cos0)(j+ (e —cosO)py)  py
0= = — 4.469
Opy I'sin? 0 - I3’ ( )
woraus sich die Terme im Zahler der Energie
Isin?6 Dy

' - 0 = 4.470

J+ (e —cos)py T{cosd — ) ( a)
1 60—

D J1a(cost = €) (4.470D)

B I3(cos§ — €)2 + I sin* 0

ergeben. Schliellich ergibt sich das Minimum der Energie fiir festgehaltenes 6
zu

R I sin? 4 p? P2
¥ ¥
= — - M 0

min  213(cosf — €)? * 213 goeos
_ Isin®0 + I5(cos 0 — ¢)?

212(cos 0 — €)?

pi — Mgscost

2 2
J J
— - M = —"—— — M 0
21 sin? § + 2I3(cos 6 — €)? 9508 21 (cos 0) 9508
(4.471)
mit einem effektiven Trigheitsmoment
ILg(2) = I(1 — 2%) + Is(z — €)?. (4.472)

Fiir geeignete Werte vom [ und I3 und hinreichend groflen erhaltenen Dre-
himpuls J = rj findet man ein Maximum von I (cosf), d.h. ein Minimum
der kinetischen Energie, bei § = 7, also bei aufgestelltem Kreisel, mit dem
Schwerpunkt S iber dem Zentrum der Kugel Z. In der Tat

L dI
0> deff' (z) = —2Ix + 2I3(x — €) = 2(Is — w — 2I5¢ (4.473)
xr

fiir alle |z| < 1 sofern
Le > |I — I (4.474)

und I.g steigt monoton fiir x von +1 bis —1, bzw. fiir € von 0 bis 7. Solange
die kinetische Energie bei hinreichend groflen j iiber die potentielle Energie
dominiert, wird sich der Kreisel aufstellen.

Diese qualitative Uberlegung garantiert noch nicht, daf es eine Losung
der Bewegungsgleichungen gibt, die den Anfangszustand mit dem gefunde-
nen Minumum verbindet: es kénnte ein Potentialberg im Weg sein. Nume-
rische Losungen der ungendherten Bewegungsgleichungen bestétigen unsere
Beschreibung jedoch.
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— 55—

HAMILTON’SCHE FORMULIERUNG

| Vorlesung 21: Fr, 10.01.2020]

Im Lagrangeformalismus spielen die konjugierten Impulse

oL
(q.0.1) = == (q.¢ 1
pi(q,q,t) 20 (¢,4,1) (5.1)

eine wichtige Rolle:

e als Erhaltungsgréfie, wenn die zugehorige Koordinate zyklisch ist

oL
dq;

= (0 = p; = const. (5.2)

und allgemeiner

e als Baustein in den Integralen die aus dem Noether-Theorem folgen

Die Geschwindigkeiten ¢ spielen keine solche ausgezeichnete Rolle. Deshalb
erscheint es sinnvoll, einen Formalisus zu suchen, der den Geschwindigkeits-
Phasenraum 7'Q), der von (g, ¢) aufgespannt wird, durch den Phasenraum T*Q)
zu ersetzen, der von Koordinaten und Impulsen (¢, p) aufgespannt wird. Es
wird sich zeigen, dal dieser Raum eine besondere Struktur trédgt, die eine
sehr symmetrische Formulierung der klassischen Mechanik erlaubt und die
dariiberhinaus einen natiirlichen Ubergang zur Quantenmechanik erméglicht.



ohl: Fri 07 Feb 2020 11:04:54 AM CET subject to change! 144

5.1 Legendre Transformation

5.1.1 R"— R
Betrachte eine reellwertige Funktion' auf 7C R"®
f:T—-R
v f(v),

die mindestens zweimal stetig differenzierbar sei. Dann existiert eine zu-
gehorige Abbildung

(5.4)

Vi:T—>T"CR"
v p=Vf(v)

pi(v) = 3—1{2(@. (5.6)

Hier ist T* eine Teilmenge® des zu R" dualen Vektorraums, d. h. des Raums
aller linearen Funktionen R” — R. Im endlichdimensionalen Fall gilt zwar
immer 7% = R", aber es lohnt sich, trotzdem die Rdume zu unterscheiden,
weil

(5.5)

d.h.

e man so Funktionen 7" — R und 7" — R, die unterschiedliche physika-
lische Bedeutung haben, weniger leicht verwechseln kann und

e der Isomorphismus 7™ <» R" nicht eindeutig ist .

Bemerkungen fiir fortgeschrittene Studierende (nicht in der Vor-

lesung besprochen):
Der Versuchung, V f durch
df : T — T*(T)

v df(v) (5.7)

zu ersetzen, mufl man widerstehen. Wenn, wie hier, T ein Vektorraum ist, gilt zwar
T*(T) =2 T*, aber es sind trotzdem im Allgemeinen unterschiedliche Riume, deren Ko-
ordinaten ohne eine weitere Struktur nicht miteinander in Beziehung stehen. Vielmehr
handelt es sich bei um eine Faserableitung V =, wobei

F:C®(T)=C>*(T,R) = C®(T,T")
f—Ff.

'Wir werden die Legendre Transformation auf Funktionen anwenden, die auf dem n-
dimensionalen linearen Raum der Geschwindigkeiten definiert sind. Deshalb miissen wir
krummlinige Koordinaten nicht beriicksichtigen.

2Fiir unsere physikalischen Anwendungen wird immer 7' = R”™ und T* = R" gelten.
Im allgemeinen Fall kann es aber vorkommen, dafl man fiir 7" oder T™* eine echte Teil-
menge von R™ wihlen muf}; weil sonst die notwendige Invertierbarkeit (5.11) nicht tiberall
gewahrleistet ist.

(5.8a)
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Dabei ist F f eine (im allgemeinen nicht lineare) Abbildung des Vektorraums 7' in seinen
Dualraum T
Ff.T —T*

v Ff(v) (5.8b)

die iiber
Ffv): T —R
(5.8¢)

w 4 (v + sw)
ds

s=0
koordinatenunabhdngig definiert werden kann. Mit der Kettenregel findet man in Kom-
ponenten

(Ff (), w) = EF(0)(w) = < f0+su)

o Zwi%(v) =2 wilFfi(v)  (59)

S

also in der Tat of
€)= - = (V. (5.10)

Falls auflerdem

Op; B 0*f
= 52w (W) (5.11)

OO,
gilt, dann existiert auch die inverse Abbildung
(V) 1T =T
p=v= (V) (p).

Wenn (Vf)™! existiert, kann man jeder Funktion f : T — R kanonisch,
d.h. ohne eine weitere Struktur einfithren zu miissen, eine Funktion f’ :

™ >R

Vo e T :det H(v) # 0 mit H;;(v)

(5.12)

T
(5.13)
zuordnen. Leider ist die zugehorige Abbildung
D C®(T) — C(T~
(T) = C(1") _

frfo(vhH™

nicht injektiv. Thre Anwendung fiihrt also zu Informationsverilust! Dies sieht
man besonders leicht mit einem
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Beispiel 5.1. Sei M : T — T eine beliebige invertierbare lineare Abbildung
mit einer symmetrischen Matrixdarstellung M;; = M;; und a € T ein belie-
biger Vektor, dann kann man eine Familie von Funktionen

fo:T — R
1 (5.15)
U= fa(v) = §<U + a7M<U + a)>

definieren, fiir die wegen
(Vf)(v)=M(v+a) (5.16a)
(Vi) p)=M"'p—a (5.16b)

die Funktionen f! mit
'T* =R

o (5.17)

p = folp) = (fao (V) (0) = (V)7 (p))
wohldefiniert sind. Allerdings gilt

fo) = fo(Vfa) N (p) = fa(M'p —a)

= %<M1p, M(M™'p)) = %<M1p,p> = %<p, Mp) (5.18)

und ® bildet alle f, auf die gleiche Funktion ab
(fo) = fo=foo (Vo)™ = fo = ®(fo), (5.19)

unabhdngig von a € T
Ohne Informationsverlust kann man aber die sogenannte Legendre-Trans-
formation f— f*:T* — R mit
ff:m—=R
pe )= . (V) = (fo (V) )(p)

anwenden. Zur Verdeutlichung von Bild und Urbild der Abbildungen diene
wieder das zu (5.13) analoge Diagramm

(5.20)

: (5.21)
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das aber im Gegensatz zu (5.13) kein sogenanntes kommutatives Diagramm

ist, weil f*# fo(Vf)™!

Um zu sehen, dafl die Legendre-Transformation wirklich keine Informati-
on vernichtet, berechnen wir zunéchst in Komponenten

= Zpi[(vf)*l(p)]i — f((V)Hp) = me(p) — fo(p)) (5:22)

und daraus mit der Kettenregel

(V) = %; - (ijj >>)
+Z av] g;;( (p))gz (p)
+Z(p] o) 52

P+ (5= (VH00D)) 526) = ule) = (970D (623

-

=0

weil p(v) = Vf(v) und Vf invertierbar. Deshalb gilt

V= (V™ (5.24a)
Vf=(Vf) (5.24b)

und wir konnen das Diagramm (5.21) vervollstandigen

T
\
(V) ' =Vf V= (V™ R
5
Die zweifache Anwendung der Legendre-Transformation fiihrt fiir alle inver-
tierbaren V f auf eine Funktion (f*)* : T — R, die man berechnen kann

T*
(5.25)

(f) () = [(w, (V) w)) = (f* o (V) ) (w)

w=(Vf*)(p), p=(Vf)(v)
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= [{(VF)®)L (V) o VYD) = (o (V) o VI)(p)]
= (V@) p) — 1)

p=(Vf)(v)

p=(V)(v)
=lerney- re |
(V)= (p) (V)= p)—f(v)
= [ (VD @)~ 0. (VAT )+ F)] = f) (5:26)

und damit fithrt die doppelte Anwendung der Legendre-Transformation fiir
invertierbare V f in jedem Fall zur Ursprungsfunktion zuriick

(f)y=f:T—>R

v (o), (5.27)

also (f*)* = f, was die Symmetrie des Diagramms (5.25) erklart. Deshalb
kann die ein- und mehrmalige Anwendung der Legendre-Transformation kei-
ne Information verlieren.

Beispiele
Beispiel 5.2 (Quadratische Form). Sei

() = %@,A@ + (b, ) (5.28)

mit A = AT, dann
Vi(x)=Ax+b (5.29a)
(V) y) = A"y —b) (5.29Db)

und damit

F() = (0 A7y — ) — A7y — ), A4 (y — b)) — (b, A~y — D))
= =0, A7y — 1) (5:30)
Weiter

Viy)=A"(y—b)= (V)" (y) (5.31a)
(V) z) = Az + b= Vf() (5.31b)

wie erwartet, sowie
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(F)' () = (z, Az + b) — %(Am +h—b, A (Az + b—b))

=Yy =Yy =Y

(o, Az) + (&) — %(Ax,x)

(v, Az) + (z,b) = f(z). (5.32)

N | —

NB: in Beispiel 5.1 ging die Abhéngigkeit von b verloren.
Beispiel 5.3 (Exponentialfunktion). Sei

f(x) =e* (5.33)
dann
Vf(z) = ae (5.34a)
(VH y) = éln% (5.34b)
und damit 1
fry)=y-m2 —eriini =2 (ln% -1) (5.35)
mit .
Vi) =t = (V) ). (5.36)

5.1.2 TQ —- R und T°Q) - R

Lagrangefunktion auf dem Geschwindigkeits-Phasenraum 7'Q) (Orte und Ge-

schwindigkeiten)
L:TQxR—R

(¢:4,t) = L(q,4,t)
wobei ¢ und ¢ natiirlich wieder als unabhéngig betrachtet werden. Der kon-
jugierte Impuls, auch als kanonischer Impuls bezeichnet, definiert an jedem
Punkt ¢ des Konfigurationsraums eine Abbildung vom zugehérigen Tangen-
tialvektorraum 7,() zum Kotangentialvektorraum 77

(5.37)

q,t *
:T.0) =T
L "Q 0@ (5.38)
q—p
mit

. oL , .
J
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Als Vektorraum gilt 7,0 = T;,(), aber wir wollen zur Klarheit wieder die Un-
terscheidung machen. Dies induziert eine zeitabhéngige Abbildung vom Tan-
gentialvektorraumbiindel T'Q) in das Kotangentialvektorraumbiindel 7*(), das
von Paaren von Koordinaten ¢ und kanonischen Impulsen p gebildet wird

o TQ xR —-T"Q xR

(q,4,t) — (q,p) = (q’ ¢%’t(q'),t) . (5.40)

Wenn

V(q,¢,t) € TQ x R : det M(q, ¢, t) #0
2

L
: ) = ——(q. g A1
q,q,t) aqiaqj(q’q’t) (5.41)

Op; (

J

dann sind alle (b%t und damit ¢, invertierbar

(61 T;Q = T,Q 1
pq= (") "),

bzw.

op=0¢;" T"QxR—TQ xR
(q,p,t) = (¢,4) = (¢, (6F") " (p), 1),

und wir konnen mit einer Legendre-Transformation eine Hamiltonfunktion
auf dem Phasenraum 7%() der Orte und Impulse

(5.43)

H:T"QxR - R

(¢,p,t) = H(q,p,1) (544a)

definieren

H(q,p,t) = (p,(0%") " (p)) — L(q, (6%") "' (p), t)
= (p,q4(q,p,t)) — L(q,4(q,p, 1), 1)

= 2_pidila:p.) = L(g.4(ap.1), ) . (5.44b)

| Vorlesung 22: Mo, 13.01.2020)|
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Die Bilder und Urbilder der Abbildungen kénnen wir wieder mit einem (nicht
kommutativen) Diagramm veranschaulichen

TR x R

\\\\\3\\\N
oL Ou R
/

ToxR (5.45)

Beachten Sie, dafl die in (3.195) als Erhaltungsgréfie aus dem Noethertheorem
gewonnene Hamiltonfunktion eine Abbildung 7Q) x R — R ist und mit (5.44)
als H o &, geschrieben werden kann. Die Funktionswerte stimmen iiberein,
aber die Abbildungen sind auf verschiedenen Réaumen definiert.

Beispiel 5.4 (Typische Lagrangefunktion). Kinetische Energie quadratisch in
den Geschwindigkeiten und Potential geschwindigkeitsunabhéngig

Lla.d:0) = 340 T3 —Vet) = 5 3 To@dds -V t)  (5:40)

fithrt auf einfache Relationen zwischen Geschwindigkeiten und Impulsen

p="T(q)q (5.47a)
i=T""(q)p. (5.47b)

Die Hamiltonfunktion

H(Q7p7 t) = <p> q> - L(Qaqvt)

= (0. T (@) — 5T @, T@T (@) + V(g 1)
1

=5, T (q)p) +V(g,t) = E (5.48)

entspricht der Gesamtenergie £ = T + V. Insbesondere fiir ein Teilchen im
Potential

T(%) =ml (5.49a)
T(7) = % 1 (5.49b)

und

P=mz (5.50a)
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o1
F=—p. (5.50D)
m

Damit ergibt sich die Hamiltonfunktion als

1
H@@@:Z#¥+waw:E. (5.51)

5.2  Kanonische Gleichungen

Wenn wir die Ableitungen der Hamiltonfunktion nach den Impulsen

oOH
Ty, @P 1) = <Zp]qg ¢,p,t) — L(q,4(q, p, t),t)>

. oL . a4
= Gi(g,p.t) + ija—;(q,p, OEDY g, 4(@:p.1).1) 81? (¢, 1)

J

a4 :
= qi(q,p: 1) + Z (py q q(q,p,1), t)) afj (¢:p,t) = qi(q,p,t) (5.52a)

-~

=0

und Koordinaten

oH 0
a—qi(q,p, = 30 (Zp]q] ¢,p,t) — L(g, 4(g, p, t)i))

0q; oL
_ . J J
= E p]—aqi (¢,p,t) E a (¢,4(q,p,t),t) == 24, (g, p,t) — aqi(q,q(q,pﬂf),lt)

0q; oL )
= Z ( - q (g, p, ),t)> 94, (q,p,t) — 0 (¢,4(q,p,t),1)
—O
_ oL . ELG d oL o dpi__.‘
=~ (¢:4(q,p,t),t) = e, 57 (@.d(a:p.1),1) = ——F =~ (5.52b)

berechnen, finden wir die zu den ELG dquivalenten kanonischen Gleichungen

=g @), (5.530)
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Abbildung 5.1: Hamiltonsches Vektorfeldes des harmonischen Oszilla-
tors (5.57b).

oder
o0H
d q; apz’
— | = , 5.54
dt <Pz> _OH (5.54)
0q;

die die Dynamik im Ort-Impuls Phasenraum 7@ als gewohnliche Differenti-
algleichungen erster Ordnung beschreiben. Aufgrund des Existenz- und Ein-
deutigkeitssatzes fiir Anfangswertprobleme ist also der Zustand des Systems
ist durch einen Punkt im Phasenraum eindeutig charakterisiert.

Die rechte Seite von (5.54) wird auch Hamilton’sches Vektorfeld

T
X, — (0H 0H 0H aH)

— ., S e, — 5.55
Op Opn oq dqn ( )

genannt. Es beschreibt die Anderung des Zustands des Systems zu jedem
Zeitpunkt

<QI7"‘7QN7P17"'7PN)T:XH' (556)
Geometrisch enspricht die Integration der Bewegungsgleichung der Glattung

des Hamiltonschen Vektorfelds.
In Abbildung 5.1 wird das Hamiltonsche Vektorfeld

XH:( P ) (5.57a)

—mw?q

des harmonischen Oszillators

2
1 mw* ,

H = —p? 5.57b
5P T ( )

illustriert.
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Beispiel 5.5 (Teilchen im Potential).

1 o
H=—¢p )
5P+ V(g,t) (5.58)
also
- = —p; 5.59
dt op; mp ( 2)

dt — dq; g,

= F, (5.59b)

wie zu erwarten war.

Wie in Abschnitt 3.8.4 schon mit dem Noether-Theorem gezeigt, ist die
Hamiltonfunktion fiir zeitunabhéngige Lagrangefunktionen entlang von Losun-
gen der ELG konstant. Hier kénnen wir leicht mit den kanonischen Glei-
chungen zeigen, dafl die totale Zeitableitung der Hamiltonfunktion gleich der
partiellen Zeitableitung ist

OH OH OH _0H
sz Zqz 5= (5.60)

—‘Iz = _pi

Folglich ist die Hamiltonfunktion entlang von Losungen der kanonischen Glei-
chungen konstant, wenn sie nicht explizit von der Zeit abhéngt

d
3 Ha(®).p(t)) = 0. (5.61)

5.8 Poissonklammern

Die zeitliche Anderung einer beliebigen Funktion f : 7*Q x R — R kann
auch leicht berechnet werden

af
7_;(9 ’*Z

Z&f&H 3 of 0H af
dq; Op; Op; 8(1

z+_

—{fH}—l— t (5.62)

und fiir g : T7Q — R
dg

i ={g,H}. (5.63)
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mit der Poissonklammer
af Og af Og
— — . .64
{f’ g} zl: <(9Qi Op; Op; aqi) (5 6 )

Die Poissonklammer definiert eine bindre Verkniipfung auf den glatten Funk-
tionen auf dem Phasenraum

{-}: CF(TQ) x C=(1T"Q) — C=(T7Q)

5.65
(f.9) = A{f g} (565)
mit den Eigenschaften: Vf, g, h € C*(T*Q), Vo, € R
{f,9y =9, f} Antisymmetrie
(5.66a)
{f,ag+ Bh} = a{f, g} + B{f, h} Linearitit (5.66b)
0={fAg.h}}+{g,{h. f}} +{h.{f, g}} Jacobi-Identitét
(5.66¢)
{figh} = g{f, h} +{f,g}h Leibnitz-Regel
(5.66d)

die als Ubungsaufgabe nachgewiesen werden kénnen®.
Das Paar (C*(T*Q),{-,-}) erfillt aufgrund von (5.65), (5.66a), (5.66b)
und (5.66¢) die Axiome einer Lie-Algebra in Abschnitt 3.8.1.
Die Abbildung
Dy : C™(T7Q) — C™(T"Q)
g—={f 9}

ist aufgrund von (5.67), (5.66b) und der Produktregel (5.66d) fiir beliebi-
ge f € C™(T*Q) eine Derivation auf C>°(T*(Q). Tatsachlich ist die konkrete
Definition (5.64) der Poissonklammer dquivalent zu den abstrakten Deriva-
tionsregeln und der axiomatischen Definition der elementaren Poissonklam-
mern

(5.67)

{gi,pj} = 9 (5.68a)
{ai, 4} ={pi,p;} = 0. (5.68D)
Die Poissonklammer ist auch fiir Funktionen f € C*(7T*Q x R) tiber

(5.65) definiert, macht aber nur Sinn, wenn sie fiir gleiche Zeiten angewandt
wird.

3Die Jacobi-Identit#t (5.66¢) ist recht aufwendig.
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=

Fiir f(q,p,t) = ¢ und f(q,p,t) = p findet man natiirlich aus (5.64) kon-
sistent mit den kanonischen Gleichungen

OH

o= (o H) = 5 (5.69)

OH
% = {pi, H = — ) 5.69b
b= o HY = =5 (5.69b)

Fiir Integrale der Bewegung [ haben wir wegen

dl ol
0= —={I.H - 5.70
=L (5.70)

natiirlich o7

— ={H,I}. 5.71
o = 1) (571)

Die Poissonklammer zweier Integrale I und J ist wegen der Produktregel und
Jacobi-Identitdt wieder ein Integral

%{]7(]}: {%’J}+{17%} :{{H,]},J}+{17{H7J}}
:_{Ja{Hﬂl}}_{L{J?H}}:{H’{L‘]}} ) (572>

also q
—{I.J'=0. 5.73

Damit bilden die Integrale eines Systems eine Lie-Algebra, die, wie sich
spater zeigen wird, eng mit den Symmetrien des Systems zusammenhéngt.

5.4  Kanonische Transformationen

Waéhren wir in der Lagrange’schen Formulierung beliebige Koordinatentran-
formationen ausfithren konnten, ohne die Form der Bewegungsgleichungen
zu dndern, sind in der Hamilton’schen Formulierung eine groflere Klasse von
Transformationen des Phasenraums erlaubt, die insbesondere Orte und Im-
pulse mischen koénnen.

Um dies zu sehen, ist es giinstig, die Koordinaten eines Phasenraumpunk-
tes (q,p) € T*Q fur ein System mit N Freiheitsgraden in einen Vektor mit
2N Komponenten zusammenzufassen

(mlv"'ax2N) = (q17"'7qN7p17"'7pN) € T*Q (574)
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Dann schreiben sich die Poissonklammern

{@i, i} =y (5.75)
mit der symplektischen Form n in Blockmatrixschreibweise
= ( Onxn 1N><N) 7 (5.76)
—1yxv Onxn
die
n* = -1 (5.77a)
nt=-—n=n" (5.77D)

erfiillt. Die kanonischen Gleichungen (5.54) kénnen in dieser Notation kom-
pakt
Tz =nVH (5.78)

geschrieben werden.
Die Poissonklammer zweier Funktionen f, g : T%(Q) — R ergibt sich mit
der Kettenregel als

» 5.79
Definition 5.6 (kanonische Transformatlonen). Eine Transformation des
Phasenraums
T*Q — T
e @ @ (5.80)
Ty = ¢(x)

heifit kanonische Transformation, wenn sie die Poissonklammern invariant
lasst
{yi,y;} = nis - (5.81)
Mit der Kettenregel
8yz Oy, Oy,
oxy, ™ B, ox; —

{vi vy} = {%zﬁ%: (5.82)

erhalten wir daraus eine Bedingung an die J acobl—Matrlx

Jyi
Doli; = 5.83
Dol = 52 (5:53)
einer kanonischen Transformationen in Komponenten
Z[D(b]iknkl (Dol = mij (5.84a)

ki
oder in Matrixschreibweise

(D)n(De)" = 1. (5.84b)
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Bemerkung 5.7. Allgemein ist die kanonische Transformationen fiir einen
Freiheitsgrad
O:T"Q —T7Q

5.85
Q. P) > (a.p) (5:85)
mit der Jacobi-Matrix
99  Oq
D¢:<% gﬁ, (5.86)
2Q oP

— — |\ 2 g}
vo) T\ &) o) (8 2

0 oy op _ oy o0

P~ 9P

=\ awog _opog "7 TN (5:87)
20 9P — 9P 80

also die kanonische Poissonklammer

8q (9p 8p (’3q

= 5.88
0y =500p ~ 0qop ~ 55
erfiillen mu#B.
Jede Jacobi-Matrix erfiillt wegen der Kettenregel
o0x; ox; Oy
8 = == 5.89
T Oy Z Oyr, Oz (5.89)
(und ebenso mit = <+ y) oder in Matrixschreibweise
D¢ 'Dp=1=D¢pD¢p! (5.90a)
bzw.
D¢t = (Dg)™* (5.90b)
mit 9
T
Do~ ; 5.91
D67y = 5 (591)

wie schon in Abschnitt 2.2.2 besprochen. Durch Multiplikation von (5.84a)
von rechts mit %xT’ﬁ folgt fiir kanonische Transformationen
J

ayz al”m
> = S 592
oder in Matrixschreibweise

Den =n(Dg™")" . (5.93)
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Vorlesung 23: Fr, 17.01.2020

Mit diesen Bausteinen kénnen wir fiir zeitunabhéngige kanonische Transfor-
mationen leicht zeigen, dafl die kanonischen Gleichungen forminvariant sind,
wenn man die Hamiltonfunktionen H fiir y und H' = H o ¢ fiir x benutzt

& =nVH =nV(H o ¢) (5.94a)
j=nVH. (5.94b)

Die Verkniipfung der Abbildungen verdeutlich das folgende kommutative
Diagramm

yeTqQ
il
é R
H=Hog
e
relrQ (5.95)
In der Tat gilt
8yz y; 0 Jy; O0H 0y,
Z Dz, % g 2 9) 2 x; " Dy, Oy,

oH oH
=Y i =Y mya— . (5.96
Nij jlayl j nj@yj ( )

Analog in Matrixschreibweise
y = D = DnV.(H 0 ¢) = n(Dp™")" (D) V,H =V, H,  (5.97)

wobei (5.93) und die Kettenregel

OH 0y; _ o
H °¢) = Z dy; O, - Zj:[(D(b)T]w y; (5.98)

ausgenutzt wurde.

Kanonische Transformationen konnen dazu benutzt werden, die Bewe-
gungsgleichungen so zu transformieren, dafl die Losung trivial wird. Dabei
spielt es eine wichtige Rolle, dafi die Rollen von Orten und Impulsen ver-
mischt werden kénnen. Dies sehen wir im folgenden
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Beispiel 5.8 (Harmonischer Oszillator).

1 mw?
H=—9p° 2 5.99
5P T (5.99)

¢ : (g) — (Z) (5.100)
qg= \/%smcg (5.101a)

p = V2Pmw cos @ (5.101Db)

Die Transformation

mit

ist kanonisch, weil

2P 1
=4/ —cos@Q %COSQ—I—\/2mesinQ sin@Q =1 (5.102)
mw 2P 2Pmw

und die anderen Poissonklammern trivial verschwinden. Die neue Hamilton-
funktion ist
29P
me 2 sin? Q = Pw
2 mw
(5.103)
und héngt nicht von @ ab, also sind die kanonischen Gleichungen in den
neuen Variablen

H'(Q,P)=(Ho¢)(Q,P) = %2me cos® Q +

. OH'

Q= ap — ¢ (5.104a)

OH'
- =0. 104
20 0 (5.104b)
Die Losungen sind trivial
Q(t) = Q(0) + wt (5.105a)
P(t) = P(0). (5.105b)

In Abbildung 5.2 wird gezeigt, wie die kanonische Transformation (5.101)
zu einer Begradigung des Hamiltonschen Vektorfeldes fiihrt.
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Abbildung 5.2: Begradigung des Hamiltonschen Vektorfeldes des harmoni-
schen Oszillators (5.99), Xy = (p/m, —mw?q), durch die kanonische Trans-
formation (5.100-5.101) zu Xpop = (w,0).

5.4.1 Punkttransformationen

Sei
Vi@ —Q

q— U(q)

eine Koordinatentransformation des Konfigurationsraums. Wir wissen aus
Abschnitt 3.3, daf§ solche Transformationen die ELG invariant lassen. Die zu-
gehorige Punkttransformation oder Kontakttransformation des Phasenraums

(5.106)

1st
Gy T°Q = T7Q (5.107)
(¢,p) = (¢, p) = (¥(q), (DY) Tp),
wobei mit L' = Loy bzw. L = L' 0%
o 8L’ dq; OL 0q; _
Z aqj/ aq Z aq]/pj 1)Tp]i (5‘108)
i 04
benutzt wurde. Deren Jacobi-Matrix ist
D 0
Doy = ( Fw (Dw_l)T> (5.109)
it op’ 0 0 0%q. Oq!
D; qk qr 0q
= - - ) 5.110
7 0g; Z dg; 0" = Z 0q.0q, Dg;"* (5.110)

Daraus folgt
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<D¢¢>n<D¢w)T:(l?” (DwO_I)T)ﬂ_Ol é) (wéw fo-l)

g

0 D1
~(Dg)T 17
(0 1 (0 1
" \—-1 Dyt —(Dy=H)TTT) ~ \ -1 T'Dy~! — (I'Dy~HT
(Ga12) (0 1Y)
1 (_1 0)_77, (5.111)
wobel im vorletzten Schritt

I'Dy~! = (IDy 1) (5.112)

benutzt wurde, was aus

D*q 0q, Oq
I I, Ym
Dy~ Z ’“ _ 9404, 04" 04

8? .
_ 20 /gl/pl CDy Y, (5.113)

folgt. Damit haben wir gezeigt, da88 ¢,, kanonisch ist. Also lassen Punkttrans-
formationen auch die kanonischen Gleichungen invariant.

5.4.2 Flisse

Sei ® ein Fluf, d. h. eine differenzierbare einparametrige Gruppe von Trans-
formationen des Phasenraums

PR xTQ— TQ
(s,4,p) = (q(s),p(s)) = ®s(q,p) (5.114)
(s,z) — x(s) = Ps(z),

mit den Gruppeneigenschaften

(I)S o (bs/ = (I)s+5/ (5115&)
P =9, (5.115b)
dy = id. (5.115¢)

Eine wichtige Konsequenz der Gruppeneigenschaft ist, dafl die Ableitung
der Transformation fiir einen beliebigen Wert des Parameters s durch die
transformierte Ableitung an der Stelle s = 0 festgelegt ist
do, dd,.y ~ddy
ds  d¢ &0 - ds

o ®,. (5.116)
s'=0
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Wir betrachten also zunéchst die Taylor-Entwicklung des Flusses an der Stel-
les=0

®,(q,p) = (q(s),p(s)) = (¢,p) + 560(q, p) + O(s?) (5.117a)

bzw.

P (z) = 2(s) = 7 + sdpz + O(5%), (5.117b)

wobei die infinitesimale Transformation dex = d4(q, p), bzw. die Erzeugende
des Flusses @, iiber

do d
da(q,p) = ——(a;p)| = —=(q(s),p(s)) (5.118a)
dS s=0 dS s=0
bzw. o 1
dpx = T (z) B = gx(s) B (5.118b)

definiert ist.
Ein Fluf heifit kanonisch, oder Hamilton’sch wenn ®, : T%Q) — T™*() fiir
alle s € I C R eine kanonische Transformation ist, also wenn

5= (D@, )n(DD,)" . (5.119)
Diese Gleichung kénnen wir an der Stelle s = 0 ableiten

0= L ((Da.)n(DD,)7)

= = Dégxn + n(Ddgx)" (5.120)

s=0

wobei in Komponenten

Jdox); 0 dzy(s) d 0z;(s)
Déurl — _ _ 4 121
(Do Oz dr; ds |,_, ds dz; |,_, (5.121)
gilt. Wenn wir
Digz =nA, (5.122)

bzw. A = n"'Déex = —nDdsx, definieren, finden wir
0 =nAn+n(nA)" =nAn+nAtn" =nAn—nATn=n(A - A")n. (5.123)

Also ist A symmetrisch

A= AT, (5.124)
Weil A bis auf n eine Jacobi-Matrix ist
OpL];
4y = ool (5.125)
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mit
nT =z, (5.126)
(bzw. & = —nx) bedeutet die Symmetrie von A, da8

Olsil;  O[oadl;
— = 12
0 or (5.127)

bzw. daf§ die 2N-dimensionale Verallgemeinerung der Rotation von d¢% ver-
schwindet. Damit greift wieder das Poincaré Lemma und es existiert, zumin-
dest lokal, eine Funktion fg : 7%Q — R mit

9fa

dopZi(r) = oz, (x) (5.128)
bzw.
0T = V fop. (5.129)
Multiplikation von links mit 7 ergibt
0
[Bpai(z) =) mja—"%(:c) (5.130)
;9
bzw.*

Wir sehen also, dafl z(s) = ®4(x) folgendes Anfangswertproblem erfiillt

dx d(I)S d d !
L) = @) = g (@) = o) (@)
O 5o (By(2)) = {x, fa} (D4(z)) (5.132)
bzw. 4d
d; ={z, fo} o P, (5.133)

und man sagt, dafl fg iiber die Poissonklammer den Flul ® erzeugt. Mit der
Kettenregel finden wir daraus fiir jede Phasenraumfunktion ¢ : 7*Q) — R

4Die Gleichungen (5.131) und (5.133) sollte in Komponenten

[daz]; = [NV fali = {zi, fa}

do, ;
d;Z - {xiv f‘b} o q)s

gelesen werden.
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d dg d
£<g °®s) = Z 831:z ds
—Z {%fé Jo®s={g, fo}o®s, (5.134)

also
d

&(90%) ={g, fo} o ®,. (5.135)

‘Vorlesung 24: Mo, 20.01.2020‘

Beispiel 5.9 (Zeitentwicklung). Die Losung

®4(q0, o) = (q(t), p(t)) (5.136)
des Anfangswertproblems zur Hamiltonfunktion H
i={gH) (5.137a)
b= {p. H) (5.137b)
q(0) = qo (5.137¢)
p(0) = po (5.137d)
ist mit (5.63)
d
Vg € C(TQ) : E(g o®d,)={g,H} o D (5.138)

ein kanonischer Fluf}, der von der Hamiltonfunktion H erzeugt wird. Dem-
nach kann man die Zeitentwicklung eines Hamilton’schen Systems als Abfolge
von kanonischen Transformationen auffassen.

5.4.83 Liouville Theorem

Die Anderung des Phasenraumvolumens unter einer Transformation ¢ : T*Q —
T*Q) ist

d*Ny = det(D¢p)d*N (5.139)
mit der Jacobi-Determinante J = | det(D¢)|. Fiir eine kanonische Transfor-
mation muf} gelten

detn = det (Dén(D¢)") = detn (det(Dg))* (5.140)

also
= |det(D¢)| =1. (5.141)
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Damit erhalten kanonische Transformationen das Phasenraumvolumen und
insbesondere gilt dies fiir die Zeitentwicklung eines Hamilton’schen Systems
(Liouville Theorem).

Eine praktische Konsequenz davon ist, dafl es ohne Dissipation unmdoglich
ist, Phasenraumverteilungen zu kompromieren. Eine Fokussierung im Ort
fithrt zu einer Defokussierung im Impuls und umgekehrt. Teilchenbeschleuni-
ger miissen sogenannte ,, Ddmpfungsringe* einfiigen, in denen das vom Strahl
eingenommene Phasenraumvolumen komprimiert wird.

Zusatzmaterial (nicht in der Vorlesung besprochen):
Eine alternative Herleitung des gleichen physikalishen Sachverhalts beginnt mit der

Kontinuitdtsgleichung fiir eine, evtl. zeitabhéngige, Verteilungsfunktion oder Dichte auf
dem Phasenraum p: 7*Q x R - R

Za (pdi +Za 6p -0 (5.142)

wobei j = (pq, pp) die FluBdichte durch die Grenzflichen eines Phasenraumvolumens
dNqd™p angibt. Daraus folgt

az 87
S Z+Zypz > r5g t 2,

o OH o 0H dp
E * Zpa%' opi Zp@pi o —ar 1

und die totale zeitliche Ableitung der Dichte p verschwindet entlang der Trajektorien
des Systems im Phasenraum.

5.5  Symmetrien

Nachdem wir gesehen haben, wie Hamilton’sche Fliisse von Phasenraum-
funktionen iiber die Poissonklammer erzeugt werden, konnen wie die Phasen-
raumfunktionen aufsuchen, die diejenigen Fliisse erzeugen, die den bekannten
Symmetrien entsprechen.

Allgemein finden wir einen Zusammenhang zwischen Symmetrien und Er-
haltungsséitzen, der dem Noether-Theorem entspricht. Sei wieder fg : T%Q) —
R die Phasenraumfunktion, die den Flul & erzeugt. Dann ist die infinitesi-
male Anderung einer beliebigen Phasenraumfunktion g : 7*Q — R

dag = {9, fa}- (5.144)
Insbesondere gilt dies fiir eine Hamiltonfunktion H : T*Q) — R

iy

doH ={H, fo} = —{fo, H} = — T

(5.145)
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Daraus folgt, daf§ die Invarianz der Hamiltonfunktion unter einem Flufi &
dquivalent zur Erhaltung seiner Erzeugenden fg ist

d dfs
—Hod, = H = — =0. .14
1s o P, 0<:>(S<1> 0< az 0 (5 6)

5.5.1 Translationen

Verschiebungen der Orte um @ im R?

®a(q,p) = (q(a), p(@)) = (7 + @, P) (5.147)
sind Punkttransformationen, also kanonisch. Offensichtlich gilt
da(q,p) = (a,0) = ({7, (@)}, {P, (@p)}) , (5.148)
also erzeugt
fa(q@.p) = ap (5.149)
die Translationen.

Wenn die Hamiltonfunktion nicht von ¢ abhéngt, ist sie translationsinva-
riant; gleichzeitig verschwindet die Poissonklammer mit p

{H(p),p}t =0 (5.150)

also ist der Impuls p erhalten.

5.5.2 Rotationen

Drehungen um 6 im R3

—

4(q.7) = (416), #(8)) = (R(6)q, R(O)p) (5.151)
sind wieder Punkttransformationen, also kanonisch. Wie in Abschnitt 3.8.7
sind die Erzeugenden

0@, 7) = (0 x 4,0 % 7) = ({2, (OL)}, {7, (0L} ) , (5.152)

wobei im letzten Schritt das Ergebnis einer Ubungsaufgabe®

3
{Li,q;} =) cijnan (5.154)
k=1

5Damit
{7, (0L)}; = Zej{Qi7Lj} = - Zej{Ljqu’}

= — Z@jqiqu = Zeijkﬁjqk = [5>< tﬂl (5.153)
ik ik
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(und analog fiir p) ausgenutzt wurde. Also erzeugt der Drehimpuls

fia.p) = 0L = 6(q x p) (5.155)

die Rotationen.

Wie als Ubung berechnet werden kann, erfiillen die Komponenten des
Drehimpulses die Vertauschungsrelationen (3.213a) der Lie-Algebra der Er-
zeuger der Drehgruppe SO(3) als Lie-Algebra der Poissonklammern

{Li, L} = el (5.156)
k
Ebenso gilt dies fiir die Vertauschungsrelationen von Drehimpuls und Impuls
{Lipj} = i (5.157)
k
Zusatzmaterial (nicht in der Vorlesung besprochen):

5.5.83 Runge-Lenz Vektor

Wir kénnen die Wirkung des Runge-Lenz Vektors

. pxD aq
p=txt (5.158)
m g
auf beliebige Funktionen f : 7%Q — R durch
051 = {f, PR} (5.159)
oder in Komponenten
6;f =1/, R} (5.160)

berechnen. Insbesondere finden wir fiir die Koordinaten

1
60 ={q, Rj} = o Zejkl{Qi»pkLl}
il

1 1
= m %: 6jkl{Qi7pk}Ll + ooy %: ejklpk{ﬁh‘, Ll}

1 1
= zz: etk + — > €jkiDreinan

kin
1 1
= — E E €jil€ink qnPr + — E E €iki€iln dnDk
m m
kn l kn l
H/_/ H—/
8inbik—0jk0in 0jndki—0ji0kn

1
= 2(25ik5jn — 0indjk — 0i50kn)qnDk
kn
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1 —.
= — (2pig; — aip; — 0:;4p)  (5.161)

(vgl. (4.128a)), sowie fiir die Impulse

1 q;
0ipi = {pi, R} = — > emipipeli} — {Pi, j}
J { J} mzkl: J { } |d1

1 1 1
= % Zﬁjklpk&;lnpn —Q {pi7qj} @ — agqj 4 Pi, @

kin

1 1 qk
= — 6'n5i_5’i5n'p'pn+a6i'7+QQ' Disdky 753
m%;(] k J J)k ]‘(ﬂ Jzk:{ k}|q_]3

1

«
~m (pipj — 0ijp") — (FiEl (giq; — 6:;4°)  (5.162)

(vgl. (4.128b)), in Ubereinstimmung mit den Symmetrietransformationen 4.128.

5.5.4  FErzeugende Funktionen

Es gibt noch einen anderen Begriff von erzeugenden Funktionen, die endliche
kanonische Transformationen

O:T"Q = TQ
(¢,p) = (Q, P)

erzeugen. Diese Funktionen sind keine Phasenraumfunktionen, sondern re-
ellwertige Funktionen von Paaren von alten und neuen Orten oder Impulsen

(5.163)

Sl(Qa Q)v 82(q7 P)v SS(pv Q)7 S4(p7 P) (5164)

Die verbleibenden Orte und Impulse werden durch partielle Ableitungen fest-
gelegt, z. B. definiert S : @ x @ — R mit

p(0.Q) = %il<q, Q) (5.1650)
P(q,Q) = —g—g(q, Q) (5.165b)

genau dann eine Transformation 7*Q — T*@Q, wenn man in (5.165a) die
implizite Funktion p = p(gq, @) nach @ auflésen kann

ap PS
0Q ~ 9q0Q’

um @ als Q(q,p) schreiben zu kénnen. Danach kann man P als P(q, Q(q,p))
schreiben.

(5.166)
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Analoge Transformationen ergeben sich mit

05,

p(g, P) = a_q(q’ P) (5.167a)
Qg P) = %(q, P) (5.167b)

oder
qa(p, Q) = —%i?’(p, Q) (5.1684)
P(p,Q) = —%(p, Q) (5.168b)

oder
q(p, P) = —%(p, P) (5.169a)
Q(p, P) = %(p, P) (5.169b)

erzeugen. In Systemen mit mehr als einem Freiheitsgrad kénnen auch Misch-
formen von (5.165), (5.167), (5.168), und (5.169) auftreten.

Beispiel 5.10. Die Funktion

Si(g,Q) = qQ (5.170)
erzeugt mit
0S5
p(q.Q) = 8—;<q, Q) =Q (5.171a)
a5
P(q.Q) = —a—Ql(q, Q) =—q (5.171b)
die Transformation
®:(q,p) = (Q,P)=(p,—q), (5.172)
die wegen
D® = 0 1) _ 17
=(_1 o) =" (5.173)
und
DOn(D®)" =™ =1 (5.174)

kanonisch ist.
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Beispiel 5.11. Die Funktion

Sa(q, P) = qP (5.175)
erzeugt mit
S
plg, P) = a_;(q’ P)=P (5.1762)
055
Qa, P) =550, P)=q (5.176b)
die Identitat
®:(q,p) = (Q,P) = (¢.p). (5.177)

Weil die Transformationen (5.165), (5.167), (5.168), und (5.169) durch
implizite Funktionen definiert sind mufi man bei partiellen Ableitungen be-
sondere Sorgfalt walten lassen. Insbesondere mufi man spezifizieren, welche
Variablen festgehalten werden. In den Poissonklammern tauchen die partiel-
len Ableitungen in der Form

of 0 af 0
{f9t=5- a—g ~ 3 % (5.178)
q p=const. p g=const. p g=const. aq p=const.
auf.
Im Falle der Transformation (5.165) sind die partiellen Ableitungen

Q) 24
dq |,  Ipl|,

unproblematisch, aber bei
oP opr
apl,” Oq|,’

mufl man beriicksichtigen, dal P als P(q,Q(q,p)) iiber @ von ¢ und p
abhéngt. Damit erhélt man

OP oP| 0Q

— = = = 5.179a
dp . oQ . dp . ( )
oP oP| 0Q oP

— = —| = — . 5.179b
dq » 0Q . dq » dq Q ( )

In den Poissonklammern ergibt sich damit
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(0.} = oP oP
8p ap 8q
8P 6P oP
029 8q
:VO

Q| S 9Q| ap
ap |, 9¢9Q — Ip |,

=1, (5.180)
q

also ist die Transformation (¢, p) — (@, P) in (5.165) kanonisch. Die Beweise
dafiir, daf$ auch die Transformationen (5.167), (5.168) und (5.169) kanonisch
sind, verlaufen analog.

Es gibt Methoden, systematisch nach solchen erzeugenden Funktionen
zu suchen, die schrittweise Paare von Orten und Impulsen auf Wirkungs-
und Winkelvariablen transformieren, in denen die Hamiltonfunktion und die
zugehorige Zeitentwicklung wie in Beispiel 5.8 trivial sind

=> Puw;. (5.181)

5.6  Hamilton-Jacobi-Gleichung

Betrachte die Menge aller glatten Kurven im Konfigurationsraum () mit fe-
stem Anfangspunkt, aber freiem Endpunkt

= {771 2 Jate) o} (5.152)

und die Wirkung S als eine reellwertige Funktion auf dieser Menge

v 500 = [ e, i), 0. (5183

to

Einparametrige Familien von Variationen mit festgehalten Anfangspunk-
ten und freien Endpunkten (vgl. Abbildung 5.3)

d:R x F,’i; w = Fi; © 5 2 (5.184)
(s,7) =72t @2(t) = q(t) + sq(t) + O(s%)
mit q
t) = —’(t . 1
dq(t) dsqs( ) (5.185)
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3

q

q(to) = QO\ =l ¢ (t1)

@ (tr) = q(tr)

t

Abbildung 5.3: Fine einparametrige Familie von Kurven {7§}se[0,1] mit fest-
gehaltenem Anfangspunkt.

Die Variation der Wirkung ergibt sich daraus als
oL
dt 0q; + =——0¢;
Z/ < “t A4 q)
Z / oL d oL Sa.
a 0gi i dg;) @

3500 = 5560)|

ELG
_ Z g; (q(to), Q(to%to)(s&(’@#-z g; (g(t1),d(t1), t1) 6qs(t1) (5.186)
1 ~ i \ >

Wenn wir nun Fté 5 und damit  auf Losungen der ELG, bzw. der kanonischen

Gleichungen einschranken, verschwindet der erste Term und wir erhalten

55(’)/) = Z gi( (t1>7Q( t 6% tl sz tl tl)(SQZ(tl)

(5.187)
Andererseits gibt es zu jedem Endpunkt ¢(t1) genau eine Trajektorie v(q, 1),
die die ELG 16st und wir kénnen damit S(y) auch als Funktion von ¢ auffassen

S:QxR—-R
- (5.188)
(a:1) = S(q,t) = S(7(q,1)) -

Dann gilt mit (5.187) fiir Variationen des Endpunkts

= pida: (5.189)
und deshalb
oS .

(¢,t) = pi(g, 4, 1), (5.190)

a;
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wobei ¢(t) = ¢(t1) durch die Losung der ELG festgelegt ist. Mit der Ketten-
regel gilt einerseits

ds  09S oS oS
=== = — 191

und andererseits ist aufgrund von (5.183)

ds
— =1L 192
ey (5,192
also 95
S =~ 2P+ L=—H(g.p1). (5.193)
Mit (5.190) ergibt sich schlielich die Hamilton-Jacobi-Gleichung fir die Wir-
kung S in (5.188)
S S
—+ H —,t | =0. 5.194
o (0.50¢) (5.194)

Die Hamilton-Jacobi-Gleichung (HJG) (5.194) ist eine partielle Differenti-
algleichung. Im Allgemeinen ist die Losung partieller Differentialgleichungen
wesentlich schwieriger als die Losung gewohnlicher Differentialgleichungen
wie der ELG oder der kanonischen Gleichungen. Auflerdem ist nicht offen-
sichtlich, wie die Zeitentwicklung eines dynamischen Systems aus einer Funk-
tion S : Q X R — R rekonstruiert werden kann.

Erstaunlicherweise kann die HJG fiir manche Systeme analytisch geltst
werden, deren ELG oder kanonische Gleichungen analytisch nicht direkt
gelost werden konnen. Die Tatsache, dal die Zeitentwicklung durch kano-
nische Transformationen gegeben ist und dafl kanonische Transformationen
durch erzeugende Funktionen beschrieben weren kénnen, gibt Hoffnung, daf3
die Losung der HJG geniigend Informationen enthalten kann.

Fiir zeitunabhéngige Hamiltonfunktionen H : T*Q) — R gilt

H(q,p) = F = const. (5.195)
und man kann fiir die Wirkungsfunktion den Ansatz
S(q,t) = Solq) — Bt (5.196)

mit einem zeitunabhingigen Sy : ) — R machen. Dann ergibt sich mit

05

—=-F 1
T (5.197a)
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05 95,

= 5.197b
04 0 ( )
die zeitunabhéngige HJG
050
E=H — ] . 5.198

‘Vorlesung 25: Fr, 24.01. 2020‘

Die Losungen S oder Sy der HJG (5.194) oder (5.198) sind im Allgemei-
nen nicht eindeutig, sondern hangen von Integrationskonstanten ab, die we-
gen (5.188) Anfangsbedingungen fiir die kanonischen Gleichungen entspre-
chen miissen. Wenn wir aus der Losung der HJG eine kanonische Transforma-
tion konstruieren koénnen, die (¢, p = 05/09q) auf kanonische Variable (Q, P)
transformieren, deren eine Hélfte den per Definition konstanten Anfangsbe-
dingungen entprechen und die verbleibende Hilfte triviale Zeitanhéngigkeit
hat, haben wir die kanonischen Gleichungen geltst.

In der Tat konnen wir 0. B.d. A. P als die konstante Anfangsbedingung
withlen und S oder Sy als Sa(g, P) in (5.167) verwenden. Hierbei ist

oS
= 5.199
P= 5 (5.199)
durch (5.190) gewéhrleistet und falls
028
0 5.200
940P 7 (5.200)
wird mit 59
= — 5.201
0= (5.201)
eine kanonische Transformation definiert.
Beispiel 5.12 (Harmonischer Oszillator redux).
H( )—i2+m—“22—E—const (5.202)
q,p) = 2mp 5 q =L = . )

Wihle als konstanten Impuls P mit

E(P) = wP (5.203)
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n (5.198), wobei die Renormierung mit w willkiirlich ist. Dann gilt

1 (9S)\° mw? ,
— =wP 204
bzw. 95
aqo V2mwP — m2w?q? (5.205)
was von .
So(q) = / dév/2mwP — m2w2¢€? (5.206)
q0
gelost wird (die analytische Form des Integrals ist nicht wichtig). Weil
2
0(050/0q) _ 95 mw _ mw 40 (5.207)
oP 0qOP 2P — mwq? Ip|

kann Sy als erzeugende Funktion S5 (¢, P) in (5.167) verwendet werden. Damit

a5,

= /2mwP — m2w2¢? (5.208a)

und

S /
Q= 8P0 / \/2me mlw?€? = / d¢ 5P mw§2
dg\/ 2P\/1—mw/ 2P)¢ ‘/1_
= arcsin (, / ﬁq) — arcsin <\ / %qo) (5.208b)

wobei a = y/mw/(2P). Wihle gy = 0, dann

P =\/2mwP — m2w?¢? (5.209a)

() = arcsin <~ / %q) : (5.209b)

was von der kanonischen Transformation

= V2mwP cos Q (5.210a)

p
=1/ Est (5.210b)
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gelost wird, die frither im Beispiel 5.8 ,,geraten” wurde und auf

H'(Q,P) = Pw (5.211)
und
Qt) = Q(0) + wt (5.212a)
P(t) = P(0) (5.212b)
fiihrt.

5.7  Quantenmechanik

In der Quantenmechanik werden die Phasenraumkoordinaten Ort und Impuls
durch Operatoren ersetzt

(¢,p) = (4,P) (5.213)

deren Kommutator durch die Poissonklammer der klassischen Grolen fesgt-
gelegt ist

[q,p] = p — pq = ih{q, p}1 = inl. (5.214)
Die sogenannten kanonischen Vertauschungsrelationen (5.214) kénnen z. B.
durch

(qy) (x) = zp(x) (5.215a)
() (z) = ?g—f(x) (5.215b)

realisiert werden
[q,pY(x) = x?g—f(x) — ?% (zap(z)) = il (x) . (5.216)

Die Schrédingergleichung ist dann

0 h 0
lhgl/)((bt) =H (q, Té?_q’t) ¥(q,t) (5.217)

mit, z. B. dem Hamiltonoperator fiir ein Teilchen im Potential

1 h 0?
H= %p%rV(q) =———+V(q). (5.218)
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Einen Zusammenhang mit den HJG finden wir, wenn wir Betrag und
Phase mit dem Ansatz

¥(q,t) = plg, t)e*@d/ (5.219)

trennen. Damit

L0 . Op 99 ; L Op 00\
= el ip/h ip/h _ . ip/h 29
1hatpe lh_(?te P® (lh_at P ) e (5.220)
und
h 0% . .
_ i¢p/h igp/h
Hip om 92" + V(g)pe
h* d (9p i¢/h 1 i¢/ha¢ ig/h
= gute " G ) Viae
R [P 200p00  p (00\'  ip*0\ s 6/
= om (a—qﬁ%a—qa—q—ﬁ(a—q) o Ve
(5.221)
also

3 ————+V(q)p. (5.222)

2m 0q?

Op  d¢ W0 ihdpds p (06\® ihpd*¢
ot Pt~ 2m dq? moqdq 2m

Im Grenzfall h — 0 ergibt sich daraus fiir p # 0

o6 1 [06\*
T - == ) 22
= (5] +v (5.223)
Also 16st die Phase ¢ im semiklassischen Grenzfall h — 0 die HIG
0] 0p
—+H —,t | =0(h). 224
i (4. 50t) = ot (5.224)

Dies liefert die Grundlage fiir die WKB-Approximation in der Quantenphy-
sik.
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—0—

RELATIVISTISCHE DYNAMIK

Seit ca. 1900 zeigen Beobachtungen, dafl die Galileo-invariante (,,nichtrela-
tivistische*) Mechanik bei grofien Geschwindigkeiten die Natur nicht mehr
korrekt beschreibt

e experimentell:

— der Licht scheint sich fiir jeden Beobachter, d. h. in jedem Inerti-
alsystem mit der Geschwindigkeit ¢ ~ 3 - 10% % auszubreiten, die
Galilei’sche Geschwindigkeitsaddition ¢ + v kann also fiir |7;] < ¢
nicht korrekt sein,

— masselose Teilchen tragen in Streu- und Zerfallsprozessen Impuls,
— die beobachtete Lebensdauer von Teilchen hédngt von ihrer Ge-

schwindigkeit ab;

e theoretisch: die Maxwellgleichungen

- -

VB = (6.1a)
_ - 10B
E+-2—= = 1b
V x E+ o (6.1b)
VE =4mp (6.1c)
_ - 10E 4r-
B—-— =" 6.1d
VX c Ot ¢’ (6.1d)

sind unter Galilei-Boosts (vgl. Abschnitt 3.8.8) nicht kovariant, d. h. sie
andern ihre Form und ihre Giiltigkeit hinge vom Beobachter ab. Viel-
mehr haben sie Wellenlosungen, die sich mit der universellen Geschwin-
digkeit ¢ ausbreiten.
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6.1 Konstanz der Lichtgeschwindigkeit

Postulat der speziellen Relativititstheorie: der Betrag
¢ = 2.99792458 - 108 ? (6.2)

der Lichtgeschwindigkeit ist eine Naturkonstante und fiir jeden Beobachter,
d. h. in jedem Inertialsystem gleich.

Damit liegen die bei t = 0 und ¥ = 0 auslaufenden Lichtwellenfronten in
jedem Inertialsystem auf der Kugel

7] = ct = 2°, (6.3)
wobei die Zeit t durch eine dquivalente Lénge ausgedriickt wurde
0
x
t=—. 6.4
a (6.4)

Gleichzeitig erfiillen einlaufende Lichtwellenfronten
7] = —ct = —2°. (6.5)
Wenn wir Ereignisse durch ihren Zeitpunkt und Ort in einem Vierervektor
v = (2°7) = (2°, 2, 2%, 2*) = (ct, 7) (6.6)

charakterisieren, dann kann ein Lichtstrahl zwei Ereignisse x und y genau
dann verbinden, wenn

0=(2"—y") = (T—9)* =c(ts = t,)* — (T—9)°, (6.7)

d. h. wenn ihr Abstand x — y auf dem Lichtkegel in Abbildung 6.1 liegen.
Eine von der Wahl des Beobachters unabhéngige Definition der , Lénge*
eines Vierervektors x ist also
3

562 _ (SCO>2 - ;EQ _ (SCO>2 o Z(xz)2 (68)

i=1
und die Vierervektoren zerfallen in drei Klassen

o zeitartig: x® > 0,

e lichtartig: x> = 0 und

e raumartig: x° < 0.

Aufgrund der Konstanz der Lichtgeschwindigkeit ist diese Unterteilung fiir
jeden Beobachter gleich, vgl. Abbildung 6.1.

Fiir zeit- und lichtartige Vierervektoren kann man Zukunft xy > 0 und
Vergangenheit zy < 0 unterscheiden, wihrend das Vorzeichen von zq fiir
raumartige Vierervektoren vom Beobachter abhéngt.
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Abbildung 6.1: Der Lichtkegel 2* = ¢*t* — 2% = 0 trennt zeitartige x*> > 0 von
raumartigen x*> < 0 Abstinden und hat in jedem Inertialsystem die gleiche
Form.

6.2 Minkowski-Raum

| Vorlesung 26: Mo, 27.01.2020 |

Weil 22, y* und (x + y)? alle invariant sein miissen, ist

3

rvy = 2%y — = 2%° — Zx@z (6.9)
i=1
es wegen
1
=5 (z+y)?*—2*—y?) (6.10)

auch. Deshalb bietes es sich an, den Minkowski-Raum M = (R?, g) als vier-

dimensionalen Vektorraum R* mit der Metrik
g MxM=ZR'xR' - R 6.11)
(z,y) = zy = g(z,y) = g(y,x) = 2%’ — 7y '

einzufithren. Weil die Metrik ¢ in beiden Argumenten linear ist, konnen wir
sie als 4 x 4-Matrix darstellen

3
g(x,y) = Y gwatz”, (6.12)

p,v=0
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wobel
+1 0 0 0

0O -1 0 O

=10 0 -1 o0 (6.13)
o 0 0 -1
Zusatzmaterial (nicht in der Vorlesung besprochen):
6.2.1 Finstein’sche Summenkonvention
Weil sehr viele Summen {iber Indices p, v, ... vorkommen werden, ist es sehr niitzlich,
die folgende Summenkonvention einzufithren
e wenn in einem Term ein griechischer Index p, v, . . . genau einmal oben und einmal
unten vorkommt, soll eine Summe von 0 bis 3 impliziert sein
3
Topto=) Tl (6.14)
pn=0

e wenn ein Index nur einmal vorkommt, ist keine Summation impliziert,

e wenn ein Index zweimal oben oder zweimal unten oder gar mehr als zweimal
vorkommt

ist der Term wungiiltig, d. h. es liegt ein Rechenfehler vor!

Beispiele:

3
v o__ v
gy’ = E gy
p,v=0

3
" v
g,ul/xl = Z Juv®
n=0

3
ryt = E z Yyt
pn=0

6.2.2 QObere und untere Indices

Man kann die Metrik g dazu benutzen, Indices herauf- oder herunterzuziehen

Ty = g’ =2"gu, (6.15a)
at =g"x, = x,9"", (6.15b)

wobei
9" = 9" gux (6.16a)

9", = 9" g (6.16b)
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9" = g"" g gex = 99\ = 9" "y (6.16¢)
Durch Matrixmultiplikation finden wir in Komponenten'
10 0 0
v 01 00 »
0 0 01
10 0 0
01 00
L — SH
0 0 01
+1 0 0 0
0 -1 0 0
uy _
0 0 0 -1
Damit ergibt sich
vy =a2tg,y" = 'y, = vyt (6.18)
und wenn
zt = ('Toaf) = Ty, = (.CC(), _f) (619)
(mit ¢ = 20).

6.3 FEigenzeit

Damit ist der , Viererabstand“ x? zweier Ereignisse unabhingig vom Inerti-
alsystem des Beobachters, aber weder der rdumliche Abstand |Z| noch der
zeitliche xy = ct. Allerdings gibt es fiir zeitartige Abstédnde ein ausgezeichne-
tes Inertialsystem, das sogenannte Ruhesystem, in dem & = 0. Die in diesem
System verstreichende Zeit

7= %\/ﬁ (6.20)

nennt man Figenzeit. Sie entspricht der Zeit, die ein in diesem Inertialsystem
ruhender Beobachter mifit.

Fiir lichtartige und raumartige Absténde existiert das entsprechende In-
ertialsystem nicht und man kann die Zeit zwischen zwei Ereignissen nicht
unabhéngig vom Beobachter definieren.

Beispiel 6.1 (Zwillingsparadoxon). Seien A, B und C drei Ereignisse mit
jeweils zeitartigem Absténden x4, rge und xa¢ mit

TAc = TAB + TBC, (6.21)
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Abbildung 6.2: Drei durch zeitartige Abstinde xap, xpc und T ac getrennte
Ereignisse A, B und C'.

wie in Abbildung 6.2. Der Beobachter, der den direkten Weg von A nach C'
nimmt, kann ein Inertialsystem mit

Tac = <CTAC;6) ) (6-22>

wie in Abbildung 6.3 wéhlen, in dem zwischen Ereignissen die Zeit

x? \/ (TaB + zpc)’
4 _ (6.23)
c c

vergeht. Fin Beobachter der den Umweg iiber B nimmt, bené6tigt zwei Iner-
tialsysteme mit

TAC =

z; = (er;,0),  fiiri = AB, BC (6.24)

in denen die Zeit

TABC = TAB + TBC =

V x?‘lB + IQBC (625)
C

vergeht. Weil 73, — 73 g unabhingig vom Inertialsystem ist, kann man das
System mit z45 = (\/2%5,0) wihlen und erhélt

2
¢ (7;2}() - TE;BC) = (zap +pc)” — (\/ t%p + \ x2BC>
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Abbildung 6.3: Abbildung 6.2 nach Lorentztransformation mit @ = 0.

~ 2eanene — 2o fohe = 27y (e~ Vidho = B ) 0
(6.26)
weil |Zpc| > 0. Also vergeht auf dem direkten Weg mehr Zeit.
Dieses Beispiel ist als Zwillingsparadox bekannt, weil ein stark beschleu-

nigter (,weltraumreisender®) Zwilling langsamer altert als ein gleichférmig
bewegter (,,auf der Erde zuriickbleibender®) Zwilling.

6.4 Lorentztransformationen

Lorentztransformationen (LT) sind die linearen Transformationen des Min-
kowski-Raums

op M —- M
3
6.27a
x“t—)x/“:ZA“yl‘” ( )
v=0
die die von ¢ induzierte Metrik invariant lassen

3 3

Vr,y € M : Z Gy’ = Z G Y'Y (6.27b)

p,v=0 p,v=0
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Diese Bedingung kann man auch

3

3
Z gmx”yA _ Z gw/x/uy/u _ Z QWA“,{A”AI"yA (628)

K,A=0 p,v=0 v, K, A=0

schreiben und nach Koeffizientenvergleich in 2% und y* erhélt man

3
Grr = Z G\ A (6.29)
w,v=0
oder als Matrixgleichung
g=A"gA. (6.30)

Aus der 00-Komponente von (6.29) folgt mit

3
1= Z Gu oA = (A%)" =D (A7) < (A%)” (6.31)
=1

w,v=0

die Bedingung
A% >1 (6.32a)

und aus (6.30) folgt sofort
det A = +1. (6.32b)

6.4.1 Lorentz-Gruppe

Offensichtlich ist die Hintereinanderausfithrung von zwei LT wieder eine L'T

Pry © Py = Ph - (6.33)

Wegen (6.32a) ist die zugehorige Matrix A immer invertierbar und es existiert
die inverse Transformation

63! = . (6.34)

Die LT ¢u, bzw. die zugehorigen Matrizen A bilden also eine Gruppe, die
Lorentz-Gruppe L.

Zusatzmaterial (nicht in der Vorlesung besprochen):
Aufgrund von (6.32) zerféllt £ in vier unzusammenhdingende Komponenten

£l ={AeL:detA=+1AN)>1} (6.35a)
£l ={AeL:detA=—-1AN>1} (6.35b)
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£ ={AeL:detA=+1AAN <1} (6.35¢)
LY ={AeL:detA=—-1AN< -1}, (6.35d)
von denen nur die (eigentlichen, orthochronen) LT eine Untergruppe bilden, die unter

der Hintereinanderausfithrung abgeschlossen ist. Wichtige Beispiele fiir nicht eigentliche
orthochron LT sind die Raumspiegelung P und Zeitumkehr T

1 0 0 0
o -1 0 "
P=|g o 4 olect (6.36a)
0 0 0 -1
-1.0 0 0
o 100 '
T=|4o o1 ol €5 (6.36b)
0 00 1
-1 0 0 0
B o -1 0 o '
PoT=ToP=| o )0 = o |eLh. (6.36¢)
0 0 0 -1

In der Tat kénnen alle A € £ durch Hintereinanderausfithrung von P, T und einem A’ €
51 ausgedriickt werden, sodafl wir nur Ll studieren miissen.

Drehungen

Die schon in den Abschnitten 3.8.2 und 4.8.4 betrachteten Rotationen

100 0 1 0 0 0
o (o Ry R, RY
Ae=lo r |Tlo r m R, (6.37)
mit R € SO(3), d.h.
RRT" =R"R=1 (6.38a)
det R =1 (6.38D)

sind offensichtlich eigentliche, orthochrone LT, weil sie 3 und damit z,y* =
ZToYo — Ty erhalten.
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Spezielle Lorentztransformation

Suche nach weiteren LT, die Ort und Zeit vermischen. Als Beispiel solche,
die x5 und z3 invariant lassen und zy und x; ineinander transformieren

A% A
Al AL
0 0
0 0

A= (6.39)

O = OO
_— o O O

Dann geniigt es, 2 x 2-Matrizen zu betrachten
A0 AD
A\ = 0 1) , 6.40
<A10 All ( )
die

L0 _yr (1 0, _ (A% ALY (100 (A% A
0 —1 0 —1 A AL N0 —1) \AY, AL

= ( (A00)2 - (A10)2 AOOAO% - Al0‘/\121> (641)
AolAOO - A11A10 (Aol) - (All)

bzw.
(A%)* =1+ (AL)? (6.42a)
(A1)* =1+ (A%)? (6.42b)
A% A" = A AL, (6.42¢)

sowie
A% > 1 (6.42d)
A% A, =1+ A%AY, (aus det A = +1) (6.42¢)

erfiillen miissen. Aus

1+ A% A, = A% A, (6.43)

folgt

14209 A%+ (A%)* (AL)?
_ (Aoo)z (A11)2 _ (1 i (A10)2> (1 n (A01)2>

= 14 (A')" + (A%)* + (A%)7 (M) (6.44)
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bzw.
20 Ay = (AY) + (A%) (6.45)

also
(Al — A°)* =0 (6.46)

oder
Aty =AY (6.47)

Schliellich folgt aus (6.42c)

Damit sind alle Elemente von A durch eine Zahl bestimmt, z. B.

A% =AY =~ (6.49a)
A=Ay =+V2—1=py (6.49b)
mit
V2 -1 1
B=+¥T 4 1, (6.50)
gl gl
also
18l <1 (6.51a)
und )
= >1. 6.51b

Wenn wir in der Definition von 8 o.B.d. A. das untere Vorzeichen wéhlen,
finden wir schliellich als LT

A(B) = (_15 _,ZB) (6.51c)
bzw.
vy =B 00
AB) = _gﬁ PO (6.51d)
0 0 01

Die Hintereinanderausfithrung von zwei LT ergibt wieder eine LT

< M —’Ylﬁl> < 2 —’7252>
b 71 —232 Y2
_ <7172(1 + B1B2) —m172(Br + 52)) _ < 73 —7353> (6.52)
—172(B1 + B2)  nye(1+ Bifs) —7303 3 '
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mit
Bi + Do
= = 2 6.53
& 1+ 152 (6.532)
1
V3= (6.53b)
V1-053
weil
1L (=80 -8) (481 =B+ 81— )
Vi (14 B152)? (1+ B1B2)? (14 B152)?
_ B+ BatBiPel = B — B+ B
1+ 515 L+ B152
_ <1+ 51—1-52) <1_ 51—1-52)
L+ 5152 L+ 515
1
= (1+83)1—ps) =1—f5 = 2 (6.54)
3
Die Hintereinanderausfithrung von LT kann man also auch
Bi + Ba )
A A =A| —— 6.55
A =2 (55 (6.5)
schreiben.
Zusatzmaterial (nicht in der Vorlesung besprochen):
In der Tat gilt
B1+ B2
1+ 15 <1 (6.56)
wie das folgende Lemma zeigt.
Lemma 6.2. Die Funktion
f -1, x[-1,1]—=[-1,1]CcR
E+n (6.57)
(&n) e 77 &
nimmt nur Werte im Intervall [0,1] an.
Beweis. Offensichtlich gilt
f(=1,8)=f(-1)=-1 (6.58a)
fLE=[(1)=1 (6.58b)
und wegen ,
0 _ 1 E+1 _1—
o/ S = e e " Grenr 20 (6:59)

mit Gleichheit nur fiir |n| = 1, verschwindet der Gradient im Inneren nirgendwo und
die Extrema miissen auf dem Rand angenommen werden. O
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Eine zweite dquivalente Parametrisierung ist

i,y _ [ coshn —sinhn
Aln) = (— sinhn  coshn ) (6.60)

mit
B = tanhn. (6.61)

Die Hintereinanderausfithrung ist hier einfacher

Am)A(m2) = M +12) - (6.62)

Eine subtiler, aber in der Quantentheorie wichtiger Unterschied von Rotationen und
speziellen LT ist, daf die Menge SO(3) der Rotationen kompakt ist, weil sie z. B. durch
die periodischen Eulerwinkel

(¢,0,4) € [0,2n[ x[0, 7] x[0, 27| (6.63)

parametrisiert werden kann. Im Gegensatz dazu bilden die speziellen LT eine offene
Menge, die z. B. durch die offenen Mengen

pel—1,+1] (6.64)

oder
neR (6.65)

ohne Periodizitdt parametrisiert werden kann.

Durch Drehung erhélt man die beiden weiteren unabhéngige speziellen
LT in x9- und z3-Richtung

v 0 =B 0 v 00 —8
0 1 0 0 0 10 0

-8 0 v 0]’ 0 01 0 (6.66)
0 0 0 1 B8 0 0 ~

Wenn wir in Richtung parallel zu 8 einen Faktor v anbringen, kénnen wir
den rdumlichen Anteil der allgemeinen speziellen LT berechnen

. i 37 ) P37
AZ]’(/B):,}//BB’/S _|_(6@]_ﬂ52)
—~—
| B 1Lp
_sij 7_11'3'_1‘]' ’Yzz‘j
) +—g2 56 =0 +—1+755 (6.67)
wobei . - Ly
1>ﬁ2:1—¥:772 —(y-1) 727 (6.68)
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ohl:
benutzt wurde. Daraus ergibt sich
L/ AR A 4
a_ |8 1+ 5 T6p rsep
A( ) - —%32 F,@Qﬁl 1 + FﬂQ/BQ FﬁBﬁZ (669&)
- THB rpgep? 1+08°8°
mit
1
V=—F—=2=1 (6.69b)
\/1— 32
2
I'= : 6.69
1+ (6.69¢)

Allerdings kann man das Produkt zweier spezieller LT in nicht parallelen
Richtungen nicht als spezielle I'T schreiben
A(B)A(B2) = A, (6.70)

wobei A im Allgemeinen ein Produkt einer speziellen L'T und einer Drehung

ist.

6.4.2 Geschwindigkeiten

Bei gleichféormiger Bewegung ist die Geschwindigkeit ¥ durch den Quotienten

von zuriickgelegter Strecke Z und vergangener Zeit ¢ gegeben.
Ein Teilchen bewege sich gleichférmig vom Ereignis A zum Ereignis B.

Der Abstand dieser Ereignisse sei durch den Vierervektor
(6.71)

x = (ct, )

gegeben mit der Geschwindigkeit

g="2, (6.72)
t
Im Ruhesystem des Teilchens gilt
z = (ct,0) (6.73)

und v = 0. Wenn wir nun eine spezielle LT mit dem Parameter § anwenden,

erhalten wir
L = (Ctv 6) = ‘r/ = ¢A(E)<x> = (70t7 _ngt) = (Ctla :f/) ’ (674)
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bzw.

t' =t (6.75a)
7 = —~fBct. 6.75b
gl

Der Beobachter im neuen Inertialsystem mifit somit eine Geschwindigkeit
v ===—0c (6.76)

und wir erkennen, dafl 5 die Relativgeschwindigkeit der beiden Inertialsystem
ist, gemessen in Einheiten der Lichtgeschwindigkeit.

Damit erhalten wir aus (6.55) fiir die Addition von relativistischen Ge-
schwindigkeiten die Formel

V1 + Vg

Buv, = 6.77
V1 B VU2 1x vng ( )
und das Lemma 6.2 zeigt, daf fiir |v;| < ¢
viBu <c (6.78a)
vHBe=c (6.78b)

gelten miissen. Die Lichtgeschwindigkeit d&ndert sich also durch eine LT nicht
und die Summe zweier Geschwindigkeiten bliebt immer kleiner als die Licht-
geschwindigkeit.

Man kann auch geometrisch argumentieren und aus Abbildung 6.1 able-
sen, dafl die Summe zweier Vektoren im Vorwartslichtskegel

{fveM:v?>0Avy >0} (6.79)

wieder im Vorwértslichtskegel liegt.

Nichtrelativistischer Grenzfall
Fiir |v;] < ¢ gilt

V1U2 1)2
UlEEIU2:<U1+U2)(1——+...>:U1+U2+O ? y (680)

c2

also die nichtrelativistische Formel.
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Vierergeschwindigkeit

Man kann aus der Geschwindigkeit ¢ einen Vierervektor

v = (v¢,77) = (¢, V), (6.81)

die sogenannte Vierergeschwindigkeit, bauen, dessen invariante Lange

_Q
V2 = 2R — PP = A2 (1 _ 0_2) = 22 (1 — 52) =2 (6.82)
c

die Lichtgeschwindigkeit ist. Man kann die Vierergeschwindigkeit wegen

3 3
(dr)? = ) gudatde” = Y gudti¥(dt)® = &7(dt)? (6.83)
=0 w,v=0
also y
dr = /i2jdt = \J1 - & je2dt = = (6.84)
Y
auch als Lt L
p_ 4 A
v a1r Y 1 (6.85)

definieren. Die rdumlichen Komponenten entsprechen aber nicht einer beob-
achtbaren Geschwindigkeit eines Objekts.

6.4.3 Zeitdilatation und Ldngenkontraktion
| Vorlesung 27: Fr, 31.01.2020

In einem Inertialsystem finden zwei Ereignisse am gleichen Ort im zeitlichen
Abstand t statt. Ein mit der Geschwindigkeit v bewegter Beobachter sieht
die Ereignisse mit dem Abstand

a0 (ct, 0) = (yet, —yfBet), (6.86)
d. h. ihr zeitlicher Abstand ist
' =~yt>t, (6.87)

also groffer, falls 5 # 0. Diesen Effekt nennt man Zeitdilatation und er ist
z. B. dafiir verantwortlich, daf3 Elementarteilchen fiir relativ zu ihnen bewegte
Beobachter langsamer zerfallen.
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Die Lénge [y einer raumartigen Strecke x = (0,1, 0,0) kann man in der
Relativitédtstheorie nur dadurch bestimmen, indem man mit bekannter Ge-
schwindigkeit ¥ vom Anfangs- zum Endpunkt reist und die im Ruhesystem
der Ldnge verstrichene Zeit tg mifit. Dann erhélt man

lo = |U]to . (6.88)

Allerdings ist durch die Zeitdilatation (6.87) auf der mitgefiihrten Uhr nur
die Zeit
1
t=—ty <tg (6.89)
f)/

verstrichen und man mifit deshalb die kiirzere Léange

1

6.4.4 Poincaré-Gruppe
Wenn man die Raum- und Zeit-Translationen

do i M — M

P =t 4 at (6.91)

zur Lorentz-Gruppe hinzufiigt, erhélt man die Poincaré-Gruppe. Diese hat
wie die Galilei-Gruppe 10 Generatoren, die mit dem Noether-Theorem wieder
10 Erhaltungsséatzen entsprechen

e 4 Raumzeit-Translationen: Energie und Impuls,
e 3 Rotationen: Drehimpuls, und

e 3 Boosts (spezielle Lorentz-Transformationen): Schwerpunktsbewegung.

6.5 Impuls und Energie

Eine geeignete Lagrangefunktion fiir ein freies Teilchen ist
. . 2
L(#,7) = —m\J1 -7 ez = - (6.92)
Y

weil die Wirkung fiir einen Weg I' : R — M als die Differenz der Eigenzeiten
geschrieben werden kann

t : Bt m
ST) = [ at2@d) = -me [ S = -me [ ar—me(n ) (693)

to to 8 T0
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und deshalb unabhéngig vom Inertialsystem des Beobachters ist. Auflerdem
liefert die nichtrelativistische Naherung fiir |v] < ¢

L=—-mc*\/1 —52/02 = —mc? (1 —f2/02/2+...) = —mc® + %54—...

=~
T
(6.94)
die bekannte kinetische Energie.
Die konjugierten Impulse
. OL 1 it ,
’ — e = ymi' (6.95)

=5 ; 2
ot \/1—52/020

und die Hamiltonfunktion

72

3 2 2
o 2 mc 1 mce
H= szj;z — L =ym# + — = ymc? (1 — —> + —— = ymc® (6.96)
i=1 v v
konnen zum FEnergie-Impuls- Vierervektor, bzw. Viererimpuls,

H
p= (—,ﬁ) = (yme, ym¥) = mv (6.97)
c
zusammengefasst werden, dessen , Lénge“ in der Tat nicht vom Beobachter
abhéngt?

H2 . ,
P = = - P — mc? — 72m252 — 2m (1 _ 52) —m22.  (6.98)
c

Die Bedingung (6.98) definiert die sogenannte Massenschale fiir Energie und
Impuls eines freien Teilchens in Abbildung 6.4. Aus (6.98) kann man leicht
die Form von H als Funktion der Impulse ablesen

H = \/m2c* + p?c?. (6.99)

In der nichtrelativistischen Naherung |p] < me fiir H

=
H = \/m?c* + p?c? :mCQV + pZ 5
m2c

2 P’

1
P
=mc (1+—+ .>2m02+——|—... (6.100)

2m2c? 2m
(g
2Wir hatten schon in (6.82) gesehen, daf§ die Vierergeschwindigkeit v die Linge c hat.

T
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Do
[
o =+
p2:m2
> |l

Abbildung 6.4: Massenschale (6.98).

finden wir die neben der erwarteten kinetische Energie die Ruheenergie
Ey = mc*. (6.101)
Weil (6.92) weder vom Ort noch von der Zeit abhéngt, sind die vier Kompo-

nenten des Energie-Impuls Vierervektors erhalten.

Bemerkung 6.3. In manchen veralteten Darstellungen wird von einer , Ru-
hemasse my“ und einer , geschwindigkeitsabhédngigen Masse m = ymg“ ge-
sprochen. Das ist Unsinn! Die Masse ist eine vom Beobachter unabhéngige
Eigenschaft, die durch die Massenschale (6.98) in Abbildung 6.4 festgelegt
ist. Nur der Punkt auf der Massenschale ist vom Beobachter abhingig.

6.6 Kinematik

Aus der Erhaltung von Energie und Impuls kann man die Kinematik von
Zerfalls- und Sto3prozessen herleiten:

D Ping =D Pows- (6.102)

6.6.1 Zerfdille

Ein ruhendes Teilchen der Masse m hat den Viererimpuls

p = (me,0) (6.103)

e,
Czap() Z 0
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Wenn es in zwei Teilchen der Massen m; und my zerfillt, mufl gelten

(mc, 6) =p=p1+tp= (El/C‘f‘Ez/C,ﬁl +ﬁ2) (6.104&)
(pi)? =mic® fiiri=1,2 (6.104b)
bzw.
p1 = —D2 (6.105a)
E, + Ey = mé? (6.105b)

E; = \/m2ch + 2 firi=1,2, (6.105¢)

wodurch der Betrag von p; und p> und damit F; und E, eindeutig festgelegt
sind. Nur die Winkel bleiben frei.

6.6.2 Stife
Umgekehrt kann in der Kollision von zwei Teilchen mit Viererimpulsen
pi = (Ei/c,p;) firi=1,2 (6.106)
ein Objekt mit Viererimpuls
p=Dp1+tp2, (6.107)

also der Masse

1 1 ———
m= -y (p1+p2)? = g\/(El + E5)? — (p1 + p2)?c? (6.108)

erzeugt werden. Im Schwerpunktssystem
P1 = —p2 (6.109)

findet man, dafl die gesamte Energie zur Produktion interessanter schwerer
Objekte zur Verfiigung steht

E, + ks
Wenn dagegen eines der Teilchen ruht
p2 = (mac, 0) (6.111)
ergibt sich
1 o0 V2moE
m = E\/p%+2p1p2 +p3 = \/m%+m§+2Elm2/C2 3 % (6.112)

und die erreichbare Masse wéchst nur mit der Wurzel der Energie. Der Rest
der Energie geht durch die Beschleunigung des Objekts verloren.
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6.7 Teilchen im elektromagnetischen Feld

Die Wirkung fiir ein geladenes Teilchen im elektromagnetischen Feld erhalten
wir durch Kopplung an das elektrische und das Vektorpotential

) 5 1.
L#,%) = —m\J1 - & Jc —e <¢ - —fA)
&
2 e 3
=—m\/1 -2 /2 —- " AV (6.113
mc\[1 -7 /[c CZQWZE , (6.113)

H,v=0

wobel wir auch die Potentiale zu einem Vierervektor zusammenfassen konnen

A= (¢, A). (6.114)

Die sich daraus ergebende Wirkung kann als ein Wegintegral geschrieben
werden

fdt O
S(T) = —mc? — - E/ dt Z G A”

to ﬁy c to

p,v=0
no. B
= —ch/ dr — - Z g,w/dx“A”. (6.115)
T0 c H,VZO I
Als kanonische Impulse erhalten wir
- JL e .
== it 4 — A 6.116
P = o =i+ © (6.116)

und die Hamiltonfunktion ergibt sich wie im nichtrelativistischen Fall aus der
freien Hamiltonfunktion (6.99) durch minimale Kopplung

( g) — (12 ;E;t) (6.117)

3 2
.- 2 e - me e- -
H:E pa'—L=ym¥ +-TA+ — +ep— -TA
, c v c
i=1

zu

N2
= ymc? 4 ep = \/m204 + 2 <]7— EA) +ep. (6.118)
c
Natiirlich stimmt der nichtrelativisische Grenzfall |§ — eA| < me fiir H
1 N2
H=me+—— (§-S4) +ep+... (6.119)
2m c

mit dem frither in der Ubung gefundenen Ergebnis iiberein.
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6.7.1 Kovariante Formulierung
Die elektromagnetischen Feldstérken E und B kénnen in einen antisymme-

trischen Lorentz-Tensor zweiter Stufe zusammengefasst werden

0 —E' —E* —FE®
E' 0 -B® B

FIW = E2 B3 O _Bl ) (6120)
E? —B? B! 0
der sich unter LT wie
3
Gt F" s Y AL AP (6.121)

K,A=0
transformiert und durch das Vektorpotential ausgedriickt werden kann
0AY  0AH
Fr = 9rAY — OV AF = — ,
Oz, Oz,
wobei partielle Ableitungen nach Komponenten mit unterem Index sich wie

ein oberer Index tranformieren. Die Version mit den Indices unten hat die
Komponenten

(6.122)

o B B> B
~E' 0 -B* B

Fu = 9upguo F"7 = _E? B3 0 _pB! (6.123)
—-E3 —-B? B! 0
Mit dem Viererstrom aus Ladungsdichte p und Stromdichte j
j= (cp,f) (6.124)
kann man die Maxwell-Gleichungen kompakt und explizit kovariant als
88]; - 477%” (6.125a)
o + or + or =0 (6.125b)

Oz, Oz, ox,

schreiben. Die Bewegungsgleichung fiir ein geladenes Teilchen, die aus (6.113)
oder (6.118) folgen, kann man mit der Vierergeschwindigkeit v zur explizit
kovarianten Form

3
yme—s = me = = Z SFW,UV (6.126)

zusammenfassen. Die rechte Seite enspricht der Lorentzkraft.



ohl: Fri 07 Feb 2020 11:04:54 AM CET subject to change! 201

—

NICHTLINEARE DYNAMIK

‘Vorlesung 28: Mo, 03.02.2020

Die unten im Abschnitt 7.3 kurz besprochenen integrablen Systeme sind
nicht die Regel, sondern eine Ausnahme. Wenn ein System sehr viele Frei-
heitsgrade hat, kann man mit den Methoden der Statistischen Mechanik Aus-
sagen iiber gemittelte Observable (Energie, Druck, etc.) machen. Relevante
Aussagen iiber nichtintegrable Systeme mit wenigen Freiheitsgraden kénnen
weder durch Integration der Bewegungsgleichung, noch durch Statistik ge-
macht werden.

7.1 Virialsatz

Einen interesannten Sonderfall, mit dem man doch etwas iiber Eigenschaf-
ten eines nichtintegrablen Systems lernen kann, stellt der Virialsatz dar. Er
erlaubt es, die Mittelwerte von kinetischer und potentieller Energie separat
zu bestimmen.

Betrachte das Zeitmittel der totalen Ableitung einer Phasenraumfunktion
f:7"Q —-R

<%f(q<t)’p<t))> - Thféo% OTdt%f(Q(t),p(t))
_ i £, p(7)) = £(4(0),p(0))

T—00 T

(7.1)

Falls f beschréankt ist, folgt mit

K d f<q<t>,p<t>>>' < lim Zmax|f| =0, (7.2)

a T—=00 T T*Q

dafl dieses Zeitmittel fiir hinreichend grofie Zeiten verschwindet

(Siatpien) =0 (73)
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Fiir das sogenannte Virial
v:T"Q —- R

gilt entlang der Losungen der Bewegungsgleichungen
0OH OH
) = IiDi iDi) = i — Qi | - 7.5
0 2:Gu?+qp) Z:( o, qa%) (7.5)

Wenn wir annehmen, dafl die Hamiltonfunktion in kinetische Energie 7" und
potentielle Energie E zerfillt

H(q,p) =T(p)+V(q) (7.6a)
wobei T" quadratisch in p
1
T(p) =35 %: Tijpip; (7.6b)

und V' homogen vom Grade 7

oV
; Gige = (7.6¢)
sei, dann gilt
v=2T—-nV (7.7)

und damit fiir beschréinkte Bewegung

2(T) =n(V) . (7.8)
Mit der Energicerhaltung

(T)+(V)=E (7.9)
folgt fiir 1 # —2

(T) = #E (7.10a)

) (7.10D)
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Beispiel 7.1. Fiir harmonische Kréfte

Vig) = % Z Di;qiq; (7.11)
d.h. 7 =2 gilt 1
(1) ={V)=35E. (7.12)

Beispiel 7.2. Fiir Newtonsche Gravitation und Elektrostatik

1 QG
V(g) = = Y 7.13
() Qizj,qi_qﬂ (7.13)

d.h.n=—1 gilt
(T) = —F = —% (V) . (7.14)

Anwendung: Dunkle Materie (Zwicky, 1937). (T') eines Galaxien-Clusters
kann durch Doppler-Verschiebung von Spektrallinien gemessen werden, dar-
aus kann man unter der Annahme, dafi das Zeitmittel durch das Mittel iiber
alle Galaxien des Clusters ersetzt werden kann, mit o;; = Gm;m; in (V) die

Massen abschétzen und erhélt wesentlich mehr, als die Leuchtkraft erwarten
1483¢.

7.2  Stabilitatstheorie

Die Dynamik eines Systems im Phasenraum wird durch einen Flufl

O RxTQ—=TQ

7.15
(t,x0) = x(t) = Dy(xp) (7.15)
beschrieben, der iiber eine Differentialgleichung
dx
—(t) = X (x,t 1
() = X(x.1) (7.16)

durch ein Vektorfeld X : T*Q x R — T(T*Q) = R*" festgelegt ist. In einem
konservativen System sind Flufl und Vektorfeld hamiltonsch und in einem au-
tonomen System héngt das Vektorfeld nicht von der Zeit ab. Der Einfachheit
halber werden wir uns im Folgenden auf autonome Systeme beschrénken.
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7.2.1 Fizpunkte

Fiir das qualitative Verhalten des Systems wichtig sind Gleichgewichtslagen
oder Fizpunkte xq, an denen das System verharren kann

Vte R :z(t) = ®(zg) = 20 (7.17)
An diesen Stellen mufl das Vektorfeld verschwinden, weil

dx
dt

_ s,
At

(x0) = X(29) =0. (7.18)

t=0 t=0

Man kann dort das Vektorfeld linear approximieren

X(z) = X(z0) + DX () (v — 20) + O((x — 0)?) (7.19)
—0 —A

und findet mit

0X;
A =[DX];; = o, (7.20a)
y=1x— X (7.20b)
die linearisierte Gleichung
dy
—= =Ay. 7.21
o = (7.21)
Man kann diese durch
y = ey, (7.22)

16sen und das qualitative Verhalten wird von den Eigenwerten \; von A =
DX (zg) bestimmt:

e )\; > 0: repulsiv in Richtung des zugehorigen Eigenvektors
e )\ < 0: attraktiv in Richtung des zugehorigen Eigenvektors
o )\, = Fiw: Zykel

e )\, = +p +iw: auslaufende Spirale

e ). = —p £ iw: einlaufende Spirale .

Fiir ein konservatives System mufl wegen des Liouville’schen Theorems (Ab-
schnitt 5.4.3)
1 = det e(i710) = girAlt=to) (7.23)
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YRR 1L 2V
a ¥
< \J 1

gelten, also
trA=0 (7.24)

oder

> A=0. (7.25)
Die Eigenwerte sind Beispiele fiir Lyapunov-Exponenten, die die Zeitabhéngig-
keit des Abstands benachbarter Trajektorien charakterisieren.

Beispiel 7.3. In zwei Dimensionen gibt es in der Néahe eines Fixpunktes die
Moglichkeiten

Abb. A1 A2
Attraktor 7.1 <0 <0
Repulsor 7.2 >0 >0
Sattelpunkt 7.3 >0 <0
Zykel 7.4 +iw —iw
Spirale einlaufend | — | —p+iw | —p —iw
Spirale auslaufend | — | +p+iw | +p —iw

wobei in einem kanonischen Phasenraum (y;,y2) = (¢,p) wegen des Liou-
ville’schen Theorems nur Sattelpunkte mit \; = —\, und Zykel erlaubt sind.
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Abbildung 7.2: Repulsor bei y = 0.

7.2.2  Grenzzyklen

Neben den Fixpunkten gibt es auch Grenzzyklen mit einer stabilen periodi-
schen Bewegung, wie in Abbildung 7.5 und 7.6, um die herum wieder linea-
risiert werden kann, um zu unterscheiden, ob die Bewegung in den Zyklus
hinein oder hinaus verlauft.

7.8 Integrabilitdt

Definition 7.4 (Integrables System). Ein autonomes mechanisches System
[' = (T*Q, H) mit N Freiheitsgraden, bestehend aus einem 2N-dimensio-
nalen Phasenraum 7%@ und einer Hamiltonfunktion H : T*Q — R heifit
integrabel, wenn es neben der Hamiltonfunktion ¢g; = H mindestens N — 1
weitere Integrale {g; : 7*Q — R}i—o. n gibt, die

1. Teilmengen . C T*(@) definieren
Ye={2veT'Q:¢9(x)=c¢,Vi=1,...,N}, (7.26a)
mit ¢c; = F,
2. zueinander in Involution stehen
VeeT*Q :Vi,j=1,...,N :{g,9;}(z) =0, (7.26b)

und
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Abbildung 7.3: Sattelpunkt bei y = 0.

3. voneinander unabhéngig sind, d. h.

Vo € ¥, : {dg;(x)}1,. n linear unabhéngig . (7.26¢)

,,,,,

‘Vorlesung 29: Fr, 07.02. 2020‘

Fiir integrable Systeme erhélt man nicht nur lokale Aussagen iiber die Losung
von Systemen gewoOhnlicher Differentialgleichungen in einer Umgebung der
Anfangswerte, sondern globale Aussagen iiber die Losungen fiir alle Zeiten:

Theorem 7.5 (Liouville, Arnold). Sei I' ein integrables System, dann ist

1. X, eine glatte Untermannigfaltigkeit die invariant unter dem von H

erzeugten Flufs @ ist
D3, =2, (7.27)

2. wenn X, kompakt ist, dann ist ¥, diffeomorph zu einem N-dimensio-
nalen Torus
TV =8' xSt x ... xS, (7.28)
d. h. es gibt eine glatte Bijektion X, — TV, wobei S* der Einheitskreis
151,
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Yo b
N
= awy ‘

Abbildung 7.4: Zykel bei y = 0.

3. die Winkel {0;}i=1..n auf jedem S* sind geeignete Koordinaten fiir T
und die zugehorigen Bewegungsgleichungen sind

d6; .
de

deren Losung zu einer quasiperiodischen Bewegung auf S fiihrt,

(7.29)

4. die kanonischen Gleichungen kénnen durch Quadraturen gelost werden.

Wiihrend die Notwendigkeit der Unabhéngigkeit der Integrable {g¢;}1,. n
zur Definition einer N-dimensionalen Untermannigfaltigkeit einer 2 N-dimen-
sionalen Mannigfaltigkeit intuitiv einsichtig sein sollte, verdient die Bedin-
gung, daB sie paarweise in Involution stehen {g;,g;} = 0 eine Bemerkung.
Die Bedingungen

dg;
dt

ist offensichtlich erforderlich, damit 3. unter der Zeitentwicklung stabil sein
kann. Die verbleibenden Bedingungen versteht man am besten dadurch, dafl
die Integrale den Impulsen auf den unabhingigen S' die den Torus TV aus-
machen entsprechen, und deshalb paarweise verschwindende Poissonklam-
mern haben miissen. Weil kanonische Transformation die Poissonklammern
nicht &ndern, muf} dies auch fiir die Integrale gelten.

In der Quantenphysik sind die Observablen die gleichzeitig gemessen we-
ren konnen die, die miteinander vertauschen, also die klassischen Observablen
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Abbildung 7.5: Stabiler (attraktiver) Grenzzyklus bei 2?2 + x3 = 1.

entsprechen deren Poissonklammern verschwinden, bzw. die in Involution
sind.

Geometrisch enspricht die Integration der Bewegungsgleichung der Gléttung
des Hamiltonschen Vektorfelds

0H  0H OH oH\"
XH:(—,...,—,——,...,——> (731)
op1 Opn Oq dqn
(q'lw“aq.Napl?"pr)T:XH (732)
das die zeitliche Anderung des Systems beschreibt.
Beispiel 7.6 (Harmonischer Oszillator redux). Vor der Integration
1 mw?
H =_—p° 2 7.33
(0.9) = 5P+ =54 (7.33)

Xy = (_ " ) (7.34)

und nach der Integration
H'(Q,P) = Pw (7.35)
mit hamiltonschem Vektorfeld

XH’ = (w,O) . (736)
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Abbildung 7.6: Instabiler Grenzzyklus bei 22 + x5 = 1.

7.3.1 Beispiele
Im Zentralkraftproblem mit drei Freiheitsgraden, 7*@Q = R? x R? und

H= "3+ v(q) (7.37)

2m

gibt es vier Integrale
e die Gesamtenergie H
e die drei Komponenten des Drehimpulses L=7%x p.
Allerdings gilt
{H,L;} =0 (7.38a)

{Li, L} = el (7.38h)
k

und die L; stehen nicht in Involution. Wenn man eine Komponente, o. B.d. A.
Lj, auswéhlt, hat man nur zwei Integrale, eines zuwenig fiir drei Freiheits-
grade. Gliicklicherweise findet man (Ubungsaufgabe), da8

(L, L*} =0 (7.39)

und man kann drei Integrale auswéhlen, die zueinander in Involution stehen:

H,[? L. (7.40)
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Im Abschnitt 4.2 hatten wir die Bahnen durch die beiden Integrale H und
Dy = |[_: | parametrisiert. Dies entspricht trotzdem den drei Integralen (7.40),
weil wir die Koordinaten so gewahlt hatten, daf§ die Bewegung in der xi-x-
Ebene verliuft und deshalb Ls = |L|.

Im Keplerproblem
Q@

1
H=—p"—— 7.41)
om? T 1a (
haben wir mit den drei Komponenten des Runge-Lenz-Vektors R zusitzli-
che Integrale, die wie als Ubung nachgewiesen werden kann, nicht alle in
Involution stehen:

{H,Li} =0 (7.42a)
{H,R;} =0 (7.42D)
{Li, Lj} = Z €ijk L (7.42¢)
%
{Li,R;} = Z €ijk (7.42d)
k
2H
{RZ’, R]} == —E EijkLk . (7426)
k

Allerdings kénnen wir Ry und R2 zu (7.40) hinzuftigen und erhalten fiinf
Integrale . .
H,L* L3, R* Rs, (7.43)

die in Involution stehen. Damit haben wir mehr Integrale als fiir die Integra-
tion eines System mit drei Freiheitsgraden notig. Solche Systeme nennt man
superintegrabel.

7.4  KAM-Theorie

Eine physikalisch wichtige Situation ist gegeben, wenn sich die Hamiltonfunk-
tion H eines Systems aufspalten 1dt in einen Anteil Hy, der ein integrables
System beschreibt und einen Teil H’', der eine , kleine“ Stérung des integra-
blem Systems beschreibt

H=Hy+ H'. (7.44)
Das beriihmteste Beispiel hierfiir ist das Sonnensystem. Hierbei ist die un-

abhéngige Bewegung der Planeten um die Sonne

Neptun

Hy= Y  H (7.45a)

i=Merkur
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mit

1 9 GMm,

b; — s
|Qi|

integrabel (vgl. Abschnitte 4.2.3 und 7.3), weil 3 X Npjaneten Integrale existie-
ren, die in Involution stehen

{Hiv Li,37 E?}i:Merkur,...,Neptun . (746)

H; = (7.45D)

2mz-

In den entsprechenden Wirkungs- und Winkelvariablen ausgedriickt verlaufen
beschrinkte Bewegungen dann auf Tori S* x S! x S x - - und unbeschrinkte
Bewegungen auf Zylindern S' x S* x .- x R x R x ---. Wenn man die
Wechselwirkung der Planeten untereinander

Neptun

- 3 Grmm; (7.47)
i,j=Merkur ‘Qz - qu
i

hinzufiigt, zerstort sie die Integrabilitét.

Fiir den integrablen Teil wissen wir, dafl die Bewegung fiir max; £; < 0
auf Tori im Phasenraum verlduft. Man kann nun zwei Szenarien fiir das
Gesamtsystem erwarten:

e das Gesamtsystem ist nicht integrabel, also gibt es die Tori des un-
gestorten Systems hier nicht mehr und das System kann irgendwann
jeden mit H(q,p) = E energetisch erlaubten Punkt im Phasenraum
erreichen oder

o falls m; < M konnten die Storungen zu klein sein, um die Tori zu
zerstoren.

Fiir das zweite Szenarium spricht die beobachtete Stabilitdt des Sonnen-
systems iiber O(10%y). Fiir das erste Szenarium spricht, dafl bereits im
Dreikorperproblem eine Masse nach unendlich entweichen kann, wenn die
anderen beiden Massen geniigend Energie an sie iibertragen.

Man kann diese Frage systematisch mit Stérungstheorie studieren und
erzeugende Funktionen fiir kanonische Transformationen als Potenzreihen-
entwicklung in einem kleinen Parameter € konstruieren

So(q, P) = qP + €557 (¢, p) + 25 (¢, p) + ... , (7.48)

wobei in unserem Fall ¢, = m; /M. Weil sich das ungestorte Problem quasi-
periodisch mit Frequenzen w; bewegt

0; ox it (7.49)
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tragt die Storung Terme der Form

>~ Cupng, T (7.50)

ni,mne,...
bei, die nach Integration auf
/dt Ft Z Z”;Zw el 2 nawit (7.51)
nl,nQ, 1

fithren, was fiir Frequenzen, die in rationalen Verhéltnissen

Wi Nij
_— = i = s NZ ’D € N 752

mit kleinen Zahlern N;; und Nennern D;; stehen, zu grofien Korrekturen
fithrt, die die Konvergenz der Storungsreihe auch fiir kleine e zerstoren.

Solche Resonanzeffekte sind typisch in der Physik: auch in der Quanten-
theorie werden Storungen, die nahezu gleiche Energie (d. h. Frequenz) haben,
zu besonders starken Effekte fiithren.

Trotzdem kann man das KAM-Theorem (Kolmogorov, Arnold, Moser,
ca. 1954-63) beweisen: hinreichend kleine Stérungen zerstoren die meisten der
sogenannten KAM-Tori nicht, sondern verformen sie nur. Die ersten KAM-
Tori, die zerstort werden, sind diejenigen mit Umlauffrequenzen, die in ra-
tionalen Verhaltnissen mit kleinen Zghlern /V;; und Nennern D;; stehen.

In der Tat finden man, daf z. B. die Saturnringe vorzugsweise Liicken an
den Stellen haben, deren Umlaufzeiten in rationalen Verhéltnissen zu den
Umlaufzeiten der Saturnmonde stehen.

7.5 Deterministisches Chaos

Im Gegensatz zur Quantentheorie, die prinzipiell nur Aussagen iiber die
Wahrscheinlichkeiten von experimentellen Resultaten treffen kann, ist die
klassische Physik deterministisch: wenn das Hamilton’sche Vektorfeld (der
Hamilton’schen Fluf}, die Hamiltonfunktion, die Lagrangefunktion, oder die
Krifte) bekannt sind, kann aus einem zum Zeitpunkt ¢ty bekannten Anfangs-
zustand xy € T*Q eindeutig der Zustand z(t) = P,zy € T*Q berechnet
werden. Auch wenn die Losung des Problems nicht per Integration moglich
ist, kann eine zumindest prinzipiell beliebig genaue numerische Losung ge-
funden werden.
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Wenn das System aber positive Lyapunov-Exponenten aufweist, dann
wichst aus einer Unsicherheit Az in der Bestimmung des Anfangspunk-
tes xo € T*() mit der Zeit zu einer Unsicherheit

Ax(t) = em@xirilt=to) A g (7.53)

an. Dies kann dazu fiithren, dafl trotz deterministischer Dynamik die Un-
sicherheit so grof§ wird, daf§ keine quantitativen Aussagen iiber x(t) mehr
moglich sind, weil es fiir alle Azg > 0 ein ¢ > ¢, gibt, sodafl Az(t) zur Grofle
des energetisch zugénglichen Teils des Phasenraumes anwachsen kann.

Solche Systeme sind ein Beispiel fiir deterministisches Chaos, einem in
den 80er und 90er Jahren des letzten Jahrhunderts sehr aktiven Forschungs-
gebiet. Populdr wurde der Schmetterlingseffekt: ,,das Fliigelschlagen eines
Schmetterlings in China kann nach endlicher Zeit das Wetter in Unterfran-
ken beinflussen®.
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A

NOTATION

In der Vorlesung und in diesem Skript verwende ich eine Notation, die weit-
gehend den Konventionen der modernen Mathematischen Physik folgt. So
unterscheide ich z. B. zwischen dem Phasenraum 7%() der von Koordinaten
und Impulsen (g, p) aufgespannt wird und dem Raum 7'Q) der von Koor-
dinaten und Geschwindigkeiten (g, ) aufgespannt wird (Geschwindigkeits-
Phasenraum), obwohl sowohl p als auch ¢ in zu R" isomorphen Vektorraum-
en leben. Zunédchst moégen solche Unterscheidungen als unnotige Pedanterie
erscheinen, die von ,,der Physik“ ablenken, aber ich bin sicher, daf} sie spéter
Verwirrungen verhindern.

H Hamiltonfunktion, entweder zeitunabhéngig

H:T°Q) - R

(¢,p) = H(g,p) A
oder zeitabhéngig
H:T"QxR—R (A2)
(q,p,1) = H(g,p,?t)
(vgl. Abschnitt 5.44, Seite 150).
L Lagrangefunktion, entweder zeitunabhéngig
L: TQ — R | (A3)
(4,9) = L(g,9)
oder zeitabhéngig
L:TQxR—R (A4)

(¢:4,t) = L(q,4,t)
(vgl. Abschnitt 3.23, Seite 24).
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q

q

qi
Q@

R”
T,Q

TQ

;Q

7Q

81

Ein Punkt im Konfigurationsraum @), d.h. ¢ € Q.

Der Vektor der Koordinaten des Punkts ¢ € @Q,d. h. §= (q1,42,--.,Gn) €
R™. Oft auch als verallgemeinerte Koordinaten bezeichnet.

Die i-te Komponente von (.

Konfigurationsraum des betrachteten Systems. Fiir ein Punktteilchen
ohne Nebenbedingunge im Anschauungsraum gilt Q = R3. (vgl. Ab-
schnitt 2, Seite 5).

Der Korper der reellen Zahlen oder der eindimensionale Vektorraum
iiber dem Korper der reellen Zahlen.

Der n-dimensionale Vektorraum iiber dem Korper der reellen Zahlen.

mathematisch: Tangentialvektorraum an @ am Punkt ¢ € Q (7,Q =
R™).

Geschwindigkeits-Phasenraum, d.h. Raum der Koordinaten und Ge-
schwindigkeiten. Falls der Konfigurationsraum () topologisch einfach
ist, gilt TQQ = @ x R". Die mathematische Bezeichnung und Motiva-
tion der Notation ist Tangentialbiindel (oder auch Tangentialvektor-
raumbiindel) an Q.

~Y

mathematisch: Kotangentialvektorraum an ) am Punkt ¢ € () (T;Q =
R™) (vgl. Abschnitt 5, Seite 143).

Phasenraum, d. h. Raum der Koordinaten und Impulse. Falls der Kon-
figurationsraum () topologisch einfach ist, gilt 7*Q) = @) x R". Die ma-
thematische Bezeichnung und Motivation der Notation ist Kotangen-
tialbiindel (oder auch Kotangentialvektorraumbiindel) an Q. (vgl. Ab-
schnitt 5, Seite 143).

Punkt in den kartesischen Anschauungsriumen R, R? R3 oder ent-
sprechender Produkte fiir Mehrteilchensysteme. Mit x : Q — R"™ wird
die Einbettung von () in einen Anschauungsraum bezeichnet.

Die Koordinaten von . Die Z bilden einen Vektorraum der auf natiirli-
che Weise isomorph zum Konfigurationsraum ist.

; Die i-te Komponente von 7.

Kurzschreibweise = (q,p) = (q1,---,qn,P1,- -, Pn) fiir einen Punkt
im Phasenraum 7*@Q). (vgl. Abschnitt 5.4, Seite 156).
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B

MATHEMATISCHER WERKZEUGKASTEN

B.1 Funktionen

Eine Funktion f ist eine Abbildung, die jedem Element x des Definitionsbe-
reichs (bzw. des Urbildes) A genau ein Element der Bildmenge B zuordnet

f:A—B
>y = f(r).
In der physikalischen und der &lteren mathematischen Literatur wird die
Funktion f oft mit f(x) bezeichnet. Diese Notation ist aber mifiverstéandlich,
weil sie es unmoglich macht, zwischen der Funktion f : A — B und ihrem

Wert f(x) € B an der Stelle z € A zu unterscheiden. Spétestens, wenn wir in
Abschnitt 3.1 Funktionen von Funktionen betrachten, miissen wir zwischen

S1(f) (B.2)

(B.1)

und

Sa(f(x)) (B.3)

unterscheiden. Wenn F p die Menge der Funktionen f : A — B bezeichnet,

dann ist
Sl : FA7B — C

foz=Si(f), By
aber & BoC
9 —
y =z =5(y) (B.5)
oder

r— z=Sy(f(z)).
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Die beiden Funktionen haben also nichts miteinander zu tun! Typische Bei-
spiele fiir Funktionen von Fgr g nach R sind z. B. bestimmte Integrale

I(l,b : FR,R — R

b (B.7)
f=1.(f) = / dz f(z).
Wir werden die Notation f(z) fiir die Funktion nur dort benutzen, wo eine
Verwechslung mit dem Funktionswert f(x) ausgeschlossen ist und die prizise
Notation unnétig umstéandlich wére.
An manchen Stellen mufl nicht gefordert werden oder kann nicht garan-
tiert werden, daf} eine Funktion

"R—> A
/ (B.8)
z — f(x)
fiir alle reellen Zahlen definiert ist', sondern nur fiir eine Teilmenge I € R
I = A
f (B.9)
r— f(x).

Oft handelt es sich bei I um eine offene Umgebung eines Punktes. Analoges
gilt fiir Teilmengen von R".

B.2  Lineare Algebra

B.2.1 Rechnen mit Indices
Summationsindices vs. freie Indices
Kronecker-6
e-Tensor
Forderung: total antisymmetrisch
Vi, g,k =1,2,3 " €k = €jki = €kij = —€jik = —€kji = —Eikj (B.10)

und
€123 — 1, (Bll)

n der ersten Version des Skriptes wurde auch in diesesn Fillen oft f : R — R anstelle
von f : I — A geschrieben, wenn es wichtiger war, zu betonen, dal I € R, als da} f
nicht notwendig auf ganz R definiert ist. Bei der Uberarbeitung soll méglichst konsequent
f: 1€ R — A geschrieben werden.
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dann
€123 = €231 = €312 = 1 = —€213 = —€130 = —€301 . (B.12)
Summationen
3
Z €ijmEkim = Oikj1 — OitOjk (B.13a)
m=1
3
Z €iki€jkl = 20; (B.13b)
k=1

B.3  Ableitungen

Our presentation |[. .. ] aims at keeping as close as possible to the
fundamental idea of calculus, namely the local approzimation of
functions by linear functions. In the classical teaching of
calculus, this idea is immediately obscured by the accidental fact
that, on a one dimensional vector space, there is a one-to-one
correspondence between linear forms and numbers, and therefore
the derivative at a point is defined as a number instead of a
linear form. This slavish subservience to the shibboleth of
numerical interpretation at any cost becomes much worse when
dealing with functions of several variables.

J. Dieudonne, Treatise on Analysis (1960) [5]

Die Darstellung orientiert sich an den Abschnitten 8.1-8.4 von [5].

Definition B.1. Ein Banachraum ist ein vollstdndiger normierter Vektor-
raum.

Banachridume sind die Abstraktion der in der Physik iiberall verwendeten
vollstdndigen normierten Vektorrdume R"™, C", was die rellen Zahlen R und
die komplexen Zahlen C einschliefit.

Definition B.2. Zwei Funktionen f : £ — F und g : E — F beriihren
einander, f = ¢ im Punkt 2y € E wenn

@) = 9@l

== | — 2ol

~0. (B.14)
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Dies definiert wegen

1f () = h(o)|[r < [[f(x) = g(@)[|r + |lg(x) = h(z)[|r (B.15)

eine Aquivalenzrelation
FRgANgEh—= fRh. (B.16)

Unter allen Funktionen g : £ — F, die eine gegebene Funktion f :
E — F an einem Punkt zy € FE beriihren, gibt es hdchstens eine lineare
Approximation der Form

E>xw f(zo) + Df|,, (x —x0) € F (B.17)
wobei Df|, : E — F eine lineare Funktion ist, d.h. Df| € L(E, F).

Definition B.3. Wenn Df| € L(E, F) aus (B.17) existiert, nennt man es
die Ableitung der Funktion f : F — F am Punkt o € F.

Diese Definition der Ableitung wird auch mit Frechet-Ableitung bezeich-
net. Thr grofler Vorteil ist, daf die volling unabhéngig von den betrachteten
Banachrdumen ist und im ein-, im mehr- und im unendlichdimensionalen Fall
verwendet werden kann.

Beispiel B.4. Sei
f:R—=R
x>y = f(z)
dann wirkt Df|, ~durch Multiplikation und kann durch eine Zahl f'(z9) € R
repriasentiert werden

(B.18)

d
Dfl,, (r) =2 | = af(a). (B.19)
Beispiel B.5. Sei
fR*">R
B.20
x>y = f(z) (20

dann ist die lineare Transformation Df|, eine Form R™ — R, die ihrerseits
durch einen Vektor Vf| € R" = L(R",R), den Gradienten, reprisentiert
werden kann

- 8
Dfl,, (x) =Y [Df,,], = vao xz—z ag- v, (B2l
i=1 i=1 tlzo
bzw. o7
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Beispiel B.6. Sei
fR"—=R"™
vy = f(z)
dann kann die lineare Transformation Df|, ~durch eine reelle m x n-Matrix
repréasentiert werden

(B.23)

. u L
vz:1w.wn4thxxm::§:[thjw%::ij8i' v, (B.24)
j=1 j=1 RE
bzw. 5
Yi
[ f’xo]ij 8% 20 (B25)
B.3.1 Kettenregel
¢ FE—F (B.264a)
Vv F—G (B.26b)
und bod:E oG
oQ . —
B.27
v $(0(2) (B21)
Dann
D(po¢): E—G (B.28a)
mit
D(¢ 0 ¢)|, = Dy, © Do, (B.28b)
B.3.2  Produktregel
Fiir eine bilineare Funktion
o ExF —G
B.29
(,y) = ¢(z,y) (B.29)
gilt
Dol o i EXF =G
050 (B.30)
(’57 77) = D¢’gj07y0 (ga 7]) = ¢(l’0, 77) + ¢(67 yO) )
weil

P(xo + & 90 + 1) = d(w0,90) + 9§, %0) + ¢(0,n) + ¢(&§, 1) - (B.31)
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f:E—=FE (B.32a)
g F > F (B.32b)
(fxg):ExF—FE xF'
(@9) > (f(a),9(s) (35
. ExF—(G (B.34)
(@,y) = o(f(x),9(y))
oder
= o (fxg) (B.35)
also
D® (s B X F = G (B.36a)
mit

DO[,, )y (#,9) = &l (5w) g0y (Pl (2): Dyl (9))
= ¢(f(w0), Dgl,, (v)) + &(Df],, (x),9(y0)) . (B.36b)

Als kommutatives Diagramm

o
>y ¢
_
ExF__ T FExF__ T=d
Df|x X Dg|y D¢‘(x’,y’)
Do
) (B.37)
Beispiel B.7. Sei
E=F=F=F =G (B.38)
eine Banach-Algebra mit
o(z,y) =zy. (B.39)
Dann
B(x) = f(@)g(x) (B.40)
und

D®|, (z) = f(xo) Dyl,, () + Dfl,, (x)g(x0) - (B.41)
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Beispiel B.8. Sei

E=FE =F=F =G=R, (B.42)
dann wirkt D f per Multiplikation, £(R,R) = R und (B.41) kann
D(fg) = f(Dg) + (Df)g (B.43)

geschrieben werden.

B.3.3 ,Vektoranalysis“

Gradient
d:C*R",R) = C*'(R",R"
grad : C(R™, R) = O (R, RY) (B.44a)
fr—g=gradf
mit P
gi(z) = a;; (x) (B.44b)
oder .
g(x) =V f(x). (B.44c¢)
Der Gradient kann durch die Frechet-Ableitung
Df], ( }:vgl (B.45)
ausgedriickt werden.
Divergenz
div: C*(R",R") —» C* ' (R",R
v ( ’ ) — ' ( ) ) (B46a)
f—divf
mit
. = _' 8fz
(div f)(z) = Vf(z Z : (B.46b)

axz
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Rotation

Wihrend der Gradient und die Divergenz in beliebigen Dimensionen definiert
werden kann, ist die Rotation nur drei Dimensionen eine Abbildung von
vektorwertigen Funktionen auf vektorwertigen Funktionen

rot : C*(R3 R?) — C*1(R? R?)

Fis g =rot f (B.47a)
mit ,
gi(z) = Z €zgk%($) (B.47b)
gk=1 J
oder L
§g(@) =V x f(7). (B.47c¢)

Die Verallgemeinerung auf beliebige Funktionen erfordert mehr Indices

rot : C*(R",R") — C**(R",R" @4 R")

Fsg—rotf (B.48a)
mit of of,
9ij(r) = —gji(z) = 8_:;(93) - a—zz(az) . (B.48b)

Den angemessene mathematische Rahmen dafiir liefert die duflere Ableitung
von Differentialformen.
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C

ABKURZUNGEN

ELG Euler-Lagrange Gleichung
HJG Hamilton-Jacobi-Gleichung

LT Lorentztransformation
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