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Konservative Krifte, Variationsrechnung

2.1 (Nicht-)Konservative Kraftfelder

Betrachten Sie die folgenden Familien von Kraftfeldern auf geeigneten Defi-
nitionsbereichen D,sn) C R
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2D7(71)9fl—>7’n'f€R3 (1a)
: D1(72) ST 7’1172 . (:c151 — .’17252) € R3 <1b)
: D7(73) ST 7'7172 : (1’251 — $1€2) € R3 (1(3)
: D7(73) ST+ 7’7172 . (:vgé'l + 1‘152) € R3 (1d)

wobei 715 = \/2? + 23 und r = \/2? + 13 + 22.

Skizzieren Sie die Felder ﬁé") als Vektorpfeile in der von den Einheitsvek-
toren €; und €, aufgespannten Ebene (hier geniigt es, zwischen den Fillen
n> —1,n7=—1und n < —1 zu unterscheiden).

Bestimmen Sie, abhéngig von der Potenz n € R,

1. den maximalen Definitionsbereich D",

2. die maximale Bereiche C\" C DY auf denen F\" konservativ ist,

3. eine Potentialfunktion V™ : C" — R mit F\") = —VV,"_ sofern sie

existiert,

4. das Kurvenintegral

—

I(R) = / A€ Fm (@) 2)

iitber den gegen den Uhrzeigersinn umlaufenen Kreis vz mit Radius R
und Mittelpunkt 0 in der von €; und é5 aufgespannten Ebene
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2.2 Variationsrechnung mit Seifenblasen

Zwischen zwei Kreisringen mit Radius R, die bei z = —x¢ und z = x4
zentriert in der yz-Ebene liegen, sei eine Seifenhaut gespannt (s. Skizze).
Aufgrund der Oberflichenspannung wird sich die Seifenhaut so ausbilden,
dass die entsprechende Oberfliche minimal ist.

1. Das gesamte Problem ist rotationssymmetrisch um die z-Achse. Zeigen
Sie, dass die Fliache der Rotationsfigur um die z-Achse fiir die Funktion
Y : [—x0, 2] — R zwischen den Kreisringen durch

o
Fly) = / 2ry(e)y/1 1 g (w)da 3)
mit 3 = j—i gegeben ist.

2. Benutzen Sie nun die in der Vorlesung kennengelernte Methode der Va-
riationsrechnung, um die Minimalfliche zu finden, die von der Seifen-
haut gebildet wird. Gesucht ist also die Funktion y, die F'(y) minimiert.

(Hinweis: Zeigen Sie, dass die Euler-Lagrange-Gleichung fiir dieses Pro-
blem in der Form

d y/2
— 1 2 _yg—~ | =0 4
I (y +y ym) W

geschrieben werden kann.)
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