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(a) (b)

Abbildung 1: Skizzen zu den Aufgaben. (a) Drei mittels Federn verbundene Punktmassen im
R™. (b) Ringférmige Anordnung von n identischen Punktmassen.

7 Anwendungen

7.1 Dreikoérperproblem mit Federn
Wir betrachten drei identische Punktmassen, die iiber masselose Federn ohne Ruheldnge
miteinander verbunden sind (siche Abb. [Ia)). Die Lagrangefunktion hat die Form
Ml | 29 2 kro -\ - o2 S =2
L= E[xl—i—%—i—xg} — 5[(1‘1 — To)" 4 (o — X3)° + (73 — 71)°|.

(a) Offenbar ist das Problem invariant unter globalen Translationen, also macht es Sinn
diese Invarianz durch geschickte Koordinatenwahl zu nutzen. Wir definieren dazu

H=X+q, i=123
mit der Zwangsbedingung
G+H+aG=0.
Was ist die physikalische Bedeutung dieser Zwangsbedingung?
(b) Zeigen Sie, dass sich die Lagrangefunktion als
3m

L=722+m[§f+é§+§1§2} —3k[67f+61’22+§1q3].

schreiben léasst.
(c) Wir definieren nun
¢i| |cosa —sinal |7
G| |sina  cosa | ||’
Driicken Sie L in den Koordinaten X , 71,72 aus und bestimmen Sie « derart, dass
alle Koordinaten entkoppeln.

(d) Leiten Sie die Bewegungsgleichungen her und finden Sie deren allgemeine Losung.
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7.2 Diskrete Feldtheorie

In dieser Aufgabe betrachten wir n Punktmassen auf einem Kreis mit Radius r, die
wieder iiber masselose Federn miteinander verbunden sind (siehe Abb. [1b)). In der Gleich-
gewichtslage haben alle Massen den gleichen Abstand zueinander, also wéhlen wir als
verallgemeinerte Koordinaten die Auslenkungen ¢, aus dieser Gleichgewichtslage. Unter
der Annahme kleiner Auslenkungen erhalten wir die Lagrangefunktion

. 2. . kr?
L(¢e, ¢r) = % > of - % (¢ = Pe11)?,
/=1 /=1

wobel wir in der zweiten Summe n + 1 mit 1 identifizieren.

(a) Zeigen Sie, dass die Euler-Lagrange Gleichungen die Form

é@ = —w2(2q§g — Gpy1 — ¢571) (1)
annehmen und bestimmen Sie w.

(b) Um Gleichung (1)) zu 16sen, machen wir den Exponentialansatz ¢,(t) = e*¢,(0).
Wir erhalten das Eigenwertproblem

N e(0) = —w?[264(0) — de41(0) — de-1(0)], (2)

das nun noch zu lésen ist. Machen Sie dazu den Ansatz ¢,(0) = z¢ und bestimmen

Sie A(2).
(¢) Da wir n+ 1 und 1 identifiziert haben, gilt
Zn+1 = ¢n+1 (0) = ¢1(O> = Z.

Welche Werte kann z also annehmen? Fiir jeden moglichen Wert von z erhalten Sie
somit die Eigenschwingung

¢Z(t) — [aek(z)t + ﬁe—)\(z)t] ZZ

mit beliebigen Konstanten «, 3.

(d) Wir betrachten den Anfangswert ¢,(0) = €dzo und ¢¢(0) = 0, also eine kleine stati-
sche Auslenkung der Punktmasse 0. Schreiben Sie diesen Anfangswert als Superpo-
sition der zuvor erarbeiteten Losungen und bestimmen Sie damit ¢(%).
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