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3 Euler-Lagrange und Lagrangemultiplikatoren

3.1 Starrer Korper

Wir betrachten zwei freie Punktteilchen mit den Massen m

und M, die durch einen masselosen Stab der Léange d mit-

einander verbunden sind. Bezeichnen wir die Positionen der M, X
Massen mit 7 und X , so ist die Lagrangefunktion gegeben

als

L= Lfrei, m T Lfrei, M+ )\LZwangsbedingung

. M, = A - 7
= T + SIXI? + S(lE - X2 - d2). e

Der feste Abstand d wurde als Zwangsbedingung mittels Abbildung 1: Zwei Punkt-
cines Lagrange-Multiplikators A implementiert. Hier und jm  Massen m, M and den Orten

Folgenden ist ||7|| = \/v? + v3 + v3 immer die euklidische @, X mit Abstand d.
Lange des Vektors .

(a) In welchem Sinne ist die obige Lagrangefunktion translationsinvariant?

(b) Leiten Sie die Bewegungsgleichungen fiir Z und X her.

(c) Zeigen Sie, dass der Gesamtimpuls mZ + MX erhalten ist.

3.2 Geodiaten auf der Kugeloberfliche

Wir suchen die kiirzeste Verbindungslinie zwischen zwei Punkten auf einer Kugel mit Ra-
dius r. Dazu kénnten wir prinzipiell mit dem Linienelement in Kugelkooridnaten starten
und das zugehorige Langenfunktional minimieren — die dabei entstehenden Gleichungen
wiirden allerdings wenig Hoffnung auf Losbarkeit zulassen.

Stattdessen schlagen wir folgenden Weg ein: Erst definieren wir das Langenfunktional

S[H] ::/ dr L(Z) mit L(Z) = |7|| = /42 + &% + &2,

0

welches dem euklidischen Linienelement ds® = dz? + do3 + dr3 entspricht. Hierbei ist
v 17 — (x1,79,23) ein beliebiger Pfad im R® und wir verwenden die Kurzschreibweise
=%
(a) Zeigen Sie, dass L[y] invariant ist unter Reparametrisierung von 7. Definieren Sie
dazu (1) := v(o(1)) fiir streng monoton wachsendes o : |19, 71] — [70,71] und
zeigen Sie, dass L[y] = L[7].

Das Funktional S minimieren wir nun unter der Zwangsbedingung

0= C(%) = 2] + a3 + 235 — 17,
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wir suchen also nach Losungen von

5SS A] =0 mit S[%A]:/ dr{L(:b,y,z‘)—i—%C(x,y,z).

70
(b) Zeigen Sie, dass die Euler-Lagrange-Gleichungen durch
d &

dr ||z

0=C(2) T
gegeben sind.

(c¢) Aufgrund der Parametrisierungsinvarianz kénnen Sie annehmen, dass ||Z|| konstant
ist — warum?

(d) Finden Sie die Losungen der Euler-Lagrange-Gleichungen unter der obigen Annah-
me. Welche Rolle spielt \?

3.3 Bonus: Freies relativistisches Teilchen

Geoditen spielen in der relativistischen Physik eine tragende Rolle, da die Wirkung eines
freien Teilchens in der speziellen Relativitédtstheorie durch

71 . .. . .
Shv] = / d&r L(t,7) mit  L({,7) = —mn/ 22 — || 7|2
T0

gegeben ist. Dabei ist 7y ein beliebiger Pfad in der Raumzeit und S[v] ist proportional zu
dessen Lange beziiglich des Linienelements

ds? = At — [de? + ol + ]

mit der Lichtgeschwindigkeit ¢. Da auch diese Wirkung (wie in der vorherigen Aufgabe)
invariant unter Reparametrisierung ist, ist der Parameter 7 unphysikalisch — man spricht
von einer Fichsymmetrie.

(a) Leiten Sie die Bewegungsgleichungen her und zeigen Sie, dass sich auch freie relati-
vistische Teilchen mit konstanter Geschwindigkeit % bewegen.

(b) In der Parametrisierung 7 = t hat die Lagrangefunktion die Form

daz 2

dt

i 1
L(Z) = —mc*y |1 — =

Entwickeln Sie die Wurzel fiir kleine 1/¢ bis zur Ordnung 1/¢*. Was fillt ihnen auf?
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