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Symmetrien

6.1 Harmonischer Oszillator mit reduzierter Symme-
trie

Betrachten Sie das Potential des sphärischen harmonischen Oszillators mit
einer kleinen Störung δV :

V (~x) = 1
2
mω2~x2 + δV (~x). (1)

1. Es sei
δV (~x) = λ1x3. (2)

Formulieren und lösen Sie die entkoppelten Bewegungsgleichungen für
die kartesischen Koordinaten. Was ist die geometrische Interpretation
der Lösung? Kann man sich dies schon in (1) verdeutlichen?

2. Es sei nun
δV (~x) = λ2x

2
3. (3)

Formulieren und lösen Sie auch hier die die entkoppelten Bewegungs-
gleichungen für die kartesischen Koordinaten. Was erwarten Sie an-
schaulich für die Trajektorien im Vergleich zu den elliptischen Bahnen
des ungestörten Problems?

6.2 Noether-Theorem

Betrachten Sie die beiden Lagrangefunktionen

a) LHO =
1

2
m~̇x 2 − 1

2
mω2~x2 (Isotroper harmonischer Oszillator)

b) LK =
1

2
m~̇x 2 − α

|~x|
. (Kepler-Problem)

Zeigen Sie, daß die Anwendung der folgenden Transformationen auf die je-
weilige Lagrangefunktion eine totale Zeitableitung ergibt (wobei φ eine sym-
metrische 3× 3-Matrix ist und ~ρ ein Vektor im dreidimensionalen Raum)

a) δϕ~x = ϕ~̇x, (δϕxi =
3∑
j=1

ϕijẋj mit ϕij = ϕji)
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b) δρ~x = 2(~ρ~x)~̇x− (~ρ~̇x)~x− (~x~̇x)~ρ (mit ~ρ ∈ R3)

d. h. δϕLHO = d
dt

Λϕ und δρLK = d
dt

Λρ. Verwenden Sie das Noether-Theorem,

um die zugehörigen Erhaltungsgrößen Fij und ~R zu konstruieren.

6.3 Symmetrietransformationen

Betrachten Sie ein Teilchen auf der Ebene mit Konfigurationsraum Q = R2 3
(x1, x2) = ~x und Phasenraum TQ = R2 ×R2 3 (x1, x2, ẋ1, ẋ2) = (~x, ~̇x) und
der Lagrangefunktion

L : TQ×R→ R

(~x, ~̇x, t) 7→ L(~x, ~̇x, t) =
m

2
~̇x
2 − β

2

(
~x2
)2
.

(4)

1. Leiten Sie aus L die Euler-Lagrange Gleichungen (ELG) für x1 und x2
ab.

2. Betrachten Sie die einparametrige Familie φ von Koordinatentransfor-
mationen

φ : R× TQ×R→ Q

(s, ~x, ~̇x, t) 7→ φs(~x, ~̇x, t) =

(
cos(s)x1 − sin(s)x2
sin(s)x1 + cos(s)x2

)
= ~x+ sδφ~x+O(s2)

(5)

(a) Interpretieren Sie φs als geometrische Transformation der (x1, x2)-
Ebene.

(b) Bestimmen Sie die ELG, die Sie durch Anwendung der Transfor-
mation φs auf Orte, Geschwindigkeiten und Beschleunigungen in
den ELG für x1 und x2 erhalten.

(c) Bestimmen Sie infinitesimale Transformationen von Koordinaten
δφ~x und Geschwindigkeiten δφ~̇x.

(d) Bestimmen Sie transformierten Lagrangefunktionen

Lφs(~x, ~̇x, t) = L(φs(~x, ~̇x, t), φ̇s(~x, ~̇x, t), t) (6)

und die zugehörige infinitesimale Transformierte δφL.

(e) Leiten Sie aus Lφs die ELG für x1 und x2 ab und vergleichen Sie
sie mit den ELG, die Sie in (b) erhalten haben.

(f) Falls δφL die Voraussetzungen des Noether-Theorems erfüllt, lei-
ten die die zugehöhrige Erhaltungsgröße Iφ ab.
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