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Larangeformalismus / Variationsrechnung

5.1 Teilchen auf einer rotierenden Parabel

Ein Teilchen der Masse m gleite reibungslos unter Einwirkung der Gravita-
tionskraft F' = —mg e, auf einer Parabel mit Kriimmung « > 0. Die Parabel
rotiere mit konstanter Winkelgeschwindigkeit w um ihre Symmetrieachse.

1. Formulieren und klassifizieren Sie die Zwangsbedingungen.

2. Stellen Sie eine Lagrangefunktion auf und leiten Sie die Bewegungsglei-
chungen ab.

3. Finden Sie die Gleichgewichtslagen in Abhéngigkeit von w.

4. Bestimmen Sie die Frequenz kleiner Schwingungen um die stabile(n)
Gleichgewichtlage(n).

5.2 Schwingende Hantel auf schiefer Ebene

Eine Masse M kann in der (z, z)-Ebene reibungslos eine schiefe Ebene mit
Winkel « hinabrutschen. Eine zweite Masse m ist durch eine Feder mit Ru-
heldnge [y, Federkonstante k£ und vernachléssigbarer Masse mit M verbun-
den und kann in der (z, z)-Ebene frei schwingen. Auf beide Massen wirke die
Schwerkraft F' = —mg €.




1. Formulieren Sie die Zwangsbedingungen des Systems und geben Sie
geeignete verallgemeinerte Koordinaten an.

2. Bestimmen Sie eine Lagrangefunktion in den verallgemeinerten Koor-
dinaten und leiten Sie die Bewegungsgleichungen ab.

3. Losen Sie die Bewegungsgleichungen fiir das System mit der Nebenbe-
dingung 6 = konstant.

5.3 Geoditen unter Nebenbedingungen

Sei v : [0,1] — R3 eine glatte reguliire Kurve in R3 mit festen Endpunkten
. 3
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1. Finden Sie einen Ausdruck fiir die Lange L[] der Kurve .

2. Stellen Sie die Euler-Lagrange-Gleichungen fiir dieses System auf. (Tipp:
Machen Sie zur Vereinfachung Gebrauch von der Reparametrisierungs-
invarianz regulérer Kurven, die es nach der Variation erlaubt die Para-
metrisierung so zu wéhlen, dass ||§(¢)|| = N > 0 zeitlich konstant ist.)
Ermitteln Sie nun die extremalen Kurven v im R3.

3. Um zu priifen, welche Art von Extremum vorliegt, muss man die zwei-
te Variation bestimmen. Dies ist im allgemeinen kompliziert, aber fiir
unseren Spezialfall des Funktionals L findet man
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Berechnen Sie die Matrix M;; := %{;%H'VH, und bestimmen Sie deren
Definitheit, nachdem Sie die extremale Lsung aus Teilaufgabe 2 einge-
setzt haben. Welche Definitheit liefert ein Minimum? Kann man somit
hier Aussagen iiber die Art des Extremums treffen?

4. Betrachten Sie nun eine eingeschrinkte Klasse von Kurven, welche die
Nebenbedingung x = 7i + 4 — 1 = 0 erfiillen. (Anschaulich sind dies
Kurven auf einem Zylinder mit Radius 1 um die z-Achse.) Bestimmen
Sie in diesem Fall die extremalen Kurven mithilfe der Methode der
Lagrange-Multiplikatoren.



Hinweis: Zeigen Sie zuerst unter der Verwendung der Bewegungsglei-
chung fiir 73 und den Bedingungen x = y = x = 0, dass der Lagrange-
Multiplikator A zeitlich konstant sein muss. Losen Sie dann die Bewe-
gungsgleichungen fiir v; und 72, und bestimmen Sie den Wert von A
aus den Anfangs- und Endpunkten a,b € R? der Kurve.

. Berechnen Sie erneut die extremalen Kurven auf dem Zylinder, jedoch
diesmal unter Verwendung von geeigneten verallgemeinerten Koordi-
naten.



