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» Poincaré hatte eine Anarchistenbombe ins Newtonsche Modell des Sonnensystems
geworfen und drohte es zu sprengen. «
(Briggs & Peat, 1990, S. 36)

» Wenn wirkliches Neuland betreten wird, kann es aber vorkommen, daf$ nicht nur neue
Inhalte aufzunehmen sind, sondern dafl sich die Struktur des Denkens dndern muf,
wenn man das Neue verstehen will. Dazu sind offenbar viele nicht bereit
oder nicht in der Lage. «

(Heisenberg, 1969, S. 102)

»[V]ielleicht ist ja eine Welt sogar menschlicher, in der nicht alles determiniert und
nicht alles berechenbar ist, eine Welt, in der es — dank der Quantenereignisse — Zufall,
und damit auch Gliick, gibt, in der — weil nicht alle Probleme algorithmisch losbar sind —
Phantasie und Einfallsreichtum, Raten und Probieren, Kreativitat und Originalitdat noch
gefragt sind und in der man, wie die Chaos-Theorie zeigt, auch bei chaotischem
Verhalten immer noch sinnvoll nach einfachen Grundgesetzen suchen kann. «
(Vollmer, 1988, S. 350)
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1. Einleitung

1.1. Bedeutung und grundlegender Charakter

nichtlinearer Systeme

Kann ein einziger Fliigelschlag eines Schmetterlings ein Unwetter auslosen? Wohl kaum,
wiirde man denken. Und doch ist es moglich, dass so ein kleines Tier ein so grofles Gefiige
wie das Wettergeschehen empfindlich beeinflussen kann. Wie lésst sich erklédren, dass sich
das wirre und chaotische Spiel der Wellen auf offener See plétzlich ordnen und zu einer ein-
zigen glatten Welle werden kann, die hunderte von Kilometern weit zu wandern vermag —
durch Schiffe und Stiirme hindurch — ohne auch nur den kleinsten Gestaltverlust? (Briggs
& Peat, 1990, S. 14) Oder wie ist es moglich, dass bei gewissen Temperaturzunahmen im
globalen Klima sogenannte Kipppunkte (z. B. Abschmelzen des Gronlédndischen Eisschil-
des, Austrocknen des Amazonas-Regenwaldes etc.) tiberschritten werden, bei denen es zu
unerwartet gravierenden, sehr raschen und gleichzeitig unumkehrbaren Umweltverande-
rungen kommt?

Diese Reihe an Fragen liele sich beliebig fortsetzen, und doch gibt es eine Gemeinsam-
keit, die all diese Systeme verbindet: Sie sind nicht linear! Nichtlinearitat steht haufig im
Widerspruch zu unserer Intuition und der Art und Weise, wie wir Ablaufe in der Umwelt
wahrnehmen: Wir brauchen zwar doppelt so viel Kraft, um einen doppelt so schweren Ge-
genstand hochzuheben. Aber ein Wasserhahn tropft nicht zwingend zwei Mal so schnell,
wenn die zweifache Menge an Wasser herauskommt. Denn an der Austropfstelle konnen
sich Schwingungen und Turbulenzen bilden, die zu chaotischem Tropfverhalten fiihren
und eine lineare Zunahme der Tropfabstédnde verhindern. Dieses einfache Beispiel zeigt
bereits: Viel zu héufig gehen wir falschlich von proportionalen Zusammenhéngen aus.
Auch die Geschichte der Physik unterliegt diesem Problem: Die tiber viele Jahrhunderte als
uneingeschrénkt giiltig betrachtete klassische Physik nach Newton ist stillschweigend vom
Prinzip der sogenannten starken Kausalitdt ausgegangen, und nicht, wie es richtig ware,
der schwachen Kausalitdt. Sprich: Die gefunden physikalischen Gesetzméfigkeiten (so sie
denn wahr sind) sagen per se nur, dass aus gleichen Ursachen (z. B. gleichen Startbedin-
gungen fiir ein Problem) auch gleiche Wirkungen (z.B. gleiche Teilchenbahnen) folgen.

Man ging und geht aber haufig davon aus, dass aus dhnlichen Ursachen auch dhnliche
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Wirkungen folgen. Letzteres gilt allerdings nur bei linearen Systemen. Und tatsédchlich ist
unsere Umwelt hdufig alles andere als linear.

Als erstes ist Henri Poincaré 1908 auf die verbliiffenden, chaotischen Eigenschaften nicht-
linearer Systeme gestofien: Die Bahnen zweier Koérper in einem abgeschlossenen System
lassen sich mit den Newton-Gleichungen genau berechnen. Sobald aber ein weiterer Korper
hinzukommt (z.B. das Sonne-Erde-Mond-System), gibt es keine analytische Lésung der
Bewegungsgleichungen mehr. Historisch wird ein Drei-Korper-Problem mittels Storungs-
theorie berechnet, also durch iterative Naherungsschritte, beginnend beim Zwei-Korper-
Problem, bis die gewiinschte Genauigkeit erreicht ist. Poincaré bemerkte, dass sich durch
kleine Storungen, also geringen Einfluss des dritten Korpers, die meisten der moglichen
Zwei-Korper-Problem-Bahnen nur gering &nderten. Manche Bahnen jedoch erfahren unter
winzigen Storungen sehr starke, grundlegende Anderungen, und kénnen sogar chaotisches
Verhalten zeigen. (Briggs & Peat, 1990, S. 34 ff.). Dieser Erkenntnis ist jedoch wenig Auf-
merksamkeit geschenkt worden, und sie ist wieder in Vergessenheit geraten.

Als moderner Begriinder der Chaostheorie wird Edward Lorenz gesehen. Er ist 1961 der
Frage nachgegangen, ob Wetterprognosen zumindest in der Theorie exakt sein konnen —
also wenn alle Anfangsbedingungen vollstandig bekannt wéren. Bei numerischen Kalku-
lationen mittels Computer stellt er fest, dass die Berechnung einer prézisen Wettervor-
hersage auch in der Theorie bei noch so sorgfiltig bestimmten Anfangsbedingungen und
perfektem Modell nicht moglich ist. Denn schon kleinste Schwankungen in den Anfangs-
bedingungen konnen ganz grundsatzlich unterschiedliche Prognosen bewirken; und jede
Messung, auch wenn sie noch so gut ist, weist (winzigste) Messfehler auf. (Zudem rechnet
jeder Computer auch nur mit endlicher Genauigkeit.) Also auch die Wetterprognose ge-
horcht nicht dem Prinzip der starken Kausalitat, das fiir prézise Vorhersagen notig wére.
(Argyris et al., 2017, S. XVII f.) Mit der zunehmenden Verfiigbarkeit von Computern hat
sich in der Folgezeit bei diversen Systemen chaotisches Verhalten finden und untersuchen
lassen. Bis heute ist die Untersuchung nichtlinearer Systeme und die damit verbundene
Chaostheorie ein Forschungsgebiet, in dem noch sehr viele Fragen offen oder unverstan-
den sind. Gleichzeitig stecken grofie Hoffnungen und Erwartungen in ihm — man denke
beispielsweise an drangende Fragen im Zusammenhang mit der Klimaerwérmung (z. B.
Bei welchem Temperaturanstieg wird welcher Kipppunkt iiberschritten?) oder an die Be-
rechnung von Eintrittsbedingungen eines Blackouts.

Zwar kann man die Fehlannahme eines global giiltigen starken Kausalitatsprinzips ei-
nem Gros der Gesellschaft wahrlich nicht zur Last legen, aber gerade Naturwissenschaft-
ler:innen darf sie nicht passieren. Umso wichtiger scheint es da, ein Bewusstsein fiir die
irregularen, chaotischen Eigenschaften vieler Systeme zu schaffen. Leider sind grofie Teile

des Physik-Schulunterrichts und des universitaren Physikstudiums von einem stillschwei-
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gend implizierten starken Kausalitdatsprinzip durchsetzt, mit dem erst bei Erreichen von
quantenphysikalischen Inhalten auf mikroskopischer Ebene gebrochen wird. Auf makro-
skopischer Ebene (die fiir unsere Wahrnehmung und Intuititon viel wichtiger ist) bleibt
die Fehlimplikation haufig unangetastet. So ist es fiir die Ausbildung zukunftsfahiger Na-
turwissenschaftler:innen nur nétig, nichtlineare Dynamik bereits konsequent mit in die

(Hoch-)Schulausbildung zu integrieren.

1.2. Aufbau der Arbeit und Forschungsfragen

In dieser Arbeit wird das bereits oben erwiahnte System ,tropfender Wasserhahn* theo-
retisch wie praktisch nédher untersucht. Zunéchst werden die wichtigsten theoretischen
Grundlagen nichtlinearer Dynamik dargestellt (Kapitel 2) und eine Ubersicht iiber den
aktuellen Forschungsstand zum System tropfender Wasserhahn gegeben (Kapitel 3). An-
schlieflend wird dargestellt, wie es sich mit einfachen Mitteln (beispielsweise denen einer
Physik-Schulsammlung) aufbauen lésst (Kapitel 4.1), was bei der Messwerterfassung zu
beachten ist (Kapitel 4.2), wie die Datenauswertung vorgenommen werden kann und wel-
che Phénomene trotz einfachen Aufbaus beobachtbar sind (Kapitel 5). Denn wird deut-
lich primitiveres Equipment verwendet als in der Literatur, ist eine wesentlich schlechtere
Kontrolle der Systemvariablen wie auch der Umgebungsbedingungen zu erwarten. Dass
nichtlineare Systeme teils eine extreme Sensitivitdt hinsichtlich dieser Bedingungen auf-
weisen, wurde oben bereits erwédhnt und wird in Kapitel 2 weiter vertieft. Die erhaltenen
Messergebnisse werden mit Ergebnissen aus der Literatur verglichen. Abschliefend findet
eine Diskussion des zuvor vorgestellten Versuchsaufbaus in Verbindung mit den erhaltenen
Ergebnissen statt (Kapitel 6). So sollen Potenzial und Grenzen des nichtlinearen Systems

ytropfender Wasserhahn® im Unterrichts- und Praktikumskontext eingeschétzt werden.

Es geht also um folgende Fragen:

Wie kann das System ,,tropfender Wasserhahn mit méglichst einfachen Mitteln aufgebaut
werden? Wie konnen alle nétigen Groflen mit breit verfiigharen Messwerterfassungssyste-
men gemessen werden?

Welche Phanomene und Eigenschaften nichtlinearer Dynamik sind trotz der Vereinfachun-
gen im Aufbau und der damit in Kauf genommenen Fehler beobachtbar? Kénnen sie mit
der Qualitat anderenorts veroffentlichter Ergebnisse mithalten?

Und schliellich: Erscheint der so realisierte tropfende Wasserhahn als ein Einstiegsversuch
zur Entdeckung und Untersuchung nichtlinearer Phanomene im Rahmen eines Schulver-
suchs oder Praktikumsversuchs an Hochschulen sinnvoll? Bietet er gute Einblicke in die

Besonderheiten chaotischer Dynamik, und welchen Mehrwert bringt das?
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nichtlinearer Dynamik

Nachfolgend sollen wichtige theoretische Grundlagen fiir den Umgang mit nichtlinearen
Systemen und fiir die Beschreibung chaotischer Phdnomene dargestellt werden. Da dies
im Wesentlichen eine praktisch und phanomenologisch orientierte Arbeit sein soll, die
gleichzeitig einen ersten Zugang zu nichtlinearer Dynamik vermitteln moéchte, wird an
vielen Stellen auf eine tiefergehende Ausfithrung verzichtet. Eine detaillierte mathemati-
sche Beschreibung nichtlinearer Systeme findet sich beispielsweise in Reitmann 1996 oder

sehr umfénglich in Argyris et al. 2017 (inkl. einiger Anwendungen und Beispiele).

2.1. Kausalitat, Determinismus und deren Giiltigkeit in

physikalischen Systemen

Unter Determinismus versteht man in der Physik die Auffassung, dass aus dem Zustand
eines Systems zu einer bestimmten Zeit alle zukiinftigen Zusténde vorausberechnet wer-
den konnen. Dies gilt, wenn das System keine probabilistischen (also zufélligen) Anteile
enthalt. Der zugrunde liegende Wirkmechanismus dieser Moglichkeit, Zustande vorausbe-
rechnen zu konnen, wird durch die Kausalitét eines Systems beschrieben: Die geltenden
Naturgesetze sind die Verkntipfung von Ursache und Wirkung, legen das Geschehen in der
Natur tiber die Zeit hinweg eindeutig fest und liefern damit die Erklarung fiir ein beob-
achtetes Systemverhalten. Die Tatsache, dass in deterministischen Systemen aus gleichen
Ursachen gleiche Wirkungen folgen, nennt man schwaches Kausalitatsprinzip. Lange
Zeit ist die Physik als ausschliellich deterministische Disziplin verstanden worden.

Dies hat Simon Laplace 1812 in Form des spater nach ihm benannten Laplace’schen Da-
mons formuliert: Dieser Ddmon, da er Lage und Position aller Teilchen des Universums
exakt kennt, kann genau vorherberechnen, wie sich das Universum und jeder einzelne
Vorgang in ihm weiterentwickeln wird, und wie dessen Verhalten in der Vergangenheit
war (Laplace, 1812, S. 2). Aufgrund mangelnder mathematischer Verfahren und Compu-
terunterstiitzung bei der Berechnung von zukiinftigen Systemzusténden hat man héufig

komplexere Systeme durch lineare Nahrungen beschrieben (mit denen man analytisch und
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héndisch umgehen konnte). So hat sich in der klassischen Physik das Prinzip der schwa-
chen Kausalitat stillschweigend auf das Prinzip der starken Kausalitat erweitert —
ahnliche Ursachen haben dhnliche Wirkungen. Dies stimmt bei linearen Systemen zwar,

aber nicht im Allgemeinen.

Spéatestens jedoch mit der Quantenmechanik und Heisenbergs quantenmechanischen
Umdeutungen atomarer Vorgénge kann die Vorstellung von Physik als rein deterministi-
sche Wissenschaft nicht mehr in Einklang gebracht werden: Die Quantentheorie enthélt
unreduzierbare probabilistische Elemente, die sich nichtdeterministisch verhalten. Sie im-
pliziert die Unschérferelation, die auch in der Theorie die gleichzeitige, exakte Bestim-
mung von Ort und Impuls eines Teilchens unméglich macht und die insgesamt Gesetze
auf Quantenebene als statistische, nichtdeterministische Gesetze formuliert. Durch Ent-
wicklung der Chaostheorie musste auflerdem die Giiltigkeit des starken Kausalitétsprin-
zips grundlegend eingegrenzt werden: Sdmtliche nichtlinearen Systeme konnen — wie in der
Einleitung bereits ausgefiihrt — extrem sensibel auf kleinste Schwankungen in den Anfangs-
bedingungen reagieren, oder bei numerischer Berechnung der Folgezustande auf kleinste
Rundungsfehler, und damit unerwartet plotzlich unterschiedliche Zustéande annehmen. Da
sich Anfangsbedingungen weder praktisch (Messungenauigkeiten) noch theoretisch (Hei-
senberg’sche Unschérferelation) genau bestimmen und reproduzieren lassen, und auch
computergestiitzte Rechnungen konzeptionsbedingt nicht mit analytischer Genauigkeit
ausgefiithrt werden konnen, sind nichtlineare Systeme zeitlich nicht préazise vorhersagbar

und auch qualitativ nicht mit der Vorstellung eines Laplace’schen Damons vereinbar.

Die Chaosforschung beschéftigt sich in der Regel mit deterministischen Systemen (also
mit Systemen ohne stochastische Anteile in ihrer mathematischen Beschreibung). Dies ist
mit dem Ausdruck deterministisches Chaos gemeint, und — wie ausgefiihrt — keines-
wegs ein Widerspruch. (Argyris et al., 2017, S. 16-24) In den nachfolgenden Ausfiihrungen

werden stets rein deterministische Systeme betrachtet.

2.2. Mathematische Beschreibung dynamischer Systeme

Physikalische Prozesse und deren zeitliche Entwicklung kéonnen mathematisch mithilfe
von Differentialgleichungen (DGL) beschrieben werden. Eine DGL, in der nur Ableitun-
gen nach genau einer Variablen auftreten, heifit gewohnliche Differentialgleichung.
Treten Ableitungen nach mehreren Variablen auf, spricht man von einer partiellen Dif-
ferentialgleichung. Zur Behandlung wichtiger Grundlagen nichtlinearer Dynamik ge-
niigt es, sich auf gewohnliche DGLs zu beschranken. Auftretende Ableitungen sind stets

Ableitungen nach der Zeit. Sei also der Zustand eines (kontinuierlichen) physikalischen
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Systems zur Zeit t durch n Variablen 1 (t), z2(t), . .., z,(t) vollstindig beschrieben, dann

wird dessen zeitliche Entwicklung durch ein System an Differentialgleichungen

(1) = f(7(1)) (2.1)

—

beschrieben, wobei Z(t) = (x1(t), z2(t), ..., 2, (), f = (f1,fo, - [n)s Ji = fi(x1, 2o,
..., T,) gelte. Der funktionale Zusammenhang f beschreibt die wechselseitigen Abhén-
gigkeiten der einzelnen Zustandsvariablen z;. Ist fiir eine Zeit ¢y der Systemzustand Z(tg)
gegeben, sind mit Gleichung (2.1) alle vorigen und nachfolgenden Zustdnde prinzipiell
bestimmbar, falls eine eindeutige Losung #(t) existiert. Das System ist dann vollstandig
determiniert.
(2.1) nennt man auch dynamisches System. O.B.d. A. ist (2.1) ein autonomes, al-
so nicht explizit zeitabhidngiges System aus n DGLs erster Ordnung: Jede DGL n-ter
Ordnung kann durch Einfiihrung zusatzlicher Variablen in ein System aus n DGLs erster
Ordnung transformiert werden; und jedes nicht-autonome System kann durch Einfithrung
genau einer zusétzlichen Variable x,,,1(t) := ¢ mit 4,,,1 = 1 in ein autonomes System tiber-
fithrt werden. Das dynamische System eines zeitdiskreten Prozesses mit Zeitschritt 7 hat
die Form

Z(t+71) = f@Q). (2.2)
Handelt es sich um ein lineares System, dann ist f eine lineare Abbildung. Das dynamische

System vereinfacht sich dann zu
#1) = L), (2.3)

wobei L die Abbildungsmatrix von f bezeichne. 1. A. kann L zeitabhéngig sein. Ist fiir
ein lineares System ein Anfangswertproblem gegeben, so impliziert der Satz von Picard-
Lindelof die eindeutige Existenz einer Losung auf einem grofitmoglichen Existenzintervall.
Zum Bestimmen dieser Losung stehen im linearen Fall explizite Berechnungsvorschriften
bereit. Dies ist der Grund, weshalb physikalische Problemstellungen gerne linear appro-
ximiert betrachtet werden.

Im nichtlinearen Fall ldsst sich hdufig keine eindeutige Losung finden. Auch ist die Be-
stimmung einer expliziten Darstellung einer Losung héufig nicht moglich. Ist die Existenz
einer Losung erwiesen, lassen sich mithilfe verschiedener mathematischer Hilfsmittel (z. B.

Satz tuber die implizite Funktion) dennoch viele Eigenschaften der Losung(en) ermitteln.

Im Gegensatz zu rein theoretisch vorgegebenen dynamischen Systemen lassen sich bei
einem realen physikalischen System durch Messung der Zustandsvariablen viele weitere

Erkenntnisse gewinnen: Spannt man mit den n Zustandsvariablen einen n-dimensionalen
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Raum auf, erhilt man den sogenannten Phasenraum!. Der (messbare) Zustand des Sys-
tems zu einem Zeitpunkt wird durch einen Punkt in dessen Phasenraum représentiert, der
sich mit der Zeit durch den Phasenraum bewegt. Der durch die Bewegung eines Zustands-
punktes in diesem Raum entstehende Graph heifit Trajektorie, Bahnkurve oder Orbit.
Die Bewegung findet nattirlich stets tangential zur momentan wirkenden Geschwindigkeit
statt. Diese wurde oben bereits cingefiihrt — es handelt sich um die Abbildung f(Z(t)). Ist
f bekannt, kann also ohne Integration ein Phasenportrait erstellt werden. Die Gesamtheit
aller Bewegungen im Phasenraum nennt man Phasenfluss. Die Gestalt der Trajektorien
geben viele Eigenschaften der (einer) gesuchten Losung #(t) preis. Zum Beispiel kann
man (graphisch) Informationen tiber ihre Stabilitdtseigenschaften, d.h. tiber ihr Lang-
zeitverhalten, (s. Kap. 2.3) erhalten. Da jede physikalische Messung iiber einen gewissen
Zeitraum eine Trajektorie darstellt, sind daraus umgekehrt sowohl Eigenschaften von 7
wie auch von f bestimmbar. Werden rein deterministische Systeme betrachtet, liegt jeder
Punkt im Phasenraum, der zum dynamischen System gehort, auf einer eindeutigen Tra-
jektorie. Daher konnen sich (solche) Trajektorien nicht schneiden. Mathematisch ist das
mit der Eindeutigkeit einer Losung aquivalent.

(teilweise entnommen aus Argyris et al. 2017, S. 311.)

2.3. Stabilitatstheorie dynamischer Systeme

Lokale Stabilitat und Lyapunov-Stabilitat

Man betrachte folgendes Anfangswertproblem (AWP):

7= f(7), 7(0) = . (2.4)
O.B.d. A. kann hierbei der Zeitpunkt ¢t = 0 gewédhlt werden, da autonome Systeme inva-
riant gegeniiber einer Zeitverschiebung sind (vgl. Flussaxiome). Wenn f nicht-linear ist
und alle f;(Z(t)) stetig partiell nach den Variablen x;, s, ..., z, differenzierbar sind, hat
(2.4) genau eine Losung Z. Physikalisch handelt es sich bei einem AWP um ein System,
fir das zu einem konkreten Zeitpunkt alle Zustandsvariablen (durch Messung) bekannt
sind. Einen ersten Einblick in qualitative FEigenschaften des Systems konnen stationire
Losungen 7 liefern. Synonym spricht man haufig auch von singuldren Punkten oder

Fixpunkten. Eine Losung heifit genau dann stationdr, wenn

0 (2.5)

Ty

IFiir ein eindimensionales Pendel wird beispielsweise der Phasenraum durch Auslenkung und Ge-
schwindigkeit aufgespannt. Fiir eine Bewegung durch den dreidimensionalen Raum ist der zugehorige
Phasenraum sechsdimensional.
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gilt. Sie sind leicht zu bestimmen. Moglicherweise lassen sich fiir sie Aussagen tiber ihre
lokale (rdumliche) Stabilitat finden (s.u.). Damit ist gemeint, wie Trajektorien, die
sich in der Umgebung um einen singularen Punkt befinden, darin verlaufen. So kann
moglicherweise gezeigt werden, dass Trajektorien in diesem Punkt gestartet sind oder
dort enden, dass sie geradlinig auf diesen Punkt hin zulaufen oder sich in diesen Punkt
hinstrudeln, oder dass benachbarte Trajektorien geschlossene Wirbel um diesen Punkt
bilden. Eine Klassifikation des lokalen Stabilitdtsverhaltens um Singularitiaten in zwei

Dimensionen ist zur Veranschaulichung in Abbildung A.1 zu finden.

Berechnet man fiir einen beliebigen Punkt ¥ = +€ des Phasenraums in einer (kleinen)
Umgebung um den singuldren Punkt eine Taylor-Linearisierung des Systems (2.4), ergibt
dies das linearisierte System .

£ = D(#,)E, (2.6)
D bezeichne die Jacobi-Matrix von f Fiir singulare Punkte ist D(2;) konstant; man erhélt
also ein lineares dynamisches System mit konstanten Koeffizienten. Falls kein Eigenwert
von D(;) verschwindet oder rein imaginar ist, entspricht das lokale Stabilitatsverhalten
um 7z, des linearisierten Systems dem lokalen Verhalten um z des nicht-linearen Sys-
tems (2.4). Das ist erfreulich, denn fiir lineare Systeme mit konstanten Koeffizienten lasst

sich das lokale Stabilitdtsverhalten um stationdre Losungen sicher berechnen. (Argyris
et al., 2017, S. 511f.)

Eine singulare Losung, die alle Trajektorien einer gewissen Umgebung einfingt, heifit
asymptotisch stabil. Stoit sie alle zu nahe kommenden Bahnkurven ab, heifit sie asym-
ptotisch instabil. Ein asymptotisch stabiler singuldrer Punkt/Fixpunkt ist das einfachs-
te Beispiel fiir einen Attraktor (s.u.) des Phasenflusses eines dynamischen Systems.
Physikalisch sind solche lokalen Stabilitédtsaussagen von Interesse, denn: Kennt man einen
stationdren Punkt (d.h. das entsprechende Wertetupel der Systemvariablen), und stellt
durch Messung am System fest, dass sich die Systemvariablen gerade in (enger) Ndhe um
den stationdren Punkt befinden, kann man bei Kenntnis dessen lokaler Stabilitdt sagen,
wie sich das System fiir kommende Zeiten verhalten wird. Beispielsweise konnte es sich
fiir voranschreitende Zeit immer weiter der Systemvariablenkonfiguration des stationéren
Punktes (durch Strudelung) annéhern. Der stationére Punkt wére dann ein punktférmiger
Attraktor.

Neben der lokalen Stabilitat sind Aussagen iiber die zeitliche Stabilitédt von benach-
bart startenden Trajektorien moéglich. Diese geben Auskunft dartiber, wie empfindlich
ein System (eine Trajektorie) von seinen Anfangsbedingungen abhéngt. Dazu werde fiir
das AWP (2.1) eine Referenzlosung z; mit 7;(0) = 27 betrachtet. Existiert zu einem

gegebenen € > 0 ein 6 = §(e) > 0 derart, dass fir jede Losung Z(¢) von (2.6) mit der
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Startbedingung ||Z(to) — @7 (to)|| < d folgt, dass ||Z(t) — 2,.(t)|| < € fir alle t > ¢, gilt,
dann heifit 7;(¢) Lyapunov-stabil. Andernfalls heifit 2;.(¢) Lyapunov-instabil. Kommen
benachbart startende Bahnkurven der Referenzkurve fiir ¢ — oo beliebig nahe, gilt also
zusétzlich zur Lyapunov-Stabilitat limy . ||Z(t) —2;.(¢)|| = 0, so heifit #(¢) asymptotisch
stabil. (Argyris et al., 2017, S. 54f.)

Fir konkrete Stabilitdtsberechnungen und fiir weitere Charakterisierungen von Stabilitét

(z. B. mittels der Lyapunov-Funktion) sei beispielsweise auf Argyris et al. 2017 verwiesen.

Attraktoren

Allgemein ist ein Attraktor A eine kompakte Menge mit den folgenden Eigenschaften:
(a) A ist fur alle Zeiten invariant unter der Wirkung des Phasenflusses. (b) A besitzt eine
offene Umgebung (sog. Einzugsbereich), die sich unter dem Phasenfluss auf A zusam-
menzieht. (¢) Es ist nicht moglich, A in zwei abgeschlossene, nichtiiberlappende, invariante
Mengen zu zerlegen. Zusammen impliziert dies, dass die Dimension eines Attraktors stets
niedriger ist als die des Phasenraumes. (Argyris et al., 2017, S. 209)

Fir zweidimensionale Phasenrdume sind Punktattraktor und Grenzzyklus die einzig
moglichen Attraktoren. Sie existieren beispielsweise bei asymptotischer Stabilitat und im-
plizieren fiir Bewegungen in ihrem Einzugsbereich langfristig die Einnahme eines Gleichge-
wichtszustands bzw. einer periodischen Bewegung. In hoherdimensionalen Phasenraumen
existiert auch der Torus-Attraktor. IThm entspricht eine quasiperiodische Bewegung,
d. h. eine Bewegung, fiir die alle Projektionen auf zweidimensionale Phasenraumebenen
periodische Bewegungen sind.? Diese drei Attraktortypen nennt man einfache Attrak-
toren, denn sie gehoren zu klassischen Arten der Bewegung und sind Mannigfaltigkeiten.

Eine graphische Veranschaulichung findet sich in Abbildung A.2.

Mithilfe des Attraktorbegriffs wird ein dissipatives System definiert: Ein dynamisches
System heif3t dissipativ, wenn sich fiir £ — oo ein beliebiges Teilvolumen des Phasenraums
unter dem Phasenfluss auf einen Attraktor zusammenzieht. D. h. es existiert (mindestens)
ein globaler Attraktor. Beispielsweise sind alle Systeme mit Energieverlust (z.B. durch
Reibung) dissipativ. (Das Gegenteil von dissipativen Systemen sind konservative Sys-
teme.) Fir dissipative Systeme existiert ein weiterer, vollig andersartiger Attraktortyp:
der sogenannte seltsame Attraktor. Er stellt keine Mannigfaltigkeit dar, sondern sieht
aus wie ein ,,seltsames® Gebilde mit unendlich feiner Struktur, und besitzt eine fraktale,
nicht-ganzzahlige Dimension. Er wirkt i. A. auf eng nebeneinander liegende Punkte im

Phasenraum sehr unterschiedlich. (Dies hat mit der in nichtlinearen Systemen auftreten-

2Klassisches Beispiel hierfiir ist ein dreidimensionaler harmonischer Oszillator, bei dem die Federkon-
stanten in alle drei Raumrichtungen unterschiedlich grof§ sind.
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den Faltung zu tun — siehe Kap. 2.4.) Ein typisches Beispiel ist der in Abbildung A.2
abgedruckte Lorenz-Attraktor. (Argyris et al., 2017, S. 2091.)

In realen Systemen findet sich haufig eine Koexistenz von Attraktoren. Das meint
die Existenz mehrerer Attraktoren im Phasenraum. Thre Einzugsgebiete sind disjunkt,
konnen aber eng beieinander liegen. Je nach Anfangsbedingungen einer Bewegung im
Phasenraum wird ihre Trajektorie von einem anderen Attraktor eingefangen. Kleine Fluk-
tuationen in den Anfangsbedingungen konnen dann dazu fiithren, dass die Trajektorie in
einem anderen Einzugsgebiet startet und das System deshalb ein anderes Langzeitver-
halten zeigt. Da fiir die Grenzen zwischen Attraktoren in dissipativen Systemen héufig
fraktale Strukturen auftreten®, wird eine Vorhersage des Langzeitverhaltens aus den Start-
bedingungen unmoglich. Dies ist die Erklarung fiir das in der Einleitung beschriebene,
unberechenbare Verhalten chaotischer, aber dennoch deterministischer Systeme.

Analog lasst sich Bi- und Multistabilitit erklaren: Wird ein System durch eine kleine
Storung beeinflusst, kann seine Trajektorie dadurch in den Einzugsbereich eines sehr nahe
liegenden, koexistierenden Attraktors verschoben werden (und bleibt dann durch diesen

eingefangen).

Lage und Existenz von Attraktoren sind auch fiir sogenannte Bifurkationen entschei-
dend. Hangt ein dynamisches System (2.1) zusétzlich von einem Parameter ab, beeinflusst
dieser die Gestalt des Phasenflusses. Jede Anderung der topologischen Struktur des Pha-
senportraits des dynamischen Systems bei kleiner Anderung des Parameters heiit Bifurka-
tion. (Reitmann, 1996, S. 115) Beispielsweise kann bei einer Bifurkation ein urspringlich
stabiler Gleichgewichtszustand instabil werden, wofiir zwei neue stabile Gleichgewichtszu-
stande entstehen. Durch Variation des Parameters konnen sich also auch die Attraktoren
des Systems grundlegend dndern. Bifurkationen eines Systems werden gerne in Bifurkati-
onsdiagrammen dargestellt (s. Kap. 2.5) und koénnen iiber ihre Verzweigungseigenschaften
genauer klassifiziert werden. (Siehe hierzu bspw. Plaschko & Brod 1995, S. 71-111.)

2.4. Charakterisierung und Eigenschaften chaotischer
Dynamik

Neben der Betrachtung des Stabilitatsverhaltens des Phasenflusses eines dynamischen Sys-
tems gibt es noch weitere quantitative Moglichkeiten, dessen Dynamik zu untersuchen und

zu charakterisieren. Beispielsweise kann man die Bewegung des Systems* einer Fourier-

3Das setzt voraus, dass es sich um seltsame Attraktoren handelt. Bei dissipativen Systemen ist das
aufgrund ihrer Nichtlinearitdt in weiten Bereichen gegeben.

4Damit ist die Bewegung des Zustandsvariablentupels #(¢) im Phasenraum unter dem Einfluss von f
gemeint.
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2.4. Charakterisierung und Eigenschaften chaotischer Dynamik

Analyse unterziehen. Strebt das System langfristig einem Gleichgewichtszustand ent-
gegen (Punktattraktor), ergibt die Fourier-Transformation genau einen Frequenz-Peak.
Strebt es einer periodischen Bewegung entgegen (Grenzzyklus), ergeben sich dquidistante
Peaks im Frequenzspektrum. Einer quasiperiodischen Bewegung (Torusattraktor) ent-
spricht eine Frequenzzerlegung mit Spitzen an den Stellen aller ganzzahligen Linearkom-
binationen der Grundfrequenzen. Das Fourier-Spektrum einer chaotischen Bewegung dh-
nelt dem des weiflen Rauschens, eventuell sind einzelne charakteristische Peaks erkenn-
bar.® Diese Spektren werden auch Leistungsspektrum genannt. In der Praxis wird eine
Fourier-Analyse haufig nicht analytisch, sondern numerisch anhand von Messdaten durch-
gefithrt, da die Abbildungsvorschrift des dynamischen Systems unbekannt oder nicht ex-
plizit darstellbar ist.

Héufig wird eine Charakterisierung mittels der Autokorrelationsfunktion vorgenom-
men. Diese ist ein quantitatives Maf} fiir die Korrelation, d.h. den Zusammenhang der
einzelnen Systemzusténde Z(t) in Abhéngigkeit ihres zeitlichen Abstands. Es ist offensicht-
lich, dass ein System in Gleichgewichtslage oder in (quasi)periodischer Bewegung entspre-
chend korrelierte Systemzustande aufweist. Hintergrundrauschen weist keine Korrelation
auf. Bei chaotischer Dynamik geht die Korrelation zwischen einzelnen Zustanden erst auf
lingere Sicht verloren®, besitzt daher einen von Null verschiedenen, endlichen Wert. Ei-
ne Fourier-Analyse der Autokorrelationsfunktion ist proportional zum Leistungsspektrum
des Systems. Eine Skizze des Leistungsspektrums und der Autokorrelationsfunktion fiir
die vier verschiedenen Attraktortypen findet sich im Anhang A.2.

(Plaschko & Brod, 1995, S. 201-205; s. auch fiir tiefergehende Informationen hierzu)

Charakteristisch fiir chaotisches Verhalten ist, wie schon oft erwahnt, die starke Ab-
héangigkeit von Anfangsbedingungen, d.h. dass sich anfangs eng beieinander liegende
Trajektorien im Phasenraum zunehmend weiter voneinander entfernen. Tatsédchlich ge-
schieht dies exponentiell in der Zeit. Dies kann mithilfe des sogenannten Lyapunov-
Exponenten quantifiziert werden, der gleichzeitig ein weiteres Kriterium zur Untersu-
chung des Stabilitatsverhaltens und zur Identifizierung von Attraktoren eines dynamischen
Systems darstellt. (Details siehe bspw. in Argyris et al. 2017, S. 214-254.)

Daraus ergibt sich ein scheinbarer Widerspruch: Wahrend sich bei chaotischer Bewegung
zwei Trajektorien mit der Zeit exponentiell voneinander entfernen, sind sie zugleich im be-
schrankten (préaziser: endlich grofien) Einzugsbereich eines seltsamen Attraktors gefangen.
Noch dazu zieht sich das Phasenraumvolumen aufgrund des dissipativen Systemcharakters

immer weiter zusammen. (s. Kap. 2.3) Moglich ist dies — ohne einen Widerspruch darzu-

SUm chaotisches Verhalten zu identifizieren, ist die Untersuchung mittels Fourier-Analyse daher wenig
niitzlich. Hier hilft die Autokorrelationsfunktion (s.u.).
6Siehe hierzu bspw. die Ausfiihrungen zu Riickkopplungen und Gedéchtnisparametern in Kap. 3.2.3.
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stellen — durch die in chaotischen Systemen auftretende Faltung des Bewegungsprozesses
der Trajektorien. Grob vereinfacht kann man sich diese Ablaufe wie die beim Herstellen
von Blatterteig vorstellen: Ein Teig (die Trajektorien) wird durch Ausrollen rdumlich aus-
gedehnt, und dann durch Umfalten iibereinander gelegt. Wiederholt man dies oft genug,
finden sich anfangs weit entfernte Punkte des Teiges durch das Ubereinanderlegen teils
eng beieinander, andererseits konnen anfangs nahe beieinander liegende Punkte voneinan-
der weit entfernt worden sein. Durch die Faltung entsteht eine selbstdhnliche, fraktale
Struktur im Phasenraum: Bei geeigneter Vergroflerung eines Phasenportraits entsteht
wieder das exakt selbe Bild.

Und noch eine weitere Implikation ergibt sich aus den Faltungsprozessen chaotischer Dy-
namik: Seltsame Attraktoren miissen eine fraktale Struktur haben. Denn durch das Zu-
sammenziehen des Phasenraumvolumens auf das Attraktorvolumen im Laufe der Zeit
nahern sich alle Trajektorien immer weiter ihrem Attraktor an. Gleichzeitig unterliegen
sie aber der Faltung. Im Grenzfall ¢ — oo liegen Trajektorien und Attraktor unendlich
nah beieinander. Die Gesamtheit der Bahnkurven stellt ein Fraktal dar, und damit also
auch ihr Attraktor.

Aus dieser zunéchst nicht ganz leicht vorzustellenden fraktalen Beschaffenheit folgt iibri-
gens auch die haufig angefiithrte Tatsache, dass Trajektorien chaotischer Dynamik jedem

Punkt ihres chaotischen Attraktors beliebig nahe kommen.

2.5. Moglichkeiten zur Darstellung chaotischer Systeme

Stellt man fiir ein AWP eines dynamischen Systems (2.1) die erhaltene Trajektorie im
Phasenraum dar (s. Kap. 2.2), erhilt man ein Phasen(raum)diagramm. Dieses enthalt
alle Informationen der Bewegung des Systems. Haufig sind jedoch nicht alle Systemva-
riablen bekannt oder messbar. Tragt man die verbleibenden n —a Variablen in einem
Diagramm auf, erhdlt man eine (n-a)-dimensionale Projektion des eigentlichen Phasen-
diagramms. Diese ist i. A. mit entsprechendem Informationsverlust verbunden und kann

unibersichtlich werden.

Geniigt eine Reduzierung um genau eine Dimension’, kann man das System im Poincaré-
Schnitt darstellen: Dazu wird im n-dimensionalen Phasenraum eine (n-1)-dimensionale
Hyperflache so gewéahlt, dass die abzubildende Trajektorie die Hyperflache tiberall senk-
recht schneidet. (Als Beispiel s. Abb. 2.1.) Da in der Bahnkurve die Zeit als Parameter
enthalten ist, kann man die einzelnen Schnittpunkte P in eine (zeitlich aufsteigende)

Reihenfolge bringen, und den Schnitt damit als nichtlineare, iterative, diskrete Abbildung

"Gerade eine Reduktion von vier auf drei oder von drei auf zwei Dimensionen kann sehr niitzlich sein,
um einen Zusammenhang graphisch als 3D-Simulation oder 2D-Abbildung untersuchen zu kénnen.

12
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h:% — ¥ der Hyperfliache in sich selbst auffassen (Poincaré-Abbildung). Damit ist jeder
Schnittpunkt PV Bild seines Vorgéngers, d.h. es gilt P01 = h(P®). Trigt man je-
den Punkt iiber seinem Vorgéanger auf, erhdlt man eine sogenannte Return-Map. In der
Regel scheint durch einen Poincaré-Schnitt keine Information iiber das Langzeitverhalten
der Trajektorien verloren zu gehen. (Argyris et al., 2017, S. 621f.)

Liegt ein diskretes System vor, kénnen fiir eine Return-Map auch direkt die aufeinander

folgenden Messwerte iiber ihrem jeweiligen Vorgénger aufgetragen werden.

Eine vom Phasenraum losgeloste Darstellungs-
form ist das sogenannte Bifurkationsdiagramm.
Dieses bietet sich bei parameterabhidngigen Syste-
men an. Hierzu kann die Poincaré-Abbildung auf
eine Dimension projiziert und iiber den Parame-
tern des Systems aufgetragen werden. Alternativ
werden Projektionen der asymptotisch erreichten

Systemzusténde, d. h. der Haufungspunkte des Sys-

tems bzw. der Attraktoren, oder geeignete Unter-
raume des Phasenraums tiber den Parametern auf- Abbildung 2.1: Skizze eines

getragen. Die Parameter, von denen das System ab- Poincaré-Schnitts [entnommen aus
héngt, nennt man auch Kontrollparameter, da Argyris et al. 2017, 8. 63]

iiber sie die Einwirkungen der Umgebung auf das System kontrolliert werden.

2.6. Wege ins Chaos

Es gibt viele verschiedene Moglichkeiten, wie ein System, das sich anfangs regular ver-
hélt, in chaotisches Verhalten iibergehen kann. Die Steuerung eines Systems in das Chaos
hinein geschieht durch geeignete Anderungen an dessen Kontrollparametern. Nach aktu-
ellem Forschungsstand lassen sich die Ubergangsarten in drei Grundtypen einteilen: die
Feigenbaum-Route, Ubergang von Quasiperiodizitéit zu Chaos und Intermittenz. Nachfol-
gend werden ihre jeweiligen Merkmale kurz beschrieben. Fiir eine vertiefte Betrachtung
diverser Unterarten sei auf Argyris et al. 2017, S. 493-616 verwiesen.

Allen Wegen ins Chaos ist gemeinsam, dass aus dem punktférmigen Attraktor bei regulé-
rem Verhalten in einem ersten Schritt iiber eine Hopf-Bifurkation ein Grenzzyklus wird.
Dies ist in Abbildung 2.2 veranschaulicht.

Im Falle der Feigenbaum-Route bzw. Periodenverdoppelungskaskade findet zu-
néchst eine weitere Hopf-Bifurkation statt, sodass ein zweidimensionaler Torusattraktor

entsteht. Dadurch geriat das System in quasiperiodische Bewegung. Die beiden Grundfre-

13
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quenzen dieser Bewegung, die anfangs in irrationalem Verhaltnis stehen, synchronisieren
sich, es entsteht eine periodische Bewegung der Umlaufdauer 7. Durch weitere Veran-
derungen in den Kontrollparametern kommt es dann immer wieder (unendlich oft) zu
Periodenverdoppelungen 27" — 4T — 8T — ..., bis schliefllich der Zyklus mit (beinahe)
unendlicher Periode seine Stabilitét verliert und zum seltsamen Attraktor wird. Damit ist
chaotisches Verhalten erreicht. Wird genau ein Kontrollparameter variiert, dessen Werte
an den Stellen, an denen gerade Periodenverdoppelungen auftreten, mit ry, 79, ... bezeich-
net werden, so gilt: | Fest — T
lim —— = § = 4,66692. .. (2.7)
k=00 Tpio — Tkt
Die in (2.7) betrachtete Folge konvergiert schnell und strebt gegen den, vom konkreten
System und von der Art des Kontrollparameters unabhangigen, Wert 6. Diese Konstante

wird Feigenbaum-Konstante genannt. (Argyris et al., 2017, S. 540-559)

Im Gegensatz zur Feigenbaum-Route muss es nach i

einer zweiten Hopf-Bifurkation aber nicht zwin-

gend zur Synchronisation beider Grundfrequenzen -~
kommen. Denn auch ein direkter Ubergang von = ; her
Quasiperiodizitit ins Chaos ist moglich. Ge- ' :

méaf des Ruelle-Takens-Szenarios durchlauft bei wei- \ / / i

terer Kontrollparameter-Variation der zweidimen-

sionale Torus eine erneute Hopf-Bifurkation und

wird zu einem dreidimensionalen Torus. Das ent-
spricht einer quasiperiodischen Bewegung im Pha- -~

senraum mit drei Grundfrequenzen in irrationem

Verhéltnis zueinander. Durch kleine Stérungen ist

es moglich, dass die Bewegung an Stabilitdt verliert

Abbildung 2.2: Darstellung einer
Hopf-Bifurkation im Phasenraum

[entnommen aus Argyris et al. 2017,

Torus auch zu einer Kaskade unendlich vieler Hopf- S. 325]

und in chaotisches Verhalten iibergeht. Gemafl des

Landau-Szenarios kann es nach Erreichen des 3D-

Bifurkationen kommen. Dabei entstehen n-dimensionale Tori. Fiir n — oo gelangt das
System schliefllich ins Chaos. (Argyris et al., 2017, S. 493-507)

Im Falle der Intermittenz zeigt ein System zunéchst regulires Verhalten, das anfangs
nur selten und kurz von irreguliren Abschnitten (deutlich gréfierer Amplitude) unterbro-
chen wird (sog. burst of chaos). Bei weiter erfolgender Anderung der Kontrollparameter
werden diese Ausbriiche haufiger, bis sie schlieffilich zur Regel werden. Intermittenz stellt
also eine Klasse kontinuierlicher Ubergangsformen von reguliirem zu chaotischem Verhal-

ten dar. Im Detail sind viele unterschiedliche Intermittenztypen bekannt. (Argyris et al.,
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2017, S. 5821.)

Eine graphische Veranschaulichung dieser drei Ubergangsarten findet sich in der Abbil-
dung A.3 im Anhang A.1.

Dariiber hinaus kann es auch innerhalb von chaotischen Regimen zu strukturellen Ver-
anderungen der chaotischen Dynamik kommen: So sind bei Variation der Kontrollpara-
meter kontinuierliche wie plotzliche Verdnderungen in der Chaotizitit eines seltsamen
Attraktors beobachtbar.® Eine plotzliche Verdinderung eines Attraktors nennt man auch
Attraktorkrise. Dabei kann sich beispielsweise dessen rdaumliche Gestalt grundlegend
andern (interior crisis), oder er verschwindet ganz (boundary crisis), wodurch das
System in den Einzugsbereich eines anderen, koexistierenden oder eines neu entstandenen
Attraktors gerat. (Argyris et al., 2017, S. 440f.)

8Dies ist beispielsweise mittels der in Kapitel 2.4 eingefiihrten Lyapunov-Exponenten quantifizierbar.
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3. Stand der Forschung zum System

»tropfender Wasserhahn*

Dass ein tropfender Wasserhahn ein nichtlineares System darstellt, das unter gewissen
Umstédnden chaotisches Verhalten zeigen kann, wurde erstmals 1977 von O. Rossler in
der Theorie vorgeschlagen (Haken, 1977, S. 174-189). Seit Mitte der 1980er Jahre und vor
allem in den 1990ern haben einige Forschungsgruppen dieses System unter Laborbedin-
gungen aufgebaut und mithilfe zunehmend ausreichend leistungsfahiger digitaler Mess-
werterfassungen experimentell untersucht. Nach der Jahrtausendwende ist das Interesse
am tropfenden Wasserhahn zuriickgegangen, und es scheint kaum neue Verdffentlichungen
hierzu gegeben zu haben. Nachfolgend werden die wichtigsten publizierten Erkenntnisse

iiber den chaotisch tropfenden Wasserhahn dargestellt.

3.1. Theoretische Modellierung des Systems

Das Verhalten des Systems wird durch den Vorgang der Tropfenbildung und dessen Ablo-
sung an der Austropfspitze bestimmt. Buttkus et al. 1995, S. 2 zufolge beschreibt das sich
wiederholende Heranwachsen eines Tropfens bis zu einer gewissen Masse mit der darauf-
folgenden Ablésung eine Schwingung.’ Dabei bleibt stets ein Resttropfen an der Spitze

t10 aufgrund chemischer Bindungskrifte in die Spitzenoff-

zuriick. Dieser zieht sich meis
nung zuriick, bevor es zu einer erneuten Tropfenbildung kommt. Auch dieser Vorgang
stellt eine geddmpfte Schwingung dar. Im Kern sollte das System also mit zwei gekoppel-
ten Schwingungen und einer Tropfen-Ablosebedingung modelliert werden kénnen.

Eine vollstandige Modellierung des Systems erscheint zu kompliziert und findet sich nicht
in der Literatur. Haufig allerdings werden einige Spezialfille und Teilmodelle behandelt,
die das beobachtbare Tropfverhalten in gewissen Parameterbereichen recht gut beschrei-
ben und Hinweise auf tatsachlich auftretende Phénomene liefern. Eine theoretische Be-
trachtung des Systems scheint in jedem Fall sinnvoll, beispielsweise damit im Experiment

nach theoretisch vorhergesagten Phénomenen Ausschau gehalten werden kann.

9Fiir manche FlieBgeschwindigkeiten kann bereits mit bloBem Auge ein Oszillieren der heranwachsen-
den Tropfen beobachtet werden.
10Fs kénnen sich auch sogenannte Satellitentropfen bilden, siehe Kapitel 3.2.1.
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3.1. Theoretische Modellierung des Systems

Shaw 1984, S. 14 f. hat als erstes ein System von Differentialgleichungen (DGLs) zur
Modellierung des Tropfvorgangs vorgeschlagen. Es basiert auf einem Masse-Feder-Modell:
Der sich bildende Tropfen stellt eine Masse m(t) an einer Feder mit Federkonstante k dar.
Die Feder steht fiir die Oberflichenkrifte bzw. chemischen Kréfte des Wassers. Sobald
die Feder eine kritische Lénge erreicht, d.h. sobald der Schwerpunkt x der Masse den
kritischen Punkt z( erreicht, wird schlagartig ein Stiick Masse Am entfernt. Diese sei pro-
portional zur Schwerpunktsgeschwindigkeit der Masse am kritischen Punkt und beschreibt

den sich l6senden Wassertropfen.

(@) mg—kx ~mi
(b) 1 = const. (3.1)

(¢) Am o bei x = xq

Hierbei handelt es sich aufgrund der Unstetigkeit in der Masse!'! um ein nichtlineares
System von DGLs. Als Phasenraumvariablen dienen Position, Geschwindigkeit und Masse.
Gleichung (b) geht davon aus, dass sich die Fliegeschwindigkeit nur sehr langsam andert
und deshalb lokal als konstant angenommen werden kann. Aufgrund der Diskontinuitat
in der Masse (aufgrund des Ablosens der Tropfen) kann eine Lésung des Systems (3.1)
nicht in analytische Form gebracht werden. (Austin, 1991, S. 150)

Durch Implementierung auf einem analogen Computer (kommt einer modernen numeri-
schen Integration gleich) und Vergleich mit experimentell erhobenen Daten zeigt Shaw,
dass das System (3.1) (zumindest in manchen Parameterbereichen) ein geeignetes Mo-
dell darstellt. Siehe hierzu Abbildung 3.1. Besonders hervorzuheben an diesem Modell

data analog model
a0 firec)
position
", AN
£ W, v \\\. X
vy i l
‘A i
Ay i \\
\."’_\x gg //
g \‘,// i U
velocity ¢
Gl (msec) 90 <— (up)
Abbildung 3.1: Vergleich von Abbildung 3.2: aus (3.1) berechnetes
experimentell ermittelter und aus (3.1) Phasenraumportrait fiir die gleichen
berechneter Return-Map!? fiir Parameter wie in Abb. 3.1 [entnommen aus
iibereinstimmende Systemparameter Shaw 1984, S. 17]

[entnommen aus Shaw 1984, S. 16]

"Da Differenzierbarkeit Stetigkeit voraussetzt, gilt Gleichung (b) jeweils nur fiir die Zeitbereiche, in
denen ein Tropfen heranwéchst.
12giehe Kapitel 2.5
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3. Stand der Forschung zum System ,tropfender Wasserhahn*

ist, dass es mit endlich vielen (drei, um genau zu sein) Variablen ein eigentlich unendlich-
dimensionales Fluidsystem (innerhalb gewisser Grenzen) beschreiben kann.'® Fiir die glei-
chen Parameter wie in Abbildung 3.1 findet sich ein aus System (3.1) berechnetes Phasen-
raumportrait in Abbildung 3.2. Das schnelle Zurtickziehen des verbleibenden Resttropfens
nach der Tropfenablosung bei x( ist gut zu erkennen. (Shaw, 1984, S. 15-18)

Ein noch tiefergehenderer Vergleich zwischen Modell und experimentellen Daten bleibt
bei Shaw 1984 jedoch aus.

Austin 1991, S. 150 fiihrt folgenden Satz an Differentialgleichungen zur Beschreibung
des Tropfvorgangs an:
(@) mg—kr ~mi

(b) 1 = const. (3.2)

(¢) Am =z bei z = xg

Hierbei seien die Variablen und Parameter genauso wie in System (3.1) benannt. Im
Unterschied zu diesem findet sich in Gleichung (c) eine Gleichheit.

Auf Grundlage dieses Modells entwickelt Austin ,,by making some educated guesses about
the approximate form of such a solution“ eine Lésungsfunktion z(t). Dazu wird zusdtzlich
angenommen, dass jeder Tropfen mit einer Frequenz oszilliert, die als Funktion abhangig

von der Tropfengrofle ist. So ergibt sich:

z(t) = At'? 4 B sin [w(t)t + Q] e (3.3)

Der exponentielle Term bertick-
sichtigt die Dampfung aufgrund

von Reibung, der Sinusterm die

Oszillationen bei der Tropfenfor-
mung. {); steht fiir den Phasen- x(t)
winkel der Oszillation zu Beginn Abbildung 3.3: Tropfenposition in Abhéngigkeit von
der Tropfenformung. w(t) konnte  der Zeit gemaB Gleichung (3.3) [entnommen aus Austin
experimentell zu w(t) = ot~'/3 1991, S. 150]

bestimmt werden, wobei @ ein fester Parameter ist. A, B und + sind ebenfalls Parameter.

Damit lauft die Bildung eines Tropfens qualitativ wie in Abbildung 3.3 skizziert ab.

Weiterhin ist in Formel (3.3) ein weiterer wichtiger Aspekt des Systems ,tropfender
Wasserhahn* enthalten: der Gedéachtnisparameter ();. Dieser bewirkt eine systeminter-
ne Feedbackschleife, woraus im Allgemeinen in nichtlinearen Systemen komplexes Verhal-

ten entstehen kann. Im Falle des tropfenden Wasserhahns wird durch ihn eine Information

13Dies wird in der Literatur auch an anderen Stellen gefunden, siche die Referenzen bei Shaw 1984,
S. 18 fiir weitere Details hierzu.
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3.1. Theoretische Modellierung des Systems

des zuriickliegenden Tropfens zum nachsten Tropfen weitergegeben: der Phasenwinkel, mit
dem eine neue Tropfenbildung startet. Er kann vom Wert des Phasenwinkels beim Ablosen

des letzten Tropfens abhangen. Das impliziert verschiedene Phanomene.

Fir das Modell (3.2) mit Lésung (3.3) kann 1245 ms

man mithilfe des Gedéchtnisparameters bei-

spielsweise das Auftreten einer Serie von sich
abwechselnden Einer- und Zweier-Zyklen bei
niedrigen FlieBgeschwindigkeiten theoretisch At

herleiten. Dazu wurde die Abhéngigkeit des

Phasenwinkels €2; bei Ablosen eines Tropfens
vom Phasenwinkel §2; zu Beginn der Tropfen-
bildung dieses Tropfens in Austin 1991, S. 151 aar s
bestimmt und ist Abbildung 3.5 zu entneh- 0 K 1000

men. Unter der Annahme niedriger Fliefige-

Abbildung 3.4: Serie bistabiler Bereiche
schwindigkeiten (etwa 1 - 4 Tropfen pro Se-  bei niedriger Durchflussmenge (1 bis 3,5

kunde) kann weiterhin ein funktionaler Zu-  Tropfen/s) [entnommen aus Austin 1991,
sammenhang zwischen dem Phasenwinkel bei S 149]
Ablosen des letzten Tropfens und dem Winkel zu Beginn des darauffolgenden Tropfens
bestimmt werden. Somit lisst sich, bei gegebenem Startwinkel W, der Winkel beim Ab-
l6sen des n-ten Tropfens als n-faches Anwenden einer Funktion f auf W berechnen; eine
Tropfserie also als f"(W). Wenn nun die Unstetigkeitsstelle Q45 von f fir eine gewisse
FlieBgeschwindigkeit nicht im Bild von f liegt, hat f einen Fixpunkt (siehe Abb. 3.6).
f™(V) stellt also eine Fixpunktiteration dar, und es tropft mit konstanter Periode. Das
System besitzt folglich einen stabilen einperiodischen Attraktor. Liegt die Unstetigkeits-
stelle jedoch ¢m Bild von f, dann alterniert f unter Iteration langfristig zwischen zwei
Werten (siehe Abb. 3.7). Der Attraktor des Systems liegt fir diese Bereiche also (gering-
fugig) doppelt aufgespalten vor.

Experimentell sind solche Serien ebenfalls gefunden worden, siehe Abbildung 3.4.

Bei sehr niedrigen Fliegeschwindigkeiten (< 1 Tropfen pro Sekunde) gehen durch den
Déampfungsterm in Gleichung (3.3) sémtliche Phaseninformationen zwischen zwei Tropfen
verloren. Dann besteht qualitativ ein streng monotoner Zusammenhang zwischen Fliefige-
schwindigkeit und Tropfabstand. Fiir hohe Flielgeschwindigkeiten lasst sich zeigen, dass
deutlich komplizierteres und chaotisches Verhalten zu erwarten ist. (Austin, 1991, S. 153)

Beides stimmt mit experimentellen Beobachtungen iiberein.

Sehr komplexes Systemverhalten kann auch durch Vorhandensein mehrerer Gedécht-
nisparameter — einem sogenannten mehrdimensionalen Feedback — zustande kommen.

Gleichung (3.2(c)) besagt, dass die Masse eines sich ablésenden Tropfens von der Ge-
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3. Stand der Forschung zum System ,tropfender Wasserhahn*

Alle Achsen in Abb. 3.5 - 3.7 sind von 0 bis 27 skaliert. Die Unstetigkeitsstelle heifle €24;s.

- 1l=

Abbildung 3.5: Q) iiber 2; Abbildung 3.6: Verhalten = Abbildung 3.7: Verhalten

bei einer festen von f unter Iteration fiir von f unter Iteration fiir
Fliefgeschwindigkeit und fiir Qg5 ¢ Im(f) [entnommen aus Q45 € Im(f) [entnommen aus
denselben Tropfen [entnommen Austin 1991, S. 153] Austin 1991, S. 153]

aus Austin 1991, S. 151]

schwindigkeit dessen Schwerpunkts abhédngt. Die Geschwindigkeit wiederum ist mit den
oben diskutierten Schwingungen im System gekoppelt. Ein Unterschied in der Masse,
die sich ablost, bewirkt auch einen Unterschied in der Restmasse, die an der Spitze iib-
rig bleibt. Dies verursacht bei zunehmend hoéheren FlieBgeschwindigkeiten umso starkere
(nichtlineare) Feedbackeffekte. (Austin, 1991, S. 153)

Eine detailliertere Berechnung der Menge an im System zwischengespeicherten Informa-
tionen findet sich beispielsweise in Martien et al. 1985, S. 403 f..

Kiyono & Fuchikami 1999 liefern auf Basis einer vorangegangenen Verdftfentlichung tiber
Eigenschaften und Modellierung des Tropfvorgangs (siehe Kapitel 3.2.1) ein deutlich de-
taillierteres Modell. Im Grundsatz basiert es ebenfalls auf einem Masse-Feder-Modell. Da
der tropfende Wasserhahn héufig mit nicht allzu kleinen Austropfspitzen realisiert wird,
scheint diese Grundidee gerechtfertigt, denn ,,the mass-spring model corresponds to re-
latively large faucets [Anm.: fiir Spitzendurchmesser grofier als etwa 0,5 mm]|, where the
oscillation of the center of mass governs the basic dynamics®. (Fuchikami et al., 1999)
Grundlegend neu im Vergleich zu vorigen Modellen sind zwei Dinge: Einerseits wurde
versucht, die Modellparameter (z. B. Federkonstante, Dampfung) bzw. genauer gesagt de-
ren funktionale Abhéngigkeiten in separeten Fluiddynamiksimulationen sehr prézise zu
bestimmen. (Insbesondere die funktionalen Zusammenhénge wurden in anderen Modellen
haufig nicht untersucht.) Andererseits wird die Art und Weise, wie sich die Wassertrop-
fen an der Spitze bilden, welche Formen sie annehmen und wie (u.a. abhéngig von der
Form und der Masse) der Abloseprozess ablauft, als Schliisselelement fiir eine gute Mo-

dellbildung fiir dieses System gesehen. Fiir beide Aspekte wird auf die Ergebnisse einer
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3.1. Theoretische Modellierung des Systems

vorigen Veroffentlichung!* zuriickgegriffen. In dieser werden ein neu entwickelter Algo-
rithmus zur Simulation der Tropfenbildung an einer Spitze auf Basis von Lagrange’schen
Fluiddynamikgleichungen und dessen Ergebnisse vorgestellt.!5

Nachfolgendes System an (Differential-)Gleichungen gelte fiir recht niedrige Flieige-

schwindigkeiten (weniger als 6 Tropfen pro Sekunde):

(a) &(mi) = —ke — i +mg
(b)  L(mi) =mi + (& — vo)riv
(¢) 1= Q = const.

(d) Q= 7ry

(©) k(m) = am+as (M < Mepi)

0 (m Z mcrit)
(f)  m,. =bym+ by bel & = x0y
T = xy = const.

(g) } bei z = Lerit

=0

Gleichungen (a) und (b) beschreiben die Bewegungsabliufe des gedachten Masse-Feder-
Pendels. g sei der Ortsfaktor, v eine Dédmpfungskonstante (siche auch Gleichung (3.3)).
Dabei beschreibt (b) die Impulsidnderung des Tropfens bei stetigem Anhaften weiterer
Masse (mit relativer Geschwindigkeit & —vy). Das Anwachsen der Tropfenmasse geschieht
nach (c) linear. FlieBgeschwindigkeit vy an der Spitze mit Durchmesser r und Flussra-
te Q sind nach (d) proportional.' Gleichung (e) trigt der Beobachtung Sorge, dass die
Federkonstante bei Uberschreiten einer kritischen Masse m,;; schlagartig Null werden
muss. Denn fiir niedrige Flie3geschwindigkeiten findet die Tropfenablosung durch ,regu-
lares“ Einschniiren statt; regular meint dabei, dass die Einschniirung erst mit Erreichen
der kritischen Masse beginnt, und nicht davor (s. auch Kap. 3.2.1). Der ansonsten linea-
re Zusammenhang sowie passende Werte fiir die Konstanten a; und as werden der oben
erwahnten separaten Simulation entnommen. Die Ablosung des Tropfens findet bei z..;
statt. Der schon frither thematisierte Resttropfen m,., der an der Spitze beim Abldsen ver-
bleibt, wird in Gleichung (f) konkretisiert. Auch hier sind die Konstanten b; und by durch
Simulation bestimmt. Gleichung (g) beschreibt die (offensichtliche) Reset-Bedingung bei
Tropfenablosung. (Kiyono & Fuchikami, 1999)

l4siehe Fuchikami et al. 1999

15Tm Kapitel 3.2.1 werden u. a. aus dieser Verdffentlichung einige Ergebnisse dargestellt.

16Deshalb und nach GI. (5.1) sind FlieBgeschwindigkeit vy, Flussrate @ und die spéater haufig verwende-
te Durchflussmenge @ (Volumen pro Zeit) direkt proportional zueinander. Insbesondere Durchflussmenge
und FliefSgeschwindigkeit werden in dieser Arbeit daher haufig synonym verwendet.

21



3. Stand der Forschung zum System ,tropfender Wasserhahn*

Vergleicht man die Ergebnisse aus numerischer Losung des Systems 3.4 mit experimen-
tell erhaltenen Daten, finden Kiyono & Fuchikami (freilich fir niedrige FlieBgeschwin-
digkeiten) quantitativ gute Ubereinstimmungen. Dies spricht sowohl fiir die Konzepti-
on des Modells, als auch fiir die aus oben erwahnter Simulation erhaltenen Parameter.
Gleichzeitig liefert das Modell viele auch tatsédchlich beobachtbare Phénomene wie die Art
des Zusammenhangs zwischen Durchflussmenge und Tropfabstand, Bifurkationen, Uber-
gangsverhalten zwischen periodischen und chaotischen Regimen und Hysterese. (Kiyono

& Fuchikami, 1999) Hierauf wird im folgenden Kapitel noch etwas genauer eingegangen.

3.2. Experimentelle Befunde und deren theoretische

Hintergriinde

Mit den auf den letzten Seiten vorgestellten, zunehmend komplizierteren Modellen gelingt
es, viele Beobachtungen aus dem Experiment nachzubilden und Hinweise auf weitere ent-
deckbare Phidnomene zu liefern. Dennoch besitzen alle Modelle einen kleinen Giiltigkeits-
bereich. Insbesondere existiert kein quantitatives Modell fiir mittlere und hohe Fliefige-
schwindigkeiten. In vielen Veroffentlichungen wird das stark komplexe Systemverhalten
fiir diese Kontrollparameterbereiche betont, dessen Hintergriinde bis heute nicht wesent-
lich erforscht sind. Allerdings ist der tropfende Wasserhahn bereits vielen experimentellen
Untersuchungen unterzogen worden, woraus sich eine Fiille an dokumentierten Phéno-
menen dieses nichtlinearen Systems ergeben hat. Nachfolgend werden die Wichtigsten

vorgestellt und — sofern bekannt — mit einer knappen theoretischen Erklédrung versehen.

3.2.1. Eigenschaften der Tropfenbildung

Zentral fiir die Dynamik des Systems ,tropfender Wasserhahn“ und dessen Verstandnis
sind die Eigenschaften der Tropfenbildung und -ablésung. Intuitiv kénnte man meinen,
dass bei konstanter, kontinuierlicher Durchflussmenge Form und Volumen der sich 16sen-
den Wassertropfen stets gleich sind — zumindest in reguldren Regimen des Systems. Dem
ist aber nicht so. Experimentell hat man mehrfach gefunden, dass sich haufig sogenannte
Satellitentropfen bilden. Damit werden (sehr) kleine Wassertropfen bezeichnet, die (sehr)
rasch auf einen normal groflen Wassertropfen folgen. Bei genauer Betrachtung der Art und
Weise, wie sich Wassertropfen an einer Spitze formen und losen, findet man sogenanntes
necking vor. Das bedeutet, das sich an der Offnung ansammelnde Volumen hingt u. a.
aufgrund der Schwerkraft immer weiter nach unten, wobei sich als Verbindung zwischen
dem GroBteil des Volumens und der Offnung ein schmaler Hals ausbildet. Irgendwann

schniirt sich aufgrund von Oberflichenkraften an der Oberkante des weit nach unten hén-
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3.2. Experimentelle Befunde und deren theoretische Hintergriinde

genden Wasservolumens der Hals so stark ein, dass sein Durchmesser beinahe Null wird
und sich der Tropfen 16st. Der tibrig bleibende Resttropfen (der Hals) kann sich entweder
kurz darauf auch ablésen (durch Einschniirung direkt unterhalb der Austropfspitze) oder
sich aufgrund von chemischen Kréften zur Spitzenoffnung zuriickziehen. Lost er sich, hat
sich ein Satellitentropfen gebildet. Fotos von beiden Prozessen der Tropfenbildung finden
sich in Abbildung 3.8.

Wann und wie genau Satellitentropfen auftreten,
héngt von der Spitzengeometrie und von der Flie3ge-
schwindigkeit ab. Aus verschiedenen Untersuchungen
wird tibereinstimmend berichtet, dass bei sehr nied-
rigen FlieBgeschwindigkeiten das Ungleichverhéltnis
der Volumen von Tropfen und Satellitentropfen be-
sonders stark ausgepréigt ist (GroBenordnungen 10:1
bis 100:1). (S. z.B. Dreyer & Hickey 1991, S. 624
oder Fuchikami et al. 1999'".) Dieses wird fiir zu-

nehmende FlieBgeschwindigkeit geringer. In Abbil- L

mulation der Tropfenbildung fiir hohe und niedrige  durch necking und Entstehen eines
Satellitentropfens [entnommen aus

FlieBgeschwindigkeiten zu sehen, die diese Beobach- Fuchikami et al. 1999]

tung verdeutlicht. Bei eher grofleren Spitzendurch-

messern (~ 2mm) scheint die Bildung von Satellitentropfen ab gentigend hoher Durch-
flussmenge irgendwann abrupt und vollstédndig zu enden. Bei eher kleineren Durchmessern
(=~ 0,5mm) scheinen sich auch dann noch gelegentlich Satellitentropfen zu bilden. (Dreyer

& Hickey, 1991)

Als eine Grundlage aller in Kapitel 3.1 vorgestellten Modelle dient die Annahme, dass
das Wasser beim Tropfenbilden und Sich-zuriickziehen oszilliert. Dies ist teils schon mit
blolem Auge beobachtbar und experimentell gut bestétigt. Dabei sind Osziallationen vor
allem in chaotischen Regimen stark ausgepréigt. Interessanterweise fiihrt dies laut Sarto-
relli et al. 1994, S. 3969 f. dazu, dass die Position, an der sich ein Tropfen 16st, (zumindest
bei chaotischem Systemverhalten) stets unterschiedlich ist. Eine Stroboskopaufnahme zur
Verdeutlichung dieser Beobachtung findet sich in Abbildung A.5. Dies unterstreicht den
begrenzten Giiltigkeitsbereich der Modelle (3.1), (3.2) und (3.4) auf reguliare Regime, da
dort stets Tropfenablosung an einer festen Position formuliert wurde.

Katsuyama & Nagata 1999 stellen auf Basis eigener Experimente fest, dass die Zeitab-

7In diesem Paper wird zwar eine Simulation der Wassertropfenbildung vorgestellt, allerdings basiert
sie auf verschiedenen, referenzierten experimentellen Befunden. In diesen finden sich entsprechende ex-
perimentelle Berichte iiber das beschriebene Verhalten der Satellitentropfen-Bildung.
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3. Stand der Forschung zum System ,tropfender Wasserhahn*

stande zwischen zwei Tropfen nicht nur davon abhéangen, dass sich ein Tropfen aufgrund
seines Figengewichts irgendwann ablost, sondern dass dabei auch die Oszillationen eine

wichtige Rolle spielen.

Damit sind also mehrere Einflussfaktoren auf die messbaren Tropfabstinde gefunden:
Grundlegend natiirlich die Durchflussmenge. In Verbindung mit dem Spitzendurchmesser
bestimmt sie die Charakteristik der Satellitentropfenbildung, die sich durch kurze Zeitab-
stdnde bemerkbar macht. Weiterhin spielen Oszillationen bei der Tropfenbildung eine
Rolle. Nicht zuletzt findet sich an vielen Stellen die Beobachtung, dass das durchschnitt-

liche Tropfenvolumen kleiner ist, wenn der Spitzenradius geringer ist.

3.2.2. Systemdynamik, Ubergangsverhalten und Attraktoren

In vielen Veroffentlichungen finden sich Messungen des Tropfabstands in Abhéngigkeit von
der Durchflussmenge; héaufig fiir fixierte Werte oder nur kleine kontinuierliche Bereiche.
Meist wird dabei die Systemdynamik in der Nahe von Bifurkationspunkten und dessen
Ubergangsverhalten betrachtet. AuBerdem werden Attraktoren untersucht und klassifi-
ziert. (Zu den theoretischen Hintergriinden und Eigenschaften von Dynamik und Attrak-

toren nichtlinearer Systeme siche Kapitel 2.)

Drei Beispiele fiir Tropfdiagramme (Tropfabstand auf- 620

getragen iiber der Durchflussmenge), die fiir einen ver- s e

héltnismafig breiten Bereich an Durchflussmengen erstellt _ I =]

wurden, sind in den Abbildungen A.6, A.7 und A.8 im f@ Lo G
.. 3. '{a.;‘l,.-,»'...-.w—nﬂl‘-”

Anhang A.2 zu sehen. Ubereinstimmend findet sich in der e e i

Literatur, dass sich der tropfende Wasserhahn fiir sehr ho- _ |

he und sehr niedrige Flielgeschwindigkeiten regular und 530 | (]312)24

periodisch (Einer-Zyklus) verhalt. Dazwischen liegen sich 620

immer wieder abwechselnde Bereiche reguléren Verhaltens .

(die aber teils hohere Periodizitit aufweisen, also 2er-, 3er- _ . ;

, der-, 8er-Perioden usw.) sowie Bereiche chaotischen Ver- »a:; .

haltens. T R

Die iiberwiegend chaotischen Zonen erstrecken sich in der I

Regel tiber breite Bereiche an FlieBgeschwindigkeiten. Ty- 530 . . __(b)

530 T, (ms) 620

pische Wege ins Chaos (s. Kap. 2.6) sind Intermittenz

und Periodenverdopplungen sowie eine Mischung aus bei- Abbildung 3.9: Ubergang
von einem 3er-Zyklus ins
Chaos durch Intermittenz
[entnommen aus Sartorelli
termittenz werden viele verschiedene Typen beschrieben. et al. 1994, S. 3970]

den. Ein Beispiel ist in Abbildung 3.9 zu sehen: hier geht

ein 3er-Zyklus iiber Intermittenz ins Chaos tiber. Fiir In-
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3.2. Experimentelle Befunde und deren theoretische Hintergriinde

(Dreyer & Hickey, 1991; Sartorelli et al., 1994; Sénchez-Ortiz & Salas-Brito, 1995). Al-
lein Buttkus et al. 1995 beschreiben davon abweichend einen sehr schmalen chaotischen
Bereich, in den und aus dem eine reine Feigenbaum-Route fiihrt. (s. Abb. A.9) Intermit-
tenz scheint nicht aufgetreten zu sein. Dies steht in starkem Kontrast zu allen anderen

gefundenen Veroffentlichungen, und bedarf einer weiterfiithrenden Analyse.

Generell konnen verschiedenzahlig periodische sowie seltsame Attraktoren studiert wer-
den. Fiir die einer chaotischen Dynamik zugrunde liegenden seltsamen Attraktoren sind
verschiedenste Formen und teils sehr spezielle Eigenschaften berichtet. Entsprechend viele
Return-Maps finden sich. Genauso geben stroboskopartige Bilderserien von Ubergéingen
periodischer in seltsame Attraktoren interessante Einblicke (s. z. B. Sartorelli et al. 1994).
Beispielsweise lasst sich in der Return-Map unten in Abbildung 3.9 gut erahnen, wie ein
reguldrer 3er-Attraktor in einen seltsamen Attraktor iibergehen kann. Auch verschiedene

Formen von Attraktorkrisen (s. Kap. 2.6) lassen sich beobachten.

Weiterhin berichten mehrere Forschungsgruppen von sich in regelméfligen Abstdnden

(beztiglich der FlieBgeschwindigkeit) wiederholenden Mustern im Tropfdiagramm.

Beispielsweise bei Austin 1991 handelt es sich dabei um

eine Serie bistabiler Regionen (thematisiert in Kap. 3.1), jz ﬂ'\d\j\ * l

bei Katsuyama & Nagata 1999 um eine Serie von Berei- ol R 5 ‘

chen, in denen sich pferiodisches und chaotisches Verhalten ol \J\‘\, f\ \

mit immer gleichen Ubergidngen abwechseln. Solche Serien ol 3‘*«»’»\ ¢ \
werden auch unit structure genannt. Eine Darstellung cal K\‘”\&
letzterer findet sich in Abbildung 3.10.!® Das Auftreten 004 0050 0055

von unit structures ist ein Folge aus den oben schon héau- o080

figer diskutierten Oszillationen des sich formenden Trop-
0.75}
fens in Verbindung mit dem necking-Prozess beim Ablosen

des Tropfens. Fiir jede Einheit der Struktur ist dabei die  070f
Anzahl der Oszillationen zwischen Beginn der Tropfenfor-

0.65}
mung und dessen Ablosung charakteristisch. Detailliertere

Erklarungen hierzu finden sich bei Kiyono & Fuchikami  0.60
1999.

0.14 0.15 0.16 0.17

Abbildung 3.10: unit
Insgesamt lasst sich allerdings festhalten, dass die am structure fiir zwei
verschiedene
FlieSgeschwindigkeitsbereiche
[entnommen aus Katsuyama
(verwendete Spitze (Symmetrie, Offungsweite), Tempera- & Nagata 1999]

System ,tropfender Wasserhahn“ beobachtbare Dynamik

offenbar stark von den jeweiligen Systemeigenschaften

8Um eine solche Serie so stérungsarm und fein aufgelost messen zu kénnen, bedarf es einen von der
Umgebung gut entkoppelten Versuchsaufbau und vor allem eine sehr prézise Steuerung des Kontrollpa-
rameters. Hierzu sei auf den besonderen Versuchsaufbau in Abb. A.16 verwiesen.
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3. Stand der Forschung zum System ,tropfender Wasserhahn*

tur, Flussigkeit etc.) abhéngt. Zudem wird oft von einer hohen Sensitivitdt des Ver-
suchsaufbaus hinsichtlich Beeinflussung aus der Umgebung und kleinsten Fluktuationen in
den Kontrollparametern berichtet, was Messergebnisse ganz wesentlich beeinflussen kann.
So gibt es iiber verschiedene Publikationen hinweg — wenn iiberhaupt — teils qualitative,

aber keine nennenswerten quantitativen Ubereinstimmungen.

3.2.3. Bi- und Multistabilitat

In Kapitel 2.3 wurden Bi- bzw. Multistabilitat bereits als Phanomen der Koexistenz zwei-
er bzw. mehrerer Attraktoren eingefithrt: Durch kleine (externe) Stérungen beeinflusst,
konne eine Trajektorie in den Einflussbereich eines anderen Attraktors verschoben werden
und bleibe dann durch diesen eingefangen. Experimentell lasst sich Bistabilitat beobach-
ten, wenn man die Flielgeschwindigkeit des tropfenden Wasserhahns langsam variiert,
wahrenddessen die Tropfabstédnde misst und dieses Vorgehen mehrmals wiederholt. Hau-
fig finden sich gewisse Kontrollparameterbereiche, in denen sich das System teils auf die
eine Art und Weise, teils auf eine andere Art und Weise verhéalt. Fir diese Bereiche ko-
existieren also mehrere Attraktoren. Abhéngig von (sehr) kleinen externen Stoérungen bei
einem Messdurchlauf gerat das System in den Einzugsbereich genau eines dieser Attrakto-
ren, und verbleibt dort fiir die Dauer der Existenz des jeweiligen Attraktors. Ein Beispiel
fiir im Experiment beobachtete Bistabilitat ist im Tropfdiagramm A.8 im Anhang A.2 zu

sehen.

3.2.4. Hysterese

Im Zusammenhang mit nichtlinearen Systemen wird haufig von Hystereseeffekten berich-
tet. Allgemein ist damit eine Anderung der Wirkung gemeint, die gegeniiber der Ande-
rung ihrer Ursache zeitverzogert (und dann teils sprunghaft) eintritt. RegelméaBig wird
der tropfende Wasserhahn als ein System beschrieben, an dem u. a. Hysterese beobachtet
werden kann (z.B. Shaw 1984, S. 7, Martien et al. 1985, S. 399). Es gibt aber kaum
experimentelle Befunde hierzu. Theoretisch ist ein Auftreten von Hysterese bei Variation
der FlieBgeschwindigkeit denkbar: Die Messergebnisse fiir identische Werte der Durch-
flussmenge konnten sich bei Messung bei ansteigendem bzw. abfallendem Durchfluss in
gewissen Bereichen unterscheiden. Eine recht komplexe fluiddynamische Simulation des
tropfenden Wasserhahns von Kiyono & Fuchikami 1999 ergibt Hystereseeffekte an einem
Ubergang von periodischem (ler-Zyklus) zu chaotischem Verhalten. Nihert sich das Sys-
tem diesem Ubergangspunkt bei ansteigender FlieBgeschwindigkeit, findet der Ubergang
erst bei hoheren Geschwindigkeiten statt als bei Annéherung durch abnehmende Fliefige-

schwindigkeit. Hysterese an dieser Art von Ubergang konnte durch Sartorelli et al. 1994
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3.2. Experimentelle Befunde und deren theoretische Hintergriinde

experimentell nicht beobachtet werden; dafiir aber beim Auftreten einer Attraktorkrise.
Sowohl in o.g. Simulation wie auch im Experiment ist der Hysteresebereich!® duBerst
schmal. Da Ventile und Schrauben bei Zu- und Aufdrehen auch Hystereseeffekte zeigen
konnen, erschwert dies die experimentelle Untersuchung: Wird ein Ventil zur Steuerung
der Durchflussmenge genutzt, konnen sich bei Zu- bzw. Aufdrehen des Ventils bei gleicher
Ventilstellung unterschiedliche FlieBgeschwindigkeiten einstellen. Zum sicheren Beleg von
Hysterese darf daher nicht die Ventilposition als Mafl fiir die Flie3geschwindigkeit ver-

wendet werden.?°

3.2.5. Oberflachenspannung und Temperaturabhangigkeit

Gemafl Wu & Schelly 1989 ergibt sich bei Verringerung der Oberflichenspannung ein
scharferes, weniger diffuses dynamisches Verhalten. Dies auflert sich beispielsweise in
Tropfdiagrammen oder in Return-Maps. Zugleich é&ndert sich bei Variation der Oberfla-
chenspannung das Systemverhalten qualitativ. Exemplarisch ist in Abb. 3.11 eine dreidi-
mensionale Return-Map fiir normales Wasser und in Abb. 3.12 fiir Wasser mit verringerter
Oberflichenspannung zu sehen. Die Durchflussmengen unterschieden sich, die Tempera-
turen sind sehr dhnlich. Die schéarfere Struktur in Abb. 3.12 ist deutlich zu erkennen.
Gleichzeitig zeige sich bei geringerer Oberflaichenspannung als bei Wasser mehr quasipe-
riodisches Verhalten. (Wu & Schelly, 1989)

In der Theorie kann eine Verdnderung in der Oberflichenspannung durch Anderung des

Déampfungsparameters v und der Federkonstante k modelliert werden (vgl. Kapitel 3.1).

Neben der Oberflichenspannung hangt die Tropfdynamik des Systems von den Fluidpa-
rametern Viskositat und Dichte ab. Wird Wasser der Temperatur 25 °C um 10 °C erwéarmt,
so ergibt sich bezogen auf die Werte bei 25 °C eine Abnahme der Oberflichenspannung um
2 %, eine Abnahme der Viskositat um 24 % und der Dichte um 0,3 %. Bei niedrigerer Tem-
peratur ergeben sich schérfere und detailreichere Tropfmuster. Dies lasst sich durch die
Abnahme stochastischer Anteile in der Fluiddynamik erkléren (geringere Teilchenbewe-
gungen etc.). Das Systemverhalten &ndert sich allerdings nicht qualitativ. Jedoch bewirkt
eine Temperaturverringerung eine Verschiebung der Tropfmuster hin zu hoheren Flief3-
geschwindigkeiten. Dies wird durch den Einfluss der Temperatur auf die Tropfenbildung
(Form und Gréfie) und die Ablosebedingungen (schnelleres Ablosen, geringere Masse) er-
klart. (Wu & Schelly, 1989, S. 443)

Katsuyama & Nagata 1999 haben experimentell gezeigt, dass ein universeller linearer Zu-

19Damit ist das Intervall an FlieBgeschwindigkeiten gemeint, iiber welches sich das durch Hystere-
se bedingte unterschiedliche Systemverhalten bei aufsteigender bzw. absteigender FlieBgeschwindigkeit
erstreckt.

20Tn der Untersuchung von Sartorelli et al. 1994 geschieht allerdings genau dies ohne weitere Diskussion.
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3. Stand der Forschung zum System ,tropfender Wasserhahn*

100
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Abbildung 3.11: Return-Map fiir Abbildung 3.12: Return-Map fiir Wasser

normales Wasser, @) = 0,78 ml/s, mit reduzierter Oberflichenspannung,
¥ = 25°C [entnommen aus Wu & Schelly Q = 0,56ml/s, ¥ = 23°C [entnommen aus
1989, S. 440] Wu & Schelly 1989, S. 440]

sammenhang zwischen Durchflussmenge und Temperatur besteht — siehe Abbildung A.10
im Anhang A.2. (Die Steigung der drei Geraden darin ist jeweils gleich.) Die mittels
verbauter Heizelemente fein steuerbare Wassertemperatur bei Austritt dient in ihrer ex-
perimentellen Realisierung deshalb der Feineinstellung der Durchflussmenge (siehe auch
Abb. A.16). Damit ist also auch die Temperatur ein (zweiter) Kontrollparameter des Sys-

tems.

3.3. Versuchsaufbauten

Ein Vergleich der in Veroffentlichungen beschriebenen Versuchsaufbauten zeigt, dass sich
kein konkreter Aufbau durchgesetzt hat. Fotos von Aufbauten konnten nicht gefunden
werden, wenn iiberhaupt, wurden Skizzen mit knappen Beschreibungen veroffentlicht.
Dadurch bleiben teils viele Detailfragen unbeantwortet. Im Folgenden werden anhand
von ausgewahlten Beispielen héufige Gemeinsamkeiten und grundlegende Unterschiede in

der Realisierung des Systems ,tropfender Wasserhahn“ dargestellt.

Es gibt fiir die experimentelle Untersuchung des tropfenden Wasserhahns zwei grund-
sétzlich unterschiedliche Vorgehensweisen: Entweder wird die Dynamik des Systems fiir
diskrete, konstante FlieBgeschwindigkeiten untersucht, oder diese wird wahrend einer Mes-
sung moglichst gleichmaflig und langsam variiert. So kann ein kontinuierlicher Fliefige-
schwindigkeitsbereich vermessen werden. Ein speziell nur hierfiir konzipierter Aufbau ist
in Abbildung A.12 zu sehen. Typischerweise soll aber ein Konstanthalten der Fliege-

schwindigkeit wahrend einer Messung per Design ebenfalls moglich sein.
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3.3. Versuchsaufbauten

Kernstiick eines jeden solchen Versuchsaufbaus ist eine Austropfspitze, die mit kon-
stantem Wasserdruck versorgt wird. (Fiir einen exemplarischen Versuchsaufbau siehe Ab-
bildung 3.13.) Dazu wird ein Wassertank benutzt, dessen Fiillhohe prézise auf einem
definierten Niveau gehalten werden kann. Haufig ist fir diesen Zweck ein modifiziertes
Vergaserventil oder ein Schwimmerventil im Einsatz, das den Wassernachfluss in den Tank
kontrolliert. Auch die Verwendung einer Mariott’schen Flasche findet sich in Veroffentli-
chungen. Zur Messung tiber einen kontinuierlichen Bereich an Durchflussmengen werden
grofle Wasserreservoirs verwendet, die sich ohne externen Zufluss wéhrend einer Messung
(langsam) entleeren. Die Steuerung der FlieBgeschwindigkeit an der Spitze findet entweder
mittels eines verbauten Durchflussreglers (modifiziertes Vergaserventil, Nadelventil etc.)
statt, oder durch Hohenverstellung des Wassertanks (die Wasserspiegelhohe ist proportio-
nal zum Wasserdruck und damit zur Durchflussmenge nach Hagen-Poisseuille (Buttkus
et al., 1995, S. 3)). Fiir die Detektion der Wassertropfen wird in der Regel ein Laser mit
Photodiode und passendem Analog-Digital-Wandler verwendet. Es ist aber auch moglich,
die fallenden Tropfen akustisch mithilfe eines Mikrofons zu registrieren.

Zur Ubersicht iiber die genannten Eigenschaften und fiir weitere konkrete Details siche
die im Anhang abgedruckten Abbildungen A.11 bis A.16.

SOURCE
RESERVOIR

CARBURATOR VALVE

sV
photodiode
| moemmmmnen

ot LASER ° -
& o 1 x 10 mm slit TO COMPUTER
E AN R
[}
5 COLLECTOR

RESERVOIR =

Abbildung 3.13: Experimentelle Realisierung des tropfenden Wasserhahns nach Sartorelli
et al.: Regelung der Wasserh6he und damit des Wasserdrucks mittels modifiziertem
Vergaserventil; Regelung der Durchflussmenge an der Spitze mittels schrittmotorgesteuertem
Nadelventil; Tropfendetektion tiber Lichtschranke und Photodiode [entnommen aus Sartorelli
et al. 1994, S. 3963]
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3. Stand der Forschung zum System ,tropfender Wasserhahn*

Grofe Unterschiede in der experimentellen Realisierung finden sich hinsichtlich Art und
Offnungsweite der Austropfspitze, der Messgenauigkeit der Zeitmessung und in der Ge-
staltung des/der Kontrollparameter(s) des Systems.

Als Spitzentyp finden sich am hdufigsten Glasspitzen, entsprechend geformt aus Laborglas-
rohrchen oder am Ende von Glasbiiretten. Es kommen aber auch Messingdiisen zum Ein-
satz. Hinsichtlich des Innendurchmessers der Austropfoffnung hat sich keine best practice
herausgebildet. Verwendete Durchmesser variieren in den GroéSenordnungen 10~! mm bis
10° mm. (z. B. Dreyer & Hickey 1991: Glas, d = 0,47 mm und d = 1,95 mm; Katsuyama &
Nagata 1999: Glas, d = 5mm; Wu & Schelly 1989: Messing, d = 2mm) Allerdings wur-
den offenbar noch keine umfassenderen systematischen Untersuchungen hinsichtlich des
Einflusses der Offnungsweite der Spitze auf qualitatives und quantitatives Tropfverhalten
des Systems unternommen.

Die in Veroéffentlichungen beschriebenen Vorrichtungen zur Zeitmessung der Tropfen ha-
ben ebenfalls teils grofe Unterschiede in der Messgenauigkeit. Prinzipiell ist zu unterschei-
den zwischen Abtastrate, durch die die kiirzeste auflosbare Zeitdifferenz begrenzt wird,
und Genauigkeit der einem Ereignis zuordnebaren Zeit. Fiir die Genauigkeit finden sich
Angaben zwischen den GroBenordnungen 10! ps und 103 ps und Abtastraten — sofern
veroffentlicht — zwischen 10° kHz und 10! kHz.

Als Kontrollparameter des Systems wird zwar stets die Durchflussmenge bzw. die Flief3-
geschwindigkeit genannt, allerdings werden beide nicht direkt experimentell erfasst. Die
FlieBgeschwindigkeit ist proportional zur Durchflussmenge (s. Gl. (5.2)). Diese kann bei-
spielsweise aus der momentanen Hohe des Wasserspiegels im Reservoir bei vorangegan-
gener Eichung berechnet werden, falls kein zusétzlicher Steuermechanismus an der Aus-
tropfoffnung verbaut ist (s. z. B. Buttkus et al. 1995 und Abb. A.13, A.15).2! Wird die
Durchflussmenge nicht erfasst oder aus erfassten Werten berechnet, dann entweder, weil
die Systemdynamik nur qualitativ untersucht wird (z. B. Return-Maps ohne Angabe der
FlieBgeschwindigkeit etc.), oder weil stattdessen die Anzahl der Tropfen pro Sekunde be-

rechnet und als Ersatz-Kontrollparameter verwendet wird.??

21 Tatséchlich wurde in keiner Verdffentlichung eine andere Art zur Berechnung der Durchflussmenge
als iber die Wasserspiegelhohe gefunden.

22Djeser Kontrollparameter ist aber deutlich weniger allgemeingiiltig, da Tropfenbildung und zeitlicher
Abstand zwischen den Tropfen zusétzlich von der Spitzengeometrie und Fluidparametern abhéngen (s.
oben).
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4. Experimentelle Realisierung des
tropfenden Wasserhahns mit

einfachen Mitteln

Geméaf der in Kapitel 1.2 formulierten Forschungsfragen wird zunéchst ein neuer Ver-
suchsaufbau vorgestellt und ausfiihrlich auf die Messwerterfassung sowie damit verbunde-
ne Schwierigkeiten eingegangen. Nachfolgend wird diskutiert, wie die erhaltenen Messda-
ten aufbereitet werden konnen, um Plots und Diagramme zu erhalten, die moglichst gute
Einblicke in die Systemdynamik gewdhren. Abschliefend werden die Ergebnisse einiger

Messungen dargestellt.

Sowohl in der Konzeption des Versuchs, als auch bei Vorbereitung und Durchfithrung
der Messungen muss eine wichtige Eigenschaft des Systems stets berticksichtigt werden:
dessen Empfindlichkeit gegeniiber Eingriffen oder Storungen. Dass kleine Fluktuationen
in den Anfangsbedingungen die Systemdynamik (stark) beeinflussen kénnen, wurde be-
reits eingehend diskutiert. Aber auch jede (kleine) Anderung am laufenden System hat
Konsequenzen. Sie fithrt zunédchst dazu, dass das System einen Zustand einnimmt, der
durch Uberlagerung der Bedingungen vor und nach dem Eingriff bestimmt wird. Erst
nach einiger Zeit bestimmen ausschliefilich die neu eingestellten Systemparameter dessen
dynamisches Verhalten. Im Modell (vgl. Kap. 3.1) lisst sich dieses Ubergangsverhalten
mit der Kopplung zweier geddmpfter Schwingungen erklaren: Nach jedem Eingriff muss
zunichst eine gewisse Einschwingzeit abgewartet werden, bis man (in guter Ndherung)
davon ausgehen kann, dass diejenigen Anteile der geddmpften Schwingungen, die durch
die vorige Konfiguration hervorgerufen wurden, zum Erliegen gekommen sind. Diese An-
teile nennt man auch Transienten. Genauso wirken sich kurzzeitige Storungen auf das
System aus: Es braucht einige Zeit, bis es wieder in den Gleichgewichtszustand relaxiert.

Man nennt das Systemverhalten in dieser Zeit analog auch transientes Verhalten.
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4.1. Versuchsaufbau

Wie in Kapitel 3.3 dargestellt, sind fir Messungen am tropfenden Wasserhahn zwei Modi
Operandi von Interesse: Messung bei konstant gehaltener FlieSgeschwindigkeit und Mes-
sung iiber einen kontinuierlichen Bereich an FlieBgeschwindigkeiten. Deshalb wurde ein
Versuchsaufbau realisiert, der durch leichte Modifikationen beide Messmethoden bedienen
kann. Einen Uberblick iiber den gesamten Aufbau gibt Abbildung 4.1. Auf dem mittleren
Tisch befindet sich die Tropfeinheit mit Austropfoffnung, Auffangbehéaltnis und Sensoren.
Auf dem linken Tisch stehen die zur Messwerterfassung und -speicherung notigen Gerite.
Auf den beiden rechten Tischen befindet sich ein grofles Wasserreservoir mit optionaler

Frischwassereinleitung (ganz rechts).

(S 2

Abbildung 4.1: Aufbau des Systems ,tropfender Wasserhahn“ mit Mariott’scher Flasche
(Mitte), grolem Wasserreservoir (rechts) und Messwerterfassung (links)

4.1.1. Tropfeinheit und Auffangbehaltnis

Das Kernstiick des Versuchs (s. Abb. 4.2) funktioniert wie folgt: Das Ausgleichsgeféf (1) ist
tiber eine flexible Schlauchleitung an ein -formiges Laborglasrohrchen (2) angeschlossen,
an dessen Ende sich eine konisch zulaufende Spitze (4) befindet. Falls kein passendes
Glasrohr mit Spitze vorhanden ist, kann dieses mit etwas Ubung aus einem geraden Stiick
Laborglas hergestellt werden. Zum Biegen des L-Stiicks und zum Ziehen der Spitze gentigt

die nichtleuchtende Flamme eines normalen Bunsenbrenners. Wichtig ist, die Spitze durch

permanentes axiales Drehen wah- ] - ] )
) ) Spitze Offnungsdurchmesser horizontale Lange
rend des Ziehens rotationssym-

metrisch zu fertigen. Beim For- 1 (1,70 + 0,05) mm (44,5+0,1) cm

men des Winkels muss durch un-

2 (2,50 + 0,05) mm (44,9 +0,1) cm

terschiedlich starkes Erwirmen

um die Biegestelle herum sicher- 3 (5,00 £ 0,05) mm (48,8 +£0,1) cm

gestellt werden, dass es nicht zu Tabelle 4.1.: Offnungsdurchmesser der verwendeten Spit-

iiberméfligen Verdiinnungen im  zen und Lénge der horizonalen L-Stiicke
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4.1. Versuchsaufbau

Glas an der Auflenseite der Biegung kommt. Zum Abtrennen der Spitze vom Glasrest
an der passenden Position (das bestimmt dann den Offnungsdurchmesser der Spitze) ist
ein Glasschneider hilfreich. Fiir den hier vorgestellten Versuchsaufbau wurden drei Spit-
zen mit verschiedenen Offnungsdurchmessern hergestellt (Details s. Abb. A.22 und fiir die
Mafle s. Tab. 4.1).

Abbildung 4.2: Detailansicht der Tropfeinheit mit Messwerterfassung:
1 Ausgleichsgefaf}; 2 horizontale Glaskapillare; 3 Mariott’sche Flasche; 4 Austropfspitze und
optionale Streuscheibe; 5 Lichtschranke; 6 freihdngendes Auffangbehéltnis;
7 Pasco 550 Universalinterface; 8 Leybold Sensor-Cassy 2 mit Timer-Box;
9 Leybold Kraftsensor M

Um den Wasserfluss vom Ausgleichsgefafl zur Spitze regulieren und auch ganz abstellen
zu konnen, wurde ein Absperrhahn in die flexible Schlauchleitung eingebaut und eine Dros-
selklemme angebracht. Es hat sich gezeigt, dass fiir eine gentigend préazise Voreinstellung
der Durchflussmenge ein einfacher Absperrhahn?® allein nicht ausreichend ist. Mithilfe
der Drosselklemme und etwas Fingerspitzengefiihl ist eine recht genaue Grobeinstellung
moglich. Die Feineinstellung geschieht iiber die Anpassung der Hohe des Wasserspiegels
mittels hohenverstellbarer Podeste. Der Absperrhahn kann stets voll gedffnet bleiben und

wird nur bei Beenden der Messtétigkeiten geschlossen.

2Das verwendete Modell hat zwischen gedffneter und geschlossener Einstellung nur einen Stellungs-
unterschied von 90°. So ein Modell sollte auch in einfach ausgestatteten Sammlungen vorhanden sein.

33



4. Experimentelle Realisierung des tropfenden Wasserhahns mit einfachen Mitteln

Die austretenden Wassertropfen werden mit einer Lichtschranke (5) wenige Zentimeter
unterhalb der Spitze detektiert. Optional kann im Strahlengang der Lichtschranke eine an
der Oberfliche aufgeraute Acrylglasplatte positioniert werden. Bei passender Justierung
verhindert sie Fehldetektionen aufgrund von Streueffekten und erméglicht das Ausblenden
von Satellitentropfen falls notig (s.u.).

Unterhalb der Lichtschranke befindet sich ein Auffangbehéltnis (6), das in einer dafiir
passend hergestellten Vorrichtung frei hangend an einem Kraftsensor (9) befestigt ist (s.
auch Abb. A.19). Eine zeitsynchrone Erfassung der Gewichtskraft des Auffangbehéltnisses
ermoglicht die nachtriagliche Berechnung der momentanen Durchflussmenge (s. Kap. 5).
Bei Anfertigung der Héngevorrichtung ist darauf zu achten, dass das Auffanggefafl darin
rutschfest steht. Fiir den hier vorliegenden Aufbau wurde das Glasgefafl einer Filterkaffee-
maschine verwendet, dessen Boden nicht plan ist: Ein &uBerer Ring (ca. 2cm) des Bodens
ist im Vergleich zum Rest um etwa 0,5 cm erhoht. Der tiefere Teil des Bodens sitzt damit
fest in einem passend ausgesidgten Loch einer diinnen Holzplatte. Weiterhin muss dar-
auf geachtet werden, dass die Aufhdngungsschniire der Konstruktion keine anderen Teile
des Aufbaus berithren, damit kein Fehler in der Kraftmessung entsteht. Aulerdem sollte
das Leergewicht der Konstruktion so gering wie moglich sein, um den Kraftsensor nach

Nullung nicht durch unnotiges Tara-Gewicht zu belasten.

Optimalerweise sollte demineralisiertes Wasser zur Systembefiillung benutzt werden.
Falls eine entsprechende Deionisierungsanlage zur kostengiinstigen Bereitstellung der be-
notigten Menge an Wasser nicht zur Verfiigung steht, kann aber auch Leitungswasser
verwendet werden. In den fir diese Arbeit durchgefiihrten Messungen wurde Leitungs-

wasser benutzt.

4.1.2. Messung bei fester FlieBgeschwindigkeit

Zur Messung bei fester FlieBgeschwindigkeit muss der Wasserdruck tiber den gesamten
Messzeitraum konstant gehalten werden. Da bei nichtlinearen Systemen bereits kleine
Fluktuationen in den Systemparametern unvorhersehbare Auswirkungen haben koénnen,
muss dies sehr prazise gelingen. Ein direkter Anschluss an das Leitungswassernetz ist aus
diesem Grund nicht moglich. Stattdessen wird eine sogenannte Mariott’sche Flasche
(3) verwendet, die an den Zulauf des Ausgleichsgefifles angeschlossen wird.?* Thr Funk-
tionsprinzip ist in Abbildung 4.3 skizziert: ein luftdicht verschlossenes Gefafl mit einer

seitlichen Ausflussoffnung, in das von oben eine an beiden Enden offene Rohre hinein-

24Um Irritationen zu vermeiden, sei bereits an dieser Stelle darauf hingewiesen, dass sich die Verwen-
dung einer Mariott’schen Flasche als ungeeignet fiir einen stérungsarmen Aufbau des Systems herausge-
stellt hat (s. Kap. 5.3). Weitergehende Untersuchungen hierzu scheinen sinnvoll. Deshalb wird auch die
Aufbauvariante mittels Mariott’scher Flasche genau beschrieben.
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4.1. Versuchsaufbau

ragt. Wird das Gefafi mit Wasser bis zur Hohe ¢ vollgefiillt, und befindet sich das nach
unten hin offene Ende des Rohrchens zwischen Wasserspiegelhohe und Ausflusséffnung,
so herrscht auf Hohe b der Rohrchenoffnung stets der Umgebungsdruck. Nach dem Pas-
cal’schen Gesetz zum hydrostatischen Druck ist damit der Wasserdruck auf Hohe a der
Austrittsoffnung so lange konstant wie ¢ > b gilt. So garantiert die Mariott’sche Flasche
einen konstanten Wasserspiegel im Ausgleichsgefafi wahrend der
Messung (sofern natiirlich nicht mehr Wasser entnommen wird,
als sich iber dem Niveau b in der Flasche befindet). Durch Variie-
ren der Hohe der Flasche tiber dem Versuchstisch mittels héhen-

verstellbarem Podest kann zuséatzlich die Wasserspiegelhohe im

Ausgleichsgefafl verandert werden. Dies erlaubt eine sehr prazise

Feineinstellung der FlieBgeschwindigkeit.

Eine Mariott’sche Flasche gehort typischerweise nicht zum Stan-

dardinventar einer Physiksammlung, kann aber leicht selbst ge-

Abbildung 4.3:
baut werden. Durch diverse Vorversuche sind einige Dinge aufge-  Funktionsprinzip einer

fallen, die es dabei zu beachten gilt: (a) Das Volumen der Flasche =~ Mariott’schen Flasche

darf nicht zu klein sein. Denn zusétzlich zu der Wassermenge, die fiir die eigentliche Mes-

sung notig ist, muss Wasser fiir die Einschwingzeit des Systems eingeplant werden. Auch
kann das Niveau b sehr niedrig gewéhlt werden, um mehr Volumen fiir die dariiberlie-
gende Wasserséule zu schaffen. (b) Es sollte kein senkrechtes, sondern besser ein 1-férmig
gewinkeltes Rohrchen verwendet werden. Ein Biegewinkel knapp iiber 90° (sodass das
abgewinkelte Teilstiick im Wasser leicht nach unten hin abfallend geneigt ist) hat sich als
ideal herausgestellt. Dies bewirkt, dass eher kleine Luftblaschen aufsteigen, dafiir aber
héufiger. Das ist wichtig, denn bei groflen Luftblasen gibt es auch grofie Zeitabstinde
zwischen den einzelnen Blasen. Dann schwankt (gerade bei niedrigen FlieBgeschwindig-
keiten) der Wasserspiegel mit der Zeit zu sehr. (c¢) Eine zusétzliche kleine Bohrung im
Deckel der Flasche ist sehr niitzlich. Diese wird im normalen Betrieb mit einem Gum-
mipfropfen luftdicht verschlossen. Zur Wiederbefiillung der Flasche wird sie getffnet und
das nachzufiillende Wasser ins Ausgleichsgefafl geschiittet. Dank der kommunizierenden
Rohren fillt sich damit die Mariott’sche Flasche von alleine. Ein Foto der hier verwen-
deten Mariott’schen Flasche findet sich in Abbildung A.17 im Anhang. Eine Ansicht des

Versuchsaufbaus von oben mit Mariott’scher Flasche ist in Abbildung A.18 zu sehen.

4.1.3. Messung bei variabler FlieBgeschwindigkeit

Fir die Messung iiber einen kontinuierlichen Bereich an FlieSgeschwindigkeiten wird das

grofle Wasserreservoir (Nutzvolumen ca. 401) (ganz rechts in Abb. 4.1) anstelle der Ma-
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riott’schen Flasche mit dem Ausgleichsgefafl verbunden. Indem das Gefafl zu Beginn der
Messung (voll) gefiillt ist, und langsam leer lauft, kann die Systemdynamik fiir langsam
abnehmende FlieBgeschwindigkeiten untersucht werden. Alternativ kann das Reservoir zu
Beginn beinahe leer sein, und mit konstanter Zuflussrate langsam befillt werden. Damit
erhilt man einen Einblick in die Systemdynamik fiir ansteigende Durchflussmengen. Ein
(quasi)konstanter, langsamer Zulauf kann recht einfach iiber eine an das Leitungswas-
sernetz angeschlossene Schlauchleitung realisiert werden. Diese wird iiber eine auf einem
separaten Tisch angebrachte Halterung (zur moéglichst guten Entkopplung vom restlichen
System, s.u.) in das Wasserreservoir eingeleitet (s. Abb. A.21). In beiden Féllen werden
vor Beginn der Messung Einstellung der Drosselklemme und Hohe des Wasserreservoirs
(hohenverstellbar iiber Podeste) so aufeinander abgestimmt, dass der gewiinschte Bereich
an FlieBgeschwindigkeiten wihrend der Messung durchlaufen wird.

Um sicherzustellen, dass sich das System wéhrend des Leer- oder Volllaufens des Wasser-
reservoirs (nahezu) im Gleichgewicht befindet, darf sich die Wasserspiegelhohe nur sehr
langsam andern. Deshalb ist eine moglichst grofie Oberfliche des Reservoirs wichtig. Des-
sen Volumen bestimmt den maximal durchmessbaren Bereich wéhrend eines einzelnen

Messdurchgangs.

4.1.4. Reduzierung von Storeinfliissen

Bekanntermaflen ist das System tropfender Wasserhahn sehr empfindlich. Um den Einfluss
von externen und internen Storungen auf das Tropfverhalten des Systems zu verringern,
werden mehrere Mafinahmen getroffen:

(a) Die Tropfeinheit wird auf einen eigenen Tisch (den mittleren in Abb. 4.1) positioniert.
Dieser steht auf einer mehrere Zentimeter dicken Schaumstoffpolsterung ohne weiteren
Kontakt zum Boden oder zu weiteren Tischen. Dies verringert Schwingungen, die durch
Laufen iiber den Boden im Versuchsraum entstehen.

(b) Alle Fenster des Versuchsraums bleiben geschlossen, um Luftbewegungen so gering
wie moglich zu halten. Eine moglicherweise vorhandene Liiftungsanlage sollte abgeschal-
tet werden.

(c) Die Messungen werden in einem Raum durchgefiihrt, in dem sich moglichst wenige
Personen aufhalten. Es sollten moglichst keine Tiren geoffnet oder geschlossen werden.
Lautes Sprechen und hektische Bewegungen sind zu vermeiden.

(d) Alle am Tisch mit der Tropfeinheit befestigten Schraubklemmen sind zusétzlich mit
Schaumstoffstiicken an den Kontaktflichen zum Tisch ausgestattet. Dies verringert die
Ubertragung von Schwingungen, die durch das Auftreffen der Tropfen im Auffangbehélt-

nis entstehen.
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4.1. Versuchsaufbau

(e) Die Anschlussleitung der Mariott’schen Flasche an das Ausgleichsgefifl sollte aus ei-
nem moglichst flexiblen und moglichst langen Kunststoffschlauch bestehen (Schlauchlénge
hier: ca. 3m). Dieser dient als Puffer fiir kleine Druckschwankungen, die durch das Auf-
steigen der Luftblasen verursacht werden.?®

(f) Eine Schaumstoffpolsterung zwischen Mariott’scher Flasche und hohenverstellbarem
Podest verringert Storungen durch die Blasenbildung, die auf den Versuchstisch iibertra-
gen werden.

(g) Direkt vor der Austropfspitze befindet sich eine moglichst lange horizontale Kapillare.
(Im vorgestellten Aufbau ist das der langere Teil des l-formigen Glasstiicks.) Diese ver-
mindert Turbulenzen im zufliefenden Wasser, die sich auf die Tropfenbildung auswirken.
(h) Aufgrund der Abhéngigkeit des Tropfverhaltens von der Temperatur (s. Kap. 3.2.5)
muss diese wahrend einer Messung moglichst konstant gehalten werden. Deshalb Son-
neneinstrahlung oder sonstige Raumtemperaturanderungen vermeiden. Am besten nur
Wasser zur Befiillung des Systems verwenden, das bereits die Umgebungstemperatur er-
reicht hat.

(i) Bei der Befiillung mit Wasser muss auBerdem darauf geachtet werden, dass das Wasser
moglichst keine Luft enthéalt. Dies passiert beispielsweise bei Entnahme an einem Wasser-
hahn mit aufgesetztem Perlator oder bei brausender Befiillung des Entnahmegefafles. Zur
Abscheidung der Luft kann entnommenes Wasser vor Einfiillen in das System fiir etwa
einen Tag stehen gelassen werden. Noch im Wasser enthaltene Luft kann sich wahrend der
Messung absetzen. Dadurch sammelt sich Luft in der Zuleitung zur Spitze, vor allem in
der Kriimmung des L-Stiicks direkt vor der Austropfoffnung. Dies verursacht starke Tur-
bulenzen im Wasser und reduziert die FlieBgeschwindigkeit irreguldr. Die Messung wird
damit unbrauchbar.

(j) Eine Verunreinigung des Wassers mit Fasern oder Staubflocken kann in nicht-steriler
Umgebung bei offenen Behaltnissen recht leicht geschehen, fithrt aber haufig ebenfalls
zur Unbrauchbarkeit einer Messung: Die Fremdkorper sammeln sich in der Engstelle an
der Schlauchklemme an und verringern (sprunghaft) die Durchflussmenge. Dies kann das
Systemverhalten storen, und verursacht zugleich grofie Fehler in der Datenaufbereitung
(s. Kap. 5). Abhilfe liefern Abdeckungen fiir die offenen Wasserbehéltnisse. Diese miissen
aber eine (zumindest kleine) Offnung zur Beliiftung haben. Auerdem sollte ausgetropftes
Wasser vor dem Wiedereinfiillen gefiltert oder durch neues Wasser ersetzt werden. Eine
regelméflige, vorsichtige Sichtkontrolle der Engstelle an der Schlauchklemme wahrend lau-
fender Messungen bietet sich an.

(k) Ein konzeptionsbedingter Nachteil des vorgestellten Aufbaus ist die hin- und wieder

ZTrotz dieser Mafinahme verursacht die Blasenbildung in der Mariott’schen Flasche (zu) groBe Sto-
rungen im System. Dies wird ausfiihrlich in Kapitel 5.3 diskutiert.
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notwendige Entleerung des Auffangbehéltnisses — vor allem wéhrend langer Messungen
iiber einen kontinuierlichen FlieBgeschwindigkeitsbereich. Wird das Behéltnis bei laufen-
der Messung entnommen, entleert und wieder in die Hangevorrichtung eingesetzt, sind
grofie Storungen im Tropfbild zu beobachten. Deshalb wird die Entleerung beriihrungsfrei
durchgefiihrt: Wie in Abbildung A.19 gut zu sehen, ist ein 1-férmiges Leitungsstiick so be-
festigt, dass das eine Ende bis fast auf den Boden des Auffangbehéltnisses reicht (natiirlich
ohne diesen zu bertihren). An das andere Ende wird eine Schlauchleitung angeschlossen,
die vom Versuchstisch heruntergefiithrt wird. Ist das Auffangbehéltnis voll bzw. der Mess-
bereich des Kraftsensors nach oben hin ausgeschopft, wird am Ende der Abflussleitung
eine Schlauchklemme geoffnet. Das Gefafl entleert sich selbsttatig und ohne Beriihrung.
Zur zusatzlichen Reduzierung von Stoérungen durch Bewegungen an der Abflussleitung ist

diese iiber zwei Halterungen entlastet. Details sind Abbildung A.20 zu entnehmen.

All diese Mafinahmen haben sich als sehr effektiv zur Vermeidung von unerwiinschten

Transienten erwiesen.

4.2. Messwerterfassung

Um den in Kapitel 1.2 formulierten Forschungsfragen gerecht zu werden, kommen fiir die
Messwerterfassung zwei weit verbreitete Systeme in Frage: Das System Cassy von Leybold
mit zugehoriger Messsoftware Cassy Lab 2 von LD Didactic und das System Pasco mit
Messsoftware Pasco Capstone. Als Sensoren fiir den zuvor beschriebenen Versuchsaufbau

werden ein Kraftsensor und eine Lichtschranke sowie die passenden Interfaces benotigt.

Im Rahmen dieser Arbeit wird zur Kraftmessung der Kraftsensor M von Leybold in
Verbindung mit einem Mobile Cassy 2 als Interface verwendet. (Genauso wére ein Sensor
Cassy 2 moglich.) Der Kraftsensor besitzt die Messbereiche =50 N und + 5 N; letzterer
Bereich bietet eine geniigend hohe Auflésung und ermoglicht bei symmetrischem Null-
punkt, dass das Fiillvolumen des Auffanggefdfies beinahe vollstandig ausgenutzt werden
kann. Die Daten werden am PC iiber das Programm Cassy Lab 2 in diesem Messbe-
reich erfasst und gespeichert. Als Messintervall werden 50 ms und der Modus , gemittelte
Werte“ ausgewahlt. Im System von Pasco konnte der Kraftsensor hochauflésend verwen-
det werden; Genauigkeit und Einstellmoglichkeiten in der zugehérigen Messsoftware sind

analog moglich.

Fir die Zeitmessung der Wassertropfen wird hier eine Gabellichtschranke etwas alteren
Typs von Phywe mit analogem Signalausgang verwendet. Ist der Lichtstrahl unterbro-
chen, gibt sie etwa 0V aus, andernfalls etwa 5V. Analoge Lichtschranken von Leybold

oder Pasco eignen sich genauso, allenfalls das Ausgangssignal kann invertiert sein. Fir
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4.2. Messwerterfassung

eine spatere Auswertung sollen fiir jeden Tropfen die exakten Zeitpunkte des Eintritts in
bzw. Austritts aus der Lichtschranke erfasst werden.?® Gemi8 der Leitidee — den Versuch
so zu konzipieren, dass er mit moglichst breit verfiigharem Equipment aufgebaut werden
kann — werden zur Erfassung der Zeitpunkte zwei verschiedene Anséatze verfolgt.

Uber eine auf ein Sensor Cassy 2 aufgesteckte Timer-Box von Leybold wird das Signal
der Lichtschranke erfasst und an die PC-Software Cassy Lab 2 iibermittelt. Dort werden
fir die Auflosung 2ps (kleinste mogliche Auflosung) eingestellt, als Betriebsmodus der
Timer-Box der Modus ,,Dunkelzeit“.?” Der grole Vorteil dieser Art der Messwerterfassung
ist, dass die Liveansicht bei laufender Messung bereits ein gendhertes Bild des Tropfver-
haltens des Systems darstellt.?® AuBerdem sind die erhaltenen Messdatendateien recht
klein. Entsprechende Pendants zur Timer-Boz finden sich bei Leybold. Alternativ kann
eine moderne Gabellichtschranke benutzt werden, die mit dem entsprechenden Messwert-
erfassungsprogramm digital kommuniziert und damit die gleichen Messdaten liefert.

Als Alternative zur digitalen Messdatenverarbeitung wird das Rohsignal der Lichtschran-
ke ohne weitere Verarbeitung digital erfasst, abgespeichert und einer spéteren Auswertung
unterzogen (s. Kap. 5). Dies macht das Vorhandensein einer Timer-Bozx o. a. iiberfliissig.
Im Rahmen dieser Arbeit wird dazu das analoge Signal tiber ein Pasco 550 Universal
Interface mit der Software Pasco Capstone bei einer sample rate von 10 kHz erfasst. Di-
verse Durchldufe haben gezeigt, dass eine hohere Abtastrate vom Mess-PC fiir lingere

Zeit nicht stabil unterstiitzt wird.?’

Bei jeder Messung muss darauf geachtet werden, dass sich das System im Gleichge-
wichtszustand befindet und keine transienten Anteile enthélt. Gerade in nichtperiodischen
Regimen kann das Abklingen von Transienten teils sehr lange dauern (10 min und langer).
Dies impliziert, vor Beginn der Datenaufzeichnung eine ausreichend lange Einschwingzeit

nach Offnen des Absperrhahns abzuwarten, um keine unnétig fehlerbehafteten Daten auf-

26Damit ist prinzipiell nicht nur der zeitliche Abstand zum vorigen Tropfen berechenbar, sondern auch
die Falldauer des Tropfens durch den Lichtstrahl. Letztere ist proportional zum Volumen des Tropfens
und liefert ebenfalls interessante Erkenntnisse tiber die Tropfenbildung und das Systemverhalten.

2"Im Vergleich zur Standardeinstellung der Software liefert die Lichtschranke ein invertiertes Signal.
Damit erfasst der Modus ,Dunkelzeit” die Zeit zwischen zwei Tropfen, also vom Austritt des letzten
Tropfens bis zum Eintritt des ndchsten Tropfens in die Lichtschranke. Abgespeichert werden in einem
Datensatz der exakte Zeitpunkt des Austritts und die gemessene Zeitdauer (bis der néchste Tropfen den
Lichtstrahl unterbricht). Bei genau umgekehrten Signal der Lichtschranke kann durch die Softwareinstel-
lung ,invertierte Flanken“ ebenfalls dieses Verhalten ausgewéhlt werden.

28Dije Darstellung ist nicht genau, denn bei chaotischem Systemverhalten sind auch TropfengréBen
sehr unterschiedlich (s. Kap. 5.3.1). Die Verweildauern der Tropfen in der Lichtschranke sind dann nicht
konstant, und die Liveansicht nicht ganz korrekt. Dennoch liefert sie einen guten Uberblick iiber die
aktuelle Systemdynamik.

29Vermutlich besitzt das Interface nicht geniigend Arbeitsspeicher, um einen Engpass in der Daten-
ibertragung zum PC iiber lingere Zeit puffern zu kénnen. Auch der dem Messprogramm zur Verfiigung
stehende Arbeitsspeicher kann mit der Zeit knapp werden. Fiir eine etwa halbstiindige Messung ergeben
sich bei einer Abtastrate von 10 kHz bereits Dateien um die 800 MB.
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zunehmen.

Vor der allerersten Messwerterfasssung muss zudem die Detektionsschwelle der Licht-
schranke passend eingestellt werden. Dabei sind zwei Aspekte zu beachten: Die Licht-
schranke muss bei den herrschenden Helligkeitsverhaltnissen zuverlédssig detektieren kon-
nen (ggf. maximale Deckenbeleuchtung zur Einstellung anschalten). Abhéngig von Spitze
und Durchflussmenge bilden sich unterschiedlich grofie Tropfen, und teils auch auflerst
kleine Satellitentropfen (s. Kap. 5.3.1). In vielen Veroffentlichungen ist es tibliche Praxis,
sehr kleine Tropfen auszublenden, um die erhaltenen Tropfdiagramme zu vereinfachen.
Dies kann durch Einbau einer Streuscheibe in den Strahlengang (wie oben erwéhnt) ge-
schehen. Damit ist es moglich, die Detektionsschwelle so einzustellen, dass normale Trop-

fen zuverlissig erkannt werden, kleine Tropfen hingegen nicht.
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Die erhaltenen Rohdaten ermoglichen unterschiedliche Auswertungen. Sicherlich haufig
besteht Interesse an Tropfdiagrammen® oder an Return-Maps fiir fixierte Durchfluss-
mengen. Entsprechende Plots finden sich — neben weiteren Ergebnissen — im Kapitel 5.3.
Abhéangig von der Art der Durchfithrung (konstante oder sich verdndernde Fliegeschwin-
digkeit) und der Art der Messwerterfassung (analoge oder schon digital verarbeitete Daten
der Lichtschranke) sind verschiedene Schritte zur Datenaufbereitung nétig, die in Kapi-
tel 5.2 dargestellt werden. Am meisten Aufwand bereitet die Bestimmung der Durchfluss-
menge. Die entsprechenden theoretischen Zusammenhéange hierfiir werden im folgenden
Kapitel 5.1 hergeleitet.

5.1. Theoretischer Hintergrund fiir die

Datenaufbereitung

Fir den Zusammenhang zwischen Kraftmessung und FlieSgeschwindigkeit gilt: Die zeit-
liche Anderungsrate der Kraft F'(t) ist proportional zur Durchflussmenge Q(t), und diese

wiederum ist proportional zur FlieBgeschwindigkeit vy(t) an der Spitze. Konkret gilt:

_F@)
Q(t) B 9 PWasser (51)
und
wi) = 22, (5.2)

wobei g den Ortsfaktor, pyasser die Dichte von Wasser (bei Raumtemperatur) und r den
Spitzenradius bezeichnen. In dieser Arbeit wird stets die Durchflussmenge, und nicht die

FlieBgeschwindigkeit bestimmt.

Fiir eine prazise Bestimmung der Durchflussmenge ist also die genaue Kenntnis von F(t)
Voraussetzung. Eine numerische Differentiation der Messdaten kommt nicht in Frage, da

diese sehr grofle Fehler mit sich bringt und sinnvolle Weiterverarbeitung der Messwer-

30Das meint Diagramme, in denen der zeitliche Abstand zum vorigen Tropfen iiber der Messzeit oder
der momentanen Durchflussmenge aufgetragen wird.
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te unmoglich macht.?! Stattdessen wird auf Basis eines vorgegebenen Funktionentyps ein
Fit durch die Kraftmessungsdaten gelegt, damit die Abbildungsvorschrift (im Rahmen der
Fehler der Messdaten und des Fit-Algorithmus) genau bestimmt und die erhaltene Funk-
tion analytisch abgeleitet. Damit und mit Gleichung 5.1 kann direkt die Durchflussmenge
fiir jeden einzelnen Tropfzeitpunkt berechnet werden. Elementar an diesem Vorgehen ist
die korrekte Wahl des Funktionentyps fiir den Datenfit.

Fiir Messungen bei konstant gehaltener FlieBgeschwindigkeit gilt @) = const. Mit Glei-
chung (5.1) folgt F'(t) = const, also ist fiir die Kraft F(t) ein linear-affiner Zusammenhang

zu erwarten.

Wird mit einer Messung durch Leertrop-
fenlassen ein Bereich an FlieBgeschwindig-
keiten durchlaufen, ist die Herleitung etwas
komplizierter.?? Es wird angenommen, dass
die Querschnittsfliche A(h) des Wasserbe-
héltnisses iiber die Hohe h des Wasserspie- _ D{
gels konstant sei, dass zu Beginn der Mes-

sung der Kraftsensor die Kraft F anzeige I Veus (£) I F&)

und sich im Reservoir Wasser mit dem Volu-

- e e e wm me e e am e e oo

Abbildung 5.1: Skizze mit verwendeten

. . . . Variablen zur Herleitung des Funktionentyps
im System ist, endet die Messung. Dieser von F(t)

men V.. befinde. Wenn kein Wasser mehr

Zeitpunkt sei te,q.. Es soll also gelten:

A(h) = const. =: A (5.3a)
F(0) = Fy (5.3b)
Mn(o) - Vmax (5 3(?)
Vin(tenge) = 0 (5.3d)
h(tende) = ho (5.3e)
Nachfolgende Gleichungen gelten stets fir 0 <t < te,ge-
Fir das ausgetropfte Volumen V,,(t) gilt
t
Vs (£) = / Q(r) dr, (5.4)
0

wobei Q(t) die Durchflussmenge bezeichne. Nach dem Gesetz von Hagen-Poiseuille und

31Tn Frage kommende Auswertungsverfahren mithilfe einer numerischen Ableitung wurden anhand von
erhobenen Daten ausprobiert und allesamt verworfen. Dem Umfang dieser Arbeit geschuldet kann jedoch
nicht im Detail weiter darauf eingegangen werden.

32Dennoch wird sie nachfolgend detailliert ausgefiihrt, da sie sich nicht in der Literatur findet.
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gemafl Ausfithrung in Buttkus et al. 1995 gilt

Q(t) oc h(t), (5.5)
und damit

Q(t) = Bh(t). (5.6)
[ sei eine Konstante. Weiters gilt fiir den Zusammenhang zwischen ausgetropftem Volu-

men V,,s(t) und im System verbleibendem Volumen Vi, (t):

Vi) = Vinae — Vaus(t) (5.7a)
Vin(t) P2 A(h(t) — ho). (5.7b)

Aus (5.7a) und (5.7b) folgt
Vaus(t) = Vinae — A(R(t) — ho). (5.8)

Fir eine Gewichtskraft gilt allgemein Fiz = mg. Damit erhalt man fiir die Gewichtskraft

des ausgetropften Wassers

(

F(t) =m(t)g "2 pVaus(t)g + Fo. (5.9)

So ergeben sich fur F(t) die zwei Bezichungen

t
F(t) (5:9) ngaus(t) + FO (5:4) pg/o Q(’T) dT + FO (510&)
und
(5.8) (5.6) Q(1)
F<t) = P9 (Vmax - A<h<t) - hO)) + FO = pPg Vmax - A 7 - hO + FO (510b)
ﬁvmax BFO ﬁ
- PR P . 1
= Q) Y Bho + g Apg (t) (5.10¢)
Aus (5.10a) ergibt sich durch Differentiation nach der Zeit und Einsetzen von (5.10c):
; o (593) pgﬁvmax @ . é
F(t) = pgQt) =" = +pgbho + —= = 3 F(?)
- Vmax F
— F(t)+ iF(t) - (pgﬁA + pgBho + BAO> = 0. (5.11)

Dies stellt eine inhomogene lineare Differentialgleichung 1. Ordnung mit konstanten Ko-

effizienten dar. Als Losung findet sich

F(t) = (Z + F0> et — 2 (5.12)

wobei zur Ubersichtlichkeit die Parameter a und b zu a := % und b := _% —pgBho—

% definiert wurden.
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Bei einer Messung mit externem Zufluss (), muss sich zum Beginn der Messung bereits
eine (kleine) Menge Wasser V; im Reservoir befinden, damit das System zuvor entliftet
werden konnte. Dementsprechend betrage die Durchflussmenge zu Beginn )y. Weiterhin

soll der externe Zufluss konstant sein. Es werde also angenommen:

A(h) = const. =: A (5.13a)
Q:u(t) = const. =: Q. (5.13b)
F(0) = Fp (5.13¢)
Vin(0) = Vo (5.13d)
Q(0) = Qo (5.13¢)
Mtende) = Pmac- (5.13f)

Wenn das Reservoir bis h,,., gefiillt ist, endet die Messung. Dieser Zeitpunkt sei t.,qe.
Nachfolgende Gleichungen gelten stets fiir 0 < t < 4. Analog zur Argumentation oben

gilt auch in diesem Fall:

F(t) = ngaus(t) + F() (514&)
Vius(t) = /0 "O(r) dr (5.14D)
Q(t) = Bh(t), be R (5.14¢)

Fiir den Zusammenhang zwischen ausgetropftem Volumen V() und im System verblei-
bendem Volumen Vj,(f) muss in diesem Fall gelten:

(5.13d) (5.13b)

Vin(t ) Vo + Vu(t) = Vaus(t) Vo + Qaut — Vaus(t) (5.15a)
Vi (1) 2 A(h(t) — ho) (5.15b)
also umgestellt
Vius(8) =727 Vo + Quat = Vs (8) =7 Vo + Quut — A((E) — ho)- (5.15¢)
So ergeben sich fur F(t) die zwei Beziehungen
F(t) "2 pgViua(t) + Fy "= pg /0 t Q(7)dr + Fy (5.16a)
F(1) "2 gV 1) + B "2 pg Vo + Quat = A(R(1) = ho)] + Fo
BL9 g [VD + Quut— A <ng) - ho>] +F. (5.16b)
Aus (5.16a) ergibt sich durch Differentiation und Einsetzen von (5.16b):
Ft) = pff (Vo + Aho + Fy) + prAQZ"t - iF(t)
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5.1. Theoretischer Hintergrund fiir die Datenautbereitung

— F(t)+ jF(t) — pgﬁfzut _ pixﬁ

Fiir diese inhomogene nicht-autonome lineare DGL 1. Ordnung findet sich die Losung

I G PRy () 519

a a?  a

(Vo + Ahg + Fy) =0 (5.17)

wobei zur einfacheren Darstellung a := %, b= —% und ¢ = —%t — %(VO +
Ahg + Fy) definiert wurden.

Aus der Theorie folgt also, dass als Fitfunktion fiir die Messwerte der Kraft bei einer

Leertropfmessung gemafl Gleichung (5.12) ein Funktionstyp der Form
f(t) = ape™™" + ay (5.19)

zu wahlen ist.
Weiterhin folgt aus Gleichung (5.18) fiir eine Messung bei externem Wasserzulauf, dass

die Kraftmessdaten einem funktionalen Zusammenhang der Form
f(t) = age™™" + ast + a3 (5.20)

folgen.

Um den in Kapitel 1.2 formulierten Forschungsfragen gerecht zu werden, ist diese Er-
kenntnis einer kritischen Diskussion zu unterziehen, denn: Genauso wie der Aufbau des
Versuchs mit einfachen, haufig vorhandenen Mitteln moglich sein soll, muss dies auch
fiir die Auswertung gelten. Beispielsweise mittels Origin ist ein Fit auf Basis des Typs
(5.19) und (5.20) moglich. Derartige Spezialprogramme sind aus Kostengriinden jedoch
héufig nicht verfiighar; stattdessen wird meist auf ein Tabellenkalkulationsprogramm zu-
riickgegriffen. Zum derzeitigen Stand unterstiitzen zwar die am weitesten verbreiteten
Programme Microsoft Excel und Libre Office Calc einen rein exponentiellen Datenfit ge-
méf Funktion (5.19), aber keinen exponentiell-linearen Fit gemafi Funktion (5.20). Daher
liegt es nahe, als Alternative einen moglichst guten und standardméfig moglichen Fit zu
finden.

Mittels einer Taylor-Entwicklung kénnen fiir beide Funktionstypen Approximationspoly-
nome beliebiger Genauigkeit bestimmt werden, wobei ein polynomieller Fit sehr hohen
Grades natiirlich weder physikalisch sinnvoll ist, noch sich effizient damit umgehen l&sst.
Um einen sinnvollen Approximationsgrad zu bestimmen, seien zwei Uberlegungen ge-
nannt:

Experimentell lasst sich beobachten, dass sich bei beiden Arten der kontinuierlichen Mes-
sung die Durchflussmenge Q(t) iiber die Zeit hinweg dndert. Da nach Gleichung (5.1)
F(t) o Q(t) gilt, muss F mindestens ein Polynom 2. Ordnung sein. Da nach Glei-
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5. Auswertung und Ergebnisse

chung (5.5) ebenfalls Q(¢) o h(t) gilt, und Beobachtungen zeigen, dass sich die Was-
serspiegelhche nicht konstant iiber die Zeit andert, also Q(t) = F(t) # const., muss F
aus physikalischen Griinden mindestens mit einem Polynom dritten Grades approximiert
werden.

Fir die Messwerte einer exemplarischen Kraftmessung bei Leertropfen wurde ein Fit auf
Basis von (5.19) vorgenommen und die Parameter a; bestimmt. Mit einem Mathemati-
ca-Rechenblatt (s. Anhang A.7) kann fiur diese exponentielle Fitfunktion der Fehler bei
Taylor-Approximation iiber den gesamten Messzeitraum hinweg exemplarisch berechnet
und fir verschiedene Grade der Approximationspolynome verglichen werden. Die kon-
kreten Zahlenwerte haben natiirlich keine allgemeingtltige Aussagekraft, aber zur Ab-
schiatzung der typischen Gréfenordnungen der Fehler diirfte die Rechnung geniigen. Eine
quadratische Approximation verursacht demnach einen Groftfehler®® der GroBenordnung
1072 %, eine kubische einen Fehler von 107* %, eine Approximation durch ein Polynom
vierten Grades einen Fehler von 107° %. Unter der starken Annahme, dass bei exponentiel-
lem Datenfit kein Fitfehler entstehen wiirde, beinhaltet damit jeder tiber eine polynomiel-
le Fitfunktion berechnete Kraft-Wert F'(t) einerseits den (theoretischen) Fehler aufgrund
des polynomiellen statt exponentiellen Fits, andererseits einen realen Messfehler. Fiir den
hier verwendeten Kraftsensor M wird im Datenblatt ein Messfehler von 2% ausgewie-
sen.®! Damit liegt bereits fiir einen quadratischen Fit der Fitfehler vier Gréfenordnungen
unter dem Messfehler. Ein polynomieller anstelle eines exponentiellen Fits kann also gu-
ten Gewissens gerechtfertigt werden.

Insgesamt werden im Rahmen der Datenaufbereitung (s. nachfolgender Abschnitt) daher
fiir Messungen tiber ein Kontinuum an FlieSgeschwindigkeiten stets kubische Fits verwen-
det.3?

5.2. Konkretes Vorgehen bei der Datenaufbereitung

Zur Erstellung von Return-Maps werden per se nur die Messwerte der Lichtschranke
benotigt. Soll zusatzlich angegeben werden, wie grof§ die Durchflussmenge fiir das in der

Return-Map dargestellte Systemverhalten ist, miissen auch die Messwerte des Kraftsensors

33GroBtfehlerabschitzung deshalb, weil die {iblichen Fitalgorithmen die konkreten Polynomkoeffizien-
ten nicht durch méglichst gute Approximation eines einzelnen Punktes (wie bei einer Taylor-Entwicklung)
bestimmen, sondern durch mdéglichst guten Fit an die gesamten Daten.

340b sich dieser Wert auf reading oder range bezieht, ist nicht angegeben.

35Die theoretischen Fitfehler durch polynomielle Approximation der Daten einer Messung bei exter-
nem Zufluss geméfl Funktionstyp (5.20) lassen sich analog bestimmen. Auch fiir diesen Messtyp ergeben
sich geniigend geringe Approximationsfehler. Zuséatzlich ist zu anzumerken, dass ein linear-exponentieller
Datenfit in Origin (Funktionstyp ,LinExp“) standardméBig nicht konvergiert. Grund hierfiir diirften
unpassende Standardeinstellungen fiir die Initialisierungsbedingungen der Fitparameter sein.
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5.2. Konkretes Vorgehen bei der Datenaufbereitung

ausgewertet werden. Zum Plotten von Tropfdiagrammen, die als unabhéngige Variable die
Durchflussmenge verwenden (das ist der Standard), miissen die nétigen Informationen aus
beiden Messdatensétzen extrahiert werden: Ist fiir die entsprechende Messung eine Funk-
tion Q(t) fir die Durchflussmenge bestimmt (s. u.), wird fir jeden aufgezeichneten Tropf-
zeitpunkt ¢; der Wert Q(t;) berechnet. Liegen die Daten dann in der Form Tropfabstand
in Abhéngigkeit von der Durchflussmenge vor, konnen sie als Tropfdiagramm geplottet
werden.

Zur Arbeitserleichterung bei einigen Aufbereitungsschritten wurde ein Python-Skript ge-
schrieben, das eine Messdatendatei im csv-Format einliest, und wiederum eine csv-Datei
mit den aufbereiteten Daten ausgibt. Die Art der gewtinschten Berechnungen werden

durch Angabe von Optionen spezifiziert. Das Skript findet sich vollstdndig im Anhang A.8.

Stets notig ist die Aufbereitung der Messdaten der Lichtschranke. Wurden sie mit einer
Timer-Box und Cassy Lab 2 aufgezeichnet, miissen — wie in Kapitel 4.2 angemerkt — die
korrekten Tropfabstinde erst berechnet werden. Abbildung 5.2 verdeutlicht die Proble-

matik:

Tropfen kommen zu gewissen n oD i 3

. ' }—J W = o % s 00 el F_ . :::,(i' =7
Zeiten t; o . in den Erfassungsbe-  +35V oy ¢S VAN
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Abbildung 5.2: verwendete Variablen zur Beschreibung

) ) des von Cassy erfassten Lichtschrankensignals
AT; bis zum néchsten Tropfen.

Zum Plotten wird aber das Tupel (¢;;T;) benétigt, das jedoch leicht berechnet werden
kann:
ti=Ti1 + AT (5.21)
T, =tiy1—t; (5.22)
Wurde das analoge Lichtschrankensignal aufgezeichnet, miissen daraus die Zeitpunkte der
abfallenden Flanken sowie die zeitlichen Abstiande zu der jeweils nédchsten Flanke be-
stimmt werden.
Beide Arten der Auswertung konnen durch das bereits erwdhnte Python-Skript vorge-
nommen werden. Mit der Kommandozeilenoption -m <cassy|raw> kann zwischen dem
Auswertungsmodus fiir eine Cassy-Messdatendatei oder fiir eine Datei mit dem analogen

Signal umgeschaltet werden.

Zur Bestimmung der Durchflussmenge bei Messungen mit konstant gehaltener Fliefige-
schwindigkeit wird ein linear-affiner Fit an die Messdaten angepasst (s. Kap. 5.1). Damit

und mit Formel (5.1) ist die Durchflussmenge @) schon berechnet. Ein Tropfdiagramm gibt
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5. Auswertung und Ergebnisse

fiir eine einzelne Messung bei fester FlieSgeschwindigkeit wenig Sinn. Zur Erstellung einer
Return-Map muss jeweils die Zeit zum néchsten Tropfen iiber der Zeit zum vorigen Trop-
fen aufgetragen werden. Liegen Zeitpunkte und Tropfdauern bereits fertig berechnet vor
(s.0.), ist die Vorbereitung der Plotdaten mithilfe eines Tabellenkalkulationsprogramms

oder entsprechender Tabellenkalkulationsfunktionen im Plotprogramm schnell erledigt.

Zur Bestimmung der Funktion Q(t) bei Messung iiber ein Kontinuum an FlieBgeschwin-
digkeiten ist etwas mehr Aufwand erforderlich. Da solche Messungen i.d. R. recht lange
dauern (typischerweise einige Stunden), muss zum einen das Auffanggefafi bei laufender
Messung entleert werden, zum anderen u. U. die Messung in mehrere direkt aufeinanderfol-
gende Messungen mit einzelnen Messdatendateien aufgeteilt werden (um die Messsoftware
nicht zu iiberlasten). Die in den Einzeldateien der Kraftmessung gespeicherten Messwerte
haben typischerweise die in Abbildung 5.3 skizzierte Form.

Sofern nicht aufgezeichnet wird, At = tE-tA
b 24
[

At; = t,°-t,*
o

wie viel Zeit zwischen Ende ei-

ner Messdatei und Beginn der FA 7 3
néchsten Messdatei vergangen (AFT A /
f :
ist, miissen die Dateien zunéchst ! , >t
einzeln aufbereitet werden. Die : / :/ V
aufbereitet / VAN
Grundidee ist dabei Folgende: —
Durch Bestimmung des jeweils Abbildung 5.3: verwendete Bezeichnungen zur
entnommenen Gewichts AF; und Beschreibung der Aufbereitung der Kraft-Messdaten

durch Extrapolationen iiber die Zeitintervalle At; werden die Kraft-Messwerte zu einer
monoton steigenden Kurve (mit Liicken wihrend der Entleerungszeiten At;) zusammenge-
setzt. Fiir diese wird, wie oben diskutiert, ein kubischer Fit F'(¢) bestimmt. Damit und mit
Gleichung 5.1 ist schlielich fiir jeden Zeitpunkt ¢ eines detektierten Wassertropfens die
momentane Durchflussmenge Q(¢) bestimmt. Zum Zusammensetzen einer solchen Kurve

wurde im Rahmen dieser Arbeit wie folgt vorgegangen:

1. Bestimmung der Zeitpunkte von Beginn ¢! und Ende ¢t der Entleerungen

2. Anlegen eines polynomiellen Fits p;(¢) dritter Ordnung an das der jeweiligen Ent-

leerung vorangegangene Kurvenstiick
3. Berechnung der extrapolierten Kraft p;(t¥) zum Ende des entsprechenden Entlee-
rungszeitraums

4. Bildung des arithmetischen Mittelwerts F/E der ersten elf Kraftmesswerte nach Ende

der Entleerung

5. Addition des entleerten Gewichts AF; = p;(tF) — FF zu allen auf die entsprechende

Entleerung folgenden Messwerten
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5.3. Messergebnisse

Durch anschliefenden Fit der so erhaltenen transformierten Messwerte ist die Durch-
flussmenge — wie oben erlautert — schnell berechnet und mit den Tropfabstinden ver-
kntipft. Das im Anhang (A.8) abgedruckte Python-Skript ist hierbei behilflich.

Bei allen im Rahmen dieser Arbeit vorgenommenen Datenaufbereitungen wurde fiir die
Fits der transformierten Daten jeweils das Korrelationsquadrat 2 mit bestimmt. Alle Kor-
relationswerte befinden sich im Bereich 0,99997 < r? < 1,00000. Dies belegt nochmals,
dass die Kraftmesswerte ausreichend gut (sehr gut) durch ein Polynom dritten Grades

approximiert werden.

5.3. Messergebnisse

Nachfolgend werden einige Erkenntnisse zur Dynamik des Systems ,tropfender Wasser-
hahn“, die den aufgenommenen Messdaten entnommen werden kénnen, vorgestellt. Die
Erstellung von Phasendiagrammen oder Stabilitdatsberechnungen sind aufgrund der Un-
kenntnis eines genauen funktionalen Zusammenhangs des zugrunde liegenden dynami-
schen Systems nicht moglich. Eine Diskussion der hier erhaltenen Ergebnisse vor dem
Hintergrund der an anderen Stellen verdffentlichten Ergebnissen und unter Beriicksich-
tigung der Forschungsfragen findet sich im Kapitel 6. Zusétzlich sei zum Vergleich auf

Kapitel 3 verwiesen.

5.3.1. Tropfenbildung

Fiir alle drei vermessenen Spitzen (s. Kap. 4.1 und Tab. 4.1) beobachtet man unterschied-
liches Verhalten in der Tropfenbildung.

Wie in Abbildung 5.4 sehr gut erkennbar, kann die in Ka-
pitel 3.2.1 beschriebene Art und Weise der Tropfenbildung
mit necking beobachtet werden. Fur Spitze 2 (d ~ 2,5mm)
und Spitze 3 (d ~ 5,0mm) wurden Stroboskopaufnahmen
der Tropfenbildung angefertigt, sieche Abbildungen A.23 bis

A.26 im Anhang: Bei niedrigen Durchflussmengen (etwa 3

Tropfen/s) folgt auf jeden regularen Tropfen genau ein Satel-
litentropfen, der bei Spitze 2 sehr klein im Vergleich zum Vo- Abbildung 5.4: Tropfen-

lumen der reguldren Tropfen, bei Spitze 3 schon etwas grofler  ablésung mit necking und
darauffolgendem Satelli-
tentropfen an Spitze 2 bei
niedriger Durchflussmenge
mehr; bei Spitze 3 entstehen scheinbar zuféllig teils mehre- (etwa 3 Tropfen/s)

ist. Fur hohe Durchflussmengen (etwa 40 Tropfen/s; chaoti-
sches Verhalten) gibt es bei Spitze 2 keine Satellitentropfen
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5. Auswertung und Ergebnisse

re und unterschiedlich grofie Satellitentropfen.?® Die sehr kleinen Satellitentropfen von

Spitze 2 werden von der Lichtschranke nicht detektiert, die von Spitze 3 teilweise schon.

Dass bei kleineren Offnungsdurchmessern auch kleinere regulire Tropfen entstehen,

kann bestéitigt werden und ist aus den Stroboskopaufnahmen im Anhang ersichtlich.
Ein Oszillieren des sich bildenden Tropfens kann bei allen Spitzen mit blofem Auge oder
einer normalen Videokamera gut beobachtet werden. Aus den Fotos im Anhang lasst sich
dies erahnen.
Fiir eine Spitze mit sehr kleinem Durchmesser (hierfir untersucht: d ~ 0,5mm) wird
bereits ab vergleichsweise niedrigen Durchflussmengen eine deutlich ausgepragte, seitli-
che Geschwindigkeitskomponente der verlassenden Tropfen beobachtet. (Der sehr kleine
Durchmesser impliziert sehr hohe FlieBgeschwindigkeiten an der Spitze, vgl. Gleichung
(5.2).) Dies fithrt dazu, dass einige Tropfen den Detektionsbereich der Lichtschranke um-
gehen.

5.3.2. Qualitat der Messdaten

Prinzipiell sind mit dem in Kapitel 4.1 vorgestellten Versuchsaufbau Messungen iiber einen
kontinuierlichen Bereich an Flielgeschwindigkeiten sowie fiir fixierte Werte moglich. Ein
Vergleich der erhaltenen Daten zeigt, dass der Versuchsaufbau mit Mariott’scher Fla-
sche zum Konstanthalten der Wasserspiegelhohe in der oben beschriebenen Realisierung
jedoch ungeeignet ist: Obwohl nach jedem Eingriff am System mindestens 15 Minuten Ein-
schwingzeit abgewartet wurden, zeigt sich ein deutlich weniger filigranes, leicht zittriges
und teils andersartiges Tropfenbild als bei Messungen mit dem groflen Wasserreservoir.
Noch langere Einschwingzeiten ergeben keine Verbesserung. Es ist davon auszugehen, dass
das Bilden und Aufsteigen der Luftblasen in der Mariott’schen Flasche zwei permanente
Storungen fiir das System darstellen: Einerseits konnen sich iiber den Versuchstisch (trotz
Schaumstoffpolsterungen) mechanische Schwingungen ausbreiten und mit dem Prozess der
Tropfenbildung wechselwirken. Andererseits — und das wird den deutlich grofieren Effekt
darstellen — verursachen die sich bildenden Luftblasen dauerhaft kleine Druckschwankun-
gen, die sich als Longitudinalwellen im System bis zur Spitze ausbreiten. Beobachtet man
unter Tropfenbildung an der Spitze den Wasserspiegel des Ausgleichsgeféfies, stellt man
eine dauerhafte leichte Bewegung der Wasseroberfliche fest, wenn die Mariott’sche Fla-
sche Luft zieht. Keine Bewegung lasst sich hingegen ausmachen, wenn stattdessen das
grofle Wasserreservoir angeschlossen ist. Auch hieran ist erkennbar, dass die Mariott’sche

Flasche dauerhafte Transienten im System bewirkt.

36Dies steht scheinbar im Widerspruch zur Feststellung in Kapitel 3.2.1; allerdings hat Spitze 3 einen
mehr als doppelt so groien Durchmesser wie die dort von Dreyer & Hickey untersuchte Spitze.
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5.3. Messergebnisse

Weiterhin zeigt sich ein qualitativer Unterschied in der Zeitmessung: Die mittels Timer-
Box erhobenen Daten (eingestellte Auflosung: 2 ps) bieten erwartungsgeméf eine besse-
re Auflosung im Vergleich zu den ausgewerteten analogen Daten (gewihlte Abstastrate:
10 kHz, entspricht einer Auflésung von 0,1 ms). Besonders deutlich wird dies beispielsweise
in Abbildung 5.5, in der Strukturen dargestellt sind, die eine recht geringe zeitliche Auf-
spaltung besitzen (wenige Millisekunden). Dennoch sind das qualitative Systemverhalten
und die meisten Strukturen aber genauso bei Auswertung der analog erfassten Daten gut
beobachtbar. Siehe hierzu auch Abbildung A.28 im Anhang.

46- 40 48-

analoge Daten

44 138 46-

42 . | 36 44 lanaloge Daten

40 42 - 36

384 40+ 34
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38'Cassy Lab 2 - 32

C Lab 2
i s Y 36— . . . 30

Abbildung 5.5: Vergleich der mittels Cassy Lab 2 aufgenommenen Daten mit den
aufbereiteten Rohdaten bei 10 kHz-Abtastrate (Abszisse: Durchflussmenge, Ordinate:
Tropfabstédnde in ms)

Alle nachfolgend vorgestellten Ergebnisse wurden unter Verwendung des groflen Was-
serbehéltnisses anstelle der Mariott’schen Flasche und mithilfe der Timer-Box fir die
Zeitmessung erhalten. Sofern nicht anders gekennzeichnet, wurde bei abnehmender Durch-

flussmenge gemessen.

5.3.3. Tropfdiagramme

Fir Spitze 1 und 2 wurden die Tropfabstédnde tiber einen sehr breiten Bereich an Flief3-
geschwindigkeiten aufgezeichnet und fir die Darstellung in Tropfdiagrammen (wie in
Kap. 5.2 beschrieben) aufbereitet. In untenstehender Abbildung 5.6 findet sich exem-
plarisch das fiir Spitze 2 erhaltene Diagramm; das fiir Spitze 1 ist in Abbildung A.27 im
Anhang zu sehen. In beiden Diagrammen zeigt sich ein sehr komplexes Tropfbild, das erst
fiir niedrigere Durchflussmengen ein iiberwiegend einfach-periodisches Verhalten aufweist.
Das Systemverhalten bei Verwendung von Spitze 2 &hnelt erstaunlich der von Sartorelli
et al. 1994, S. 3964 gefundenen Tropfdynamik (s. auch Abb. A.6).
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Abbildung 5.6: Tropfdiagramm fiir Spitze 2 (s. Tab. 4.1) iiber einen weiten Bereich an
Durchflussmengen (Daten enthalten kleine Liicken aufgrund nétiger Messunterbrechungen zum
Zwischenspeichern; bei 1,145 ml/s < @ < 1,165 ml/s iiberlappen sich die Daten zweier
Messdateien, ohne dass am System bewusste Anderungen vorgenommen wurden — eventuell
hat sich ein in der Schlauchklemme verfangener kleiner Fremdkorper wahrend der
Messunterbrechung gelost, wodurch die eigentlich schon abgesunkene Durchflussmenge
nochmals schlagartig angestigen ist)

Diagramme von Spitze 3 wurden nicht angefertigt. Denn diese enthalten in vielen Be-
reichen zwei oder mehr iibereinanderliegende Aste aufgrund der teils groBen und nicht
sinnvoll auszublendenden Satellitentropfen. Das fiihrt zu anspruchsvolleren Ergebnissen,
und wurde vor dem Hintergrund der Untersuchung des tropfenden Wasserhahns als ein

Einstiegsversuch zu nichtlinearen Systemen verworfen.
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5.3. Messergebnisse

In Abbildung 5.7 ist ein Vergleich des erhaltenen Tropfbildes fiir Messung bei ansteigen-
der bzw. abnehmender Durchflussmenge zu sehen. Dieser liefert vier zentrale Erkenntnisse:
(a) Die Systemdynamik beider Messungen ist sehr dhnlich. Diese Tatsache belegt exem-
plarisch die Reproduzierbarkeit von Ergebnissen unter dem gewéhlten Aufbau®” und die
Zuverlissigkeit der Art der Berechnung der Durchflussmengen®®. Die Systemdynamiken
sind jedoch nicht identisch, denn: (b) Durch (geringe, externe) Stérungen zeigen sich im
Vergleich Bereiche von Bi- oder Multistabilitdten. In Abbildung 5.7 sind ein paar dieser
Bereiche mit Pfeilen gekennzeichnet. (c¢) Es sind Hystereseeffekte beobachtbar, die sich in
lokal eng begrenzten Verschiebungen oder Abweichungen der Graphen duflern. So finden
manche Bifurkationen bei leicht versetzten Durchflussmengen statt. Besonders deutlich
wird dies beispielsweise im Bereich 0,42ml/s < @ < 0,43 ml/s: Fir Messung bei zuneh-

mender Durchflussmenge steigen dort die Tropfabstdnde plotzlich sprunghaft an, wahrend
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Abbildung 5.7: Vergleich der beobachtbaren Systemdynamik fiir Messung bei abnehmender
bzw. zunehmender Durchflussmenge (Spitze 1); Pfeile markieren Bereiche bi- bzw.
multistabilen Verhaltens

37Natiirlich wurden fiir den prisentierten Versuchsaufbau diverse Messungen unter identischen Bedin-
gungen fiir verschiedene Bereiche von FlieBgeschwindigkeiten vorgenommen, um die Reproduzierbarkeit
von Ergebnissen zu untersuchen. Hierbei fanden sich stets sehr gute Ubereinstimmungen, auch fiir eher
instabile Regime. Wére dies nicht der Fall, wire der Aufbau fiir quantitative Untersuchungen vollig un-
geeignet.

38 Ansonsten wire eine merkliche Verschiebung beider Diagramme gegeneinander zu beobachten. Eine
(scheinbar) teils vorhandene leichte Verschiebung kann auf (¢) zuriickgefiithrt werden.
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dies bei Messung unter abnehmender Durchflussmenge nicht der Fall ist. Das kénnte auf
eine hysteresebedingte schlagartige qualitative Anderung im Tropfenbildungsprozess hin-
weisen. Es folgt also: (d) Die Bildung von sehr kleinen Satellitentropfen kann bei Uber-
oder Unterschreiten eines kritischen Wertes der Durchflussmenge unvermittelt auftreten
oder ausbleiben. Die Satellitentropfen konnen (wie hier) klein genug sein, um nicht durch
die Lichtschranke detektiert zu werden, verdndern aber in jedem Fall die Zeitabstinde
der reguliren Tropfen.?® Ein weiteres Beispiel hierfiir ist in Abbildung A.30 im Anhang

zu finden.

Ein vergroflerter Ausschnitt des Tropfverhaltens von Spitze 1 bei niedrigen Flief3ge-
schwindigkeiten (siehe Abbildung A.29) lasst ein sich wiederholendes Muster erkennen.
Hierbei konnte es sich um ein komplexes Beispiel der in Kapitel 3.2.2 diskutierten unit

structures handeln.*°

Auf beobachtbares Ubergangsverhalten und Attraktoren wird im nachfolgenden Kapitel

ein detaillierterer Blick gerichtet.

5.3.4. Ubergangsverhalten und Attraktoren

Die in anderen Veroffentlichungen haufig beschriebe-
nen Wege ins Chaos durch Feigenbaum-Routen, In-
termittenz und einer Uberlagerung beider lassen sich
auch in den hier erhobenen Daten finden. Ein Bereich,
in dem Uberginge zwischen periodischem und chao-
tischem Verhalten ausschliellich iiber Periodenver-
doppelungskaskaden stattfinden, ist in Abbildung 5.9

zu sehen. Aufspaltungen bis zu Vierer-Perioden sind

an vielen Stellen sehr deutlich erkennbar, Achter-

0,70 0,75

Perioden sind instabil und — wenn iiberhaupt — nur
. ) . Abbildung 5.8: Intermittenz
fiir sehr kleine Abschnitte beobachtbar. und foder Attraktorkrisen

Immer héufiger werdende Unterbrechungen peri- (Spitze 1)

odischer Dynamik durch Bereiche chaotischer Dynamik, wie sie fiir Uberginge durch
Intermittenz charakteristisch sind, sind ebenfalls in den erhaltenen Daten auffindbar. Al-

lerdings besitzen sie eine deutlich weniger feingliedrige Struktur als andernorts berichtet,

39Passend dazu findet sich bei Dreyer & Hickey 1991, S. 624 die Beobachtung, dass plotzliche Verinde-
rungen im Volumen der Satellitentropfen auftreten oder sie ganz ausbleiben kénnen, was beides zu einer
sprunghaften Anderung in den Tropfabstinden fiihre. Diese Tatsache muss also bei der Interpretation
von Tropfdiagrammen stets beriicksichtigt werden.

4OEine Messung fiir noch niedrigere FlieBgeschwindigkeiten kénnte diese Vermutung bestitigen.

54



5.3. Messergebnisse

und das an sich typische Verhalten zunehmend breiter werdender Bereiche ist nicht wirk-
lich erkennbar (vgl. Kap. 3.2.2). Abbildung 5.8 zeigt ein — fiir den im Rahmen dieser
Arbeit verwendeten Aufbau an vielen Stellen beobachtbares — Verhalten, das intermitten-
te Eigenschaften besitzt. (Fir noch niedrigere Durchflussmengen als abgebildet schliefit

sich ein sehr breiter, durchgehend chaotischer Bereich an.) Gleichzeitig treten aber auch

(sehr feine) Periodenverdoppelungen durch Bifurkationen auf.

0,370 0,375 0,380 0,385 0,390

Abbildung 5.9: Ubergiinge zwischen periodischen und chaotischen Regimen durch
Periodenverdopplungen (Spitze 1; Messung bei ansteigender Durchflussmenge)

Innerhalb vieler chaotischer Bereiche finden sich Fenster hoherperiodischen Verhaltens.
Haufig handelt es sich dabei um Dreier-Perioden, die bei vielen nichtlinearen Systemen in-
nerhalb von chaotischen Regimen auffindbar sind. Drei solche Félle sind in Abbildung 5.10
zu sehen.
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Abbildung 5.10: Fenster reguldren Verhaltens innerhalb von chaotischen Regimen
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5. Auswertung und Ergebnisse

Plétzliche Anderungen zwischen regulirer und chaotischer Dynamik kénnen, wie in Ka-
pitel 2.3 erlautert, zwei verschiedene Ursachen haben. Entweder kann das System Bi- oder
Multistabilitaten aufweisen und eine kleine externe Storung erfahren haben (das wurde
oben bereits genauer beleuchtet — siche Kapitel 5.3.3), oder es kommt zur Attraktorkrise.
Fir letztere gibt es mehrere Moglichkeiten: Beispielsweise kann sich ein seltsamer At-
traktor (iiber einen kleinen Bereich hin) zu einem reguldren Attraktor verdndern (s. auch
Abb. 3.9), wodurch o. g. Fenster in chaotischen Regimen entstehen kénnten. Dies erscheint
plausibel, da im Punktediagramm 5.10 in den chaotischen Bereichen teils Strukturen er-
kennbar sind, die sich zu den Anfangs- bzw. Endpunkten der periodischen Diagramméste
hin verdichten. Ahnliches ist in Abbildung A.27 zu beobachten. Weiterhin kénnte ein selt-
samer Attraktor plotzlich vernichtet werden, und das System gerét in den Einzugsbereich
eines anderen, periodischen Attraktors. Eine solche boundary crisis diirfte beispielsweise

fiir die abrupten Uberginge in Abbildung 5.6 fiir @ > 1,15ml/s verantwortlich sein.*!

Zur weiteren Untersuchung der Systemdy- 0,553 0,561 0,566 0,573
namik und vor allem zur genaueren Charak- 1]
terisierung seltsamer Attraktoren bieten sich
Return-Maps an (s. Kap. 2.5). Die zeitdiskre- o
135

te Messung der Tropfzeiten entspricht hierbei
bereits einem Poincaré-Schnitt. Fiir die vier 1304
in nebenstehender Abbildung 5.11 markier- ,,5]

ten Durchflussmengen wurden Return-Maps 120

erstellt. Die periodischen Bereiche sind darin
115

wie erwartet als diskrete Punkte zu sehen, wie

Abbildung 5.12 zu entnehmen ist. Die Return- 055 056 057 058 059 0,60
Map 5.13 links fiir den chaotischen Fall zeigt Abbildung 5.11: Ausschnitt des
eine zusammenhéngende Menge klarer Struk- Tropfdiagramms fiir Spitze 2 mit
tur, wie sie fir einen geeigneten Schnitt fir markierten Stellen zur Darstellung in

Return-Maps (s. Abb. 5.12
einen seltsamen Attraktor niedrigerer Dimen- ps (

sion (d.h. eher einfacherer Struktur) typisch ist. Liegt die Schnittebene (bei diesem Ver-
such durch die Messung vorgegeben und nicht verédnderbar) im Bezug auf einen Attraktor
ungiinstig wie in Abbildung 5.13 rechts, lassen sich keine Erkenntnisse iiber dessen Struk-

tur gewinnen.

Die Return-Map eines Attraktors, die ein deutlich komplexeres Gebilde darstellt und
daher eine eher héhere Dimension des Attraktors impliziert, ist in Abbildung 5.14 abge-

druckt. Gleichzeitig wird dort demonstriert, dass die Darstellung der Daten in Return-

41Boundary crisis wurde beispielsweise auch von Sartorelli et al. 1994 oder Sanchez-Ortiz & Salas-Brito
1995 berichtet.
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5.3. Messergebnisse

Maps tatsiachlich einen Erkenntnisgewinn liefert und kein zufélliges Gebilde darstellt: Die
Messwerte von verschieden breiten Bereichen um den gleichen Wert der Durchflussmenge
zeigen exakt dieselbe Struktur. Im Falle des breiteren Bereichs sind die Strukturen in der

Abbildung lediglich kraftiger zu erkennen, da mehr Datenpunkte geplottet wurden.

150 150 150]
1451 145 1451
= 140 = 140 = 140 .
E £ £
T 1351 T 1351 % 1351
- [ -
130 1301 1301 '
125 1251 1251 .
125 130 135 140 145 150 125 130 135 140 145 150 125 130 135 140 145 150
T, [ms] T, [ms] T, [ms]

0,5527ml/s < Q < 0,5533ml/s  0,5607ml/s < Q < 0,5613ml/s  0,5657ml/s < Q < 0,5663 ml/s

Abbildung 5.12: ler, 2er und 4er-Periode dargestellt in Return-Maps fiir Spitze 2 (jeweils
etwa 220 Datenpunkte); siche zugehoriges Tropfdiagramm 5.11

150 4 40
145 4
351
o 1404 >
£, £,
T 1351 3 301
|— |—
130 1 25
125 1
T T T r T T 20 T T T T
125 130 135 140 145 150 20 25 30 35 40
T, [ms] T, [ms]
0,572ml/s < @ < 0,574 ml/s; n ~ 800 1,31ml/s < @ < 1,32ml/s; n ~ 3600

Abbildung 5.13: Darstellung zweier Bereiche chaotischen Verhaltens als Return-Maps: gut
erkennbare Struktur eines seltsamen Attraktors (links) und ohne erkennbare Struktur (rechts)
(jeweils Spitze 2)

Die Fiille der oben dargestellten und angesprochenen Beispiele zeigt, dass das System
ytropfender Wasserhahn* eine vielféltige und stark dynamische Attraktorenlandschaft auf-
weist, in der die jeweiligen Attraktoren (fiir nicht zu niedrige FlieBgeschwindigkeiten) teils
nur iiber kleinere Bereiche hinweg unveriandert existieren. Dementsprechend viele Ande-
rungen im Systemverhalten, multistabile Zonen und Attraktorkrisen sind zu erwarten —

und wie oben ausgefiithrt auch zu beobachten.
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80
- iy 60 -
£ £
- — 404
20
20 40 60 80 20 40 60 80
T, [ms] T, [ms]
1,045 ml/s < Q < 1,055ml/s; n ~ 5600 1,048 ml/s < Q < 1,052ml/s; n ~ 2200

Abbildung 5.14: Return-Maps um @ = 1,050 ml/s fiir zwei verschieden breite Bereiche
(Spitze 2)
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6. Potenzial und Grenzen des mit
einfachen Mitteln durchgefiihrten

Versuchs

Im vorangegangenen Kapitel 5.3 wird auf Basis der erhobenen Messdaten detailliert be-
schrieben und anhand vieler Abbildungen und Plots unterstrichen, wie reichhaltig das
Systems ,tropfender Wasserhahn“ an beobachtbaren nichtlinearen Phdnomenen ist. Die
nachfolgende Diskussion soll beleuchten, wie die Qualitdt der erhaltenen Ergebnisse —
trotz der starken Vereinfachungen im Versuchsaufbau — einzuschétzen ist (Kapitel 6.1)
und wie Potenzial und Grenzen einer Durchfiihrung dieses Versuchs mit einfachen Mitteln
im Hinblick auf Erkenntnisgewinn und Umsetzbarkeit in der Schule oder in universitéren

Studierendenpraktika zu beurteilen sind (Kapitel 6.2).

6.1. Qualitat der erhaltenen Ergebnisse

Obwohl der hierfiir verwendete Versuchsaufbau nur mit einfachen und breit verfiighbaren
Mitteln konzipiert ist, konnen viele, aus anderen Verdffentlichungen bekannte Eigenschaf-
ten (vgl. die Ausfithrungen in Kapitel 3) beobachtet und bestatigt werden: beispielsweise
Periodenverdoppelungskaskaden und Intermittenz als Wege ins Chaos, verschiedene For-
men von seltsamen Attraktoren und ihre Verdnderungen in Form von Attraktorkrisen,
sowie Bi- und Multistabilitdt, unit structure, Eigenschaften der Tropfenbildung (necking,
Satellitentropfen, Oszillationen, Abhéngigkeiten von der Spitzengeometrie) oder die star-
ke Sensibilitdt beziiglich Storungen aus der Umgebung. Dies gelingt teils mit unerwartet
gutem Detailgrad. Hierzu tragen die heutzutage einfach moglichen und sehr genauen Zeit-

messungen per Lichtschranke ihr Ubriges bei.

Nicht oder nicht gut hingegen lassen sich rein intermittente Uberginge (mit anfangs
sehr schmalen und zunehmend breiteren chaotischen Ausbriichen), Periodenaufspaltungen
mit Periode acht und grofler oder sehr eng umgrenzte, feinstrukturierte unit structures
(wie z.B. in Abb. 3.10) erkennen. Da dies Phéanomene sind, die nur innerhalb sehr, sehr

kleiner Bereiche der Durchflussmenge auftreten, liegt die Vermutung nahe, dass der Ver-
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6. Potenzial und Grenzen des mit einfachen Mitteln durchgefiihrten Versuchs

suchsaufbau den hierfiir benotigten Grad an Transientenfreiheit nicht erreicht. Stérungen
aufgrund kleinster Luftzirkulationen im Raum und Anwesenheit des Experimentators, so-
wie nicht vollends abgefangene Schwingungen durch das Aufprallen der Tropfen oder durch
Bewegungen im Gebdude sind mogliche Ursachen. Gleichzeitig erscheinen eine zu schnel-
le Anderung der FlieBgeschwindigkeit bezogen auf die hierfiir zu betrachtenden kleinen
Skalenbereiche sowie fehlende Temperaturkontrolle (welche schliefllich nach Kapitel 3.2.5
ebenfalls einen Kontrollparameter des Systems darstellt) als weitere Storquellen plausibel.
Noch dickere Schaumstoffpolsterungen und ein Wasserreservoir mit noch gréfferer Ober-
flache stellen mogliche und einfach umzusetzende Gegenmafinahmen dar. Die fehlende

Temperaturkontrolle ist nicht ohne ungleich grofleren Mehraufwand realisierbar.

Neben diesen kleinen Verbesserungen im Versuchsaufbau lielen sich durch zusétzliche
Messungen an der ein oder anderen Stelle weitere Qualitiatsgewinne in der Aussagekraft
der Messergebnisse erzielen: Um beispielsweise instabiles Verhalten (System kann sich bei
kleiner externer Storung stark verdndern) eindeutig von Attraktorkrisen (System veran-
dert sich von alleine stark) unterscheiden zu konnen, miissen entsprechende Stellen starker
Verédnderung mehrfach vermessen werden. Wenn sich so im Mittel Storeinfliissse als Ur-
sache ausschlieflen lassen, ist das der Beleg fiir das Vorliegen von Attraktorkrisen. Oder
um noch préziser abschétzen zu konnen, wie sehr die aus der Kraftmessung berechnete
Durchflussmenge vom tatsachlichen Durchfluss abweicht, konnen zu gewissen Referenz-
zeitpunkten separate Volumenmessungen vorgenommen werden.*? Dabei kann man das
Volumen (durch Wagung mit einer Prézisionswaage) bestimmen, das innerhalb genau ei-
ner Minute austropft. Unter der Annahme, dass sich die FlieBgeschwindigkeit so langsam
andert, dass sie fiir diese Minute als konstant angenommen werden kann, erhélt man einen
sehr exakten Wert fiir die momentane Durchflussmenge. Neben diesen beiden Beispielen
sind noch diverse weitere ergdnzende Messungen zur Qualitdtsverbesserung der Ergebnis-
se moglich. Damit bietet der so konzipierte Versuch also allein durch zusétzlich investierte
Zeit (und insbesondere ohne dass Verdanderungen am Aufbau notig sind) die Moglichkeit,
noch tiefergehendere und aussagekriftigere Erkenntnisse gewinnen zu konnen.

Zusammenfassend kann also festgehalten werden, dass mit dem in dieser Arbeit vor-
gestellten Versuchsaufbau — im Vergleich zu andernorts veroffentlichten Berichten — gute

Ergebnisse erhalten werden konnen.

42In Kapitel 5.1 wurde bereits eine GroBtfehlerabschitzung fiir den Fehler vorgenommen, der sich
durch die Berechnung der Durchflussmenge aus der Kraftmessung ergibt. Diese Abschitzung zeigt, dass
die Messungenauigkeit des verwendeten Kraftsensors im Vergleich dazu um Gréfenordnungen hoher liegt
und damit den entscheidenden Beitrag zum Gesamtfehler liefert. Erzeugt der Kraftsensor allerdings vor
allem zufillige Fehler, diirften sich diese dank der vielen Einzelmesswerte und des Fits im Gesamten
deutlich reduzieren. Kommt es im Wesentlichen zu systematischen Fehlern, korrigieren sich diese im
Rahmen der Auswertung nicht — sind aber durch separate Untersuchungen bestimmbar.
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6.2. Erkenntnisgewinn und Umsetzbarkeit im Unterrichts- und Praktikumskontext

Offen bleibt die Frage, wie es Buttkus et al. gelungen ist, eine Mariott’sche Flasche zum
Aufrechterhalten konstanter Wasserhohe zu verwenden, ohne durch die dabei unvermeid-
bare Luftblasenbildung in der Flasche dauerhafte Stérungen im System zu verursachen.
Trotz diverser Bemithungen diesbeztiglich (vgl. Kap. 4.1.4) kann im Rahmen dieser Arbeit
die gewinnbringende Verwendung einer Mariott’sche Flasche nicht bestatigt werden.
Ebenso widersprechen die gewonnenen Erkenntnisse iiber Auswirkungen der Offnungs-
weite der Spitze auf die Art und Weise der Tropfenbildung der von Buttkus et al. 1995
veroffentlichten Feststellung, dass ,,die Austropfoffnung moglichst klein gewahlt werden*
miisse, um zu erreichen , dafl die Tropfenbildung nicht schon durch turbulent anstrémendes
Wassers in unkontrollierbarer Weise beeinflufit wird“. Vielmehr hat sich gezeigt, dass ein
(zu) kleiner Spitzendurchmesser (und die dadurch verhéltnisméBig hohe Fliegeschwin-
digkeit) dazu fiithrt, dass Tropfen die Spitze haufig mit einer seitlichen Geschwindigkeits-
komponente verlassen und damit dem Detektionsbereich der Lichtschranke entgehen (vgl.
Kap. 5.3.1).

Nicht zuletzt gibt es keine best practice, wie mit Satellitentropfen umgegangen werden
sollte. Wéahrend diese in manchen Veroffentlichungen bis zu einer gewissen, willkiirlich
gewahlten Grofle ausgeblendet werden, wird andernorts sorgféltig sichergestellt, dass alle
Tropfen detektiert werden. Im Rahmen dieses Versuchsaufbaus scheint ein Ausblenden
allzu kleiner Satellitentropfen aus zweierlei Griinden sinnvoll: Die erhaltenen Tropfdia-
gramme enthalten so nur einen Ast (wenngleich dieser Unstetigkeitsstellen bei spontanem
Einsetzen oder Ausbleiben der Bildung von Satellitentropfen enthélt, die entsprechend
berticksichtigt werden miussen (vgl. Kap. 5.3.3)). Aulerdem werden sehr kleine Tropfen
nicht zuverlassig von tiblichen Gabellichtschranken detektiert, weshalb ein Ausblenden
aller sehr kleiner Tropfen konsequent erscheint. (Um dieses Problem zu losen, koénnte
man die Detektion beispielsweise mittels Laser und Photozelle realisieren, deren Photo-
strom auf kleinste Abfélle hin iiberwacht werden muss. Das entspricht allerdings nicht

dem Grundgedanken dieser Arbeit.)

6.2. Erkenntnisgewinn und Umsetzbarkeit im

Unterrichts- und Praktikumskontext
Wie schon in der Einleitung thematisiert, spielen nichtlineare Systeme und Zusammen-
hénge eine entscheidende Rolle in Alltag und Umwelt. Um dréngenden Fragen unserer Zeit

(z.B. Klimawandel oder Bevolkerungswachstum) im wissenschaftlich-forschenden Kontext

adaquat begegnen zu konnen, ist eine gute Kenntnis nichtlinearer Phanomene sowie die
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6. Potenzial und Grenzen des mit einfachen Mitteln durchgefiihrten Versuchs

Fahigkeit zur Modellierung chaotischer Dynamik*® essentiell. Die konkrete Ausbildung
entsprechender Kompetenzen muss und kann zwar nicht Aufgabe von Schulunterricht
und grundstandigem Hochschulstudium sein, wohl aber das Wecken eines Bewusstseins
fiir nichtlineare Zusammenhénge und ihre Eigenschaften sowie das Bilden eines intuiti-
ven Begriffsverstdndnisses. Dies gelingt sinnvollerweise durch eine geeignete Kombination
aus theoretischen und praktischen Inhalten hierzu. Die Frage ist also, welche Versuche
eignen sich als Einstiegsversuche zum Entdecken chaotischen Verhaltens? Sofern iiber-
haupt nichtlineare Dynamik behandelt wird, geschieht dies sehr haufig am Beispiel eines
Doppelpendels oder eines Pohl’schen Rades mit Zusatzmasse — also durch mechanische
Ostzillatoren. Beide Systeme bestechen durch ihre recht iibersichtliche Phasenraumgestalt,
sind verhéltnisméfiig unempfindlich gegentiber Storeinfliissen wéahrend einer Messung und
hingen von wenigen verdnderbaren Kontrollparametern ab. Gleichzeitig sind Lernende
bereits mit ihren reguliren Vertretern (physikalisches Pendel und Pohl’sches Rad ohne
Zusatzmasse) vertraut. Diese vorangenannten Vorziige kann man aber auch als nachtei-
lig auffassen, denn: Ein bereits (fast) bekanntes System weckt weniger Neugier als etwas
grundlegend Neues. Unempfindlichkeit beziiglich Storeinfliissen und wenige veranderbare
Kontrollparameter veranlassen den Experimentierenden weniger dazu, erhaltene Ergebnis-
se kritisch auf ihre Qualitét hin zu priifen und gegebenenfalls durch eigene Optimierungen
an Aufbau und Messung erkannte Storungen zu eliminieren. Eine iibersichtliche Phasen-
raumgestelt schliellich bedeutet auch, dass nur ein kleiner Einblick in die Bandbreite
nichtlinearer Phénomene moglich sein wird. All diesen Einwédnden kann man durch Wahl
des tropfenden Wasserhahns als (einen) Einstiegsversuch begegnen**, der dabei zugleich

als realitatsnaheres und deutlich weniger didaktisch reduziertes System zu verstehen ist.

Bevor konkreter auf mogliche Einsatzszenarien eingegangen wird, sei kurz die Praxis-
tauglichkeit dieses Systems fiir Lernkontexte abgesteckt. Die in dieser Arbeit vorgestellte
Realisierung ist zwar nicht im Handumdrehen aufgebaut, die dafiir benotigte Zeit sollte
sich aber in einem machbaren Rahmen bewegen. Am aufwéndigsten diirfte das Ziehen
der Spitze sein, falls nicht sowieso vorhanden (denn hierfiir mag es etwas Ubung benéti-
gen), und das Anfertigen einer Halterung fiir das Austropfgefafi. Geht es nur um einen
qualitativen und keinen quantitativen Einblick in das System, kann sogar die gesamte
Kraftmessung weggelassen werden. Damit kann zwar zu Messungen des Tropfverhaltens

keine Durchflussmenge mehr bestimmt werden, wodurch Ergebnisse nicht mehr vergleich-

43Wie an vielen Stellen diskutiert ist eine Modellierung unter dem Anspruch einer priizisen Progno-
senentwicklung nicht moglich. Dennoch lassen sich im Modell aber beispielsweise Stellen unerwarteten
Systemverhaltens identifizieren, was ebenfalls viele Erkenntnisse bringt (man denke z. B. an Kipppunkte
im Zusammenhang mit dem Klimawandel).

4 Dies sei nicht als Wertung unterschiedlicher Zugénge zu nichtlinearer Dynamik zu verstehen. Jeder
Zugang ist stets abhéngig von Kontext und Zielsetzung, und muss individuell begriindet werden.
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bar sind, aber Tropfdiagramme und Return-Maps kénnen fiir phénomenologische Zwe-
cke dennoch erstellt werden. Trigt man die gemessenen Tropfabstiande statt tiber der
Durchflussmenge tiber der Zeit auf, &ndert dies das erhaltene Diagramm nicht qualita-
tiv. Es ist lediglich eine Streckung bzw. Stauchung gewisser Abschnitte des Tropfbildes
entlang der Abszisse zu beobachten, da (wie in Kapitel 5 hergeleitet) ein exponentieller
Zusammenhang zwischen Durchflussmenge und Messzeit besteht. Ebenso ist auf Basis der

gewonnenen Erkenntnisse der Bau einer Mariott’schen Flasche tiberfliissig.

Ein konkreter Einsatz des Versuchs ,tropfender Wasserhahn“ in der Schule ist im
Hinblick auf dessen naturbedingte Komplexitdt wohl auf die gymnasiale Oberstufe be-
schrankt. Hierbei steht das Entdecken nichtlinearer Phanomene und das Erforschen des
nichtlinearen Charakters im Vordergrund. Das Prasentieren bzw. Erarbeiten entsprechend
didaktisch reduzierter Erklarungen fiir einige Phanomene scheint moglich. Zwar ist es si-
cher sinnvoll und wiinschenswert, erste Ankniipfungspunkte zu nichtlinearen Phénomenen
auch in niedrigeren Klassenstufen herzustellen, hierfiir bieten sich aber didaktisch deut-
lich starker reduzierte Kontexte besser an. Innerhalb der Oberstufe sieht der derzeit noch
giiltige Lehrplan des achtjahrigen Gymnasiums keine explizite Behandlung nichtlinea-
rer Dynamiken vor, auch nicht im Profilbereich. Dank des Abwendens von einer Lern-
zielorientierung hin zu einer Kompetenzorientierung im neuen LehrplanPLUS ist jedoch
unter gewissen Bedingungen die Behandlung des Versuchs moglich und auch sinnvoll.
Ein denkbares Einsatzszenario wére Folgendes: Der fertig aufgebaute Versuch wird als
Demonstrationsexperiment vorgestellt und eine exemplarische Messung vorgenommen.
Auch in wenig storungsarmer Umgebung wie einer Unterrichtsstunde sind zumindest Be-
reiche chaotischen und periodischen Tropfverhaltens beobachtbar. Dadurch ist ein erster
Einblick in das nichtlineare Wesen des Systems erfahrbar. Anschlielend wird, beispiels-
weise in Gruppenarbeit und bei geeigneter Begleitung, ein Satz vorbereiteter Messda-
ten iiber einen breiten Bereich an Fliegeschwindigkeiten wie in Kapitel 5.2 beschrieben
computergestiitzt ausgewertet. Optional kann der funktionale Zusammenhang zwischen
Durchflussmenge und Messzeit gemeinsam hergeleitet werden (vgl. Kap. 5). Ein Zusam-
menfassen der gruppenweise aufbereiteten Messdateien ergibt ein grofles Tropfdiagramm,
dessen Phanomene schliellich genauer untersucht und teils mit theoretischen Erklarungen
versehen werden konnen. Abschliefend werden der Einfluss externer Storungen und die
Genauigkeit der berechneten Durchflussmenge diskutiert. Eine derart gestaltete Unter-
richtssequenz fokussiert insbesondere die Kompetenzen S6%5, S746 und E747 der durch die

Kultusministerkonferenz der Lander 2020 verbindlich beschlossenen Bildungsstandards im

45Die Lernenden erkldren bekannte Auswerteverfahren und wenden sie auf Messergebnisse an.

46Dije Lernenden wenden bekannte mathematische Verfahren auf physikalische Sachverhalte an.

4"Die Lernenden beriicksichtigen Messunsicherheiten und analysieren die Konsequenzen fiir die Inter-
pretation des Ergebnisses.
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6. Potenzial und Grenzen des mit einfachen Mitteln durchgefiihrten Versuchs

Fach Physik fiir die Allgemeine Hochschulreife und transportiert mit besonderer Trenn-
schérfe das ebenfalls dort festgesetzte Basiskonzept Zufall und Determiniertheit.

Davon abgesehen spricht natiirlich nichts gegen den Einsatz des Versuchs im Schulunter-
richt, nachdem die fiir die jeweilige Jahrgangsstufe angedachten Inhalte behandelt und

vor allem das Erreichen der vorgesehenen Kompetenzen sichergestellt wurden.

Auch im Rahmen eines Studierendenpraktikums kann der tropfende Wasserhahn ein
sinnvoll einzusetzendes nichtlineares System darstellen. Gute Griinde sind sicherlich des-
sen oben erwahnte Reichhaltigkeit an nichtlinearen Phénomenen, die bei anderen Ver-
suchen nicht immer so gut beobachtet werden konnen (z.B. verschiedene Formen der
Attraktorkrise), oder dessen Andersartigkeit im Vergleich zu sonst héufig betrachteten
mechanischen Oszillatoren. Werden als zwei wesentliche Bestandteile dieses Versuchs auch
das konsequente Priifen auf Storeinfliisse und das Vornehmen gegebenenfalls notiger Op-
timierungen verstanden, fordert dies Fahigkeiten in praktischer experimenteller Physik.
Da das System gleichzeitig aktiver Gegenstand von Forschung ist (bzw. es bis um die
Jahrtausendwende war), bietet es sich an, Studierenden zur Vorbereitung ein oder zwei
ausgewéhlte Veroffentlichungen bereitzustellen. Dies iibt beildufig den Umgang mit wis-
senschaftlichen Artikeln. Nicht zuletzt sind verschiedenste Grade der Fehlerdiskussion zu
diesem Versuch denkbar. Dies wurde bereits im vorigen Kapitel 6.1 ausfithrlicher thema-
tisiert.

Einschrénkungen ergeben sich in diesem Kontext im Wesentlichen durch die zur Ver-
fiigung stehende Versuchszeit. Wird der Versuch von Praktikumsteilnehmenden selbst
aufgebaut, muss dafiir geniigend Zeit eingeplant werden: Sind geeignete Spitzen (kénnen
kostengtinstig beschafft werden) und die Hangevorrichtung fiir das Austropfgefafl bereits
vorhanden, wird der grundsétzliche Aufbau nach Anleitung nicht allzu lange dauern. Auch
Zeit fiir das Untersuchen auf Storungen und deren Beseitigung sowie ausreichend Zeit fiir
die Messungen am System muss in der Planung beriicksichtigt werden. Insgesamt sollten
fiir den tropfenden Wasserhahn zwei Praktikumstage veranschlagt werden. Die zugeho-
rige Auswertung der Daten ist ebenfalls verhéltnisméafig aufwandig — sofern auch die
Durchflussmenge werden soll. Dies kann alternativ, wie oben erldutert, weggelassen wer-
den. Damit erhélt der Versuch eine rein phanomenologische Orientierung, die aber nicht

weniger anspruchsvoll sein muss.
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7. Ausblick

Mit einem tropfenden Wasserhahn diirften sich viele schon einmal auseinandergesetzt
haben (miissen). Vermutlich den wenigsten hat dabei die Uberlegung, ob das Wasser pe-
riodisch oder chaotisch heraustropft, ob die einzelnen Tropfabstande vielleicht sogar eine
Vierer-Periode beschreiben oder ob man durch beherztes Drehen mit der Rohrzange ge-
rade eine ganze Landschaft seltsamer Attraktoren vernichtet hat, ein Lacheln ins Gesicht
gezaubert. Und doch gibt es an einem auf den ersten Blick so simpel wirkenden System
vieles zu entdecken — wie Kapitel 3 zum aktuellen Stand der Forschung und Kapitel 5 tiber
die erhaltenen Ergebnisse unter Verwendung des hier vorgestellten einfachen Aufbaus zu
entnehmen ist. Fiir alle, bei denen nun Interesse und Forschergeist geweckt sind, gibt es
eine gute Nachricht: Mit dem gleichen einfachen Aufbau kann noch deutlich mehr un-
tersucht werden. So wére es interessant zu beobachten, welche konkreten Auswirkungen
eine andere Wassertemperatur auf das Tropfverhalten hat (dazu konnte das Wasserre-
servoir beispielsweise mit Eiswiirfelwasser befiillt werden), oder was die Zugabe von Salz
oder Spiilmittel zum Wasser bewirken. Denn sie verdndern dessen Fluidparameter und
damit ebenfalls die Systemdynamik. Mit einer ausfithrlichen Untersuchung des Einflusses
der Spitze mittels einer systematischen Variation deren Geometrie diirfte man — auch im
Hinblick auf veroffentlichte Forschungsergebnisse — Neuland betreten. Ebenso bieten auch
die reinen Messdaten viele Moglichkeiten zum weitergehenden Erkunden: Tragt man in
Return-Maps nur jeden zweiten Tropfabstand iibereinander auf, konnen sich unter Um-
standen grundlegend andere Diagramme (fiir die geraden oder ungeraden Tropfen) erge-
ben (vgl. Martien et al. 1985). Weiterhin ist die Gestalt seltsamer Attraktoren mithilfe
dreidimensionaler Return-Maps besser erkennbar, und es gibt Hinweise darauf, dass sich

mit ihnen Bereiche quasiperiodischen Verhaltens finden lassen (vgl. Wu & Schelly 1989).

Diese Liste an Anstofpunkten fiir weitergehende Untersuchungen liele sich beliebig
fortsetzen, und sagt damit vor allem das Eine: Nichtlineare Dynamik kann spannend und
unerwartet, bei genauerer Betrachtung aber auch unerwartet logisch und vor allem sehr
vielseitig sein! Oder — um im Bild des Schmetterlings zu bleiben: Manche Unwetter sind

doch nicht so zufillig wie sie scheinen.
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A. Anhang

A.1. Graphiken zur Veranschaulichung der theoretischen
Grundlagen
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Abbildung A.1: Klassifikation des lokalen Stabilitdtsverhaltens um Singularitdten in zwei
Dimensionen [entnommen aus Argyris et al. 2017, S. 49]; A1, Ay bezeichnen die Eigenwerte der
entsprechenden Jacobi-Matrix
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Abbildung A.2: Charakterisierung der Attraktortypen im dreidimensionalen Phasenraum

[entnommen aus Argyris et al. 2017, S. 315]
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A. Anhang

A.2. Weitere Abbildungen zu experimentellen Befunden
in der Literatur

=
o

8.83 8.95 4.72 7.80
7 1 1 ! ! | L 7 1 1 1 ! N

Abbildung A.4: auf Basis von experimentellen Befunden erstellte Simulation der
Tropfenbildung: links fiir niedrige FlieBgeschwindigkeit, rechts fiir 100-fach héhere
FlieBgeschwindigkeit (bei Fixierung aller anderen Systemparameter) [entnommen aus
Fuchikami et al. 1999]

chaotic l nonchaotic
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Abbildung A.5: stets unterschiedliche Ablésepositionen der Wassertropfen bei chaotischer
Dynamik vs. feste Abloseposition bei reguldrem Systemverhalten [entnommen aus Sartorelli
et al. 1994, S. 3969]
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A.2. Weitere Abbildungen zu experimentellen Befunden in der Literatur

n

Abbildung A.6: Tropfdiagramm des tropfenden Wasserhahns: Tropfabstand aufgetragen
iiber der Messzeit (Wasser, Raumtemperatur); Beginn (links) bei etwa 10 Tropfen/s, Ende bei
etwa 40 Tropfen/s; periodisches Fenster bei I3 [entnommen aus Sartorelli et al. 1994, S. 3964]
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Abbildung A.7: Tropfabstand in Abhéngigkeit von der Durchflussmenge (Wasser, 17 °C)
[entnommen aus Wu & Schelly 1989, S. 435]
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Abbildung A.8: Tropfspektrum mit Bereichen nichtperiodischen bistabilen und multistabilen
Verhaltens (Natriumlaurylsulfat-Losung, 23 °C)
[entnommen aus Wu & Schelly 1989, S. 437]
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Abbildung A.9: Tropfabstand in Abhéngigkeit von der Durchflussmenge (Wasser,
Raumtemperatur) [entnommen aus Buttkus et al. 1995]
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A.2. Weitere Abbildungen zu experimentellen Befunden in der Literatur
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Abbildung A.10: Abhéngigkeit der Durchflussmenge ) von der Temperatur ¢ fiir drei
verschiedene Ventilstellungen. [entnommen aus Katsuyama & Nagata 1999]
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A.3. Experimentelle Realisierungen des Systems
»tropfender Wasserhahn* in Veroffentlichungen
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Abbildung A.11: Versuchsaufbau nach Dreyer & Hickey: Regelung des Wasserhéhe und
damit des Wasserdrucks mittels Schwimmerventil; Regelung der Durchflussmenge an der
Spitze mittels Nadelventil [entnommen aus Dreyer & Hickey 1991, S. 619]

\Water Tank J Pipette

] Time-to-
Microphone + -&ﬂ Digital —
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Abbildung A.12: Versuchsaufbau nach Austin: nicht fiir Messungen mit dauerhaft
konstanter Durchflussrate konzipiert, sondern zur kontinuierlichen Vermessung von
FlieBgeschwindigkeitsbereichen; deshalb Wassertank mit sehr groBer Oberfliche?® zum
Leertropfen lassen; kein Nachfluss von Wasser wahrend der Messungen; keine zusétzliche
Regelung der Durchflussmenge an der Spitze; Tropfendetektion mittels Mikrofon [entnommen
aus Austin 1991, S. 148]

48Das impliziert sich sehr langsam fndernde FlieBgeschwindigkeiten.
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A.3. Experimentelle Realisierungen des Systems ,tropfender Wasserhahn® in
Veroéftentlichungen
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Abbildung A.13: Versuchsaufbau nach Wu & Schelly: dauerhafte Uberwachung der Fiillhohe
mittels Kathetometer und damit gesteuertes Zu- und Abflielen von Wasser aus Tank 3 {iber
Hohenverstellung per Seilzug (nicht dargestellt) zur Wasserdruckregelung und zur
gleichzeitigen Regelung der Durchflussmenge an der Spitze; Verdnderung der
Wassertemperatur mittels Thermoelement méoglich [entnommen aus Wu & Schelly 1989, S. 434]
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Abbildung A.14: Versuchsaufbau nach Yépez et al.: Regelung der Wasserhthe und damit des

Wasserdrucks mittels Kombination aus Schwimmerventil und Mariott’scher Flasche; Regelung

der Durchflussmenge an der Spitze mittels modifiziertem Vergaserventil [entnommen aus Yépez
et al. 1989, S. 103]
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Abbildung A.15: Versuchsaufbau nach Buttkus et al.: Konstanthalten der Wasserhéhe und
damit des Wasserdrucks mittels Mariott’scher Flasche; Regelung der Durchflussmenge an der
Spitze mittels Variation der Wasserh6he (Hohenverstellung der Mariott’schen Flasche)
[entnommen aus Buttkus et al. 1995]
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Abbildung A.16: Versuchsaufbau nach Katsuyama & Nagata: Konstanthalten der
Wasserhohe und damit des Wasserdrucks mittels fest angebrachtem Uberlauf; keine
Veranderung in der Wasserhohe; Regelung der Durchflussmenge an der Spitze mittels
Nadelventil (Grobeinstellung) und Wassertemperatur (Feineinstellung) [entnommen aus
Katsuyama & Nagata 1999]
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A.4. Weitere Fotos vom Versuchsaufbau

A.4. Weitere Fotos vom Versuchsaufbau

Abbildung A.17: verwendete Mariott’sche Flasche mit den in Kap. 4.1 genannten
Eigenschaften; Biegewinkel des inneren l-férmigen Glasréhrchens: etwa 95°

Abbildung A.18: Tropfeinheit mit Messwerterfassung von oben
(hier ohne Streuscheibe und Entleerungsleitung)
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Abbildung A.20: Heruntergefithrtes Ende der Entleerungsleitung zur schnellen und
storungsarmen Entleerung des Auffangbehéltnisses
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A.4. Weitere Fotos vom Versuchsaufbau

Abbildung A.21: Wasserreservoir mit grofler Oberfliche auf separatem Tisch zur Speisung
des Ausgleichsgeféfies; ebenfalls zu sehen: optional angebrachte Wasserzufuhr zur langsamen
Befiillung des Reservoirs

Abbildung A.22: verwendete Glasspitzen — fiir die genauen Mafle siehe Tabelle 4.1
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A.5. Stroboskopaufnahmen der Tropfenbildung

Nachfolgend abgebildete Tropfserien wurden mit einer Kamera im Burst-Modus aufge-
nommen. Der zeitliche Abstand zwischen den Einzelbildern sollte pro Serie in etwa gleich
sein.

L

Abbildung A.23: Stroboskopaufnahme der Tropfenbildung fiir Spitze 2 (s. Tab. 4.1) bei
niedriger Durchflussmenge (etwa 3 Tropfen/s); jeder zweite Tropfen ein sehr kleiner
Satellitentropfen

Abbildung A.24: Stroboskopaufnahme der Tropfenbildung fiir Spitze 3 (s. Tab. 4.1) bei
niedriger Durchflussmenge (etwa 3 Tropfen/s); jeder zweite Tropfen ein Satellitentropfen
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)
7/

Abbildung A.25: Stroboskopaufnahme der Tropfenbildung fiir Spitze 2 (s. Tab. 4.1) bei
hoher Durchflussmenge (etwa 40 Tropfen/s) und chaotischem Verhalten; keine
Satellitentropfen mehr erkennbar

Abbildung A.26: Stroboskopaufnahme der Tropfenbildung fiir Spitze 3 (s. Tab. 4.1) bei
hoher Durchflussmenge (etwa 40 Tropfen/s) und chaotischem Verhalten; (scheinbar) zufallige
Bildung verschieden grofler Satellitentropfen
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A.6. Weitere Tropfdiagramme und Return-Maps
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Abbildung A.27: Tropfdiagramm fiir Spitze 1 (s. Tab. 4.1) iiber einen weiten Bereich an
Durchflussmengen (Daten enthalten kleine Liicken aufgrund nétiger Messunterbrechungen zum
Zwischenspeichern und Entleeren des Austropfgefifies)
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Abbildung A.28: Vergleich der mittels Cassy Lab 2 aufgenommenen Daten mit den
aufbereiteten Rohdaten bei 10 kHz-Abtastrate: qualitatives Systemverhalten ist trotz
geringerer Auflosung der Rohdaten noch gut erkennbar (feine Details sind jedoch teils unscharf
—s. Abb. 5.5) (Daten enthalten kleine Liicken aufgrund nétiger Messunterbrechungen zum
Zwischenspeichern)
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Abbildung A.29: vergroBerter Ausschnit von Abb. 5.7: sich wiederholendes Muster (unit
structure) bei niedrigen Durchflussmengen und Spitze 1
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Abbildung A.30: sprunghafte

Anderungen in den Tropfabstéinden —
vermutlich verursacht durch Entstehen
bzw. Ausbleiben von nicht detektierten,
sehr kleinen Satellitentropfen (Spitze 1)

100-

80
=

£ 601
x
l_

40]

20

20 40 60 80 100
T, [ms]

0,945ml/s < @ < 0,955 ml/s;
n ~ 4800; Spitze 2

90 o

85

0,550 0,555 0,560 0,565
Abbildung A.31: unvermittelter
Ubergang einer stabilen Einer-Periode ins
Chaos, vermutlich durch Attraktorkrise
(Spitze 1)
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Abbildung A.32: weitere Beispiele fiir Return-Maps von Bereichen komplexen chaotischen
Systemverhaltens; gut erkennbar: Existenz von seltsamen Attraktoren
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A.7. Mathematica-Rechenblatt zur Berechnung des theoretischen Fitfehlers bei
polynomiellem statt exponentiellem Fit

A.7. Mathematica-Rechenblatt zur Berechnung des
theoretischen Fitfehlers bei polynomiellem statt
exponentiellem Fit

(*Nachfolgend wird anhand einer konkreten Messdatendatei fir die Kraftmessung abgeschitzt,
welcher Fehler sich (héchstens) bei Interpolation der Messwerte auf Basis eines
polynomiellen Zusammenhangs statt des korrekten exponentiellen Zusammenhangs ergibt.

Der Datensatz stammt von einer Leertropfmessung, also folgen die Messwerte einem rein
exponentiellen Zusammenhang.x)

(*Definiere f als die theoretisch exakte Funktion.x)
f[t_]:=a0*Exp[-al*t]+a2

(#*Definiere nun ein paar denkbare polynomielle Fitfunktionen g_i. Mache dazu eine
Taylorentwicklung von f mit Entwicklungspunkt e. e ist das arithmetische Mittel aus
Start— und Endzeit der betrachteten Messung. Dies lisst die Taylor— Entwicklung fir Zeiten t
aus dem Messzeitraum, betrachtet tiber den gesamten Messzeitraum, so prdizise wie mé

glich werden. )
e := 3934.65
g2[t_] := Normal[Series[f[t],{t,e/2,2}]] (*Taylor—Polynom 2. Gradesx)

g3[t_] := Normal[Series[f[t],{t,e/2,3}]] (*Taylor—Polynom 3. Gradesx)
galt_] := Normal[Series[f[t],{t,e/2,4}]] (*Taylor—Polynom 4. Gradesx*)
gb[t_] := Normal[Series[f[t],{t,e/2,5}]1]1 (*Taylor—Polynom 5. Gradesx)

(+*Ein Datenfit fir die exponentielle Funktion f mittels Origin liefert folgende Fit— Parameter:
*)

a0 := -284.78249

al := 4.59105%10°(-5)

a2 := 278.78568

(*Berechne nun, um wie viel die polynomiellen Fitfunktionen jeweils von der exponentiellen
Fitfunktion — diber den gesamten Messzeitraum akkumuliert — abweichen. r_1 seien die
Absolutwerte (in Newton), p_i die prozentuale Abweichung.

Als prozentuale Abweichung defniere: p_i := Differenzfliche_zwischen_f und_g /
gesamte__Fliche unter_fx)

r2 := Integrate[Abs[f[t]l-g2[t]],{t,0,e}]
r3 := Integrate[Abs[f[t]-g3[t]],{t,0,e}]
r4d := Integrate[Abs[f[t]-g4[t]],{t,0,e}]
r5 := Integrate[Abs[f[t]-gb[t]],{t,0,e}]

s := Integrate[Abs[f[t]],{t,0,e}] (xgesamte Fliche unter fx)

p2 := r2/s
p3 := r3/s
pad:= rd/s
p5:= r5/s
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(*Ergebnisse:*)

Echo [{r2,
Echo [{r3,
Echo [{r4,
Echo [{r5,
Abweichung
Abweichung
Abweichung
Abweichung

p2}, "Abweichung
p3}, "Abweichung
P4}, "Abweichung
p5}, "Abweichung
eines Polynom
eines Polynom
eines Polynom
eines Polynom

g W N

eines Polynom
eines Polynom
eines Polynom
eines Polynom

Grades
Grades
Grades
Grades

von
von
von
von

Fh Hh Hh Hh
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Grades
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Grades
Grades
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von

f:
{31.4387,0.000421699}

: {0.56787,7.61705%10"-6}

: {0.00854801,1.14658*10° -7}
: {0.000110291,1.47937*107-9}

Hh Hh Hh

"1
"1;
"1
"1;



A.8. Python-Skript zur Aufbereitung der Messdaten

A.8. Python-Skript zur Aufbereitung der Messdaten

Zur besseren Lesbarkeit wird die Dokumentation aus dem nachfolgenden Quellcode ent-

fernt und voran gesetzt

General description
This script processes
- either the raw data of the beam barrier recorded by Pasco Capstone
(10kHz sampling) (raw mode)
- or the data recorded by Cassy Lab (cassy mode)
and returns an output csv file for plotting with origin.
Choose mode by -m <raw|cassy> or --mode=<raw|cassy>.
It requires an input file (-i | --ifile=) and needs specification of an
output file (-o | --ofile=).
Output file must not already exist.
Several additional options for processing are available.

Description of raw mode

Script extracts exact timestamps at which a droplet enters the beam of
the light barrier and calculates the time interval to the previous
droplet. (That means the time extracted is the time when the signal
drops from about +5V to about OV. In addition the script calculates
more exact timestamps of these events than raw data containing.

So output timestamps have one more significant digit than raw data.)

Description of cassy mode

Script calculates from given (inverted) "Dunkelzeit" (time between two
drops) and corresponding timestamp the real time interval to the previous
droplet and it’s timestamp.

Description of additional options

-a | --analyse
The script can analyse on signal interruptions (for synchronization
purposes),
and print the timestamp of the end of each interruption interval.
-s <time shift> | --shift=<time shift>
Given a time shift in seconds (float), it returns a data file with
synchronized
(corrected) timestamps.
-f <function type> | --flow=<function type>

The instantaneous flow rate will be calculated for each timestamp
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and written to the output file.
(formula: flowRate = changeOfTheForce / (gravitationalAcceleration *
densityOfWater))
(for density 0.997048 g/ml (pure water at 25°C) is used,
for gravitational acceleration 9.81 m/s”2)
This requires the specification of a function type for the functional
relationship for the force measurement data.
Implemented options are:
p2: F(t) = a_0 + a_1*t + a_2xt"2
p3: F(t) = a 0 + a_1*xt + a_2%t72 + a_3*t~3
pureExp: F(t) = a_Oxexp(-a_1xt) + a_2
expLin: F(t) = a_O*exp(-a_1*t) + a_2%t + a_3
Parameters a_i have to be specified with the -p option.
(If used together with -s: Be sure, that the function refers to
synchronized time!)

-p <(a_0;a_1;a_2[;a_3])> | --parameters=<(a_0;a_1;a_2[;a_3])>
Specifies the parameters of the function for the force measurement
(e. g. obtainable via interpolation of the force measurement data).
(Has to be used together with -f.)

-h | --help
Print this help and documentation.

Author

Jonas Vollhardt

Version

# /usr/bin/python

nnn
usage=

Usage: processBeamBarrierData.py —m <raw/cassy>—i <inputfile>—o0 <
outputfile> [—s <float value for time shift>] [—a] [-f <function type>—
p <'(a_0;a_1;a_2)">]
Optional arquments:
—a
just analyse input file on interruption intervals and print results (if
chosen, —s|—f have no effect)
—s <time to shift in seconds (float)>
subtract from every timestamp XX seconds and discard data lines before
synchronization interruption
—f <function type>—p <’(a_0;a_1;a _2[;a _3])">
calculate current flow rate for every data line by given <function type>
function with parameters a_i for the force (i.e. determined via
interpolation)
implemented function types are:
p2: F(t) =a 0+ a 1xt +a 2+t 2
p3: F(t) =a_ 0+ a I¥t +a 2%t72 + a_3%t"3
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15 pureEzp: F(t) = a_Oxexp(—a_1%t) + a_ 2

16 expLin: F(t) = a_Orexp(—a_1xt) + a_2¢t + a_3
17 See more details in following documentation.

18 nnn

19

20 documentation = ""'

21 For better readability in this thesis before the code section.
22 nnn

23

24 import sys, getopt

25 import os

26 import math

27

28

29 # define globals

30 threshold_drop_in_beam_voltage

beam _
31 threshold_interruption_voltage

synchronization interruption
32 threshold_interruption_duration = float (0.85) #ime in seconds that
synchronization interruption lasts at least

33 separator = ’;
34 gfactor = float(9.81) #m/s 2
35 densityOfWater = float(0.000997048) #kg/ml

37
38 # define main function
39 def main(argv):

float (1.0) #raw signal voltage if droplet is in

float (4.3) #raw signal voltage while

40

41 # define status globals

42 mode = O #I - raw mode, 2 - cassy mode

43 analyseMode = False

44 shiftMode = False

ig flowCalculationMode = False

47 #nitialize passable arguments

48 inputfile =

49 outputfile = ’’

50 coefficients = []

g% functionType = 0 #02=1; p3=2; pureFxp=3; expLin=4

gi # check if options and arguments are set properly

try:

55 opts, args = getopt.getopt(argv,"hai:o:s:f:im:p:",["ifile=","ofile="
,"help","analyse","shift=","flow=", "mode=","parameters="])

56 except getopt.GetoptError:

57 print (’Wrong option(s) used or missing arguments.\nSee help page
with —h|—help.’)

58 sys.exit (2)

59 for opt, arg in opts:

60 if opt in ("—h", "—help"):

61 print (usage)

62 print (documentation)

63 sys.exit ()

64 elif opt in ("m", "—mode"):

65 #check if given argument for mode is valid

66 if len(arg.strip()) != 0:

67 if arg == "raw":

68 mode = 1

69 print (’Script started in raw mode.’)

70 elif arg == "cassy":
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71 mode = 2
72 print(’Script started in cassy mode.’)
73 else:
74 print(’"{}" is not a valid operation mode type. Use —h
for help. Exiting.’.format(arg))
75 sys.exit (2)
76 else:
it print(’No operation mode type given. Use —h for help.
Exiting.’)
78 sys.exit (2)
79 elif opt in ("—i", "—ifile"):
80 #check if given argument for input file is valid
81 if len(arg.strip()) != 0:
82 if os.path.isfile(arg) and not os.path.isdir(arg):
83 inputfile = arg
84 else:
85 print(’"’, arg, ’" is not a valid input file. Use —h
for help. Exiting.’)
86 sys.exit (2)
87 else:
88 print (’Empty input file string. Use —h for help. Exiting.’)
89 sys.exit (2)
90 elif opt in ("—o0", "—ofile"):
91 #check if given argument for output file is valid and not path to a existing
file/directory
92 if len(arg.strip()) != 0:
93 if not os.path.isfile(arg) and not os.path.isdir(arg):
94 outputfile = arg
95 else:
96 print(’"’, arg, ’" is not a valid output file (is an
existing regular file or directory). Use —h for help
Exiting.’)
97 sys.exit (2)
98 else:
99 print (’Empty output file string. Use —h for help. Exiting.’
)
100 sys.exit (2)
101 elif opt in ("—a", ™—analyse"):
102 if len(arg.strip()) == 0:
103 analyseMode = True
104 else:
105 print(’No arguments after —al|—analyse allowed. Use —h for
help. Please try again.’)
106 sys.exit (2)
107 elif opt in ("—s", "—shift"):
108 if len(arg.strip()) != 0 and arg.replace(’.’, ’’, 1).isdigit():
109 shiftMode = True
110 shift = float(arg)
111 else:
112 print(’{} is not a valid float for shifting. Use —h for
help. Exiting.’.format(arg))
113 sys.exit (2)
114 elif opt in ("—p", "—parameters"):
115 if len(arg.strip()) != 0:
116 coefficients = arg.replace(’(’, ’’).replace(’)’,’’).split(’
i)
117 if len(coefficients) != 3 and len(coefficients) != 4:
118 print (’Wrong number of parameters for force fit
function or given in wrong format. Use —h for help.
Exiting.’)
119 sys.exit(2)
120 else:
121 print(’No coefficients for force fit function given. Use —h
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for help. Exiting.’)
sys.exit(2)
elif opt in ("—f", "—flow"):
if len(arg.strip()) != 0:
flowCalculationMode = True
if arg == "p2":
functionType
elif arg == "p3":
functionType = 2
elif arg == "pureExp":
functionType = 3
elif arg == "expLin":
functionType = 4
else:
print(’Invalid function type given. Use —h for help.
Exiting.’)
sys.exit(2)

1

else:
print(’No function type given. Use —h for help. Exiting.’)
sys.exit(2)

# make sure mandatory arquments are set

if len(inputfile.strip()) == 0 or len(outputfile.strip()) ==
print ("Input file and/or output file is not set. Use —h for help.
Exiting.")
sys.exit (2)
if mode ==

print (’Operation mode not set. Use —h for help. Exiting.’)
sys.exit (2)

# check if analyseMode is requested
if analyseMode:
print (’Script started in analyse mode. Searching for interruption
intervals.’)
analyseOnInterruptions (inputfile, mode)
sys.exit ()

# check if flowCalculationMode is requested and both parameters and functionType
are specified and compatible
if flowCalculationMode:
if functionType == 0 or not coefficients:
print('Flow calculation mode is selected but function type and/
or parameters for the force function is/are not specified.
Use —h for help. Exiting.’)
sys.exit(2)

if (functionType == 1 and len(coefficients) != 3) or (functionType
== 2 and len(coefficients) != 4) or (functionType == 3 and len(
coefficients) != 3) or (functionType == 4 and len(coefficients)
1= 4):

print(’Given function type mismatches given number of
parameters. Exiting.’)
sys.exit(2)

# print warning due to paranoia reasons
if shiftMode and flowCalculationMode:
print (’Both shift mode and flow calculation mode selected.\n\033[1m
\033[91mPlease make sure that the given function refers to the
synchronized time.\033[0m’)
elif not shiftMode and flowCalculationMode:
print(’Only flow calculation mode selected.\n\033[1m\033[91mPlease
make sure that the given function refers to the original (not
any synchronized) time.\033[0m’)
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170
171 # no analyse mode, start reading input file line by line and find and extract the
_relevant lines ] o
172 print (’Reading input file "{}" and writing output to "{}".’.format(
inputfile, outputfile))
173 infile = open(inputfile, ’'r’)
174 line = infile.readline()
175 counter = 0
176 buffer = [] #2D python list, holding the last 31 lines of input file - only for raw
mode
177 timestamplLast = None
178 outfile = open(outputfile, 'w’)
179 if flowCalculationMode:
180 if shiftMode:
181 outfile.write(’time (synchronized) [s];calculated flow rate [ml
/s];timespan to last drop [ms]\n’)
182 else:
183 outfile.write(’time [s];calculated flow rate [ml/s];timespan to
last drop [ms]\n’)
184 if functionType == 1:
185 outfile.write(’#quadratic function for force: F(t) = {} + {}*t

+ {}*tA22\n’.format(float(coefficients[0]), float(
coefficients[1]), float(coefficients[2])))

186 outfile.write(’#=> derivation (proportionate to flow rate) is:
F\’(t) = {} + {}xt\n’.format(float(coefficients[1]), float(
coefficients[2])*2))

187 outfile.write(’#used constants: gravitational acceleration: {}
m/s*2 | density of water: {} kg/ml\n’.format(gfactor,
densityOfWater))

188 elif functionType == 2:

189 outfile.write(’#cubic function for force: F(t) = {} + {}*t +

{}*xt22 + {}*xtA3\n’.format(float(coefficients[0]), float(
coefficients[1]), float(coefficients[2]), float(coefficients
[31)))

190 outfile.write(’#=> derivation (proportionate to flow rate) is:
F\"(t) = {} + {}*xt + {}*xtA22\n’.format(float(coefficients[1])
, float(coefficients[2])*2, float(coefficients[3])*3))

191 outfile.write(’#used constants: gravitational acceleration: {}
m/s*2 | density of water: {} kg/ml\n’.format(gfactor,
densityOfWater))

192 elif functionType == 3:

193 outfile.write(’#pure exponential function for force: F(t) = {}x*

exp({}*t) + {}\n’.format(float(coefficients[0]), float(
coefficients[1])*(—1), float(coefficients[2])))

194 outfile.write(’#=> derivation (proportionate to flow rate) is:
F\’(t) = {}kexp({}*t)\n’.format(float(coefficients[0])*float
(coefficients[1])*(—1), float(coefficients[1])*(—1)))

195 outfile.write(’#used constants: gravitational acceleration: {}
m/sA2 | density of water: {} kg/ml\n’.format(gfactor,
densityOfWWater))

196 else:

197 outfile.write(’#function for force: F(t) = {}xexp({}*t) + {}*t

+ {}\n’.format (float(coefficients[0]), float(coefficients
[11)*%(—1), float(coefficients[2]), float(coefficients[3])))

198 outfile.write(’#=> derivation (proportionate to flow rate) is:
F\’(t) = {}xexp({}*xt) + {}\n’.format(float(coefficients[0])x*
float(coefficients[1])*(—1), float(coefficients[1])*(—1),
float(coefficients[2])))

199 outfile.write(’#used constants: gravitational acceleration: {}
m/sA2 | density of water: {} kg/ml\n’.format(gfactor,
densityOfWWater))

200 elif shiftMode and not flowCalculationMode:

201 outfile.write(’time (synchronized) [s];timespan to last drop [ms]\n

)
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else:
outfile.write(’time [s];timespan to last drop [ms]\n’)

while line:
# skip first line of csv

if counter == 0:
counter += 1
line = infile.readline()
continue
if mode == 1: #raw mode
# stor; last 31 lines in array (list), and evaluate now the line of 16 loops
before

# (idea: array holds 15 lines before and after the evaluated line, so
calculation of exact timestamp (one more digit) is posszble)
data = line.strip(’\n’).replace(’,’, ’.’).split(separator) %%
data[0]: timestamp, data[1]:
voltage
if len(data) != 2:
print (' Unexpected data structure found in line {}. Exiting.
’. format (counter+1))
sys.exit(2)
# evaluate and calculate stuff
if counter > 31: #uffer filled
# evaluate buffer line 16
timestamp = evaluateLine (buffer, counter)
if timestamp is not None:
# calculate timestamp’s last digit
timestamp = calculatelLastDigit(buffer, counter)
if shiftMode:
timestamp = timestamp — shift
if timestampLast:
# calculate time interval between last droplet and current
croplet
interval = (timestamp — timestampLast) *1000
# write out data to output file, depending on which mode(s)
is/are selected
# and discard data lines before signal synchronization
if (shiftMode and timestamplLast > 0 and
flowCalculationMode) or (not shiftMode and
flowCalculationMode) :
if functionType == 1:
flowrate = (float(coefficients[1]) + float(
coefficients[2])*2xtimestamp) / (gfactor
*densityOfWater)
elif functionType == 2:
flowrate = (float(coefficients[1]) + float(
coefficients[2])*2*timestamp + float(
coefficients[3])*3xtimestamp**x2) / (
gfactor*xdensityOfWater)
elif functionType == 3:
flowrate = ((—1)xfloat(coefficients[0])x*
float(coefficients[1])*math.exp((—1)*
float(coefficients[1])*timestamp)) / (
gfactor*densityOfWater)
else:
flowrate = ((—1)*xfloat(coefficients[0])*
float (coefficients[1])*math.exp((—1)*
float(coefficients[1])*timestamp) +
float(coefficients[2])) / (gfactorx
densityOfWater)
outfile.write("{};{};{}\n".format (round(
timestamp, 6), round(flowrate, 9), round(
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interval, 2)))
242 elif (not shiftMode and not flowCalculationMode) or
(shiftMode and timestamplLast > ® and not
flowCalculationMode):

243 outfile.write("{};{}\n".format(round(timestamp,
6), round(interval, 2)))
244 timestamplLast = timestamp
245 # delete first entry in buffer
246 del buffer[0]
247 buffer.append(data)
248 else: #cassy mode
249 # store last line in timestampLast, and calculate real time interval to the
previous droplet and it’s timestamp
250 data = line.strip(’\n’).replace(’,’, ’.’).split(separator) #
dataé()/: gibberish timestamp, datafl]: timestamp, data[2]:
. Dunkelzet
251 if len(data) != 3:
252 print (’Unexpected data structure found in line {}. Exiting.
’. format (counter+1))
253 sys.exit (2)
254 # evaluate and calculate stuff
255 if shiftMode:
256 newTimestamp = float(data[l]) + 0.001xfloat(datal[2]) —
shift
257 else:
258 newTimestamp = float(data[1l]) + 0.001xfloat(datal[2])
259 if timestampLast: #AimestampLast not empty
260 newInterval = (newTimestamp — timestampLast)*1000
261 if (shiftMode and timestamplLast > ® and flowCalculationMode

) or (not shiftMode and flowCalculationMode): #prevent
printing lines with newly negatives timestamps

262 if functionType == 1:

263 flowrate = (float(coefficients[1]) + float(
coefficients[2])*2*xnewTimestamp) / (gfactorx
densityOfWater)

264 elif functionType == 2:

265 flowrate = (float(coefficients[1]) + float(

coefficients[2])*2*newTimestamp + float(
coefficients[3])*3*xnewTimestamp**2) / (gfactorx

densityOfWater)
266 elif functionType == 3:
267 flowrate = ((—1)*float(coefficients[0])*float(

coefficients[1])*math.exp((—1)*xfloat(
coefficients[1])*newTimestamp)) / (gfactorx

densityOfWater)

268 else:

269 flowrate = ((—1)*float(coefficients[0])*float(
coefficients[1])*math.exp((—1)*float(
coefficients[1])*newTimestamp) + float(
coefficients[2])) / (gfactor*densityOfWWater)

270 outfile.write(’{};{};{}\n’.format(round(newTimestamp,

9), round(flowrate, 9), round(newInterval, 6)))

271 elif (not shiftMode and not flowCalculationMode) or (

shiftMode and timestampLast > 0 and not
flowCalculationMode):

272 outfile.write(’{};{}\n’.format(round(newTimestamp, 9),
round (newInterval, 6)))

273 timestampLast = newTimestamp

274 line = infile.readline()

275 counter += 1

276 infile.close()

277 outfile.close()

278 # optional TODO: first and last 15 lines are not evaluated
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# evaluates if list element 16 is begin of detection of new droplet
# only for raw mode
def evaluateLine(bufferArr, cnt):
if float(bufferArr[15][1]) < threshold_drop_in_beam_voltage:
# check if droplet is in beam only from this row -> if no, discard this line
if not float(bufferArr[14][1]) < threshold_drop_in_beam_voltage:
#print("found min at in line ".format(bufferArr[15][0], ent - 14))
return float(bufferArr[15][0])
else:
return None
else:
return None

# calculates and returnes last digit of timestamp at position 16 in list
# (works because of known and fixed sampling frequency at 10 kHz)
# Notice: The following calculation method generates minor errors! (optional TODO)
def calculateLastDigit(bufferArr, cnt):
cnt_before = 0; #number of lines before this line with exactly the same timestamp
cnt_after = 0; #number of lines after this line with exactly the same timestamp
tmstmp = float(bufferArr[15][0])
# do calculations
while abs(float(bufferArr[14 — cnt_before][0]) — tmstmp) < float
(0.0005):
cnt_before += 1
while abs(float(bufferArr[16 + cnt_after][0]) — tmstmp) < float(0.0005)

cnt_after += 1
digit = float(l / (1 + cnt_before + cnt_after) * (cnt_before))
ret = tmstmp + digit*x0.001
return ret

# analyses given input file on interruption intervals (for synchronisation purposes) and
prints results
def analyseOnInterruptions(datafile, mod):
infile = open(datafile, ’'r’)
line = infile.readline()
lineCounter = 0
interruptionCounter = 0
lastMatches = 0 #only for raw mode
lastLineMatched = False #only for raw mode
lastline = [1 #only for cassy mode
# determine if line belongs to interruption interval, count interruptions and print
results
always determine and print timestamp of *end* of interruption interval
while line:
# skip first line of csv
if lineCounter == 0:
lineCounter += 1
line = infile.readline()
continue
if mod == 1:
#raw mode
data = line.strip(’\n’).replace(’,’, ’.’).split(separator) #4
data[0]: timestamp, data[l]: signal
voltage
# make sure line contains expected data structure
if len(data) != 2:
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A. Anhang

print (’Unexpected data structure found in line {}. Exiting.
’ . format (lineCounter+1))
print(line)
sys.exit(2)
# check if line contains possible interruption and determine timestamp of
end of interruption
# interruption in raw mode means signal < threshold voltage
if float(data[l1]) < (threshold_interruption_voltage + 0.4) and
float(data[1]) > (threshold_interruption_voltage — 0.4):5#
possible interruption
found
lastMatches += 1
lastLineMatched = True
else: #check if this line marks end of an interruption
if lastLineMatched:
if lastMatches > 160: #only few matches could mean, that a
droplet comes into the beam and voltage decreases quickly
interruptionCounter += 1
print (’Interruption (No. {}) found in line {}.
Timestamp of ending is: {}s’.format(
interruptionCounter, lineCounter, data[0]))
lastLineMatched = False
lastMatches = 0

else:
#cassy mode
data = line.strip(’\n’).replace(’,’, ’.’).split(separator) #4
dataé?['gibberk#Ltinzestarnp, data[1]: timestamp, data[2]:
Dunkelzeit ]
# make sure Lne contains expected data structure
if len(data) != 3:

line
line

print (' Unexpected data structure found in line {}. Exiting.
’.format (lineCounter+1))
print(line)
sys.exit(2)
# check if line contains possible interruption and determine timestamp of
end of interruption
# interruption in cassy mode means no signal for > threshold time
if lastLine: #AastLine not empty
if (float(data[l1]) — float(lastLine[1])) >
threshold_interruption_duration:
interruptionCounter += 1
print (' Interruption (No. {}) found in line {}.
Timestamp of ending is: {}s’.format(
interruptionCounter, lineCounter, data[l1l]))
lastLine = data
= infile.readline()
Counter += 1

infile.close()

if __name__
main(sys

# call main function

== "__main__":
.argv[1l:])
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